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Introduction générale

La mécanique des milieux continus est un domaine fondamental de la physique et de I'ingénierie qui
étudie le comportement des matériaux considérés comme des milieux continus. Ce domaine s’appuie
sur des théories et des équations mathématiques pour modéliser et analyser les déformations, les
contraintes et les flux dans les matériaux sous diverses conditions.

Dans le cadre de la mécanique des milieux continus, les problémes quasistatiques occupent une place
particuliere. Un probleme quasistatique se caractérise par le fait que les variations temporelles sont
suffisamment lentes pour que les effets dynamiques puissent étre négligés. Ainsi, I’analyse quasista-
tique permet de simplifier considérablement les modeles en se concentrant sur les équilibres méca-
niques instantanés plutét que sur les dynamiques temporelles complexes.

Ces problemes sont présents dans de nombreux domaines d’application, tels que I'ingénierie civile
(déformation des structures), la géophysique (mouvements lents des plaques tectoniques), la biomé-
canique (déformation des tissus biologiques). L’étude analytique de ces problémes permet de mieux
comprendre les mécanismes sous-jacents et de développer des modeles prédictifs robustes, essentiels
pour la conception et 'optimisation des systémes et structures.

La théorie mathématique émergente de la mécanique de la communication s’intéresse aux structures
mathématiques qui sous-tendent les problémes du contact généraux avec différentes lois constitu-
tives, a savoir divers matériaux, 'ingénierie et différentes conditions du contact. ou le probléme du
contact est essentiellement de savoir comment les forces sont appliquées sur une structure et com-
ment réagissent ces structures lorsqu’elles subissent ces forces. outre les problémes cités ci-dessus, il
y a d’autres phénomenes réels et qui sont tres importants tels que ’endommagement du matériau et
I’adhésion des corps.

Le sujet de 'endommagement est extrémement important dans les conceptions en ingénierie puis-
qu’il influence directement sur la vie usuelle de la structure ou la composante congue. Il existe une
littérature tres riche sur ce sujet. Les modeles prenant en considération I'influence de I’endommage-
ment interne du matériau sur le processus de contact ont été étudiés mathématiquement. Les pre-
miers modeles de I'endommagement mécanique provenant des considérations thermodynamiques
sont apparus dans [16]. De modeles généraux récents dans [19, 20, 23] sont issus du principe de la
puissance virtuelle. Dans tous ces travaux, ’endommagement du matériau est décrit par une fonc-

tion a ayant des valeurs entre zéro et un. Lorsque o = 1, il n’ya pas d’endommagement dans le
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Introduction

matériau, lorsque a = 0, le matériau est compléetement endommagé et lorsque 0 < o < 1,il a
un d’endommagement partiel et le systéeme a une capacité réduite. Certains problemes en thermo-
mécanique de contact avec endommagement ont été étudiés dans [4, 9, 10, 28|.

Un autre phénomene sera considéré dans cette mémoire, il s’agit du phénomene de contact avec
Ieffet thermique. Les processus de contact et de frottement s’accompagnent invariablement d’une
production de la chaleur qui peut étre considérable. A titre d’exemple, le freinage brusque d’une
voiture peut entrainer la dissipation d’une puissance importante sous forme de chaleur. L’effet ther-
mique dans les processus de contact affecte la composition et la rigidité des surfaces et provoque des
contraintes thermiques dans les corps en contact. La fagon dont la chaleur affecte les propriétés mé-
caniques d’une surface peut étre partiellement prise en compte (en supposant que le coefficient de
frottement dépend de la température). Les modeéles mathématiques en thermodynamique ont besoin
de quatre éléments : la condition de production de la chaleur, la condition décrivant I’échange de la
chaleur entre le corps et la fondation, la relation constitutive et ’équation de 1’énergie. Ces modeles
ont été développés récemment dans [3, 18, 24, 25].

La thermomécanique s’intéresse aux effets de la chaleur sur les contraintes et les déformations des
corps mécaniques et vice versa,c’est I’extension de la mécanique isotherme, cette extension est diie
au fait que les contraintes et les déformations proviennent non seulement des forces mécaniques mais
également des variations de température.

Dans ce mémoire, nous traitons d’un modele quasistatique de contact frottant entre un corps élas-
tique viscoplastique et un obstacle réactif, la soi-disant fondation. Les phénomenes de contact par
frottement entre corps déformables abondent dans I'industrie et la vie quotidienne. Un probléeme
majeur lié a la modélisation des phénomeénes de contact qui, actuellement, est encore a ’étude, est
le choix des conditions aux limites de contact. L’une des conditions aux limites les plus populaires,
utilisée & la fois dans la littérature technique et mathématique, est la condition de conformité nor-
male. Il a été utilisé dans un grand nombre d’articles, voir [13] et les références qu’il contient. No-
tons que ces conditions de contact, utilisées dans la plupart des travaux connexes sur le sujet, sont
formulées en termes de champ de déplacement. Cependant, lorsque les surfaces de contact sont lu-
brifiées, les conditions normales de compliance exprimées en termes de vitesse normale semblent
plus appropriées. Ce type de conditions, appelées conditions de réponse amorties normales, a été
utilisé dans divers articles (voir, par exemple, [5, 15, 17] et les références qu'il contient).

Le mémoire comporte deux chapitres et est structurés de la maniére suivante :

Dans le premier chapitre, on commence par quelques résultats concernant les espaces fonctionnels,
les équations et inéquations variationnelles, le lemme de Gronwall et quelques théorémes qui seront
d’une grande utilité pour les démonstrations. On a defini le cadre physique, les lois de comporte-
ment des différents matériaux, les conditions aux limites ainsi que la formulation mécanique de pro-
bleme a étudier.

Dans le deuxieme chapitre, nous étudions un probleme quasistatique de contact avec frottement et
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réponse normale instantanée en thermo-elasto-visco-plastique avec mémoire longue et endommage-
ment. Nous présentons une formulation variationnelle du probléme et nous démontrons I’existence et

I'unicité d’une solution en utilisant des techniques de point fixe et lemme de Gronwall.
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Notations générales

i.e
o
Vy

Divy
(-)x

- Ilx

QDT

= 4

mesl’;

dr’;

Uy, Vs
0,,0,
L*(Q)

I N2
L>(Q)

Ensemble des entiers naturels,

I’ensemble des nombres réels,

Constante réelle strictement positive,

C’est a dire,

oY

composante z : 0;%) = 5 -

eme —
ox;

La dérivée partielle de ¢ par rapport a la 4
Gradient de l'application ¢ : Vi = (01, ..., 0q),

I'espace des tenseurs symétriques du second ordre sur R%(d = 2, 3),
Divergence de 'application, : Dive) = (019 + ... + Igv),

le produit scalaire de X,

la norme de X,

Presque partout,

Ouvert de R?, parfois domaine L’hertzien,

I’adhérence de €,

La frontiere de Q : I' = 012,

Les parties de frontiere I', (i = 1,2,3) ,

Mesure de Lebesgue (d — 1) dimensionnelle de T,

Mesure superficielle sur I';,

la normale unitaire sortante a I,

les composantes normale et tangentielle du champ vectoriel v défini sur €,
les composantes normale et tangentielle du champ vectoriel o défini sur €,
Espace des fonctions u mesurables sur  telles que [, |u|>dz < +o0,

La norme de L2(Q) définie par || u || 2= (o [ul?dz)?,

Espace des fonctions u mesurables sur 2 telles que,

de>0:|u|<e¢ p.p., sur €,

I'espace L?(Q)?,
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Notations générales

'espace H!(Q)?,

I'espace L?(Q)7*4,

I'espace {7 = (1;;) € H; divr € H},

L’espace de Sobolev d’ordre % sur I

L’espace dual de H%(F),

L’espace de Sobolev d’ordre 1 sur 2,
L’espauce(H%(F))d7

I’espace dual de Hr.

I’application trace pour les fonctions vectorielles,
Pespace {¢ € Eq | =0surl,},

lespace {D = (D;) | D; € L3(Q), D;; € L2(Q)},

Si de plus [0, 7] un intervalle de temps, k € N et 1 < p < 400, on note par

C(0,T;H)
C1(0,T;H)
LP(0,T; H)

|- llzoomemn
WEP(0, T; H)
|- [wep0,7:m)
[, T3
IL=T2=T;

U

L’espace des fonctions continues de [0,7] dans H,

L’espace des fonctions continiment dérivables sur [0, 7] dans H,
L’espace des fonctions mesurables sur [0, 7] dans H,

La norme de LP(0,T;H),

L’espace de Sobolev de parameétres k et p,

La norme de W*?(0, T; H),

Les parties de T',

L’interface de contact entre les corps Q', Q2,

Vecteurs des déplacements dans le domaine €2, on écrit u; les composantes
du vecteur dans la base canonique,

Tenseur des contraintes correspondant au déplacement u, on écrit o;
les composantes du tenseur dans la base canonique,

normale des contraintes a la frontiere du domaine :0, = (ov).v,

le composante tangentielle du champ tensoriel o,

Valeurs des potentiels électriques dans le domaine €2,

Valeur d’adhésions sur la surface de contact I's,

Valeurs des déplacements électriques dans le domaine €2,

Tenseur linéarisé des déformations :e(u);; = 3(du; + dju;).



Chapitre 1

Rappels d’analyse et Modulisation

Dans ce chapitre, nous introduisons dans un premier temps des rappels d’analyse, quelques pro-
priétés fondamentales des espaces de Banach, de Hilbert ainsi que les espaces de type Sobolev, cer-
tains espaces fonctionnels, dont nous avons besoin dans ’étude des problémes de contact que nous
abordons dans le reste du memoire. et nous présentons un bref rappel portant sur les opérateurs
fortement monotones. Puis nous donnons le cadre physique des problémes de contact ainsi qu’un
bref rappel sur la mécanique des milieux continus et le comportement des solides déformables (lois
théromo-électro-viscoélastique, électro-élasto-viscoélastique), nous présentons les différentes condi-

tions aux limites de contact avec adhésion, et frottement.

1.1 Rappels d’analyse

1.1.1 Divers Espaces
a) Espaces de Hilbert

Soit H un espace vectoriel réel et (.,.)y un produit scalaire sur H c’est-a-~dire (.,.)g : H x H R est

une application bilinéaire symétrique et définie positive.

On note par || - ||z 'application de H — R définie par :
1
et on rappelle que || - ||z est une norme sur H qui vérifie I'inégalité de Cauchy-Schwartz :
((w, v)m| <[ wllallvla, Yu,veH. (1.2)

Définition 1.1
On dit que H est un espace de Hilbert si H est complet pour la norme défini par (1.1).



Chapitre 1 Rappels et Modulasitaion

Soit H' 1 ‘espace dual de H c’est a dire l’espace des fonctionnelles linéaires et continues sur H muni

de la norme :
< v >
I lp= sup —LLHH
veH—{0} vl

ot (., gy g représente la dualité entre H et H.

Théoréme 1.1 (Théoréme de représentation de Riesz-Fréchet)[?] :
Soit H un espace de Hilbert et soit H son espace dual. Alors, pour tout ¢ € H' il existe feH

unique tel que
(D 0) gty = (frv)g Vv e H.
De plus
1o =l 1l

L’importance de ce théoreme est que tout forme linéaire continue sur H peut se représenter d l’aide
du produit scalaire. L’application ¢ — f est un isomorphisme isométrique qui permet d’identifier H

et H .

b) Espaces de Lebesgue

Définition 1.2 Soit p e R, 1 < p < 0o. On appelle l’espace de Lebesque ’ensemble
LP(Q) = {v: Q — R mesurable sur Q et |v|P Lebesgue intégrable sur Q}.

C’est un espace de Banach s’il est muni de la norme

vl oo () = (/Q [v(z)|P dm)é .

Sip=o0 etv:Q— R, mesurable, alors on définit || p~(q) par :

[0]| oo () = sup [v(z)| = inf{c; Ju(z)] < c}.
e
Lespace L™ () est aussi un espace de Banach.

Théoréme 1.2 Pour tout p € [1,+00[, les espaces LP(Q2) vérifient les assertions suivantes :
1. Les espaces LP(Q2) sont des espaces de Banach.

2. Pour toute fonction u € LP(Q), toute v € LP(R), l'inégalité de Holder est vérifiée; i.e.
| fu(@)@) de < full s ol

avec (%4—%:1).

3. Les espaces L*(Q) sont des espaces séparables pour [1,+00].

4. L’espace L*(Q) muni de produit scalaire (u,v) = [ou(z)v(z)dz, Yu,v € L*(Q), est un espace
de Hilbert. De plus, linégalité de Cauchy-Schwarz correspondant a l'inégalité de Hélder est
vérifiée; i.e.

| lut@yo(a) do < ul oy o]l 20
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Chapitre 1 Rappels et Modulasitaion

c) Espaces de Sobolev

Les espaces de Sobolev ont été introduits au début du siécle et ont permis de résoudre bon nombre de
problémes concernant les équations aux dérivées partielles sans réponse jusque la.

On commence par un bref rappel de quelques résultats sur l’espaces de Sobolev H' () défini par :
H Q) ={uel?(Q) | duel*Q)i=1,--,d}.

On note par Vu le vecteur de composante d;u. On a Vu € L2(Q)? pour tout u € H' ().

On sait qui H*(Q) est un espaces de Hilbert pour le produite scalaire :
(u, ) g1 () = (4, 0)12(0) + (Oiu, Ov)12(0),
et la norme associée :
1
| w HHl(Q): (U7u)12L11(Q)
et on écrit
I o=l f2gq) + | Vu [F2(0)a -

On a les résultats suivants :

C1(Q) est dense dans H' ().

Théoréme 1.3 (Rellich)
HY(Q) C L%(Q) avec injection compacte.

Théoréme 1.4 (trace de Sobolev)[?]
11 existe une application linéaire et continue § : H'(Q)) — L2(T') telle que Su = ul|r pour tout u €

Q).

Remarque 1.1
Lespace L2(T') ci-dessus représente l'espaces des fonctions réelles sur I qui sont L? pour la mesure
superficielle dI'. L’application § s’appelle application de trace, elle est définie comme le prolonge-

ment par densité de application u — u|r définir pour u € C! (Q)

Remarque 1.2

On note que lapplication de trace § : H'(2) — L2(T') est un opérateur compacte.

Définition 1.3
Pour tout k € N et pour tout p € [1,4+00], nous définissons ’espace de Sobolev W’“’(Q) par

WhP(Q) = {u € LP(Q) Va, |af < k; Ju, € LP(Q), tel quevy = Dau}.

La norme sur lespace W*P(Q) est donnée par
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1
p
( E | D% [|Lp(0) ) st 1<p<oo,

| llwrp@y={ "lel<k

D~ ' = oo.
f;llzg]gll U Lo (@) si p=o00

Pour p = 2, on note par H*(Q) Uespace W*2(Q) et la norme précédente provient d’un produit sca-

laire.

Théoréme 1.5
Les espaces de Sobolev WEP(Q), pour k € N et p € [1,+00], munis de la norme || - ||, sont des

espaces de Banach. De plus, les espaces H*(Q), pour tout k entier, sont des espaces de Hilbert.

Pour des détails supplémentaires sur les espaces de Sobolev nous renvoyons le [12].

d) Espaces fonctionnels

Introduisons les espaces de Hilbert suivants, associés aux inconnues mécaniques u et o :
H={u=(w) | wel?Q)}=@L2Q)

H={o=(04) | oy=05 L)} = (LAY,

Hy={u=(w) | weHQ)}=H®)

7-{1:{0'67{ ] divUEH}.

Les espaces H,’H, H1 et Hi sont des espaces réels de Hilbert munis des produits scalaires suivants :

(u,v)H:/uivid:c,
Q

o, T)y = | oiTijde,
.= [ o »

(u7 v)H1 = (uv U)H + (8(’11,),5(1)))7_[,

(o, 7)n, = (o, 7))y + (Dive, Divr) g,

respectivement, ot € : Hi — H et Div: Hi — H sont respectivement les opérateurs de déformation

et de divergence, définis par
1 .
e(u) = (eij(w)), eij(u) = 5 (uiy + uji), Dive = (045,5).

Les normes sur les espaces H,H, Hy et Hy sont notées par || - ||m, || - |2, || - ||z, €t || - |2, respecti-
vement.

Puisque la frontiére I' est lipschitzienne, le vecteur normal extérieur v a la frontiere est défini p.p.
Pour tout champ de vecteurs v € Hi nous utilisons la notation v pour désigner la trace yv de v
sur T'. Rappelons que Uapplication de trace v : Hy — L*(T')? est linéaire et continue, mais n’est pas

surjective.
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Désignons par H/F le dual de Hr, et (-,-) le produit de dualité entre H/F et Hr. Pour tout o € Hq, il

existe un élément ov € Hy. tel que :
(ov,yv) = (0,e(v))y + (Diver,v)g Yv € Hy. (1.5)
En outre, si o est assez régulier (par exemple C'), nous avons la formule
(ov,yv) = /Fm/ -vda Yv € H;. (1.6)
Donc, pour o assez réqulier nous avons la formule de Green suivante :
(mdmm+UMmmH:/aumMVv€m, (1.7)

T

ot da est un élément de mesure de surface.
De méme, pour un champ tenseur o : {1 — Sg on note o, et o, ses composantes normale et tangen-

tielle sur Hi, et quand o est une fonction régulicre (disons C*) alors
o, = (ov) - v, or =0V —0o,V. (1.8)

Maintenant, nous definissons les formules de green suivants :

0
(AB(t),8) 12 + (VOE) - VE) 12(0) = Ko - 88(;) odz, V€€V, (1.9)
(Aa(t),f)Lz(Q) + (Val(t) - Vf)Lz(Q) = H/F aait) Edx, VEEV, (1.10)

Soit donc V' le sous-espace fermé de Hy défini par
V={veH |v=0; surT'i}.

Puisque meas(I'1) > 0 et I est Lipschitz, l'inégalité de Korn suppose qu’il existe une constante posi-

tive Cy qui ne dépend que de Q) et I'y tel que

leW)ly = Cr|vly,, VveW (1.11)

La preuve de cette inégalité se trouve dans [26, p. 79].

On considére sur V' le produit scalaire et la norme associée donnée par

(u,v)y = (e(u),e(v))y, VYu,vey, (1.12)

Iv]y =|e(v)],,, VYveV. (1.13)

1l découle de (1.11) et (1.12) que | .|y, et|.|y, sont des normes équivalentes sur V et donc (V, |.|y)

est un espace de Hilbert réel.
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Nous notons que ’hypothése que I' est continue de Lipschitz est suffisante pour notre propos. Tout
d’abord, il s’assure que la normale extérieure v est définie a.e. sur I', puis les composantes normale
et tangentielle de diverses fonctions ont un sens. Deuziémement, il suffit que l'inégalité de Korn
(1.11) soit vraie. De plus, par le théoréme de trace de Sobolev et (1.11), on a une constante positive

Co > 0 dépendant uniquement de 2, I'1, et I's tel que
VI2rge < Colvly, VveV. (1.14)

Soit 0 < T < oo et soit (X, - ||x) un espace de Banach réel, nous utilisons le classique notation
pour les espaces LP(0,T; X), WEP(0,T; X), ol <p < oo,k > 1.

Nous notons par C(0,T;X) et C1(0,T;X) les espaces des fonctions continues et continiment diffé-
rentiables sur [0,T] avec valeur sur X, respectivement, avec les normes :

I 7 lera= max 117 Ix.

17 lexoiraxy= maue 11 F(2) [l + masc 1 £(8) flx

Nous notons par C.(0,T;X) l'ensemble des fonctions continues a support compact dans [0,T] d va-

leurs dans X .

Définition 1.4

Une fonction f : [0,T] — X est dite mesurable s’il existe un sous ensemble E C [0,T] de mesure
nulle et une suite (f,)nen de fonctions appartenant a C.(0,T;X) telle que || f(t) — f(t) ||x— O
quand n — oo, pour tout t € [0,T] \ E.

1.1.2 Rappels d’analyse non linéaire dans les espaces de Hilbert

Dans ce paragraphe, nous rappelons quelques éléments d’analyse non linéaire dans les espaces de
Hilbert et quelques résultats concernant les équations et les inéquations variationnelles d’évolution

qui interviennent dans l’étude des problemes mécaniques.

I- Opérateur fortement monotone

Nous commencons ici par un bref rappel sur les opérateurs frottements monotones et de Lipschitz.
Pour cela, on considére un espace de Hilbert X munit du produit scalaire (-,-)x et de la norme asso-
cié || - |Ix -

Définition 1.5

Soient A : X — X un opérateur non linéaire, l'opérateur A est dit :

1. monotone st

(Au — Av,u —v)x > 0,Vu,v € X,
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2. fortement monotone s’il existe m > 0 tel que
(Au — Av,u —v)x > m||u —v||%, Yu,v € X,
3. Lipschitz s’il existe L > 0 tel que

[|[Au — Av||x < L||lu — vl||x, Yu,v € X,

4. hémicontinu si

Vu,v € X, Uapplication t — A(u+tv) : R — X est continue.

Théoréme 1.6 (Théoréme de point fize de Banach)[?]
Soit K un sous ensemble fermé et non vide de l’espace de Banach (X, || - ||x). Supposons que A :

K — K est une contraction, c’est a dire il existe ¢ €)0, 1] telle que
| Auw) — A) ||x<c|lu—vx VYu,veK.
Alors, il existe un unique élément u € K tel que A(u) = u, i.e, posséde un point fize unique dans K.
Pour Uopérateur A™ : K — K défini par la relation
A" =AA™YH m>2
nous avons la version suivante du théoréme de point fize.

Théoréme 1.7 Soit K un sous ensemble fermé et non vide de l’espace de Banach (X, | - [|x). Sup-
posons que A™ . K — K est une contraction pour m un entier positif. Alors A admet un point fize

unique dans K.

Définition 1.6

Une forme bilinéaire a : X x X — R est continue s’il existe un réel M > 0 tel que :

la(u,v)] < M [ fx] v lx, Vu,v € X.

Définition 1.7

Une forme bilinéaire a : X x X — R est dite coercive s’il existe une constante m > 0 telle que :

alu,u) >m || u||%, VueX.
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I1I- Sous différentiabilité

Nous considérons dans tout ce paragraphe que X est un espace de Hilbert et K un sous ensemble de

l’espace X.

Définition 1.8
On appelle fonction indicatrice de K, la fonction Wk définie par

0 si u €K,
Uk =

+oo si u ¢ K.

Définition 1.9
Soit une fonction j : X — R et u un élément de l’espace X tel que j(u) # +oo. Le sous-différentiel

de la fonction j en u, noté dj(u) est l'ensemble défini par
Aj(u) ={u' e X" | j)>ju)+ (u,v—u), Vo€ K}. (1.15)

Le crochet (-,-) désignant la dualité entre X' et X.

Tout élément v’ de ’ensemble Jj(u) est appelé sous-gradient de la fonction j en u. La fonction j est
dite sous-différentiable en u si j(u) # 0. Elle est dite sous-différentiable si elle ’est en tout point u
de l’espace X.

Nous pouvons caractériser le sous-différentiel OV i d’une fonction indicatrice Vi d’un ensemble
convezxe non vide.

OV ={u €X'| (u,v—u) <0, Vo €K} (1.16)

II1- Inéquations quasi-variationnelles elliptiques d’évolution

La modélisation de plusteurs classes de problémes physiques conduit auz inégalités variationnelles
elliptiques ou d’évolution, dans lesquelles la fonctionnelle non différentiable dépend de la solution
elle méme. Ce dernieres sont appelées. Nous donnons par la suite un résultat d’existence et d’unicité
pour ce type de problémes.

Pour cela, nous considérons un espace de Hilbert H muni du produit scalaire (-,-)g et de la norme
associée || - || et soit A: X — X un opérateur non linéaire, j : X x X — R et f € X. Compte tenu

de ces données, nous constdérons l'inégalité quasivariationnelle suivante.
ve X, (Au,v—u)x +ju,v)—j(u,u) > (f,v—u)x VYvelX. (1.17)

Pour résoudre cette inéquation, nous supposons que A : X — X un opérateur non linéaire fortement
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monotone et de Lipschitz, c’est-a-dire

(a) 1l existe Lo > 0 tel que

|Aur — Ausl|x < Lallur — uzl|x, Vur,ug € X,
(1.18)
(b) 1l existe ma > 0 tel que
(Aul—AU2,u1—uQ)X ZmAHul—’U,QH%(, Vul,uQEX.
et la fonctionnelle j : X x X — R satisfait
(a) Pour tout j(u,-)est convexe et s.c.i.surX
(b) 1l existe m; > 0 tel que
! (1.19)
j(u1,v2) = j(ur, vi) + j(uz,v1) — j(uz, va)
<mjllug —usl|xljvr —vallx  Vui,uz,v1,v2. € X
Aussi, nous supposons que
feX (1.20)

L’existence et lunicité d’une solution au probléme (1.17) est donnée par le résultat suivant.
Théoréme 1.8 Supposons que les hypothéses (1.18)et(1.19) et (1.20) sont satisfaites, et si m; <
ma. Alors :

1. Il existe une unique solution w € X du probléme (1.17).

2. Siuy et uy sont deuz solutions du probléme (1.17) correspondant aux données fi, fo € X alors

il existe ¢ > 0 tel que

Jur —uzlx <cllfi — follx- (1.21)

Ce résultat d’existence, d’unicité et de régularité a été prouwvé dans [27] p.51.

IV- Equation différentielle ordinaire

Théoréme 1.9 (Cauchy-Lipschitz) : Soit (X,|| - ||x) un espace de Banach réel et soit F(t,-) :
X — X un opérateur défini p.p. sur [0,T], qui satisfait les propriétés suivantes :

(a)Il existeLp > 0 tel que

[ ¥(t,2) =Ft,y) Ix<Lr [z —yllx Vo,yeX pp.tel0T]

(b) 11 existel < p < oo tel que

F(,z) e LP(0,T;X) VzxeX.
Alors, pour tout g € X, il eviste une fonction unique x € WHP(0,T;X) tel que
i(t) = F(t,2(t)), p.p-teo,T],

x(0) = xo.
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Définition 1.10

S’il est Uinclusion de (V| - ||v) dans (H,|| - ||x) est continue et V est dense dans H, le triplet
VCHCV

s’appelle le triplet de Gelfand, ou V' Uespace dual de V.

V- Equation aux dérivées partielles d’évolution

Théoréme 1.10 Soit V.C H C V' un triplet de Gelfand. Soit A:V — V' un opérateur hemicontinu

et monotone qui satisfait :

(Av,v)yr oy > w3 + A, Yo eV, (1.22)
HAU”V/ < Ci(||v]lv +1), YveV. (1.23)

Pour des constantes w > 0, C; > 0 et A\ € R. Etant donnée ug € H et f € L2(O,T;V/), alors il existe

une fonction unique u satisfait
we L20,T;V)NCH0,T;H), weLl?0,T;V),
a(t) + Au(t) = f(t) p.p-t € [0,T],

u(0) = up.

VI- Inéquation variationnelle d’évolution

Théoréme 1.11 Soit V.C HC V' un triplet de Gelfand, K est un sous-ensemble fermé non vide et

conveze de V, et soit A:V — V' est un opérateur linéaire, symétrique et continue qui satisfait
il existe Co>0et C3>0 (Av,v)y, v + Co vl > Cs|v])i Vv e V. (1.24)
Alors, pour tout ug € K et f € LQ(O,T;V/), il existe une unique fonction u qui satisfait
we L2(0,T;V)NC30,T; H)nWH2(0,T; V'), (1.25)
u(t) e K, Vte|0,T], (1.26)

(@(0), v = ult))yr oy + (Aut), 0 = u(t)yr oy = (F0) 0~ u®)yry v E K, ppiel0,T].  (127)
u(0) = up. (1.28)

Siug € K et f € L2(0,T;H), alors il existe une unique fonction u satisfaite (1.26)—(1.28) et vérifie
uwe WH2(0, T;H) N L0, T; V). (1.29)

Les démonstrations de deux théorémes 1.10—1.11 précédentes peuvent étre trouvées par exemple dans

[6, 7].

10
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1.1.3 Lemme de Gronwall

Nous rappelons ici les lemmes classiques du type Gronwall qui interviennent dans de nom breux pro-

blémes de contact, en particulier pour établir léunicité de la solution.

Lemme 1.1 Soient m,n € C([0,T];R) telles que m(t) > 0 et n(t) > 0 pour tout t € [0,T], a > 0
une constante et 1 € C([0, T]; R).

(1) Si t t
w(t) §a+/0 m(s)ds+/0 n(s)(s)ds Vit e [0,T],
alors
P(t) < (a+/ m( ds) exp (/Otn(s)ds> vt € [0,T7.
(2) Si
b(t) < m(t) +a/0tw(s)ds vt e [0, ],
alors

t ¢
/ P(s)ds < eaT/ m(s)ds Vt e [0,T].
0 0
pour le cas particulier m = 0, la partie (1) de ce lemme devient.

Corollaire 1.1 Soitn € C([0,T];R) telles que n(t) > 0 pour toutt € [0,T] et soit a > 0. Si
Y € C([0,T];R) est une fonction telle que

b(t) < a+ /Otn(s)w(s)ds vt € [0, ],

alors
t
»(t) < aexp (/ n(s)ds) , Vtel0,T].
0
Le corollaire 1.1 est souvent utilisé pour montrer l'unicité de la solution, de la fagon suivante. En

supposant qu’il existe deuzx solutions, en notant par ¢ la norme de la différence entre ces solutions,

on essaie ensuite de majorer i sous la forme

w) < [ nus)ds Ve 0,1,

avec une certaine fonction n > 0. L’applicationt du corollaire donne immédiatement la nullité de .

Lemme 1.2 Soient m,n € C([0,T];R) telles que m(t) > 0 et n(t) > 0Vt € [0,T], a > 0. Soit

également ¢ : [0,T] — R est une fonction telle que :
S
qu? a +/ m(t dt+/ n(t)¢*(t)dt, Vs e[0,T].
0

Alors
16(s)] < <a—|— / Sm(t)ds) eJo @y e 10 1],
0

Dans le cas particulier n = 0, le Lemme 1.2 devient :

11



Chapitre 1 Rappels et Modulasitaion

Corollaire 1.2 Soit m € C([0,T];R) telles que m(t) > 0Vt € [0,T] et soit a > 0. Soit également
¢ :[0,T] — R est une fonction telle que :

f¢2 _2a2+/m o(t)dt, Vs e [0,T).

Alors
9| ga+/ m(t)dt, Vs e [0,T).
0

1.2 Modulisation

1.2.1 Cadre physique

Nous allons introduire dans ce paragraphe le modéle générale de probléeme de contact étudiés dans ce
mémoire.

Le cadre physique est le suivant : Nous envisageons un corps matériel déformable qui occupe un do-
maine borné Q C RY avec une frontiére réguliere T' = 0K, partitionnée en trois parties mesurables
',y et I's, correspondant auzx conditions auz limites mécaniques, d’une part, et en deuz parties
mesurables Iy et T'y, correspondant auxr conditions aux limites électriques, d’autre part, telles que
mes(I'1) > 0, mes(Iy) > 0. Nous étudions dans lintervalle de temps [0,T] l’évolution du corps sous
Uapplication de forces de volume et de tractions de surface.

Nous notons par w : Qx[0,T] — R? le champs des déplacements, o : Qx[0,T] — S le champ des
contraintes, ¢ : Qx[0,T] — R le potentiel électrique, D : Qx[0,T] — R? le champ des déplacements
électriques.

Le corps Q2 est encastré sur I'y dans une structure fixe. Sur I'y agissent des tractions surfaciques de
densité fo et agissent des forces volumiques de densité fy et des charges électriques de densité volu-
miques qq.

Nous supposons que fo et fo varient trés lentement par rapport au temps. Les corps sont soumis a
laction de potentiel nul sur la partie I'y de la frontiére ainsi qu’a laction des charges électriques de

densité surfacique qo, agissent sur la partie I'y.

\ \ £

S, Le c;rps (0] S,
e ~ 2
~ 3

La partie de contact

La fondation

Fig.1 : contact entre un corps mécanique et une fondation .

12
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Les hypothéses physiques introduites pour la piézoélectricité consistent a négliger les effets magné-
tiques et a considérer l'interaction électro-mécanique uniquement. Cette hypothése est raisonnable
pour les matériaux mécaniques utilisés habituellement comme les céramiques, les polyméres .

1l s’agit d’un probléme quasistatique modélisant ’évolution un corps déformable thérmo-mécanique,
soumis a l'action des force extérieures . Le comportement du matériau est décrit a l'aide d’une équa-
tion constitutive thérmo—viscoélastique avec endommagement . Le contact est avec frottement nor-

male et adhésion réponse normale instantaneé .

1.2.2 Quelques Phenomenes en Problemes de Contact
a) Le frottement

Le frottement est causé par les irrégularités d’une surface. Bien qu’une surface puisse paraitre lisse
a Uoeil nu, des petites aspérités (des irrégularités) sont présentes sur la surface d’un objet lorsqu’on
le regarde au microscope.ll faut également considérer la force normale. Cette force est en lien direct
avec la force gravitationnelle, puisqu’elle est généralement en action-réaction. Plus la force normale

est grande, plus la force de frottement sera grande.

b) L’endommagement

L’endommagement est un phénomeéne trés important en mécanique car il affecte directement la struc-
ture des machines. La fonction d’endommagement varie entre 0 et 1. Quand o = 1 le matériau est
complétement endommagé. Quand o = 0 il n’y a pas d’endommagement dans le matériau. Quand

0 < a <1, 'endommagement est partiel.

L’évolution du champ d’endommagement élastique est décrite par :
& — kAa+ Yk (a) 5 VU (e(u),a), (1.30)

ol k est une constante positive, W est la fonction source de 'endommagement, OYy est le sous-
différentiel de la fonction indicatrice Yy et K est l’ensemble des endommagements admissibles dé-
fini par

K={acHY(N);0<a<1, pp. dansQ}. (1.31)

c) L’adhésion

La diversité des matériaux a conduit les chercheurs d utiliser le collage des composites comme étant
un moyen uniwersel d’assemblage de matériaux de natures différentes. Pour modéliser les phéno-
menes d’adhésion, il est nécessaire d’ajouter le processus d’adhésion a la description du contact.

L’évolution du champ d’adhésion est décrite par une équation différentielle de la forme :

B = Hui(B,&5, Ru([w]). Rr([us]))  sur T3 x [0,T], (1.32)

13
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H,, est une fonction générale qui s’annulle quand le premier de ses variables s’annulle. Un exemple
d’une telle fonction, utilisée dans [14].

On considére la possibilité d’une diminution de efficacité de collage quand les cycles de collage et
de décollage continuent. Par conséquent, le processus est supposé dépendre de l’histoire d’adhésion
qu’on note par :

Ep(x,t) = /Ot B(x, s)ds sur I's x [0,T]. (1.33)

On donne quelques exemples de ce genre de fonctions

H.i(B3,&5, R1, R2) = — B4R,

ol Y, est le coefficient de vitesse normale et f1 = max(0, 3). Nous notons que dans ce cas, seule la

déconnexion est autorisée. Une équation de taux différente pour ’évolution du champ de collage est

H.i(3,&5, R1, R2) = —(B(yn R — | Ral* + %) — €4)+,

ici, ¢ est le coefficient de vitesse tangentielle, qui peut également étre interprété comme le coeffi-
cient de rigidité tangentielle de l'interface lorsque l'adhérence est terminée (6 =1).

Un autre exemple, dans lequel H,y dépend de ses trois variables, est

Br(1-5)
1+&5 7

ot vy est le coefficient tangentielle de collage. Cependant, la liaison ne peut pas dépasser B = 1 et,

H,4(B,&s, R1, R2) = —YuB+ R — viB+|Ral* +

de plus, la ré-association devient plus faible au fur et ¢ mesure du processus, ce qui est représenté

par le facteur 1 + f% dans le dénominateur, et By l'adhésion initiale, tel que :
0< By <1, p.p surls. (1.34)
Sous les conditions (1.32)-(1.34), on a la remarque suivante :

Remarque 1.3 Nous remarquons que sous les trois conditions précédentes le champ d’adhésion vé-
rifie la restriction 0 < 8 < 1. En effet, puisque 3 < 0 donc B < By < 1. En outre, si 8 = 0 quand
t = to, doncB = 0 pour tout t > tg, et d’ou f = 0 pour toutt > tg, p.p. v € I's. Alors, nous

concluons que 0 < 3 <1 pour tout t € [0,T] p.p. x € I's.

d) L’usure

L’usure est un probléme majeur pour les matériaux. Lorsque deux corps entrent en contact avec
frottement et glissement, les surfaces en contact s’en retrouvent usées, la surface la plus rigide use
lautre, les particules ainsi perdues des surfaces en contact forment alors une fine couche entre les
deux corps.

L’évolution de la fonction d’usure est d’écrite dans la littérature par la loi d’Archard suivant :

W= —Xgo,|v*, (1.35)

ot Ag est un coefficient d’usure, et v* représente la vitesse relatives des surfaces en contact.

14
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e) La conduction thermique

La conduction thermique est un mode de transfert de température ou de chaleur entre deux milieux
en contact.
La température 0 est défini par une équation parabolique, qui représente la conservation de l’énergie
comme sutt

0 — koAO = O (e(u),0) + x, (1.36)

ot © est une fonction constitutive non linéaire qui représente la chaleur engendrée par les forces in-
térieures. Ici et ci-dessous kg est une constante strictement positive et x une donnée, qui représente

la source de chaleur du volume.

1.2.3 Modele mathématique
a) Equation du Movement

Les fonctions inconnues du probléme sont les champs des déplacements u : Q x [0,T] — R? et les
champs des contraintes o : Q x [0,T] — S, £ = 1,2. Notons la densité de la masse par p :  — R,
et la densité des forces volumiques par fy : Q x [0,T] — R?. L’évolution du corps est décrite par

l’équation du mouvement de Cauchy :
Divo + fy = pii dans Q% [0,T]. (1.37)

Les processus d’évolution modelés par I’équation précédente s’appellent processus dynamiques. Dans
certaines situation, cette équation peut encore se simplifier : par exemple dans le cas ouv 4 = 0, il

s’agit d’un probléme d’équilibre (processus statiques), ou bien dans le cas ot le champ des vitesse
varie trés lentement par rapport au temps, c’est-a-dire que le terme pii peut étre négligé (processus

quasi statiques). Dans ces deux cas ’équation du mouvement devient :
Dive + fy =0 dans € x [0,T]. (1.38)

L’équation équivaut a de relations scalaires, et mathématiquement cette équation ne suffit par a mo-
déliser le probleme d’équilibre du corps car, par exemple les composantes uw; du champ de déplace-
ment ne figurent pas dans cette équation.

A celles-ci se rajoutent les inconnues électriques du probléme, d savoir les potentiels électriques ¢ :
Q% [0,T] = R et les champs des déplacements électriques D : Q x [0, T] — R®. L’évolution du corps

piézoélectrique est décrite par I'équation d’équilibre pour le champ de déplacement électrique :
divD = qo dans 2 x [0,T], (1.39)

ou "div" est l'opérateur de divergence pour les vecteurs, divD = D;;, et qo représente la densité des

charges électriques volumiques sur ).
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b) Lois de Comportement

Les lois de comportement sont des relations entre le tenseur des contraintes et le tenseur des défor-
mations et leurs dérivées. C’est toute une série d’essais qu’il faut imaginer et réaliser pour établir
une lois de comportement. Les expériences physiques pour les matériaux unidimensionnels consti-
tuent le point de départ dans ’établissement des lois de comportement. Voici quatre exemples clas-
siques d’essats sur les solides : essais de chargement monotone, essais de charge-décharge, essais de
fluage et essais de relaxation.

Dans la description des phénoménes purement mécanique, par lois de comportement (ou lois consti-
tutive) nous comprenons dans la suite une relation entre le tenseur des contraintes o, le tenseur des
déformations infinitésimales € et leurs dérivées temporelles & et €.

Nous présentons par la suite les lois de comportement des matériauzx : matériaux thermo-viscoélastique,
matériauxr thérmo—élastique, matériauxr thermo-viscoplastique, matériaux élasto-viscoplastique avec

variable interne d’état .

Lois de comportement viscoélastique avec mémoire longue

Nous considérons ici une catégorie de matériauz ot le tenseur des contraintes o est reliés par la loi

de comportement :

o= As(u) + /Ot Qt — s,e(u(s)))ds (1.40)

ou A:Q xS = S est Uopérateur d’élasticité non linéaire, , Q = (Qij) est un tenseur de relaxation,

Lois de comportement viscoélastique avec mémoire court
La loi de comportement d’un matériau électro-viscoélastique avec mémoire court est donnée par :
o(t) = A(e(i(t))) + Ble(u(t))) (1.41)

ot u, o représentent respectivement le champ de déplacement et le champ de contrainte ot le point
ci-dessus désigne la dérivée par rapport au variable de temps. . e(u) désigne le tenseur de déforma-
tion linéarisé, A et B sont des opérateurs non linéaires décrivant le purement visqueuz et les pro-

priétés élastiques du matériau, respectivement. .
Lois de comportement thermo-élastique
La loi de comportement d’un matériau thermo-élastique est donnée par

o(t) = A(e(a(t)) — M(6(t)) (1.42)

ou A, M représentent respectivement l’opérateur d’élasticité non linéaire et une cartographie de di-
latation thermique non linéaire. De plus, e(u) désigne le tenseur de déformation linéarisé, 0 repré-

sente la température.
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La température 0 est défini par une équation parabolique, qui représente la conservation de l’énergie

comme suit

0 — koAl = 0O (e(u),0,a) + x, (1.43)

ot © est une fonction constitutive non linéaire qui représente la chaleur engendrée par les forces in-
térieures. Ici et ci-dessous kg est une constante strictement positive et x une donnée, qui représente

la source de chaleur du volume.

Lois de comportement élasto-viscoplastique avec variable interne d’état

La lois de comportement d’un matériau élasto-viscoplastique avec variable interne d’état est domnée

par

o(t) = Ae(u(t)) + Be(u(t)) + /0 t F(o(s) - Ae(u(s)), e(uls). k(s)) ds  (1.44)

k(t) = ¢(o(t) — Ae(a()), e(ul(t)), k(1)) (1.45)
dans Q x (0,7,

Lois de comportement thermo-élasto-viscoplastique avec endommagement

/Ot G(o(s) = Ale(in(s)), 2(u(s)), 0(s), B(s) ) ds. (1.46)

L’endommagement [ est une variable internes d’état définie dans Q0 x [0,T], avec0 < f < 1:
L’évolution du champ d’endommagement utilisée au prochain chapitre, est modélisée par l'inclusion

du type parabolique donnée par la relation :

B —rAB+ 00k (B) 3 ¢(0,e(u),0,05), (1.47)

ot K est une constante positive, ¢ est la fonction source de I'endommagement, O¢i est le sous-
différentiel de la fonction indicatrice ¢ et K est l’ensemble des endommagements admissibles défini
par

K={3cH(Q):;0<B<1, pp. dansQ}. (1.48)
c) Lois de contact

Contact sans frottement

Dans un contact parfait, ot sans frottement, l’action mécanique transmissible par obstacle entre
deuz solides ne peut étre en tout point que normale au contact (perpendiculaire au plan tangent

commun du contact). Ceci se traduit par la relation
or =0,
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Chapitre 1 Rappels et Modulasitaion

qui signifie que la contrainte tangentielle est nulle. Si ce n’est pas le cas, on dit que le mouvement
tangentielle se produit avec frottement ce qui nous oblige d introduire une lois de frottement qui

prend en considération la composante tangentielle avec les autres variables du systéme.

Contact avec compliance normale

Dans ce cas, les corps est supposée déformable et la zone de contact n’est pas connue d priori. La

contrainte normale o, satisfait la condition dite de compliance normale

—Ovy :pl/(ul/ _g) (1‘49)

ol u, est le déplacement normal, g représente l'interstice entre les corps et p, est une fonction posi-
tive donnée, appelée fonction de compliance normale. Cette condition indique que la fondation exerce
une action sur le corps en fonction de sa pénétration u, — g. . Comme exemple de la fonction p,

nous pouvons considérer

pl/(r) =CT, (1.50)

ol ¢, est une constante positive et ri = max{0,r}. Un deuxiéme exemple est donné par

cyry St r<a,

pu(r) = N (1.51)
c,o0 St > qQ,
ot v est un coefficient positif relatif a la dureté de la surface. Dans ce cas, la condition de contact

(1.49) signifie que lorsque la pénétration est trop profonde, i.e. quand elle dépasse o, la fondation se

désintegre et n'offre plus de résistance a la pénétration.

Les conditions de contact avec compliance normale et adhésion.

On va décrire la condition de contact avec compliance normale et adhésion sur I's x [0,T], on in-
troduit une variable interne d’état définie sur I's x [0, T, qui représente l'intensité d’adhésion sur la
surface de contact, telle que 0 < < 1. Quand 8 = 1 a un point x € I's, l'adhésion est compléte
et tous les liens sont actifs, quand = 0 tous les liens sont désactivés et il n’y a pas d’adhésion,

et quand 0 < B < 1 c’est le cas d’une adhésion partielle et mesure la fraction des liens. Pour plus
détails sur ce section, on renvois par exemple [21] .

On suppose que la contrainte normale satisfait la condition de compliance normale avec adhésion :
o, = —pu(u,) + 7% R, (u,) sur T3 x [0,T], (1.52)

ot o, est le déplacement normal, v, est un coefficient positif, p, : I's x R — Ry est une fonction

donnée appelée fonction de compliance normale, et la fonction R, : R — R4 est lopérateur de
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Chapitre 1 Rappels et Modulasitaion

troncature donné par :
L s s < —L,
Ry(s)=q-s si —L<s<0, (1.53)
0 ) s> 0.

Ici L > 0 est longueur caractéristique des liens. La condition (1.52) indique que chaque corps exerce
une action sur l'autre corps en fonction de sa pénétration [u], ot le deuxiéme terme de l'égalité est
la contribution de l’adhésion a la tension de surface.

Notons que la condition de compliance normale avec adhésion (1.52) a été déja utilisée dans [22,
29].

Quand le champ d’adhésion (B est nul, (1.52) devient :

oy = —py(uy) sur T's x (0,7), (1.54)

qui représente la condition de compliance normale.

d) Conditions aux limites

Définissions maintenant les conditions aux limites sur chacune des trois parties de I'.

La condition aux limites de déplacement

Le corps est encastré dans une position fize sur la partie 'y x [0,T], le champ des déplacements u

est par conséquent nul :
u=0 sur'y x [0,T]. (1.55)
La condition aux limites de traction.

Une traction surfacique de densité fo agit sur I'y x [0,T] et par conséquent le vecteur des contraintes

de Cauchy ov satisfait :

ov =/ sur 'y x [0,T]. (1.56)
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Chapitre 2

Probleme quasistatique de contact avec

frottement

2.1 Formulation du Probléme

Dans cette section nous décrivons le modéle du processus, présentons sa formulation variationnelle.
Le cadre physique est le suivant.

Un corps élastique-thermo-viscoplastique occupe un domaine €2 avec une surface réguliére I', et soit
Iy, Ty, I's un partition de I' en trois parties mesurables disjointes telles que meas (I'y) > 0. Soit

T > 0 et soit [0, T] lintervalle de temps considéré. On suppose que le corps est fixé sur I'y x (0,T)
et donc le champ de déplacement s’y annule. Les tractions de surface de densité fo agissent sur I's X
(0,T) et une force volumique de densité fo agit sur  x (0,T). On admet une éventuelle source de
chaleur externe appliquée dans Q x (0,T), donnée par la fonction q. Nous supposons que les forces
et les tractions du corps varient lentement dans le temps, et par conséquent, les accélérations dans le
systeme peuvent étre négligées. Négliger les termes inertiels dans ’équation du mouvement conduit a
une approche quasi statique du processus. Enfin, le corps est en contact avec une fondation réactive
sur la surface de contact potentielle I's.

Nous supposons que la contrainte normale o, satisfait une condition générale de réponse normale
intantanée

-0y = pu(uu)7

ot 0, représente la vitesse mormale et p, est une fonction prescrite.

Dans le cas ot

pl/(r) = kra (21)

avec k > 0, la résistance de la fondation d la pénétration est proportionnelle a la vitesse normale.
Ce type de comportement a été considéré lors de la modélisation du mouvement d’un corps défor-

mable sur du sable ou un matériau granulaire.
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Chapitre 2 Probleme quasistatic avec frottement et réponse normale instantanée

Le contact est frottant et la loi de frottement associée est choisie comme suit
— o, =p-(0r), (2.2)

ol o, représente la force tangentielle sur la frontiére de contact, 0, désigne la vitesse tangentielle et
pr est une fonction a valeur vectorielle prescrite.

Nous utilisons une loi de comportement thermo-élastique-viscoplastique avec endommagement pour
modéliser le comportement du matériau, et une inclusion différentielle de type parabolique pour dé-
crire I’évolution de l’endommagement.

Avec les hypothéses ci-dessus, le probléme mécanique du contact quasistatique avec réponse normale

instantaneé peut étre formulé classiquement comme suit.
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Chapitre 2 Probleme quasistatic avec frottement et réponse normale instantanée

Probléme P

Trouver le champ de déplacement u : Q x [0,T] — R<, le champ de contrainte o : Q x [0,T] — Sy, le

champ d’endommagement 3 : Q x [0,T] — R et la température 6 : Q x [0,T] — R tel que

o(t) = A(e(a(t))) + B(e(u(t))) (2.3)
+ /Ot Q(a’(s) — Ae(u(s))), e(u(s)), 9(5),,6(3))ds, dans Q x (0,T),

Dive + fo =0, dansQ x (0,T), (2.4)
0 — koAO = O(o,e(0),0,8) +q, dans Q x (0,T), (2.5)
B—kiAB+ dor(B) 2 ¢(o,e(u),0,3), dans Q x (0,T), (2.6)
u=0 surly x(0,7), (2.7)
ov = fy, surlyx(0,T), (2.8)
—o, =p,(0), —-or=p;(0;), surlsx(0,7T), (2.9)
06

k0$+B9:O, sur T' x (0,T), (2.10)

B
= 0, surI x(0,7), (2.11)
u(0) = uy, B(0) = Bo, 6(0) =6y, dans Q. (2.12)

Ce probléme représente [’évolution quasistatique de l’endommagement dans les matériauz thermo-
élastiques-viscoplastiques. L’équation (2.3) représente la loi de comportement thermo-élastique-viscoplastique,
déja introduite dans la premiére section. La relation (2.4) est l’équation d’équilibre, nous lutilisons

ici puisque nous supposons que le processus est quasistatique. L’équation (2.5) représente la conser-

vation de ’énergie ou © est une fonction constitutive non linéaire qui représente la chaleur générée

par le travail des forces internes et q est une source de chaleur volumique donnée. L’inclusion (2.6)

décrit I’évolution du champ d’endommagement, gouverné par la fonction d’endommagement source

¢, ou Ok est le sous-différentiel de la fonction indicatrice de l’ensemble K de fonctions des endom-
magements admissibles.

Les conditions (2.7) et (2.8) sont respectivement les conditions auz limites de déplacement et de

traction. (2.9) représente la condition de réponse amortie normale et sa loi de frottement associée,
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Probleme quasistatic avec frottement et réponse normale instantanée

décrite ci-dessus sur la surface de contact potentielle I's. L’équation (2.10) représente une condition

auz limites de Fourier pour la température sur I'. L’équation (2.11) représente une condition aux li-

op

mites de Newmann homogéne pour le champ de dommages sur I', ou %, est la dérivée normale de [3.

Enfin les fonctions ug, By et 0y dans (2.12) sont les données initiales.

Pour obtenir la formulation variationnelle du probléme (2.3)-(2.12), nous avons besoin d’une nota-

tion supplémentaire.

2.2 Formulation variationnelle

Dans létude du probléme mécanique (2.3)-(2.12), on considére les hypothéses suivantes

L’opérateur de viscosité A : Q x Sq — Sq satisfait :

(a) Il existe une constante L4 > 0 tel que
|A(x,e1) — A(z,e9)| < Lgler — &2,
Ver,e9 € Sg, a.e. x € Q.
(b) 1l existe une constante ma > 0 tel que
(A(z,e1) — Az, €2)) - (€1 — £2) > mg|er — 2|,
Vei,e9 € Sy, a.e. x € €.
(¢) L’application x — A(z,e) est Lebesque measurable sur €2,
Ve € Sy.

(d) L’application x — A(z,0) appartient & H.

L’opérateur d’élasticité B : Q) x Sqg — Sg satisfait :

(a) Il existe une constante Lp > 0 tel que
|B(z,e1) — B(z,e2)| < Lp(ler — e2f,
Vei,e9 € Sy, a.e. x € (.

(b) L’application x — B(xz,e) est Lebesque measurable sur S,
Ve € Sy.

(¢) L’application x — B(z,0,) appartient a H.
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Chapitre 2 Probleme quasistatic avec frottement et réponse normale instantanée

L’opérateur de plasticité G : 2 X Sg x Sg x R x R — Sy satisfait :

(a) Il existe une constante Lg > 0 tel que

G(z,01,61,01,81) — G(2,02,2,02, 52)| < Lg(|o1 — 02

+le1 — ea| + 101 — O] + |81 — Ba),

Voi,09 € Sq, Ver,e0 € S, V01,02 €R, V1, fa € R, ace. z € Q. (2.15)
(b) L’application x — G(x,0,¢,0, ) est Lebesqgue measurable sur ),

Vo,e €S54, V0,8 €R.

(¢) L’application x — G(x,0,0,0,0) appartient a H.

La fonction constitutive non linéaire © : 1 X Sg x Sg x R x R — R satisfait :

(a) Il existe une constante Lg > 0 tel que

O(z,01,1,01, 81) — O(z,02,2,02, B2)| < Lo(|o1 — 02

+le1 — ea| + 01 — 02| + |81 — Ba),

Voi,00 € Sy, Vei,60 € Sg, V01,00 € R, V51,0 € R, a.e. x € . (2.16)
(b) L’application x — O(z,0,¢,0, ) est Lebesque measurable sur €,

Vo, €Sy V0,8 ¢cR.

(¢) L’application xz — ©(x,0,0,0,0) appartient a H.

La fonction source de 'endommagement ¢ : 1 X Sg x Sg x R x R — R satisfait :

(a) Il existe une constante Ly > 0 tel que

|p(x,01,€1,01, 61) — ¢(x,02,€2,02, 52)| < Ly(lo1 — o2

+le1 — ea| + (01 — 02| + 81 — Bal),

Voi,00€ Sy, Ver,e2 € Sq, V01,02 €R, VB1, B2 €R, ace. z € Q. (2.17)
(b) L’application x — ¢(z,0,¢,0,3) est Lebesgue measurable sur 2,

Vo,e €54, V0,8 €R.

(¢) L’application x — ¢(x,0,0,0,0) appartient a H.
La fonction de contact normale py : I's X R — R satisfait :
(a) Il existe une constante L, > 0 tel que
lpv(x,71) — pu(x,7m2)| < Ly |1 — 12|, Vri,r0 €R, ae.z €.
) (pu(z,r1) —pu(x,12))(r1 —1r2) >0 Vri,re €R, a.e.x €T3 (2.18)

(¢) L’application x v py(z,r) est Lebesque measurable sur I's,

VreR.

(d) L’application v+ py(x,r) est continu sur R, a.e. x € I's.
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La fonction de contact tangentiel py : T's x R* — R? satisfait :

(a) Il existe une constante L. > 0 tel que
Ipr(2,71) — pr(2,72)| < Ly |1 — 12| Vri,ro € RY, a.e. x € Ts.

() (pr(z,71) —pr(my12)) - (r1—1r2) >0 Vri,re Rd, a.e.x € I's.

(¢) L’application x +— pr(x,r) est Lebesgue measurable sur I's, (2.19)
Vr e Re

(d) L’application v — py(z,7) est continu sur R, a.e. x € I's.

(€) pr(x,r).v(x) =0 Yr € R? tel que r.v(x) =0, a.e. x € I's.

On suppose que le corps force et les tractions de surface satisfont :
fo € L*(0,T; H), fo € L*(0,T; L*(T2)"). (2.20)
La source de chaleur volumique satisfait :
q € L*(0,T; L*()). (2.21)
Nous supposons aussi que
B >0, ki>0 (i=0,1). (2.22)
Enfin, nous supposons que les données initiales satisfont aux conditions suivantes :
ueV, eV, p[eK. (2.23)
Ensuite, on note f(t) l’élément de V' donné par
(f(t), V)« V_/fo vdz + f2()Vda Vvev. (2.24)
Ensuite, on note f(t) l’élément de V' donné par
feL*0,T;V"). (2.25)
On définit les formes bilinéaires suivantes

w:V XV SR, a6 :ko/gvg-vgdHB/Fggd% (2.26)

a1 :V xV =R, al(C,f):kl/VC-Vfdaz. (2.27)
Q
On considére la fonctionnelle j : V x V. — R définie par

jlu,v) = /Fs (pp(w)vy + pr(us) - vr)da, Yu,vevV. (2.28)
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En gardant a Uesprit (2.18) et (2.19), nous observons que l'intégrale dans (2.28) est bien définie.
Ensuite, nous supposons que {u, o} sont des fonctions réguliéres satisfaisant (2.4)-(2.9) et soit v €

V, t €10, T]. Enfin a partir de (2.28), (2.31) et (2.32) on trouve

(a(t),e(v))n +j(a(t),v) = (f(t), V)vixy-

Ainsi, nous pouvons obtenir la formulation variationnelle du probléme quasistatique avec réponse
normale instantanée , frottement et endommagement comme suit
Soit (u,0,0, ) un quadruple des fonctions suffisamment réguliéres qui satisfont (2.3)-(2.12). En

utilisant la formule de Green (1.7) et (2.4) nous avons
(o (), £(v)) :/Qfo(t).vdH/Fa(t)u-vda, VeV (2.29)
En appliquant les conditions auzx limites (2.7) et (2.8), on a
/ ot)v-vda= | fo(t) vda +/ o(t)v - vda. (2.30)
r I'> I's

Il découle maintenant de (2.29), (2.30) et (2.24) que

(@(8), eV = (F(E),V)vier +/ ot -vda, VeV (2.31)

I's
D’autre part, a partir de (1.7), (1.8) et (2.9) on obtient
ot -v=—p,(0(t)v, —pr(0r(t)) - v,  sur L. (2.32)
Maintenant, pour tout t € [0,T) et de (2.5), on obtient :
(6(t) = q(1), )20 — (KoAO(L),€)12(0) = O(0,£(1),6,8) 12
veeV. (2.33)

En utilisant la formule de Green (1.9) afin d’obtenir :
00(t)
—ro(A0(2), €) 2 = o / VO(t) - Védz — ko / PO ege, veeV

Q r Ov

on a d’aprés (2.10) :
— ko(A0(1), €) 12() = Ko / VO(t) - Vedr + B / 0(t) tdx, VEEV. (2.34)
Q r
Nous utilisons (2.33) et l’égalité (2.34), on trouve :
(O() — q(t), &) r2(e + Ko /Q VO(t) - Véde + B /F 0(t) - €d

= @(a’,a(ﬁ),&,ﬁ)m(m, Ve eV,
Alors :
(1) - q(t),C)L2(Q) + Ko /Q VO(t) - Vida + B/Fe(t) &dw
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= @(U,é(ﬁ),@,ﬁ)LQ(Q), vEeV.

D’apreés (2.26), on obtient :

(06) = a(t),€) , ., +a0(6(t),€) = O(o,2(1), 0, 8),€) 12

vEe V. (2.35)

L*(Q)

Enfin, soit 5(t) € K et pour toutt € [0,T]. De la définition (1.16) de Opi(B) et de (2.6), on ob-

tient :

(¢(a,€(u), 0,8) — B(t) + KAB(L), € — ,B(t))LQ(Q) <0, VBeK.

Donc :

(6o <), 0,5).€ = 51)) .
< (B(t),g - 5(75)) — K (AB(t), € = B(t)) 12(0)

Nous utilisons la formule de Green (1.10) et le condition (2.11) afin d’obtenir :

L2(Q)

(AB().€ = B0 20 = — [ V() B(t))da
En suite :
(0.6 =B1)) 0+ [ VB - V(€ = B(O)d
> (6(o,e(w),0 ,5)>,§—ﬁ<t>)L2(Q),
alors :

Blt)€ = D) )+ . VBB V(€= B(0)da
> (¢(,2(u), 0 ,,3),5—5( )>L2(m’ Vo€ K.

D’aprés (2.27), on trouve :

(B0). €= 5®) 1y g 2 (5(0),€ = B(1)
2 (00w, 0.5).6 = 51) , . VEEK. (2.36)

De (2.32), (2.35) et (2.36) on obtient la formulation variationnelle du Probléme PV .
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Probléme PV

Trouver le champ de déplacement u : [0,T] — V, le champ de contrainte o : [0,T] — H, la tempéra-
ture 0 : [0,T] — V, le champ d’endommagement 3 :[0,T] — H(2) tel que
o(t) = A((a(t)) + Ble(u(t) (237)
+ [ G(o(s) — Alea(), (u(s)),00),5(:))ds, ae. 1€ 0,T),
(@(0). 2V +0(0).¥) = (FO Vv, W eV v [0.T), (238)

(0(), v)vrxy +ao(8(1),v) = (B(a (), £(u(t)), 6(t), B(1), V) s (2.39)
+(q(t),VIvixvy WYV eV, ae te(0,T),

B(t) €K, (B(8),€ = B(1) 120 + ar(B(1),€ = B(t)) > (2.40)
(¢(a(t),e(u(t)), o () B(t),§ = B()) 120
VEEK, ae te(0,T),
u0) =ug,  600) =6,  B0)=p. (2.41)
On remarque que le probléme variationnel PV est formulé en termes de champ de déplacement, de

champ de contraintes, de température et de champ d’endommagement. Notre résultat principal que

nous énongons ici et que nous démontrons dans la section suivante est le suivant.

Théoréme 2.1 Supposons que (2.13)-(2.19) sont vérifieés. Alors il existe une solution unique {u,o,0,}

au probléme PV. De plus, la solution satisfait

uc CH0,T; V), (2.42)
ocC(0,T;H), (2.43)
0 c Wh2(0,T; L*(Q)) N L*(0,T; V), (2.44)
B € Wh2(0,T; L*()) N L*(0,T; HY(Q)). (2.45)

Le "quadruple" {u,0,0,8} qui satisfait (2.37)-(2.41) est appelée une solution faible du probléme de
contact P . Nous concluons que sous les hypothéses énoncées, le probléme (2.8)-(2.12) a une unique

solution faible satisfaisant (2.42)—(2.45).

2.3 Preuve du théoréme 2.2.0.1

La démonstration du théoreme 2.1 se fera en plusieurs étapes et s’appuie sur des arguments d’équa-
tions d’évolution d opérateurs monotones, un résultat classique d’existence et d’unicité sur des in-
égalités paraboliques et en point fixe.

Pour cela, nous supposons dans la suite que (2.13)—(2.19) est vraie et, partout dans cette section C
représentera une constante strictement positive qui peut dépendre des données du probleme mais il

est indépendant du temps, et dont la valeur peut changer d’un endroit a l’autre.
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De plus, par souci de simplicité, nous supprimons, dans ce qui suit, la dépendance explicite de di-
verses fonctions vis-a-vis de x € QUT.
Soit n € L*(0,T; V') donné. Dans un premier temps, nous considérons le probléme variationnel suivant.

Probléme PV,. Trouver un champ de déplacement u, : [0,T] — V tel que

(A(e(an(t))), e(v))y, + 5 (y(t), v) + (0(t), V)vrxy = (f(£), V)vrxv, (2.46)
VeV aete(0,7),

u,(0) = uy. (2.47)
Dans l’étude du probleme PV, nmous avons le résultat suivant.

Lemme 2.1 Il existe une solution unique au probléme PV; et elle a la régularité exprimée en (2.42).
De plus, si u; représente la solution du probléme PV, pour n; € L?(0,T;V"), i = 1,2 alors il eviste
C > 0 tel que

us(t) = wOly <€ [ nls) = (sl (2.48)

Preuve 2.1 En utilisant le théoreme de représentation de Riesz, nous définissons l'opérateur T :

V = V' et Uélément f,(t) € V' par

(Tw,v)yrxy = (Ale(n)), e(v)) + 5 (u, v), (2.49)

(o), V)vixv = (f(), V)vixv — (n(t), V)vixv, (2.50)

pour tout u,v € V, t € [0,T]. Soit uj,us € V.
En utilisant (2.28) et (2.49) on trouve

(Tuy — Tuz,u; — z)yrxy = (A(e(ur)) — A(e(uz)), e(ur) — e(uz)),,
[ o(w10) = pua)) (s, — )
+ [ (1) = pr(27)) (117 — o)
et, en gardant a Uesprit (2.13)(b), (2.18)(b) et (2.19)(b), on obtient
(Tu; — Tuz, up — 2)vry > ma|ug — uali . (2.51)
En utilisant a nowveau (2.49) et (2.28) il s’ensuit que

(Tw =Ty, v)vixy = (Ale(w)) — Ale(u2)),(v)),

+ . (pv(u1y) — pu(ugy))(vy)da + N (pr(ui17) — pr(uzr)).(v7)da,

pour tout v € V et, par (2.13)(a), on en déduit que

]Tul — Tu2|V, < LA ]ul — U.Q‘V Vul,ug eV. (2.52)
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L’inégalité (2.51) montre que T : V. — V' est un opérateur fortement monotone. En outre, l’inégalité
(2.52) implique que T est continue de Lipschitz. Par conséquent, en utilisant un résultat standard
pour les équations non linéaires (voir, par exemple, [11]), il existe un élément unique wy, qui satis-
fait
Twy(t) = fp(t) ae.te(0,t), (2.53)
w, € C(0,T,V), (2.54)
Considérons maintenant la fonction w, : [0,T] — V définie par
u, = / wy(s)ds + up. (2.55)
0
Il découle de (2.49), (2.53) et (2.55) que w,, est une solution du l’équation (2.46) et elle satisfait
(2.42).
Il reste & montrer l'estimation (2.48). Soit m,ne € L*(0,T, V") et utilise la notation u,, = u; pour
i = 1,2. De plus, en utilisant (2.46) et en soustrayant les deux équations obtenues, en choisissant

v =1u; — Ug comme fonction de test, conduit d

(At 6) ~ Aetia(0). (i (1) - (1))
+ (a1 (t), a1 (t) — az(t)) — j(0a(t), a1 (t) — 2(t)) (2.56)
= (m2(t) — m(t), wu(t) —wa2(t)) . VEE[0,T].

En gardant a Uesprit (1.13) et (2.13)(b) on en déduit que

(Aletma(t) — Atetres(t) i (1)  etws(t)) (2:57)
> Clwit) - walt)} . Ve [0.7].
A partir de (2.28), (2.18) et (2.19), on trouve
S0, w(0) = walt) — J(wa(0). wi(0) ~ wa(0) 2 0, ¥t € 0.7). (259
De plus, en utilisant Uinégalité de Cauchy-Schwartz, nous obtenons

(m2(t) —m(t), a1 (t) —a2(t) oy < Im2(t) = m(t)|yr [Wi(t) — wa(t)]y - (2.59)

La combinaison de (2.56 )—(2.59) avec quelques manipulations algébriques

conduit a

[wi(t) = wa(®)ly < Clm(t) — ma(0)ly (2.60)
Puisque w;(t) = [3w;(s)ds + ug et uy(0) = uz(0) nous avons
us(t) w0y < [ Iwi(s) — wals)ly ds.
Des deuz inégalités précédentes on déduit (2.48) ce qui conclut la preuve.

Dans la deuwieme étape, nous considérons le probléme auziliaire suivant, dans lequel x € L*(0,T,V")

est donné.
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Probléme PV,

Trouver la température 0, : [0,T] — V telle que

(éx(t)a V)vixy + ao(ex(t), v) = (X(t) +q(t), V)V’XV (2.61)
Vv eV, aete(0,T),

0x(0) = bo. (2.62)

Lemme 2.2 Il existe une solution unique 0, au probleme auxiliaire PV, et elle a la régularité ex-
primée en (2.44). De plus, si 0; représente la solution du probléme PV,, pour x; € L*(0,T;V"),

1= 1,2 alors il existe C' > 0 tel que
t
00 =020 < € [ Paa(9) = xals) s (2.63)
Preuve 2.2 En utilisant la définition (2.26) de la forme bilinéaire ag, conduit a

(&) = ho [ V€L do+ B [ (¢ an.

Par une application de l'inégalité de Friedrichs —Poincaré, on peut trouver une constante F' > 0 telle

que

B
[1ver dor = [Jefay = F [ jef a.
0 ko Jr 0

Ainsi, il existe une constante C > 0 qui satisfait

ao(&,€) > C ey, YEeV,

ce qui implique que ag est V-elliptique. Par conséquent, sur la base des arguments classiques de
Uanalyse fonctionnelle concernant les équations paraboliques, I’équation variationnelle (2.61) a une
solution unique 0y satisfaisant (2.44). Il reste a montrer Uestimation (2.63), considérons x1, X2 €
L%(0,T;V") et notons 0, = 0; fori = 1,2. Si on prend la substitution x = x1,x = X2 dans (2.61)
et en soustrayant les deux équations obtenues nous obtenons, en choisissant v.= 01 — 65 comme

fonction de test

(01 — 02,01 — 02)yry + ao(B1 — 09,61 — 02) = (x1 — X2,01 — 02)vrxv, (2.64)

a.e. t e (0,7).
En gardant a Uesprit l'inégalité ag(61 — 02,01 — 02) > 0 nous trouvons que
(01— 02,01 — O2)vrscy < (X1 — x2,01 — 02) v (2.65)
En utilisant ’inégalité de Cauchy-Schwartz, nous obtenons

(01 — 09,01 — 02)yrev < |x1 — Xl 01 — B2l - (2.66)
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Nous intégrons l'inégalité précédente par rapport au temps et utilisons les conditions initiales 61(0) =

02(0) = Oy pour trouver que

1 9 t

5 101t) = B2(B)ly < /0 IX1(s) = x2(s)lyr [01(s) = Oa2(s)ly ds. (2.67)
En multipliant les membres de l’inégalité précédente par 2, et en appliquant ’inégalité

2ab < a? +1b* Va,beR,
permettre a nous de trouver
2 ¢ 2 ¢ 2
60(6) = 020} < [ Paa() = xals) s+ [ 163(5) — Ba(o)f} .
1l découle maintenant d’un argument de type Gronwall que
¢
00 =020 < € [ Paa() = xals) . (2.68)

Soit u € L?(0,T; L?(£2)).
Dans la troisieme étape, nous considérons le probléeme variationnel suivant pour le champ de d’en-

dommagement.

Probléme PV,

Trowver le champ d’endommagement 3, : [0,T] — H(2) tel que

Bult) € K, (Bult), € = Bu(t)) 1o gy o1 (Bult), € — Bul) (2.69)
> (1(1),€ = B1) 2y VEEV; ae.t€(0,T),
B,(0) = fo. (2.70)

On applique le Théoréme 1.11 au probléme PV,,.

Lemme 2.3 Il existe une solution unique (3, au probléme auxiliaire PV, satisfaisant (2.45), De
plus, si B; représente la solution du probléme PV, pour p; € L2(0,T; L(R2)), i = 1,2 alors il existe
C > 0 tel que

t
1B1(t) = Ba(t)[ 720 < C/O |1(5) = p2(8)| F2 (g ds. (2.71)

Preuve 2.3 On a HY(Q) est dense dans L?(Q), et la carte d’inclusion est continue, L*(2) est iden-
tifié par (L2(Q)) et il est identifié par un sous-espace de (H'(Q))', o (L2(Q))" et (H* () repré-
sentent le dual de L?(Q) et H' (), respectivement. La notation (., (L)) <11 () A€signe Uapparie-
ment de dualité entre (H'(Q)) et H'(Q), on peut écrire

H'(Q) C I*(Q) C (H'(Q))

(8,6 )y ) = (B:8) 12 VE € HY(),
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et nous notons que K est un ensemble conveze fermé dans H(Q). Alors, en utilisant (2.27) la dé-
finition de la forme bilinéaire a1, et le fait que B, € K in (2.23), il est facile de voir que le lemme
2.8 est une conséquence directe du théoréme 1.11. Considérons maintenant u1, uz € L?(0,T; L*(Q))
et notons B, = p; pour i = 1,2. Si nous prenons la substitution p = pi, p = po dans (2.70) et en
soustrayant les deuz inégalités obtenues on obtient, en choisissant & = [y — P2 comme fonction de

test
(B1 = B2, B1 = B2) 2y + a1(B1 — B2, B1 = B2) < (11 — p2, B = Po) 2 ae- t € (0,7).
En tenant compte que ay(B1 — Be2, 1 — B2) > 0, on obtient
(Br — B2, B1 = B2)12() < (11 — p2, Bt — Ba)12(q)- (2.72)

En intégrant l'inégalité précédente par rapport au temps et en utilisant les conditions initiales $1(0) =

B2(0) = By, on trouve
1 2 12 !
5 |B1(t) — Ba(t)|” L*(Q2) < /0 (1 — p2, B — B2) r2(q)ds. (2.73)
En utilisant les inégalités de Holder et Young, on en déduit que
2 t 2 ! 2
B1(t) = B2(t)|120) < /0 1 (s) — p2(s)|72(q) ds —1—/0 B1(s) = Ba(s)|72(q) ds-
L’inégalité précédente combinée a l'inégalité de Gronwall conduit a
¢
81(8) = Ba(®)E ) < C [ lia(s) = ) e . .1y

Dans l’étape suivante, nous utilisons u,, 0y et 3, obtenus ci-dessus dans le lemme 2.1, lemme 2.2 et
lemme 2.3, respectivement pour construire le probleme suivant pour le champ de contraintes.

Probléme PV,,,. Trouwver le champ de contrainte oy, : [0,T] — H tel que
t
Fn(t) = Ble(y (1) + [ G(n(5) = A(((5)) (11, (5)). Ox(5). Bu(5)) s,
vVt € [0,T]. (2.75)
Dans l’étude du probleme PV, nous avons le résultat suivant.

Lemme 2.4 Il existe une solution unique au probleme PV, et elle satisfait oy, € W20, T; H).
De plus, si g, 0;, B; et o;, représentent les solutions de probleme PV,,, PV,,, PV, and PVy,\..,,
respectivement, pour (0, Xi, i) € L?(0,T; V' x V' x L2(Q)), i = 1,2, alors il existe C > 0 tel que
vVt € [0,T]

210) = 2(0ff < ()~ w0} (2.76)

s [ (n(s) = wa + 10105) = 0a(6) . +151(5) = a(s) e s ).
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Preuve 2.4 Soit Ay, : L*(0,T;H) — L*(0,T;H) Uopérateur donné par
t
A () = Bley (1)) + [ G(a() = Ale(ua(s)), ey (5)) 5(5). () s
Vo € L*(0,T;H), Vt € (0,T). (2.77)

Pour a; € L*(0,T;H),i = 1,2 on utilise (2.77), Uhypothése (2.15) et linégalité de Holder pour
obtenir pour tout t € (0,T)

t
[Anxuo1(t) = Aypuoa(t)l, < Lg/o |o1(s) — 2(s)l ds.

1l s’ensuit que

¢ 2
A (6) = Aoy < (L [ 1oa(s) = ra(oly ds)
< (Lg)*T /Ot lo1(s) — 0'2(5)]3{ ds
< c/ot o1 (5) — ora(s)[2, ds.

Il découle du lemme 1.6 qu’il existe un élément unique oy, € L2(0,T;H) tel que NGy = Oy

De plus, o4y, est Uunique solution du probléme PV,,,, et, en utilisant (2.77), (2.14), (2.15) et la

régularité de ), 0y, By, il s’ensuit que oy, € WH2(0.T;H). Considérons maintenant (n1, X1, f11), (N2, X2, f12) €
L20,T; V' x V! x L3(Q)), et pour i = 1,2 désigne u,, = w;, Oy, = 0;, By, = Bi et Tpiip; = 0i. Ainsi

o1 = Ble(ui() + [ 6(o1(6) — Alelii(s)), (), 6,9, i(s))ds, Wt € 0,7,
et en utilisant les propriétés (2.14) et (2.15) des opérateurs B et G, on trouve
91(6) ~ o)} < € fua(t) - walt)f}
+ [ usls) w6+ 10:65) — ea()} s (278)
+ [[1516) = a6V +1o1(9) — oa(o)B)ds ). e e 0.7).

En utilisant maintenant un argument de Gronwall dans l'inégalité précédente on en déduit (2.76), ce

qui conclut la preuve.

Enfin en conséquence de ces résultats et en utilisant les propriétés des opérateurs B et G, et des

fonctions © et ¢, on peut considérer l'opérateur

L:L*0,T;V' x V' x L*(Q)) — L*(0,T; V' x V' x L*(Q))

L, x(p)(t) = (L1(n, X, 1)(t), La(n, X, 1) (), L3(n, X, 1) (t)), (2.79)
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ot, pour tout t € [0,T] les correspondances L1, Lo et L3 sont donnés par

(1110 V)1 = (Blelu () (280
[ G {manls) — Aa(), g (), 0u(5): 5u(5)) s, e<v>)H,

L2007, 1)(1) = O (G yu(t). (i (1)), By (1), 5u(1). (2.81)

L3073 1)(1) = Dlegnu(t). £y (1)), 03(2). 5, (1), (2.82)

Ici, pour chaque (n,x,p) € L*(0,T; V' x V' x L*(Q)), up, by, By et oy eprésentent le champ de
déplacement, la température, le champ d’endommagement et le champ de contraintes obtenu respec-

tivement dans les lemmes 2.1, 2.2, 2.3 et 2.4 el nous avons le résultat suivant.

Lemme 2.5 L’opérateur L a un unique point fize, autrement dit, il existe un unique élément (n*, x*, u*)

€ LQ(O,T; VIx V' x LQ(Q)) tel que L(n*, x*, u*) = (n*, x*, u*).

Preuve 2.5 Compte tenu de Lemmas 2.1, 2.2, 2.3 et 2.4, il est clair que Uopérateur L est bien dé-
fini et prend des valeurs en L*(0,T; V' x V' x L*(2)).

Soit t €10, T et (1, x1, 1), (N2, X2, o) € L*(0,T; V' x V! x L?(2)), et par souci de simplicité, nous
écrivons Wy, = w;, 0y, = 0;, B, = Bi et Oy, = 04, pour i =1,2.

En utilisant (1.14), (2.14), (2.15), et des manipulations algébriques élémentaires, nous trouvons
21 ) (0) = £xmoxes m2) O, < € Jur(e) = walo)f}
+ /t (lui(s) — ua(s)[3 + |01(s) — O2(s)[,)ds (2.83)
4 [[15165) = o)y + 119 = ra(6) i ) s )
De plus, a partir de la définition (2.81), des hypothéses (2.16) sur © nous obtenons

|1, X1, ) (8) — La(ig2, X2, 12) (1) 2
< 001 (1), 2(its (1)), 01 (1), B (1)) — O(era(t), (1aa(t)), 0(), Ba())[, (2.80)
< c< lo1(8) — o), + [ (t) — ()2 + 01(t) — 0a(8) 2

+H1B1(0) = B2(O)E e )

De méme, en utilisant la définition (2.82), les hypothéses (2.17) sur ¢ nous trouvons

| L3(n1, X1, 1) () — 53(7727962:“2)@)@2(9)
< |p(e1(t),e(wi(®), 1(2), Bi(t) — B(or2(t), £(ua(t)), 2(1), Ba() |12 (2.85)

< c( o1 (t) — o (O + [ui () — ws (D)2

+101(0) = 03000 + 110 = B2y )-
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Il découle de (2.83)—(2.85) et (2.79) que

2

£ 0, 1)(8) — £ 2, 12) (1) < (It - aa(0)l;

L2(0,T;V/ x V' x L2(9))

+ [y (¢) — ae ()]} + [ur(t) — ua(t)[3

+162(8) — B2(D)Z + |81(1) — Ba(t) 2y (2.86)
+ t(\m(s) s} +161(5) — 02(s) [} s
+ [[18165) — 29 ey +1oa(s) — rals) s ).
L’insertion de (2.76) dans (2.86) donne
£l m)0) = £ X2 Of ) (287)
< 0 aa(t) = wa@)ff + fua(t) = wal)ff -+ 182(6) ~ B2} + 151(6) ~ Bul) o
+ [ (1)~ ) + 1010~ 02(5) + 5105) = 5a(5) s )
D’autre part, en utilisant (2.48) on peut en déduire qu’il existe C > 0 tel que
i (t) — w3 < C / () — ma(s) 3 ds. (2.88)

En tenant compte du fait que |wq(t) — wa(t)|,, < C|ni(t) —n2(t)|y , en appliquant les estimations
(2.63), (2.71), (2.88) et en les remplagant par (2.87) nous obtenons

2

£ X0, ) (8) = L, x2 1) (0] (o @) (2.89)
< [ () = mR + ) = xR + ) — o)) )ds
[ ) = )+ i) = xR + i) = )y rds ),
ce qui implique avec quelques manipulations algébriques, qu’il existe C' > 0 tel que
v )0 = L) O
<0 [ Jomoxrom) O = moxn O i (2.90)

En appliquant 1.6, nous déduisons que I’ opérateur L a un point fire unique en L> 0,75V x V' x
L*(Q)), c.-a-d. qu’il existe un élément unique (n*,x*,pu*) € L2(0,T;V' x V' x L*()) tel que
L™ X" 17) = (0" X", 1)

Nous avons maintenant tous les ingrédients pour prouver le Theorem 2.1 que nous complétons main-

tenant.

Preuve 2.6 (Preuve du théoréme 2.1) Soit (n*,x*,p*) € L?(0,T; V' x V' x L*(Q)) soit le point
fize de Uopérateur L défini par (2.79)-(2.82) et soit Wyx, Oy, Bux, Opreyxpxles solutions des problémes
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pPV,, PV,, PV, et PV,,, respectivement, pour n =n*,x = x*, et = p*, et on note

u=uy, o=Ac(1)+ oy, (2.91)
0 =0y, B=7pm (2.92)
Nous allons prouver que le quadruple {u,o, 0,5} est l'unique solution du probléme PV. En effet, on

écrit (2.75) pour n = n*,x = x*, et p = p* et utilisez (2.91) pour obtenir que (2.37) soit satisfait.

Ensuite, nous utilisons (2.46) pour n =n* et utilisons la premiére égalité dans (2.91) pour trouver

(A(e(a(t))),e(v) g +3(a(t), v) + (" (1), V)vrey = (F(£), V)vrxy, (2.93)
VeV aete(0,T).

En utilisant Uégalité L1(n*, x*, u*) = n* combiné avec (2.80 ) méne a

(n* (1), v)v = B(e(uy(1)),
4 [ G o) = AlCig()), =y (5)), (5) () s (294)
Nous substituons (2.94) dans (2.93) et utilisons (2.37) pour conclure que (2.38) est satisfait. De

plus, a partir des égalités Lo(n*, x*, 1*) = x* et L3(n*, x*, p*) = p* combiné avec (2.81) et (2.82),

on trouve que

(o (t), e(0a(t)), 6(2), B(1))- (2.95)
t

X =0 ,E
pr = ¢(o(t),e(u(t),0(t), B(t)). (2.96)
Nous écrivons (2.61) pour x = x* et utilisons la premiére égalité dans (2.92) nous obtenons

(é(t)a V)V’XV + aO(Q(t)ﬂ V) = (X*(t) + Q(t)ﬂ V)V’><V7 (297)

VeV aete(0,T).

Substituer (2.95) dans (2.97) implique que (2.39) est satisfaite.

Ensuite, nous écrivons (2.70) pour p = u* et utilisons la deuxiéme égalité dans (2.92) pour trouver

(,B(t),f - /B(t))LQ(Q) + ax (,B(t),f - B(t)) > (M*(t)a 5 - /B(t))L2(Q)7
VeEeV, ae. t e (0,T). (2.98)
Nous combinons maintenant (2.98) et (2.96) pour voir que (2.40) est satisfaite, ce qui conclut la
partie existence du théoréme 2.1. La partie unicité du théoreme 2.1 est une conséquence de l’unicité

du point fize de l'opérateur L et l'unicité de la résolution des problémes PV,, PV,, PV, et PV,

qui conclut la preuve.
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Conclusion générale

Dans ce mémoire, on a étudié théoriquement un probléme quasistatique avec frottement et com-
pliance normale entre un corps thermo—visco-plastic avec endommagement et un opstacle .

On a utilisé la formule de Green pour obtenir la formulation variationnelle de ce probléme. Comme
la frontiére des corps et les données des problémes ont des bonnes régularitées. Donc, la solution du
probléme électro-mécanique et du probléme variationnelle est la méme.

On a montré l'existence et l'unicité de la solution des problémes précédents par l'utilisation des ar-
guments suivants : équation variationnelle dépendant du temps, équation variationnelle d’évolution,

équation différentielle, le lemme de Gronwall et point fixe.
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RESUME

Cette mémoire contient une étude théoriguement du contact quasistatique avec frottement et
compliance normale entre un corps thermo-viscoplastique avec endommagement et une
fondation. Cette étude se compose en deux chapitres, Le premier chapitre considére la
formulation mathématigue de probléme de contact et rappel d'analyse. Le deuxiéme chapitre
est diviseé en trois sections. Dans la premiére section, on consideére la forme mathématique du
probléme noté par P, par l'utilisation de la forme de Green on obtient aussi une forme
variationnelle PV, dans le deuxiéme section. Enfin, dans la troisiéme section, nous étudions

l'existence et l'unicité d'une solution faible du probléeme.

ABSTRACT

This memory contains a theoretical study of quasistatic contact with friction and normal
compliance between a thermo-viscoplastic body with damage and a foundation. This study is
composed of two chapters. The first chapter considers the mathematical formulation of the
contact problem and analysis recall. The second chapter is divided into three sections. In the first
section, we consider the mathematical form of the problem denoted by P, by using the Green form
we also obtain a variational form PV, in the second section. Finally, in the third section, we study
the existence and uniqueness of a weak solution of the problem.

Kev words: Elastic-visconlastic materials: Quasistatic orocess: Frictional contact: Fixed ooint.
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