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Nomenclature

Nomenclature
d distance entre les delagpes, m
ey, €y, ez vecteurs unitaires selon l'axe, z resp.
g accélération de la pésan nfs*
h coefficient de transfesnvectif, W m*K ™
Nu nombre de Nusselt
p pression, Pa
Pr nombre de Prandtl
Ra nombre de Rayleigh
t temps, s
T températuke,

U= (u v, w) champ de vitesse g

a coefficient de dilatatitrermique isobare, K

AT différence de tempéraemee les deux plaqueST = T; — T,
0 ecart de températur@mtiil conductif adimensionné
K diffusivité thermique awme constant, fs

A conductivité thermique, K

M viscosité dynamique,igs *

v viscosité cinématiquésrh

1 pression généralisée, Pa

p masse volumique, kg/m

44 fonction de courant

T, température de la plaqiérieure K
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Nomenclature

T, température de la plagyeseure K
C conditions critiques

cond conduction

A Laplacien

v gradient
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Introduction Générale

Introduction Générale

De nombreux procédés industriels induisent un teshgde chaleur via la convection
thermique. En dépit des larges et nombreuses afiplis associées aux fluides non newtoniens et
plus particulierement aux fluides viscoplastigues, études de stabilité pour ces fluides restést tr
limitées, probablement a cause des difficultéssliée traitement des deux phases. Dans les
ecoulements rencontrés dans les procédeés (échangetlangeurs), la complexité du couplage entre
les écoulements secondaires, les instabilités klydamiques ou convectives et les propriétés
rhéologiques non newtoniennes rendent les analygavement complexes. Afin de pouvoir
découpler les phénoménes, la configuration que awoss choisie d’étudier est la configuration
académique de Rayleigh-Bénard associée a diffétgms de fluide. Cette configuration permettra
de comprendre les phénomeénes physiques en I'abd&roeilement de base. Dans la configuration
de Rayleigh-Bénard, 'origine de l'instabilité carotive est due a un gradient vertical de tempésatur
entre deux plaques horizontales qui induisent wneefde poussée, caractérisée par le nombre de
Rayleigh. L’équilibre entre les facteurs stabilisahdéstabilisant dans cette situation est dparile
nombre de Rayleigh

L’écoulement de base correspond a uh séddique purement conductif. Pour des fluides
visqueux, tant que le nombre de Rayleigh est suffreent petit, les forces de poussée ne peuvent
pas vaincre les effets stabilisants de la diffusisqueuse et thermique. A partir d’'une valeur
critique Rac, I'équilibre est rompu et des rouledioermo-convectifs apparaissent . Dans le cas des
fluides a seuil, le déclenchement des instabilitéssera possible que si la force de poussée est
suffisamment importante pour vaincre a la fois @ntrinte seuil et les effets conjugués de
dissipation thermique et visqueuse.

La configuration de Rayleigh-Bénard a été largenétmdiée pour des fluides newtoniens et
représente l'archétype du probleme de stabilité, latbifurcation primaire est supercritique.
L’analyse détaillée de ces problemes est préselages [1, 2 et 3]. Cependant la plupart des fluides
rencontrés dans les procédés industriels (vemelsistries alimentaires, chimiques, fabrication de
bétons) ou ceux rencontrés en geéologie (laves,aaantterrestres) sont non newtoniens.

En ce qui concerne les fluides viscoplastiquegolafiguration de Rayleigh-Bénard a recu
tres peu d’attention. Le premier article qui at&ate probléme est dans le cas d'un fluide de
Bingham. L’écoulement de base est statique, et ahamiiscosité est indéterminée dans les régions
en dessous du seulil, les auteurs montrent danasceue I'analyse de stabilité basée sur I'approche
par modes normaux, ne peut étre utilisée. lls oomtnd que I'écoulement est linéairement stable
pour tous les nombres de Rayleigh. Ces résultatltaques sont complétés par une modélisation
numérique. Si des perturbations sont initialememgasées, les résultats numériques trouvés mettent
en évidence la diminution des perturbations enamps fini. Les auteurs montrent donc que les
fluides viscoplastiques inhibent I'apparition dedanvection lorsque le systeme est soumis a des
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Introduction Générale

perturbations infinitésimales, méme si la conteiseuil est faible. Ces conclusions ont été
confirmées par des observations expérimentaleDbécentes expériences ont mis en évidence la
présence d’'une instabilité pour les fluides ayar& contrainte seuil tres faible [6].

L'objectif de cette étude est collecter les infdiores expérimentales et numeériques
concernant le déclenchement et développement éted¢ul’instabilité dans le cas des fluides a
seuil, pour la configuration connue de Rayleigh#@dn Ce travail passe au préalable
obligatoirement par une caractérisation rhéologifijne, le choix d'un modeéle le plus proche des

propriétés du fluide, et la mise en place d'un ossif expérimental permettant de détecter
I'apparition de I'instabilité dés son déclenchement
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Chapitre | : Physique de la convection de RayleigB€nard

Chapitre I

Physique de la convection

de Rayleigh—Bénard

| .1 Définition de la convection

La convection est un mode de transfert qui implignedéplacement de matiere dans le
milieu, par opposition a la conduction thermiquedola diffusion de la matiere. La matiere est
advectée (transportée-conduite, mais ces termeésendiait impropres) par au moins un fluide.
Ainsi, durant la cuisson de pates, I'eau se memeavement spontanément. Les groupes de
particules de fluide proches du fond de la cassesoht chauffés, se dilatent donc deviennent
moins denses (cf. masse volumique) et montent. @eda surface de la casserole sont refroidis
par le contact de la surface avec un milieu molvaud, se contractent donc gagnent en densité
et plongent. Le transfert thermique est alors mfficace que dans le cas de la conduction
thermique ou du transfert radiatif, qui sont lesndautres modes de transfert thermique. Ce
phénomene physique tres commun se produit dans amebreux systemes (casserole,
atmosphére, manteau terrestre, étoile...) soubdees diverses.

[.2 Convection naturelle

La convection naturelle est un phénomeéne de la mgoa des fluides, qui se produit
lorsqu'un gradient induit un mouvement dans ledfiulLe gradient peut étre de différente nature,
telle la température ou la concentration d'un golu& masse volumique est en général fonction
de la température et un gradient de températurbgugpune difference de masse volumique au
sein du fluide. Cette différence de masse volumiomplique une différence de la poussée
d'Archimeéde et donc crée un mouvement. De telsagépients s'appellent des mouvements de
convection. lls sont a l'origine de certains phéaones océanographiques (courants marins),
météorologiques (orages), géologiques (remontéesnaigma) par exemple. La convection
thermique n'est pas le seul moyen de créer desenuemns verticaux dans des fluides. Ceux-ci
vont se stratifier selon leur densité, a tempéeatumiforme, par I'effet de la gravité. Cette

convection gravitationnelle se déroule comme laveotion thermique avec les zones du fluide
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Chapitre | : Physique de la convection de RayleigBénard

plus dense descendant et les parties moins denssséges vers le haut. Cependant, il n'y a pas

de variation de températures dans ces échanges.

|.3 Convection forcée

La convection forcée est provoquée par une cinculartificielle (pompe, turbine) d'un
fluide. Le transfert est plus rapide que dans le d@a convection naturelle. Voici quelques
exemples de convection forcée dans des apparallageauffage central avec accélérateur,
chauffages électriques avec soufflerie, chauffesedaire et four a convection de cuisiniere. Le

corps humain a son propre systeme de convectiggdota circulation sanguine.

l.4 Principe physique

Une particule de fluide chauffée a la base devmoins dense du fait de sa dilatation
thermique et remonte sous l'action de la pousg&erdmede. Arrivée au sommet de la couche,
le fluide échange sa chaleur, se refroidit et sfalib. Il redescend alors et crée un transfertureto
de chaleur. La premiére approche physique a éte emgplace par Henri Bénard, avec I'étude de
la convection dans une couche de fluide soumise gradient de température vertical. Ces

expériences sont connues sous le nom de cellulBgrmrd.

1.5 La convection de Rayleigh-Bénard

=70

m-rrnu".lﬁmnmr

i Gradierl do
Mo P Tempdralure
* @

#

“ Réchauffoment

T=T1>TO

Fig. 1.1 : Description du cycle convectif naturel

Les cellules de Bénard sont le cas tBééudié par Henri Bénard et Lord Rayleigh. On
considere ici un systeme simple et on suppose wideflnewtonien, incompressible, dans
I'approximation de Boussinesq, c'est-a-dire queelale propriété physique qui change est la

masse volumique.
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Chapitre | : Physique de la convection de RayleigB€nard

[.5.1- Démarrage de la convection

Le transfert thermique dans une couche de fluideztitale s'effectue par la conduction
thermique et le mouvement du fluide. Quand on conu@ex imposer un gradient thermique
entre les surfaces de la couche, un gradient oa$se volumique s'installe. Expérimentalement,
on observe qu'au bout d'un certain temps, le flsglenet en mouvement spontanément : c'est le
démarrage de la convection. Celui-ci est déterngag un nombre sans dimension appelé

nombre de Rayleigh Ra, sans dimension :

Ry = Poussée d'Archiméde _ a.AT.g.d?
¢= Dissipation B kv

d épaisseur de la couche du fluide, (m),

k diffusivité thermique, (W/m/K),

v viscosité cinématique, (¥s),

a coefficient d’expansion thermique, (sans din@ms
AT différence de températures entre les plaques, (K),

g l'accélération gravitationnelle (rf)/s

A noter : ces valeurs peuvent étre variables dadfisiide et il est important de vérifier que l'on
utilise bien des grandeurs caractéristiques.

|.5.2- Phénomeénes convectifs

La convection crée des patrons cycliques detéeode I'air chaud et descente de I'air froid

en rouleaux, cellules ou panaches. Il y a une gérigomaines ou l'on retrouve ce phénomene.
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Chapitre | : Physique de la convection de Rayleic-Bénard

«»+ Vie courante

l/_ Imﬁl ‘\_ I
A

——

Fig. 1.2 : Présentation de la convection dans une cas:

« Le mouvement dans ureasserol posée sur le feg'explique par les différences densité
créées par le chauffagee fluide se met en mouvement spontanément glaadifférence de
températur@ntre le haut et le bas de la couche d'eau attegvaleur critique

« La fumée de cigari ou de cheminée monte car la combustion créeone tres chaude
tres légere par rapport a I'environnement. Cetige zthe fluide monte sous l'action de
poussée d'Archimede.

« Le chauffagepar le sol releve du méme principe. La couche obauth base des piéeces,
fait de la dilatation thermique, devient plus légérelativement) « engendre une circulatic
dans la maison.

« Le fonctionnement de llampe a lav est basé sur ce phénomene: La cire est chauffde
fond jusqu'a ce que sa densité soit inférieurella de fluide environnant. Elle s'éléve al
en formant des panaches qui, une fois au sommiat kdenpe, refroidissent et retombent
fond du récipient.

« Les courants de convection sont a l'origine desrames de compression et des contrai
d'expansion (selon leurs mouvements), ce qui daud&formation des roche

« Pour lisolation thermique d'une habitation, l'anfermé entre la toiture et le plancher
combles, ou entre le mur porteur et un mur intérréassure aucunement l'isolation a ce
du phénoméne de convection accéléré par une ditférde températe entre paroi chaude
paroi froide: pour réaliser l'isolation, il fautoajter dans cet espace un matériau isolant
lequel I'air enfermé dans des bulles ou entre ibbessfne peut pas participer a la convect
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Chapitre | : Physique de la convection de RayleigB€nard

« Technologie

« Le braleur de la montgolfiere réchauffe I'air assles de lui et fait monter la nacelle.

« L'eau du circuit de refroidissement des réactesragdmtrales nucléaires est refroidie dans les
grandes cheminées en utilisant la capacité d'dxdrade chaleur de la convection associée a
la chaleur d'évaporation de I'eau particulierenééeiée.

+ Les tours solaires utilisent également la convectitair chauffé par le soleil a la base de la

tour remonte dans la tour.
% Météorologie

La convection est un phénoméne omniprésens datmosphere terrestre. Elle peut étre
déclenchée par un réchauffement du sol par lel spéile mouvement d'une masse d'air froid
au-dessus d'un plan d'eau relativement chaude, abudjputres phénomenes (dont les
difféerences d'albédo) qui provoquent le réchauffgmeelatif du bas d'une couche
atmosphérique par rapport & son sommet. Elle joudle dans la chimie de I'atmosphere, en
contribuant a certains transferts d'aérosols opalleiants des basses couches (troposphére)

vers les hautes couches, et inversement (pounkgdppar exemple).

|.5.3- Mouvements de convection

Le mouvement convectif ascendant est causé paiffeaethce de température entre la
parcelle d'air soulevée et I'environnement plugfenm altitude. En effet, la parcelle se refroidit
en montant mais selon le gradient thermique ad@st soit moins que la température de
I'environnement dans les cas instables. Elle est daoins dense que I'environnement et subit
une poussée d'Archimede vers le haut. Cette diftéreest I'énergie potentielle de convection
disponible (EPCD). Elle sera plus importante sildechaleur latente est relachée par la
condensation de vapeur d'eau contenue dans ldlpate@evitesse de déplacement de la parcelle

d'air sera proportionnelle a I'EPCD.

Ce mouvement ascendant s'accompagne du mouvemegendant d'un volume
correspondant d'air plus dense (plus froid) panéene principe. La masse de l'air descendant est
supérieure a celle de l'air ascendant ; il y a dome baisse du centre de gravité du systeme,

interprétable comme une conversion d'énergie petengravitationnelle, en énergie cinétique.

Les quantités d'énergie impliquées dans cette esiovepeuvent étre considérables et se

traduire par des mouvements ascendants et desdemu@ortants, créant de la turbulence. S'il y
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Chapitre | : Physique de la convection de Raylei¢-Bénard

a condensation, on assiste a la formation de nuamectifs qui peuvent donner de forts co
de vent, des précipitatiomstenses et de lfoudre. Si lecisaillement des ver avec l'altitude est
favorable a un transfert deurbillon, on peut voir se former désrnade. Si le contenu en eau

est trés important, on peut obtenir pluies torrentielles et méme degele.

[.5.4- Convection sans nuac

-
_—

Fig. 1.3 : Convection sans nua/A: Brise de merB: Brise de terr

La convection atmosphérique peut se produire sénsssairement donner des nua
En effet, elle n'est créée que par la structunetiigie et si I'humidité n'est pas suffisante dar
parcelle d'air en ascension, il n'y aura pascondensation. Ldrise de me est un exemple
typique de cellule convective en air clair. L'a@r echauffe plus radement sur terre que <
l'eau et une circulation thermique se développeamuta journée. Lethermiques qui se
développent le long des pentes (montagnes sont un autre exemple ou la différenc
réchauffement crée une cellule convective a péiiteelle, alors que la génération @lizés
provient d'une boucle convective a largeelle. On peut mentionner encore tourbillons de

poussiéreet les vents générés dans un ince
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Chapitre | : Physique de la convection de RayleigBénard

[.5.5- Usage de la convection en aéronautique

Sous sa forme bénigne, la convection peut donnerpineurs et autres aéronefs non
motorisés la poussée ascendante dont ils ont bpsoinse maintenir en vol. Les montgolfieres
utilisent aussi la convection comme moyen de stefien, en emprisonnant une quantité d'air
chaud (moins dense que l'air environnant) a lietérd'un ballon. Par contre, les forts
mouvements verticaux, dans et autour des oragesasviter car ils produisent de la turbulence
intense. De plus, le givrage dans ces nuages estriamt, car les gouttes y sont en surfusion, et
la gréle va endommager les aéronefs.

1.5.6- Circulation thermohaline et courant marin (Océanographie)

Fig. .4 : Circulation thermohaline

L'océan est animé de courants marins mettant emecel@g phénomeénes de convection
[19]. Les eaux de surface réchauffées par le Salelléquateur se déplacent en courants
superficiels ayant une épaisseur jusqu'a 800 metres l'action des vents. Le réchauffement a
comme conséquence une évaporation en surface geemoe le sel contenu dans I'eau et donc
la salinité de ces courants. Ce sont d'abord Ieésafui les poussent d'est en ouest puis, aux
abords des continents, le courant remonte verbdates latitudes dans les vents généralement
d'ouest. Les eaux se refroidissent ensuite a tapprdes calottes polaires et du fait de leur plus
grande densité due a leur salinité, s'enfoncerfoad de I'océan. Elles terminent le cycle en
retournant vers I'équateur. Cette convection ogg@nest dite aussi thermosaline, car elle est liee

a la température et a la salinité de I'eau de @r8r [

Cependant, la boucle ne se limite pas a un bassaniue mais plutdt encercle la Terre
en plusieurs sous-boucles. L'eau chaude produite tatlantique équatorial se déplace vers

I'Amérique du Nord avant de tourner vers I'Europeserface dans le Gulf Stream. Elle plonge
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Chapitre | : Physique de la convection de RayleigB€nard

ensuite en profondeur et se dirige vers le sudAdedue. Ce faisant I'eau se réchauffe et le sel
se dilue lentement, Il finit par remonter en suefac nord de I'océan Indien et du Pacifique. Les
eaux font un nouveau cycle en surface qui se terheinong de la c6te ouest de 'Amérique et
replongent en profondeur pour éventuellement résdems I'Atlantique. Une boucle semblable

se produit dans I'némisphere sud. Le cycle congdatette circulation thermohaline est estime,
de 600 a 800 ans [19].

Le r6le de ces boucles convectives est essentiel pgrmet le transport de chaleur,
libérée dans I'atmosphére, de I'équateur versdes pSi ce transfert n'existait pas, il feraitsplu
chaud a I'équateur et plus froid aux hautes lagutle Gulf Stream et le Kuro Shivo réchauffent
ainsi les eaux respectivement situées au largdEdeope et du Japon. La convection océanique
joue aussi un réle important dans le cycle du aaeb&n effet, en plongeant les eaux marines
entrainent une grande quantité de dioxyde de carfl©®2) qui a été capturé de I'atmosphére et
qui y est dissous. Ce dioxyde de carbone estuéstih partie a I'atmosphere lorsque les eaux
profondes refont surface [19].

[.5.7- Dans le noyau externe

Plus profond encore, sous le manteau, se troumeyau terrestre. Il est composé d'une
graine métallique (appelé aussi noyau interneestaigrégat de liquides solidifiés sous l'effet de
la pression) entourée d'une épaisse coquille, hogtal elle aussi mais demeurant a I'état
liquide : le noyau externe. On peut considéreqie le liquide contenu dans le noyau externe est
confiné entre deux solides. Le noyau externe estgueest animé de mystérieux mouvements
de convection aux formes inhabituelles. Plusietssnpmenes physiques de natures différentes
(thermique, mécanique, magnétique) agissent deecopour animer le noyau fluide. Dans un

souci de simplification, nous présentons ces diffées causes séparément.

La plus simple et la plus évidente d'entre toues gauses est certainement la poussée
d'Archimede qui provoque des ascensions de pascddlies le noyau fluide. Le noyau dans son
ensemble se refroidit et cristallise lentementirtefface entre le noyau interne et le noyau
externe : de la chaleur et des éléments |égersretargués par endroits a la base du fluide.
Celui-ci, plus léger que son entourage (voir plast)y se met naturellement a convecter. C'est
une forme de convection dont les deux aspects thae®s et chimiques sont aussi importants

I'un que l'autre. On parle de convection thermoduie
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Chapitre 1l : Formulation mathématique de linstiébide Rayleigh-Bénard

Chapitre II :

Formulation mathématique de 1° instabilité de

Rayleigh—Bénard

Ce chapitre, comportant huit sections, décrit lasemen équation du probleme de
Rayleigh-Bénard en situation bidimensionnelle poorfluide non-Newtonien incompressible
ainsi que la méthode de résolution choisie pouédeudre.

Dans la premiére section, on donne la théorie g@émégouvernant le probléme
La deuxiéme section montre l'approximation de Bmessy largement utilisée dans la
convection naturelle. Enfin, les derniéres sectitmastent de la mise en équations de ce
phénomene et les conditions initiales et aux limgeus—jacentes sous forme dimensionnelle

puis adimensionnelle en indiquant les parametnes gdanension utilisés.

II.1- Théorie de Rayleigh-Bénard

Le phénoméne étudié est celui de la stabilité@sthbilité d'un fluide compris entre deux
plagues planes de longueur infinie. Ces deux sesfatant maintenues a des températures
différentes, le fluide soumis a la gravité peutyyssoertaines conditions, étre mis en mouvement.
En effet, la stratification thermique peut étrebtaou instable selon le gradient de température
imposé. En cas d'instabilité, l'instabilité¢ de R&yh-Bénard apparait (mouvements thermo-

convectifs).

Ce phénoméne prend naissance lorsque la paroiemfér qui est a une température plus
élevée que la paroi supérieure, atteint une valeduempérature critique, ce qui correspond a un
nombre de Rayleigh critique que nous allons défpar la suite. L'instabilité est di eaux
variations de masse volumique, qui est plus élgeézle haut du domaine. Cette inhomogénéité
de masse volumique déstabilise le fluide (soumia poussée d'Archimede) et des rouleaux

contra-rotatifs apparaissent.
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TL

Refrmdmmant Descente

(]

Muntau Réchauffement

T,<T,
Fig. 1.1 : Convection naturelle
I1.2- Approximation de Boussinesq

Dans ce probleme, le fluide est considéré newtonig@ompressible et dans
I'approximation de Boussinesq. Les équations masggu sont les équations de conservation de

la masse, de la quantité de mouvement, et de djéner
p(09/0t + gradv.v) = pAv + pg — pog (1.1)

On utilise le modéle de Boussinesq en définissanmhasse volumique comme fonction de la

température. Dans ce modeke= cte dans toutes les équations sauf dans le terme de
flottabilité :

p=po+0p/dT (T —Ty) = poll — ao(T — Tp)] (1.2)
po - Masse volumique
T, : température correspondante
T — T, : difféerence de température

a: coefficient d'expansion thermique
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Chapitre 1l : Formulation mathématique de I'instidide Rayleigh-Bénard

11.3- Nombre de Rayleigh

Lorsque linstabilité apparait et que le fluide met en mouvement, la convection
démarre. Ce phénoméne est controlé par le nombRageigh notéRa, rapport de la poussée
d'Archimede et des forces visqueuses. |l caraetéeisnode de transfert thermique au sein du

fluide : conduction ou convection. On le note :

_ 3
R, = % (11.3)

L: distance entre les plaques

I.4- Equations sous forme adimensionnelle

i

SI!F
l
' T: fluide ¥
b, (p,m) g
(T.p) '
-[' |
: |
l |
Ty =T tAT

Fig. 1.2 : Schéma du mécanisme de convection de Rayleighr@@aar une couche de fluide
d’épaisseut! située entre deux plaques ([17])

Les équation§.U = 0 et pC, % = AAT avec les conditions aux limites
T(z=0)=T, et T(z=d)=T, (1.4)

enz=20 :U=LGZ—Z |Z=0 ;W =20
U| (11.5)

3]
E sz;WZO

enz=d :U=—Lg

sont mises sous forme adimensionnelle en utiliesnéchelles caractéristiques suivantes :
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Chapitre 1l : Formulation mathématique de I'instidide Rayleigh-Bénard

— la distancel entre les deux plaques comme échelle de longueur ;

— le temps de diffusion thermiqued?/k comme échelle de temps. Le choix de ce temps
caractéristique est pertinent pour des fluides totemps de diffusion thermique est plus élevé
que le temps de diffusion visqueuse donc pour tléedes dont le nombre de Prandtl est

supérieura l;

— la vitesse de diffusion thermigd€d?/k) comme échelle de vitesse ;
— I'écart de températuré€l; — T,) comme échelle de température ;

— p,k?/ d*comme échelle de pression.

Dans ces expressioksest la diffusivité thermique.

On obtient alors les équations adimensionnées rsigisa

« Equation de continuité

VU =0 (11.6)
« Equation du mouvement
2L+ (U.V)U = —VII + Ra Prfe, + PrV.1 (I1.7)
« Equation de I'énergie :
20
Z+W.M=W + 48 (1.8)

ou on a posél la pression généralisée :
N=P+gz—agz[T; — T, —1/2(T, — T,)z]
et

T-T
9 — Cond
T -T;
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11.5- Conditions aux limites:
De la méme maniere, les conditions aux limiteg){(l1.5) se réécrivent :
e pour la température :
T(z=0)=06, et T(z=1) =0, (1.9)
e pour la vitesse :

U=1L2 | _yetW =0enz=0
[710)

9z

(11.10)

U=-Lg; =1 etW=0enz=0

Le probleme fait intervenir deux parametres adinemels : le nombre de Prandtt et

le nombre de RayleigRa. Le nombre de Prandtl permet de caractériser leprigtés

thermiques du fluide. C’est le rapport du tempsci#ristique de diffusion thermiqug_ d?z sur

2

le temps caractéristique de diffusion visqueuse= d7

Le nombre de Rayleigh caractérise le transfertiddeur a I'intérieur d’'un fluide. C’est
le rapport entre les effets déstabilisants (fodb&rchiméde) qui provoquent la mise en
mouvement du fluide et les effets stabilisantscgorisqueuse et diffusion thermique) :

ag(Ty-Tp)d® _

R =
a vk

G,P.
On remarque que le nombre de Prandtl interviens ¢oalcul du nombre de Rayleigh.

G, est le nombre de Grashof, rapport de la pous#gelimede sur la diffusion thermique :

ag(Ty—T,)d3
V2

G, = (I1.11)

v est la viscosité cinématique du fluidelesa diffusivité thermique a volume constant.

1.6- Etat de base
L’état de base correspond a un fluide au reposlddempérature suit la loi de Fourier :

-T;

Teona(z) =Ty — z (1.12)
De plus, sous forme adimensionnelle, I'état de leaseéfini par :

Uy=0,0,=0¢et Il =p, + gz —agz[T, — T, — 1/2 (T, — T,)Z]
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Chapitre 1l : Formulation mathématique de linstiébide Rayleigh-Bénard

11.6.1- Conditions initiales

Cette expérience numérique montre le caractereéuiingiible d’'une dynamique
chaotique, car une erreur (la plus petite soi) slle les conditions initiales entraine a long term

une trajectoire (et donc un comportement) compléterdifférente.
[1.6.2- Conditions aux limites

On considere un fluide compris entre deux plagueses horizontales délimitant les
frontiéres d”equationg = 0 etZ = d (figure 11.3). L’épaisseur de la couche fluide dshc la

distanced.

V4

'l'2 —
0 7]\ X

Fig. 11.3: Schéma des rouleaux de convection d’'une coucliefthauffée par le bas.

Pour résoudre les équations de Navier-Stokesl@gmsoximation de Boussinesq, il est
nécessaire de spécifier des conditions aux linpices la température et pour la vitesse. Pour ces
deux catégories de conditions aux limites, plusisariantes sont possibles suivant la nature du

probleme physique considére. Nous “énuméronss@ri@cipales configurations.
On considére deux types de conditions aux limiteempérature :
Températures fixées : T=T, en Z=0 ; T=T, en Z=d

Flux fixe : kg—z =qgen Z=0 et Z=d

Les conditions aux limites en températures fixé@sespondent au cas o u les parois
planes sont infiniment conductrices et relientlléde "a des thermostats de températures fixées.
Les conditions aux limites en flux fixe corresponde un chauffage délivrant une quantité de
chaleur d’exterminée. Lorsqug < 0 ouT; < T, le fluide est dit stratifie. Le probléme de
Rayleigh-Bénard, que I'on considere ici, s'intéeeasix cas o' > 0 ouT; > T, pour lesquels

des mouvements de convection peuvent se développer.
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On considere deux types de conditions aux limitegitesses :

Libres : a—u=@=0 etw = 0 ek = 0etz = d
0z 0z

Rigides : u=v=w=0 enz=0etz=4d

Les conditions aux limites libres correspondentcas idéalisé ou la couche fluide
considérée est comprise entre deux autres flutdes k. déformation des interfaces est négligée.
Les conditions aux limites rigides correspondentasiou les frontieres sont des parois rigides.

[1.7- Outils d’analyse de I'écoulement :

Apres la résolution des équations régissant la extion mixte de la cavité cylindrique
remplie du fluide considéré, les cing inconnuesv ,w,p et ® donnent quantitativement une
vue sur le phénoméne étudié mais, ils existenttdiauparametres qui peuvent attribuer aux
solutions plus de clarté et substantialité quantgenent et qualitativement, et facilitent
'analyse du phénoméne étudié. Quelques parameéives la nature peut différer (critéere
adimensionnel, fonction mathématique, ...etc.), adilisés dans ce travail pour éclaircir la
vision physique du probleme.

I1.7.1- La fonction de courant :

Nous utilisons cet intelligent dispositif seulemegur identifier les lignes de courant
hydrodynamique, et les débits d’écoulement. Lationade courant)(dite de Stokes) est définie

en coordonnées cartésiennes pour un écoulememjmessible [13] par :

__9% _
=2 =22 (11.13)

ici les lignesy(x, y) = Cste sont les lignes de courant, et le débit entrexdignes de courant

est:

Q12 = (Y2 — Yy) (11.14)

I1.7.2- La vorticité :

Un autre outil, la vorticité qui est associée acteer vitesse locdl = (u,v), est définie
par [13] :

w = RotV (11.15)
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Mais dans les calculs on s’intéresse seulementarhposante azimutale de la
vorticité, en la nommant vorticité elle-méme :

ov Odu
W = Wg —a—a (”16)

11.7.3- Le nombre de Nusselt :

Cet outil est un nombre adimensionnel, aide a aeales transferts thermiques par
convection aux frontieres, puisque il est inverseinpeoportionnel a I'épaisseur ; de la couche
limite thermique, et défini localement comme [14]:

a_T*
_ A(Zi_h)_%ﬂ = —y (z_i)| (1.17)

H y=0

Nu(x) =

Aussi, nous utilisons le nombre de Nusselt moydeué@ pour chaque disque d’extrémité de
I'enceinte Cartésiennes:

-— 1 01 X
Nu=_[ [y Nu(x) xdx (11.18)
Donc

Nu=2 fol Nu(x) x dx (1.19)
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Chapitre IIT :

Résultats et discussion

Ce chapitre montre les résultats de I'analyse iiréde stabilité. On y présentera les
courbes de stabilité marginale en conditions d’aslige et de glissement sans frottement ainsi
gue les conditions critiques en fonction de la loag de glissement. les résultats seront montré
d’apres la littérature ([15], [16]) et en parti@rli que le glissement a un effet déstabilisant et
conduit a des structures convectives de plus grémitle. Aussi, en considérant le cas d'une
convection bidimensionnelle, nous montrerons le maniement asymptotique de la solution au
voisinage des conditions critiques. Une analysecltamp de viscosité et son influence sur la

structure de I'écoulement poBu nettement plus grand qie .

[11.1- Introduction

La chaleur radiative de l'atmosphére est respoasdbl mouvements de circulation
océanique. En effet, cette chaleur radiative crége différences de densité. Cependant, ces
différences sont effectives seulement lors de talyetion de mouvements dus a la gravité. La
guantité (p. g) est appelée flottabilité, le signe négatif veragunfait qu'une particule est d'autant
plus flottante qu'elle est Iégere. Ainsi, I'océahle siége de circulations dues a des contrastes d
flottabilité, mais ceux-ci peuvent étre dus aussinba des différences de salinité qu'a des

gradients de température.

Lors de cette tache sur Fluent, une étude progeesiii probléeme de la convection
thermo-haline sera donc réalisée. Ainsi, apresraebiouveé des résultats cohérents avec ceux
obtenus sur Phoenics concernant la convection dgeiga-Bénard, nous étudierons les
convections halines et thermo-halines sur Fluent.

Enfin, cette tache est lI'occasion pour exploreeet compléter son manuel [20].
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[11.2- Objective

Cette partie sur la convection de Rayleigh-Bénaptar but d'une part, prendre contact
avec le code Fluent en ayant comme moyen de compardexpérience et les résultats fournis
par d’autres codes. D’autre part, avoir un aperguadconvection de Rayleigh-Bénard en tant

gue systéme dynamique instable.

[11.3- Rappel théorique de convection de RayleigiBénard

[11.3.1- Approximation de Boussinesq

Pour les flux de convection naturels, on peut @#&eélla vitesse de convergence grace au
modele de Boussinesq en définissant la masse vapliemomme fonction de la température. Ce
modele traite la masse volumique comme constamte taites les équations résolues sauf pour

le terme de flottabilité dans I'équation suivante :

(p—po)g = —poB(T —To)g

p0: est la masse volumique constante
To: est la température correspondante
B: est le coefficient d'expansion thermique
AT: la différence de température eritretTo

Cette équation est obtenue en utilisant I'approttanade Boussinesq suivante pour éliminer rho

du terme de flottabilité:
p = po(1—pB.AT)
[11.3.2- La configuration de Rayleigh-Bénard

On cherche par exemple a étudier la stabilité dwide contenu entre deumlaques
planes horizontales d'extension infinie maintenaedes températures différentes. Un fluide
pesant inséré entre ces deux plaques peut étiggks sous certaines conditions, de mouvements

thermo-convectifs. En effet, en fonction du gratlide température imposé, la stratification
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thermique est soit inconditionnellement stable smhditionnellement stable. En situation

conditionnellement stable, on peut observer I'iiitd de Rayleigh-Bénard.

[11.3.3- Inconditionnellement stable

Si la paroi supérieure est a une température php®itante que la paroi inférieure, la
stratification thermique est inconditionnellemetdbde. En effet, dans ce cas, une particule
déplacée vers le haut se trouvera dans une zolzensasse volumique du fluide environnant est
plus faible (le fluide "lourd" est en-dessous duidé "léger"). La force d'Archiméde "globale™
est stabilisante, elle ramene la molécule a satiposd'origine. On observe une répartition

linéaire de température.

[11.3.4- Conditionnellement stable

Si la paroi supérieure est a une température plibgefque la paroi inférieure (le fluide
"lourd" est au-dessus du fluide "léger"), I'expade montre qu'au-dela d'une valeur critique de
I'écart de température, des rouleaux contrarotptémnnent naissance au sein du fluide. C'est
l'instabilité de Rayleigh-Bénard. Au-dela de ce [Ray critique une particule déplacée vers le
haut se trouve dans une région ou la masse volendguluide environnant est plus grande. La
poussée d'Archiméde globale est cette fois-ci d@dbilsgante. La force de trainée et les
mécanismes de diffusion thermique stabilisants oet $pas suffisamment importants. Le
déséquilibre de position de la particule est acteustratification thermique est alors instable.
On peut ainsi obtenir des diagrammes de bifurcattenla forme suivante :

BO00.0 B o
OO0 -
A000.0
0000 —
| ——— 2 roulea
20000 —— 3 rouleaux |
| — 1 roulaau |
1000.0 & : ' ' ' ' ]
0.0 2.0 4.0 8.0

langueur d'onde

Fig. lll.1 : Diagramme de stabilité
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[11.5- Systéme dynamique instable

[11.5.1- Détermination du nombre de Rayleigh critique
111.5.1.1- Comparaison avec I'expérience

On connait la valeur expérimentale du Rayleighiquré (1708), on en déduit donc la
valeur expérimentale du gradient de températurenmaina imposer pour obtenir I'apparition de

rouleaux contra-rotatifs:

_ Ra.ua

AT __gﬁh3

avec

. g=9.81m/8

. $=0.000276

- h’=1.E-06 n{

. p=1000 kg/nd
. a=1.43.E-07

+ Ra=1790

- Nu=1.E-03

D'oll AT, = 9.E — 02 K
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On obtient effectivement I'apparition de rouleawntca-rotatifs et la répartition thermique

suivante pour par exem@é&c = 0.25, et ce en effectuant un calcul stationnaire :

k=t

-

1 a0

1 =

i Az

11758

R ==

P de=0E

S
B Ez-0E

pale = Rl o

Fig. lll. 2 : Champ de vitesse dans un écoulement de Rayleighr&é

e
o2 SR
e e
o S e
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oo eI

el
o R -

e

Fig. lll. 3 : Champ de température dans I'écoulement de Raykéglard

Apres avoir obtenu cette instabilité, otedd@ine le gradient de température critique ad'aid
des histogrammes de Fluent qui donnent une idée\desse moyenne dans la cellule
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vitesse en fonction du gradient de temprature
206704 " T | T I T | T | T I T | T | T =
1.be—04 — —
(v = _
=
e 1.3e—04 — —
Lor]
[2r]
b
5.0e—05 — —
O 0e+ 00 1B 4 L " | uy
Rele .05 .35 040

Fig. lll. 4 : Seuil critique d’instabilité

Ce graphe confirme que le gradient de températitigue est aux alentours de 9E-02 K.

Et donc le probléme de Rayleigh Bénard est carneent simulé, méme si I'on aurait pu raffiner
la recherche du seuil critique. L'objectif étaistgl de retrouver le phénoméne d'instabilité de

Rayleigh Bénard afin d'avoir une base thermique fBaonvection thermo-haline.

[11.5.1.2- Comparaison avec les résultats d’'un aut code (Phoenics)

On connait la valeur du Rayleigh critiquaestue sur Phoenicd7175 < Ra, < 1790), on

en déduit donc une valeur du gradient de températimposer :

AT = RLHe
9Bh%p
avec
- g=9.81m/8
. $=0.000276
- h’=1.E-06 ni
. p=1000 kg/ni
. a=1.43.E-07
- Ra=1790
+ Nu=1l.E-03
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D'ou ATc =9.45E — 02 K.

Or ATc~9.45.E-02 K sous Fluent, les résultats sont donc cohérenest & noter qu'on obtient

beaucoup plus rapidement le seuil critique avecerilugu'avec Phoenics, de par les
histogrammes de vitesse que fournit Fluent. De, gligent permet d'accéder a une valeur de
gradient de température critique relativement raeitt que celle de Phoenics, par rapport aux

résultats expérimentaux.
[11.6- Calcul instationnaire/stationnaire

Nous allons montrer les états stationnaires comankniite d'un calcul instationnaire
avec une condition initiale et un temps de simatatiCette étude a pour but d'atteindre un état

oscillant de la convection instable de Rayleighd@dn
Cas AT = 1K (assez fort gradient de Température)
t =100s

F8e=04

'ﬁﬁﬁﬂq”ﬂ

S5Fe-0d

e e e e s ot e e e b 0 ) [ F QT G e e W e e e e e e

. Eheig=1d)

d} =04

-4

ol
2ale=04

1.57g=C04

B0 Ge=05

Fig. lll. 5 : Répartition des vecteurs de vitesse posr100s.
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Sachant que l'instabilité se déclenche pdus 0.09K, le fait d'obtenir 3 rouleaux en fin de

simulation est tout a fait plausible.

Cependant, I'état oscillant n'étant pas attein/ismalise les résultats pour des pas de temps plus

resserrés. Méme en effectuant ce travail, nouteigabns pas I'état oscillant

Concernant le calcul stationnaire, il est & notex ps calculs in stationnaire et stationnaire ne

donnent pas les mémes résultats puisque le caitidrsnaire donne 4 rouleaux (figure 111.6).

5 Rt =
.1 5ta -0

B Apta=T

i Jalita

N =R

5 ARy -

B L

.1 Sy=01

1 Alsta-04
¥ k=0
1 ARa-08

Fig. Ill.6 : Répartition des vecteurs de vitesse avec appadéod rouleaux.

Il existe donc une différence non négligeable dédnsnt concernant les résultats des calculs

stationnaires et in stationnaires.

[11.6.1- Influence des conditions initiales

On fait varier la condition initiale en températsie le fluide dans le cas instationnaire.
Cette partie a pour but d'étudier linstabilté dgigue du systeme dynamique qu'est la

convection de Rayleigh-Bénard en regardant l'imfteéedes conditions initiales sur I'état final.
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Chapitre 1l : Résultats et discussion

T = 280.25K, t =200s
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Fig. 11l.7 : Répartition des vecteurs de vitesse pour un caistdtionnaire.
* Rapidité du calcul instationnaire

Tout d'abord, on signale que plus linitialisatiest proche de la température inférieure,
plus le calcul instationnaire atteint le régimebétaapidement. Ceci est surprenant car plus le
fluide est chauffé, plus il est Iéger et plus tatmlité apparait rapidement. Ainsi, on peut penser
gue plus le fluide est initialisée a une forte ténapure, plus celui-ci atteint rapidement son état

stationnaire, ce qui est en contradiction avecdssltats de Fluent.

[11.6.2- Apparition des rouleaux

De plus, les conditions initiales ont une influesce les formes des rouleaux de I'état

stationnaire du calcul instationnaire, mais padesaombre.

[11.7 Conclusion

La convection de Rayleigh-Bénard est un systemarmigue dont il est relativement facile de

trouver le premier point de bifurcation, que cet sviec Phoenics ou Fluent. Cependant il est
difficile de cerner l'influence des conditions iaiés et aussi d'atteindre des états oscillanss lor
des calculs instationnaires. Enfin, Fluent esttinadaent accessible pour les simulations

stationnaires et instationnaires.
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Conclusion

Conclusion

Dans cette étude, nous sommes intéressés a lilitét#ieermoconvective de Rayleigh-Bénard,
c’est-a-dire au probleme d'une couche de fluideuffba par le bas. En considérant une convection
bidimensionnelle, une étude linéaire avant deé&’gsser aux cas faiblement non-linéaire et nomilieé
est faite. On a retrouvé les valeurs critiques ueardu nombre de Rayleigh et du nombre d’'onde a
partir desquelles la convection se déclenche. @lesing sont indépendantes du nombre de Prandtl et
sontRa, = 1707.8 etkc = 3.12 dans le cas de conditions aux limites d’adhérenpe parois et
Rac = 657.5 etkc = 2.2 dans le cas d'un glissement sans frottement awisp&our comparer ces
deux types de conditions aux limites, la longueaglissement; est introduite. Elle est nulle si I'on
est en présence d’'une adhérence aux parois etegdams le cas d'un glissement aux parois. Nous
avons observé gue les cellules de convection,rgangnt la forme de rouleaux contrarotatifs soms pl
larges. Grace au tracé de la courbe de stabil#éf montré que le systéme est plus stable eenmés
de petites structures. Pour représenter la températt la fonction de courant, on a utilisé des
développements sous la forme de modes propres.

Dans cette étude, I'importance de l'influence desditions aux limites d’adhérence au moyen
des diagrammes de bifurcation ont permis de vaér lgucaractere héofluidifiant favorise I'apparition
d'un régime sous-critique. D’autre part, le nomlole Nusselt est observé pour augmenter. Et
'adhérence aux parois entraine un nombre de Nupked faible. Pour des nombres de Prandtl
supérieurs a 0.2.

Il serait intéressant de continuer cette étude ensidérant le cas d'une convection

tridimensionnelle dans le cas de conditions aukdsrd’adhérence aux parois.
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Résumé

De nombreux procédés industriels induisent un teshgde chaleur via la convection
thermique. En dépit des larges et nombreuses afiplis associées aux fluides non newtoniens et
plus particulierement aux fluides viscoplastigues, études de stabilité pour ces fluides restést tr
limitées, probablement & cause des difficultésslge traitement des deux phases. Dans cette étude,
nous sommes intéressés a l'instabilité thermocdiveede Rayleigh-Bénard, En considérant une
convection bidimensionnelle, une étude linéairenbda s’intéresser aux cas faiblement non-linéaire
et non-linéaire est faite.

Les valeurs critiques connues du nondier&ayleigh et du nombre d’onde a partir desgsielle
la convection se déclenche ont été retrouvéesvé@lears sont indépendantes du nombre de Prandtl
et sontRa, = 1707.8 etkc = 3.12 dans le cas de conditions aux limites d’adhéreneparois et
Rac = 657.5 etkc = 2.2 dans le cas d’'un glissement sans frottement atxigpdPour comparer
ces deux types de conditions aux limites, la longuke glissemerit; est introduite. La température
et la fonction de courant, sont représentées atemdgs développements sous la forme de modes
propres.

Mots clés

Instabilité, Convection de Rayleigh-Bénard, écowdetnturbulent.
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