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Notations

* C(X,Y) L’espace des fonctions continues de X dans Y.

¢ intégrables sur [a, b].

L ([a, b]) L’espace des fonctions p'™
L>([a,b]) L’espace des fonctions essentiellement bornées sur |[a, b)].

* T'(-) La fonction Gamma d’Euler.

I, L intégrale fractionnaire au sens de Rimann-Liouville d’ordre « a droite.

I} L'intégrale fractionnaire au sens de Rimann-Liouville d’ordre o a gauche.
RD2‘+ La dérivée fractionnaire au sens de Rimann-Liouville d’ordre o & droit.
RDg‘, La dérivée fractionnaire au sens de Rimann-Liouville d’ordre « a gauche.
¢D%, La dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre a a droite.

°D¢_ La dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre « a gauche.

PC(I,X) I'espace de fonction continu par morceaux de I vers X.
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Introduction

<5 € calcul différentiel est une partie importante des mathématiques, Le sujet du calcul

fractionnaire (c’est-a-~dire le calcul des intégrales et des dérivés) a acquis une popula-
rité et uneimportance considérables au cours des trois dernieres décennies ou ainsi, en
raison principa-lement de ses applications démontrées dans de nombreux domaines
apparemment divers et répandus tell que les intégrales et dérivées d’ordre entier sont les in-
tégrales et dérivées normales de I'analyse. Mais dans le cas d’un ordre fractionnaire, ces idées
manifestent leurs propres particularités.

Et ill est connu que le calcul classique fournit un outil puissant pour expliquer et modéli-
ser des processus dynamiques importants dans de nombreux domaines des sciences appliquées.
Mais les expériences et la réalité nous apprennent qu’il existe de nombreux systemes complexes
dans la nature avec une dynamique anormale, tels que le transport de contaminants chimiques
dans 'eau autour des roches, la dynamique des matériaux viscoélastiques, l'effet de la spécu-
lation sur la rentabilité des actions sur les marchés financiers, et de nombreux plus. Dans la
plupart des cas susmentionnés, ces types de processus anormaux ont un comportement com-
plexe macrosco-pique et leur dynamique ne peut pas étre caractérisée par des modeles dérivés
classiques.

Que les ingénieurs et les scientifiques ont développé de nouveaux modeles qui impliquent des
équations différentielles fractionnaires Ces modeles ont été appliqués avec succes ou la fonction
inconnue s’introduit avec une dérivation d’ordre non entier, sont rencontrés dans la modéli-
sation mathématiques de divers phénomenes qui conservent la mémoire des transformations
passées.

D’autre part, les équations différentielles impulsives constituent un outil plus approprié dans
la modélisation de plusieurs phénomenes naturels et processus réels, en particulier ceux dont
I’état subit des changements brusques, au cours de leurs évolutions continues. D’ou, 'intérét
porté sur les équations différentielles fractionnaires impulsives (EDFI) ces derniéres années.et
ceci est dans divers directions : existence et unicité des solutions, la dépendance continue des
solutions par rapport aux temps initial, la stabilité.

C’est dans ce cadre que s’inscrit le travoul présenté dans ce memare, plus précisement : la
questions d’existence des solutions pour les (EDFI) du premier ordre. L’approche employee
dans ce travail est basée sur la theorie du point fixe

Le travail se subdivise en trois parties :

La premiere partie : on présente des définitions et des théoréemes précis qu’on les utilisé
dans ce mémoire.



La deuxieme partie : se contient les résultats d’existence une solution d’équation diffé-
rentielles fractionnaires impulsives par 'utilisation de théoreme le point fixé.

La troisieme partie : on montre le résultat d’existence et d’unique dans ’espace des fonc-
tions continues par morceaux puis on applique ce résultat dans I’équation différentielles
fractionnaires impulsives avec un exemple pour la clarification.



Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre, on présente des définitions et des théoremes précis (espaces fonctionnelle,
quelques théoreme du point fixe, calcul fractionnaire) qu’on les utilisé dans ce mémoire.

1.1 Espaces fonctionnelle

Soit 2 = (a,b) un intervalle de R.

1.1.1 Espaces des fonctions continues

Définition 1.1.1 /3] (page 1) [1] ( page 3)
Soit k € N, on note par C*(Q) espace des fonctions k fois continument dérivables sur €, muni
de la norme

I 7 lexar= 3 max | £i(2) . (1)
=0

Pour n = 0 on note C°([a,b]) par C([a,b]) ( lespace des fonctions continues ) et on note
|- o) par || . [|oo c’est-a-dire :

I £ lloo= max [ f(z) | .

1.1.2 Espaces des fonctions intégrable
Définition 1.1.2 [10] (page 4) [4](page 2)

1. Pour 1 < p < oo, lespace LP(Q2) est l’espace des fonctions f réelles sur Q) telles que f
est mesurable et

/Q|f(t)|pdt < .

2. Pour p = oo,l’espace L™ (2) est l'espace des fonctions mesurables et bornées presque par
tout sur Q.

Théoréme 1.1.1 [1] (page 1)[4](page 2)

1. Pour 1 < p < oo l'espace LP()) muni de la norme

11 1= ([ 1s0par) "

est un éspace de Banach.



2. Pour p = oo l’espace L*>(Q2) muni de la norme
[f]lze = esssup|f(z)]
€S

est un éspace de Banach.

Théoréme 1.1.2 (Inégalité de Holder) [17] (page 56)
Soient f,g : Q@ — R (ou C ) des fonctions mesurables, p et q deuxr exrposants conjugués

(% + é = 1> S0 f e LP(Q), g€ LYQ) alors on a : f.g € LY(Q) et

1 1
Lot ([ iva)” ([lapan)” s 1<p<o
Q Q Q

1.2 Quelques théoremes du point fixe

Soient X, Y deux espaces normé, U C X et T': D(T) C X — X un opérateur.

1.2.1 Notions sur les opérateurs compacts

Définition 1.2.1 (Ensemble relativement compact) [11] (page 26)

On dit que le sous-ensemble M C X est relativement compact si M est compact.

Définition 1.2.2 (Opérateur compact) [11] (page 28)

Uopérateur T qui transformet tout sous-ensemble borné de D(T) d un sous-ensemble relati-
vement compact in X est un opérateur compact.

Définition 1.2.3 (Opérateur complétement continu) [11] (page 28)

On dit que lopérateur T est completement continu si T continu et compact.

1.2.2 L’ensemble équicontinue

Définition 1.2.4 (Ensemble équicontinue) [8/ (page 213)

Soit A une famille d’opérateurs de X dans'Y.
A est équicontinue en un point a € X si et seulement si :

Ve>0,30>0/VTI'e A, Ve,o* €U, |lzv—z*|<d=|T(zx) —T(z*)| <e

on dit que A est équicontinue sur X si et seulement si est équicontinue en tout point de X.

1.2.3 théorémes du point fixe
Soit X un espace de Banach.
Théoréme 1.2.1 (Théoréme de point fixe de Banach) [5/ (page 229)

Soient 0 < o < 1 et l'opérateur T satisfait l'inégalité :

d(Tu,Tv) < ad(u,v)

pour chaque u,v € X Alors T admet un point fixe unique.
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Définition 1.2.5 [5] (page 250)

U est relativement compact si U est équicontinu et borné.

Théoréme 1.2.2 (Théoréme de point fixe de Schaefer) [9/ (page 29)

Soit T' complétement continu, supposons en outre que [’ensemble :
F={zeX: z=X(x) Ae€[0,1]}
est borné. Alors T admet un point fixe.

Théoréme 1.2.3 (Théoréme de point fixe de Schauder ) [5/ (page 250)

Soit U convezxe et fermé de X, et T(U) est relativement compact dans X .
Alors T admet au moins un point fize.

1.3 Calcul fractionnaire

Dans cette section, on rappelle quelques notions essentielles de la théorie du calcul fraction-
naire d’ordre non entier.

1.3.1 La fonction Gamma

Définition 1.3.1 [14/(page 1) [4](page 3)
La fonction Gamma d’Euler I'(x) est définie pour tout x € C(Re(x) > 0) par :

[(x) = /OOO et dt (1.2)

Cette intégrale est convergente pour tout = € C(Re(z) > 0)
En intégrant par parties, on montre que

I'(z+1) =z2I(x). (1.3)

1.3.2 L’intégrale fractionnaire

Définition 1.3.2 ( L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville (& gauche)) [1/( page

69) [5] (page 13)
Soit o € Ry, L'opérateur 1%, défini sur Li[a,b] par :

100 = e | ot (1.4

N x —t)l«

pour a < x < b est appelé 'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre o (d gauche)
d’une fonction f.

Définition 1.3.3 (L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville (& droite)) [1/( page

69) [5] (page 13)
Soit o € Ry, L'opérateur I défini sur L|a,b] par :

b
I f@) = (1a) / @ _f gl_adt (1.5)

pour a < x < b est appelle Uintégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre o (a droite)
d’une fonction f.



En particulier, si a = 0, alors :
Iy f(x) = I« f(x) = f(2) (1.6)

1.3.3 La dérivation fractionnaire

Définition 1.3.4 (La dérivés de Riemann-Liouville (& gauche)) [1] (page 70) [7] (page
37)

Soient « € Ry,n = [a] + 1 on appelle dérivé de Riemann-Liouville d’ordre o (a gauche) d’une
fonction f la dérivé définie par la formule suivante :

Rpe, f(x) :ﬁ% / (t— 7)o f(r)dr (1.7)

pour a < x < b

Définition 1.3.5 (La dérivés de Riemann-Liouville (a droite)) [1] (page 71) [7] (page
37)

Soient o« € Ry,n = [a] + 1 on appelle dérivé de Riemann-Liouville d’ordre o (a droite) d’une
fonction f la dérivé définie par la formule suivante :

"Dy 1) = s (- ) | =ty e (13)

pour a < x <b

Définition 1.3.6 ( La dérivés de Caputo (a gauche)) [1/ (page 92)
Soient « € Ry, a <z <b On appelle dérivé de Caputo d’ordre o (a gauche) d’une fonction f
tel que 2 f € Ly([a,b]). la fonction définie par :

U
atn

1 t
‘D f(t) = —— [ (t—7)" f(r)dr. 1.9
00 = g [ = O e (19
Définition 1.3.7 ( La dérivés de Caputo (a droite)) [1] (page 92)
Soient o € Ry, a < x < b On appelle dérivé de Caputo d’ordre « (a droite) d’une fonction f
tel que L= f € Ly([a, b]). la fonction définie par :

—(_1)n ’ r— )" () dr
F(n—oz)/t( el £ (7). (1.10)

‘Dy-f(t) =
1.3.4 Quelques propriétés sur ’intégrale et la dérivation fraction-
naire

Relation entre la dérivée au sens de Rimann-Liouville et celle de Caputo [1] (page
91)
Soit @ > 0(a ¢ N) supposons que h est une fonction telle que *D®h(x) et TD*h(x) existent,
alors :

(°D*h)(z) = (ED*h)(z) — (z—a)f*etn=[a] +1



Théoréeme 1.3.1 [1] ( page 89)
Soient a« >0, >0 et p>1tel quea+ < 1—1). Si h(x) € Ly(a,b) alors :

(712 h) (x) = (157 h) (x)

et
(L Ig-h) (@) = (1P ) (x)

Théoréme 1.3.2 [1] ( page 89)
Soient o > 0, m € N supposons que h est une fonction telle que les dérivés fractionnaires
D®h(x) et D™ h(x) existent, alors :

(D™ Dgih)(x) = (Dgi™h) ()

et
(D" Dy-h)(z) = (=1)"(D;=""h)()

Lemme 1.3.1 [1] (page 89) [7]
Soient o > 0 et h(x) € Ly(a,b) alors :

(“Dg: I3 h) (@) = h(x)

et
("D I h)(x) = h()

Théoréme 1.3.3 [1] (page 89) [7]
Soient a > > 0 et h(z) € Ly(a,b) alors :

(RD2, 12 ) @) = (12" h)()
et
(“Dy-Ih) () = (I="h) ()
Théoréme 1.3.4 [1] (page 95) [2] (page 44)
Soient a > 0(a ¢ N) et h(x) € Loo(a,b) ou h(z) € Cla,b] alors :
(“Dg+I3h)(x) = h(z)
et
(“Dy-1y-h)(x) = h(z)

Proposition 1.3.1 [1]
Soit a > 0
h(x) = co+ 1@ + oz’ + - + ¢ 12" i € R,

i=0,1,2,...,n—1n=a] + 1 sont solution de I’équation différentielle
“Dh(z) =0

Proposition 1.3.2 [7] (page 45) [1] (page 96)
Soit o > 0
I D*h(z) = h(x) + o+ 12 + cox® + - + cp2™ !

pour certains ¢; € R,i=0,1,2,....n—1,n=[a] +1



Chapitre 2

Quelques résultats d’existence pour les
équations différentielles fractionnaire
impulsives

Ce chapitre, se contient les résultats d’existence une solution d’équation différentielles frac-
tionnaires impulsives par 'utilisation de théoreme le point fixé.

2.1 Notations et propriétés liés aux EDFI

Cette partie est extrait de livre [13] pour la forme général d'une équations différentielles
impulsives

2.1.1 Forme général d’une équations différentielles impulsives

Nous ferons une breve description des processus qui modélisent avec des systemes d’équa-
tions différentielles impulsives.
Soit €2 I'espace des phases d'un processus évolutif, ¢’est-a-dire ’ensemble de ses états. Notons
P, Tapplication qui transfert le processus a linstant ¢. L’application P; peut alors interprété
comme un point (¢,z) de I'espace R. L’ensemble R x ) appele un espace de phase étendu du
processus évolutif considéré.

Supposons que la loi d’évolution du processus est décrite par :

(a) Un systeme d’équations différentielles

Ccll—f = f(t,z) (2.1)
telsquet € R; o= (x1, -+ ,2,) €Q; f:RxQ—R"
(b) L’ensembles M;, Ny C R x Q.
(¢) Un opérateur A; : My — Nj.

Le mouvement du point P, dans I'espace de phase étendu est exécuté de la maniere suivante :
le point P, commence son mouvement a partir du point (to, z(tg)), to € R et se déplace le
long de la courbe {(¢, x(t))} décrite par la solution z(t) du systeme (2.1) avec condition initiale
xo € ) jusqu’au moment ¢ ou P, rencontre ’ensemble M,.

En ce moment t;, 'opérateur A;, transfere le point P, de la position P, = (t1,z(t1)) a la
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position (ty,27) € Ny, , a7 = Ay x(t1).

Ensuite, le point P; continue de se déplacer le long de la courbe {(¢,y(t))} décrite par la solution
y(t) du systéme (2.1) avec condition initiale y(¢;) = xf jusqu’a une nouvelle rencontre avec
I’ensemble M;, etc.

L’union des relations (a), (b), (¢) caractérisant le processus évolutif est appelee systeme d’équa-
tions différentielles impulsives. la courbe décrite par le point P, dans 'espace de phase étendu
une solution du systeme d’équations différentielles impulsives. Les moments ¢, ¢y, - - . lorsque
I’application P; rencontre I’ensemble M; est appele moments d’effet d’impulsion et I'opérateur
A; : My — N; un opérateur de saut.

Nous supposeons que la solution z(t) de I’équation différentielle implusive est une fonction
continue gauch aux moments de I'effet d’implusion c’est a dire que

x(ty) = x(tx) k=1,2,---.,n
La liberté de choix des ensembles M;, N; et I'opérateur A; conduit a la grande variété des

systémes implusives la solution du systeme I’equation différentielle impulsive peut étre :

1. une fonction continue, si la courbe intégrale n’intersecte pas I’ensemble M; ou I'intersecte
aux points fixes de I'opérateur A;.

2. une fonction continue par morceaux avec un nombre fini de points de discontinuité du
premier type, si la courbe intégral coupe M; a un nombre fini de points qui ne sont pas
des points fixes de I'opérateur A; .

3. une fonction continue par morceaux avec un ensemble dénombrable de points de discon-
tinuité de premier type, si la courbe intégral coupe M; a un ensemble dénombrable de
points qui ne sont pas des points fixes de 'opérateur A;.

Nous donnerons une description plus détaillée des deux classes d’équations différentielles im-
pulsives qui présentent un intérét particulier

Classe 1 : Systémes a moments fixes d’effet d’impulsion
Pour ces systemes, I'ensemble M; est représenté par une séquence d’hyperplans, t = ¢, ou t
est une séquence donnée de moments d’effet d’impulsion. L’opérateur A; n’est défini que pour

Les systemes de cette classe sont écrits comme suit :

dx
= f(tv I) t# ty (2.2)

dt
tels que Ax(ty) = x(t)) — x(ty), k= +1,42,---

Soit - <t <ty <ty <ty < - et khgl t, = Loo Désigner par z(t) = z(t,to, z0) la
— 00

solution du systeme (2.2) si satisfaisant :

le_atj:f(t7x)v t#tk

Ax(ty) = In(z(ty)), k==£1,£2,--
et la condition initiale

2(ty) = x(to) (2.3)

9



Classe 2 : Systemes avec les moments impulsifs variables

Pour ces systemes d’équations différentielles impulsives, I’ensemble M; est représenté par une
séquence d’hypersurfaces {t = 7(x), k = +1,£2,---}

On suppose que 7,(x) < Tpy1(z) pour x € Q k = £1,42,--- et lim 7,(x) = +o0 pour tout

k—+oo

x e

Nous supposons que la restriction de 'opérateur A, a 'hypersurface {t = 7,(x), k = +1,£2,--- }
est donnée par l'opérateur Ayx = = + I(x), tel que I : Q — R". Les systemes d’équations
différentielles impulsives de cette classe sont écrits sous la forme

dx
a [t ) t # () 2.4
Ax(ty) = Ii(z(t) t=m(z(t), bk =+1,42, -

La solution z(t) = z(t, to, ) du probléme de valeur initiale (2.4), (2.3) est une fonction continue
par morceaux mais contrairement a la solution de (2.2)(2.3), elle a des points de discontinuité
selon la solution, c’est-a-dire que les différentes solutions ont différents points de discontinuité.

Il est clair que les systemes d’équations différentielles impulsives & moments fixes d’effet impul-
sionnel peuvent étre considérés comme un cas particulier des systemes a perturbations impul-
sives variables.

2.1.2 L’espace des fonctions continues par morceaux

Définition 2.1.1 /6] ( page 13)

Soient (tk‘)keN une suite de nombres réels qui satisfait t, < tyy1 et klgrolo t, = +00, J un intervalle
fermé de R.

On note par PC (J,R™), l’espace des fonctions v : J — R™ qui vérifient :

1) ¢ est continue pour tout t € J tel que t # ty.

2) 1) est continue d gauche pour tout t € J.

3) ¢ posséde une discontinuité de premiére espéce pour tout ty, € J.
De méme, on dit que ¢ € PC' (J,R™), si ) et ¢y’ appartiennent a PC (J,R")

Corollaire 2.1.1

Soit v € PC* (J,R™), alors :

- Pour chaque ty tel que |ty tpy1 [C J, 00 € C(Jtx, tryr [, R™)

-Pour chaque ty € J, les deux limites suivantes (la limite a droite et la limite a gauche ) :

lim () =4 () et lim o) = (&)

t—t;, t—tfh
existe et de plus 1 (t,;) =1 (tx)

Théoréeme 2.1.1 [6] ( page 13)
PC (J,R"™) est un espace de Banach muni de la norme

[zllpc = sup{|z(t)| teJ}, wePC(JR")
PC' (J,R™) est un espace de Banach muni de la norme

lzllpcr = llzllec + |2"lpc, = € PC(J,R")
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2.1.3 Critére de compacité

Définition 2.1.2 (Ensemble quasi-équicontinue) [2] (Page 2/)

On dit que l'ensemble F C PC' est quasi-équicontinuous dans [0,T) si :

Pour tout e > 0 il existe 6 > 0 telle quex € F; k €Z; ti,ts € [Th—1, N[0, T] et | t1—t2 |< 0
on a | x(ty) —x(ta) |< €.

Théoréme 2.1.2 (Ensemble relativement compact) [2] (Page 24)
On dit que l'ensemble F' C PC([0,T],R™) est relativement compact si et seulement si :

1. F est uniformément borné, c’est-a-dire || x ||< ¢ pour chaque x € F et certains ¢ > 0.

2. F est quasi-équicontinuous dans [0,T].

Les résultats suivantes existent dans des recherches précédens [16], [?], On va les détailler

2.2 Equations différentielles fractionnaires impulsive

2.2.1 Position de probléme

Nous considérons dans cette section le probleme de valeur initiale (PVI), pour les équations
différentielles d’ordre fractionnaire impulsive

CD“() ftyt) teJ=[0T]t#t
Ay(t) = Iu(y(ty,)) (2.5)
y(O):yg

telque k =1,....m, 0<a<1, °¢D%estla dérivé fractionnaire de Caputo f:J xR — R

est une fonct1on donnéeet [, ' R—-RetyyeR O0=t)<ty < - <ty <tpm1 =T,

Ay(t) =yt —y(ty), y(t)) = hhm+ y(t+h) et y(t,) = lim y(tk+h) représentent les limites
—0 h—0~

a droite et a gauche de y(t) a t =t
C(J,R) est 'espace de Banach de tous fonctions continues de J dans R avec la norme

1Y loo= sup{l y(t) |- t € J}

Comme les solutions d'une équation différentielle impulsive sont continues par morceaux, alors
I’espace fonctionnel approprié pour de telles solutions est ’espace des fonctions continues par
morceaux

PC(J;R) ={y: J = R,y € O((t, tel;

) 7m7
y(t;,) et y(t}) existent avec y(t;,) = y(tx), k

k=0
=1,...m}

Cet ensemble est un espace Banach avec la norme

| v [[pc= sup | y(t) |

Définition 2.2.1
Soit y € PC(J,R). On dit que y est une solution de probleme (2.5) si elle satisfait [’équation
D(t) = f(t,y(t)) sur J'(J =1[0,T]\ t1,...,t,m) et satisfaire auz conditions

Ay(t) = In(y(ty,)), k=1;---,m
?J(O) = Yo

11



2.2.2 L’équation intégrale équivalente

Lemme 2.2.1 [8/( Page 142)
Soient « > 0, h : J — R une fonction continue. Une fonction y est solution de [’équation
intégrale fractionnaire

’yo + /Ot(t — )" 'h(s)ds sit e [0,t]
k t;
y(t) = { Yo+ ey 2 /t 1 (ti — )" h(s)ds (2.6)
t k
ety [ () s (otin] k=L

si et seulement sty est solution du PVI fractionnaire :
cD*y(t) = h(t), telJ
Ay(ty) = L (y(t,)) kE=1,---,m (2.7)
y(0) =wo

Preuve

On suppose que y satisfait (2.7)

Site[0,t],ona
‘D%y(t) = h(t)

On appliquons l'intégrale de Riemann-Liouville on trouve :
I1°°D%y(t) = I“h(t)

utilisant Lemme 1.3.2 ( 0 < a< 1; n=1) et la Définition 1.3.2

y(t) + co = ﬁ /0 (t— ) 'h(s)ds

On pose t = 0, donc

y(0) 4+ co = ﬁ /0 (0 —5)*"'h(s)ds

Puisque y(0) = yo alors
Yo+co =0
¢a veut dire
Co = —Yo
Donc

y(t) =yo + ﬁ /0 (t — s)* 'h(s)ds

sit e (t,ta], on a
‘D%y(t) = h(t)

On appliquons l'intégrale de Riemann-Liouville on trouve :

1°°Doy(t) = I°h(t)

12



utilisant Lemme 1.3.2 ( 0 < a< 1; n=1) et la Définition 1.3.2

y(t) + co = ﬁ / (t— 5)* h(s)ds

t1

pour t =t on a
y(t) +co=0

ca veut dire
co = —y(t})

En faisant correspondre ¢y = —y(t]) donc

y(t) = y(th) + ﬁ / (t — )2 Uh(s)ds

Comme y(t]) = Ay(ty) + y(t;). On a
_ 1 ! 1
Y(E) = Ay(t) + y07) + s [ (=9 his)ds

ainsi la rélation précédent prend la forme

y(t) = Ly () + o + ﬁ /O (h — )0 h(s)ds + ﬁ /t (t — 5)°h(s)ds

Sit € (ty, t3], on a
‘D%y(t) = h(t)

On appliquons l'intégrale de Riemann-Liouville on trouve :
I°°Dy(t) = I*h(t)
Appliquons Lemme 1.3.2 ( 0 < a< 1; n=1) et la Définition 1.3.2

y() + o = ﬁ / (t — 5)°h(s)ds

to

pour t = t; alors
y(t3) +co=0

ca veut dire
co = —y(ts)

En faisant correspondre ¢y = —y(t5) donc

y(t) = y(t3) + ﬁ / (t — 5)° Uh(s)ds

to

Comme y(t3) = Ay(t2) + y(ty) on a :

y(t) = Aylts) +y(t5) + ﬁ / (t - $)° "h(s)ds

On pose t = t, dans ’équation (2.8) on trouve :

y(13) =l1(y(tf))+yo+ﬁ /0 ( —s)a—lh(s>ds+ﬁ / (1 — 5)"h(s)ds

13



Enfin
. . 1M »
0) = Blult)+ B() o+ s [ (0= s

! ’ a-l ! t —5)* h(s)ds
+m/tl (tQ_S) h(S)dS-}-m/@(t ) h( )d

sit € (tg,tge1] on utilisant & nouveau Lemme 1.3.2 avec les mémes étapes précédent nous
obtenons donc (2.5)

Inversement,
Sit € [tg,t1] , on a y(0) = yo

I’applique du la dérivation de Caputo donne :
‘Dy(t) = D (yo + I"A(1))
D’aprés la proposition 1.3.1 ( 0 < a< 1; n=1)
“Dey(t) = h(t)
sit€ [ty,ter1)k =1,---m. et quelle qu la dérivation de Caputo de constant est nulle.

t t; k
Notons que : yp , ﬁ Z/ (ti — s)* " h(s)ds et ZIZ- (y (t;7)) sont constants.
i=1 7 ti-1 i=1

On applique La dérivation de Caputo

*Dy(t) =° D* <y0 + ﬁ Z /t (ti — s)* " h(s)ds + ﬁ /t (t — s)* *h(s)ds + Zl (y (t;)))

alors

“Dy(t) = D* (I°h(t))

puis
‘Dy(t) = h(t)

On peut vérifient facilement que la condition Ay(ty) = I, (y (¢;)) de probleme (2.5) est vérifié.
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2.2.3 Les résultats de ’existence

Le théoréme suivant est le résultat de ’existence et 'unicité
Théoréme 2.2.1
On suppose que :

[H1 ] Il existe une constante | > 0 tel que | f(t,u) — f(t,u) |<!|w—1u | pour chaque t € J
et chaque u,u € R.

[H2 | Il existe une constante I* > 0 tel que | I(u) — Ip(u) |< I* | u—1u | pour chaque u,u € R
etk=1,2---.m

St
Tl (m+1)

['a+1)

alors(2.5) admet une solution unique sur J.

mi*| <1 (2.9)

preuve
Transformons le probléme (2.5) en un probléme de point fixe.
On considére l'opérateur F': PC(J,R) — PC(J,R) défini par

PO =m0+ 1 X [ (=9 ls.u(o)ds

I(a) 0<tp<t”th—1

I | -
+m/tk(t—s)o‘_ f(s,y(s))ds + Z L(y(ty))

0<trp<t

Clairement de lemme 2.6, les points fixes de 'opérateur F' sont solution du probléme (2.5).
Nous utilisons le principe de contraction de Banach pour prouver que 'opérateur F' admet un
point fixe.

Nous montrons que l'opérateur F' est une contraction.

Soit z,y € PC(J,R). pour chaque t € J on a

F@)(#) ~ F)(0)] = o + Z / (s, 2(s))ds + / (t — 5)° f (s 2(s))ds

+O<t2<tfk<x<tk>> v Z / — 57 (s, y(s))ds
- [a= o tsaonas - PR
|—Z [ s )Z [ = s
][ = oateas = [ (e s e +] 3 )
S IRT) k

1 Z / k (tk - S)O‘_1|f(s7x(8)) — f(s, y(s))|d3

S -
F(a) O<ty<t” tk—1

b [ =9 (s 0(9) — fspsDlds + 3 Ialty) - Lly(t))

F( ) tr O<trp<t
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En utilisant [H,] et [Hs] on trouve

F(2)(t) - Fy)(t) < ﬁ > /tk’:(tk 9 a(s) — y(s)|ds

+_i_ékp_gwﬂa@—g@ﬂ@+—E:ZWﬂE)—MEN

F(Oé) 0<trp<t
<z—-y o L Zm:/tk (ty — 8)* 'ds
N F(Oé) k=1 th—1

! ' a— *
o=yl g [ (=9 st o=yl 3 1

(o) Uk 0<tp<t

| T l T
< _ _ - _ _ - _ *
o=yl gy 2 g+ o =0l gy ¥ ZH Iz —vlle D 1
k=1 0<trp<t

puisque I'(a + 1) = al'(«) alors

ImT* T

F _F i PO R | PO |l p —

| F(x)(¢) WWH_NQ+DW mu+Fm+Um Ylloo + ml*[|z — Yl oo
Tl (m +1)

* — Y|l
Ry | el

D’apres (2.9), F' est une contraction.
En conséquence du théoréme du point fixe de Banach, nous en conclusions que F' admet un
point fixe unique qui est une solution du probléeme (2.5).

Le théoréme suivant est le résultat de ’existence

Théoréme 2.2.2
On suppose que :

[H3 | La fonction f:.J xR — R est continue.
[H4 ] Il existe une constante M > 0 tel que | f(t,u) |< M pour chaquest € J u € R.

[H5 [La fonction I : R — R est continue et il existe une constante M* > 0 tel que | Ix(u) |<
M* pour chaque u e R et k=1,2--- m.

alors(2.5) admet au moins une solution sur J.

Preuve :

On va utilisons le théoréme du point fixe de Schaefer pour prouver que F' admet un point fixe.
La preuve sera donnée en plusieurs étapes.

étape 1 : (F est continu )

Soit y,, une suite telle que y,, — y dans PC(J,R). pour tout t € J

16



PO~ FOO =i+ s 3 [

0<t <t k-1

(te — 8)* 1 f(5,yn(s ))ds—i—/t (t—8)* " f(s,yn(s))ds

+ D fk:(yn(t;))—yo—% > /k (tr = 8)* 7' f(s,y(s))ds

0<tp<t F( )0<tk<t tp—1

- / (t— ) (s, u(s)ds — 3 Tely(ty))|

1 b o1 k
< WZ /tk_losk — )Y f(5, () — £(5,y(5))|ds

+ ﬁ/ (t — ) f(s,yn(s)) — f(s,y(s))|ds + Z 1T (yn (1)) — Tn(y(t))]

23 0<tp<t

Puisque f et I.(k = 1,...,m) sont des fonctions continues, en faisant n — oo on trouve

| F(yn) — F(y) llpc— 0

étape 2 : (L’image d’ensemble borné du PC(J,R) par F est bornés )

Soit B,» = {y € PC(J,R) :|| y ||< n*} un ensemble borné de PC. On va montre que existe une
constante positive [ tel que || F(y) ||pc< I;Vy € B,

Soit y € By, t € J

PO =l + Z/t (s — 5)° F(s,y(s))ds

O<t <tY‘'k-1

+/t(t_3) sy(s)ds+ > L(y(ty))

O<tp<t

_|yo|+— S [ =9 f (s p(s))lds

0<t <t /-1

1 /t )

+ = [ (t—35)""|f(s,y(s))|ds + |1 (y(t;,
Mo J, 2 M)
’ ’+mMT°‘+MTO‘+ A

m
=T T+ ) T al(a)
le résultat T ( 1)
IF(y)®)| <|yo | +—=———+mM*:=1

['(a+1)

étape 3 : (L’image d’ensemble borné de PC(J,R) par F est un ensembles quasi-
équicontinus.)

Soit 71,7y € J, 71 < Ty, B, est un ensemble borné de PC(J,R). Comme dans étape 2, et

soit y €5,.
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F)(r) = F)n) | = w+ oy / (1 5)* (s, (s + /muk—s)a*f(s,y(s))ds

O<tk<7'2 ( )
+ Z Li(y(ty) — Z / (tx = )7 f(5,y(s))ds
1 . _
_W/tk (b — 5)° f(s,y(s))ds—(K;ﬁ L(y(t)) |

1 2 a1 1 _
=| m/t (t — ) f(s,y(s))ds + W Z Ie(y(ty,))

0<tr<T2

1 n 1 -
_W/t (te— )" flsoy())ds — S Ly(ty)) |

k 0<trp <71

1 fm ot
ZW/D [(r2 = 8)°™ = (71— 8)°71 | £ (s, w(s))| ds

1 . )
i [, e s s S ()
=| ali\fa) (m—7)*—1 = (n—71)*— 1)

- “d I (y (o
Far o 2 (B ()]

M N . . )
S—F(a+1) 2(r — )" + 15 — ] + Z }Ik(y(tk)”

0<trp<mo—T1

Comme 75 — 71, le c6té droit de I'inégalité ci-dessus tend vers zéro. Alors 'image d’ensemble
borné de PC(J,R) par F est un ensembles quasi-équicontinus.

étape 4 :

Reste maintenant a montrer que ’ensemble

E={ye PCO(J,R):y=M\F(y)tel que 0 < X\ < 1}

est borné.
Soit y € &€, et y = AF(y) tel que 0 < A < 1. pour tout t € J

y(t) = AF(y)

yH) = Mo+ 3O / " (e — 977 f(s,y(s))ds

F(a) O<tp<t k-1

A t o1
+m/(t—s) f(s,y(s) ds—i—)\Z[k

23 0<tp<t
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Apres I'étape 2

|@WMSAQmm+M5ﬁiiQ mMﬁ

['a+1)
MT*(m + 1)
< - M*
<|wo |+ Tla+ 1) m
MT*(m+1)
1) o< Mimx2) v =
1)@ It + 20D e =

Cela montre que ’ensemble &£ est borné.

D’aprés I'étapes 2,3 et le théoreme 2.1.2 on conclut que I'image d’un borné par l'opérateur F
est relativement compact, alors F' est compact, de plus d’apres I’étape 1 F' est completement
continu. Plus I'étape 4 montre que tout les conditions du théoreme du point fixe de Schaefer
vérifié par suit 'opérateur admet au moins un point fixe qui est que un solution du probléme

(2.5)

2.3 Equations différentielles fonctionnelle fractionnaires
impulsive avec retard

2.3.1 Position du probleme

Nous considérons dans cet section le probleme de valeur initiale (PVI), pour les équations
différentielles d’ordre fractionnaire

Diy(t) = f(ty) teJ=1[0TLt#

Ay(ty) = I(y(ty)) (2.10)
Yl-rg=¢
Tel que “Dy* est le dérivé fractionnaire de Caputo 0 =ty < ¢ < -+ < b, < b1 = T,

f:Jx PC' — R™ est lebesgue mesurable pour tout ¢t € J et f(f,¢) est continu pour tout
¢ € PC', I, :R"™ — R" sont continu pour k = 1,---,m tel que PC* = PC([-7,0],R")
dénote I'espace des fonctions dérivées continues gauche par morceaux ¢ : [—7,0] — R" et
| ¢ lli= sup | ¢(s) ||, ici T est une constante positive, y; € PC* est Défini par

<s<0

-7

y(s) = y(t_—i-_s) pour —7 < s < 0. y(t}) =limy(tx + h) et y(¢; ) = limy(tx + h) représentent
les limites a droite et a gauche de y(t) a t = ¢y

PCYp) ={p € PC":|| ¢ |lpc1< p} tel que p = max{p1, -, pm}
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2.3.2 L’équation intégrale équivalente

Proposition 2.3.1 [15]
Soit 0 <a<1etf:JxPC'—R" fonction continu, le PVI

“Dpy(t) = f(t.y) teJ=1[0,T]
Y |[—T,0]: '

est équivalent a l’intégrale fractionnaire Volterra suivante

(), te[—7,0]

ul) = so(twﬁ/o (t —5)* " f(s,ya)ds, € [0,T]

(2.11)

Autrement dit, chaque solution de (2.10) est également une solution de (2.11), et l'inverse est
vrai

Proposition 2.3.2 [3] (P 342)
Soit 0 < a<1eth:J— R fonction continu. Une fonction y € C(J,R) est une solution de
['intégrale fractionnaire équation

y(t) = yo — ﬁ /Oa(a — ) h(s)ds + ﬁ/o (t — )2 'h(s)ds

si et seulement sty est une solution du probléeme de Cauchy fractionnaire suivant :

{ °Diy(t) = h(t), teJ
y(a) =yo, ac(0,7T)

Lemme 2.3.1

Soit 0 < o < 1 et soit f : Jx PC' — R" Lebesque mesurable pour tout t € J et f(t,¢) est
continu pour tout ¢ € PC'. Une fonction y € PC* ([—7,T],R") est une solution du PVI (2.10)
si et seulement si y € PC' ([—7,T],R") est une solution de I’équation intégrale fractionnaire
suivante :

(

(), t pourt € [—,0]
©(0) + ﬁ/o (t—s)* 1 f (s,ys)ds, pour t € [0,t]
y(t) = 4 PO+ I (y (1)) + ﬁ /0 (t =) f (5,s) ds, pourt € (ty, ] (2.19)
m - 1 t B
cp(O)—i—ZIk (y (tk))—l—m/ (t—8)"f(s,ys)ds, pourt € (t,,,T]
\ k=1 0

preuve
On va prouve le résultat en utilisant la méme de marche dans la part précédente ou en utilisant
les propositions 2.3.1 2.3.2

ce si en utilisant les propositions 2.3.1, 2.3.2

Supposons que y satisfait le probleme impulsif (2.10 )

Sit e [—7,0] est clair que
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Sit € [0, 1] puis de Proposition (2.3.1)

donc
W) =90 + 57 [ (=9 ) s

Sit e (ty, ]
‘Diy(t) = f(t,y:) et Ay(te) = Le(y(t;))

En utilisant la Proposition (2.3.2) nous obtenons

W0 =00~ e | =9 s+ s [= 9 ) ds

I'(a)
— — 1 " a—1 1 ' a—1
:y(t1)+ll(x(tl>)_m/o (t1 — s) f(s,ys)ds—l—m/o(t—s) f(s,ys)ds
=0+ s | =97 () s+ RateD)

—%/Ol(t—s)a_lf(s,ys)dsqLﬁ/o(t—s)a_lf(s,ys)ds

= 0)+ hla(t) + g [ (6= 9 () ds
Sit € (ta,t3)

En utilisant la Proposition (2.3.2) nous obtenons

— y(t) + D(a(ty)) - ﬁ / “ty — 5)°f (5,0) ds + ﬁ / (t— ) F (5,9,) ds

= (0) + L (x(t]) + ﬁ /0 2(t2 —8)* 1 f (s, ys) ds + Ly(z(ty))

1 ta . 1 t _ neipgs .
i | o s+ s [ =

— o(0) + L(x(t) + Io(a(ty) + ﬁ / (t— )" (s, ds

Sit € (tm,T]

En utilisant la Proposition 2.3.2 nous obtenons



Inversement
pouvons le prouver de la méme maniere que dans la section précédente.

2.3.3 Le résultat de 'existence

Définissons l'opérateur A : PC([—7,T],R") — PC'([—7,T],R™) comme suit :

o(t), ) pour t € [—T,0]
©(0) + ﬁ/o (t — ) f (s,y,) ds, pour ¢ € [0, 4]
(a0 = PO+ () + ooy [ =97 s pourte (bl (o3
: i 7 1 t )
©(0) + Z I (y () + m/o (t—s)*""f(s,ys)ds, pourt € (t,,T]

Avant de fixer et de prouver le résultat, nous introduisons les hypothéses suivantes :

[H6 | Il existe une constante 3 € (0, «) et une fonction réelle m(t) € L%(J ) tel que
| f(t,®) ||< m(t), pour presque tous t € J et tous ¢ € PC.

[H7 ] Il existe une constante v € (0, ) et une fonction réelle u(t) € L%(J ) tel que
| f(t,0) — fF(&,0) |< pu(t) || & — ¥ ||, pour presque tous t € J et tous ¢, ¥ € PC*.

[H8 | I € C(R™,R™) transfert I’ensemble borné a ensemble borné. Il existe une constante
A >0 telle que || I(z(ty) — L(y(t;)) [|[< A* || # — y || pour chaque
z,y € PCY[—7,T])(p) et k =1,2,....m.

Théoréme 2.3.1
Supposons que les hypothéses [HO]-[HS] sont vérifiées. Alors I’PVI (2.10) admet au moins une
solution sur J, a condition que
1-p
|00 | +5t5 (35) 727" M +m
p

<1 (2.14)

T B
tel que M = (/0 (m(s))ﬁds> Mr=max {|| I (y () [l z < p} k=1,...,m

Preuve

D’apres la définition de PC*([—7,T])(p), il est facile de savoir que PC*([—,T])(p) est un sous-
ensemble fermé, borné et convexe de PC'([—7,T],R™).

Utiliserons le théoréme du point fixe de Schauder pour prouver que A défini par (3.2) admet
un point fixe. La preuve sera donnée en plusieurs étapes.

Etape 1:

On montre que I'image de PC'([—7,T])(p) par A est PC*([—7,T])(p). Pour le prouver, utili-
serons l'inégalité de Holder.

On am(t) € L (J) et | f(t.6) [|< m(?),

Soit 6 est conjugués 3, alors 0 = ﬁ

On vérifié facilement que (t — s)*~! € LTs
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Sous 'inégalité de Holder et la condition [H6|, on obtient que (t — s)*~!f(s,ys) est Lebesgue
intégrable par rapport a s € [0, ], et

[re=sr i< ([ (@-o) dS)lﬁ (/;‘m“”éds)ﬁ 9

Pour ¢t € [—7,0], on a
I (Az) () [I= o () (<l ¢ [[per < po

En utilisant I'inégalité (3.3) et I'inégalité de Holder (2.15) pour ¢t € [0,14]. on a

1 ¢ o—1
- w(0)+m/0(t—8) f (s, ds |

<Il o(0) | +ﬁ || / (t— ) (s,5) ds |

I (Ay)(2) |

<l o(0) |+ ( / (s ds)lﬁ ( / t<m<s>>éds>ﬁ
<160 |+ s L@)ﬂ = T(m(s»éds)ﬁ

De méme, pour t € (tg,trs1],k=1,...,m. on a

k

I A =120+ 3 1 (0 (1)) + g [ (0= (s s

k t
<o) 1+ 1 1 (o () |+ [ (6= 9 i)

1 (1-8\""
<) | +mar + s (225) T

< Pk

De ce qui précede on a || Ay [|< p tel que p = max{po, -, pm}

Donc A : PCY([r,T))(p) — PC* ([, T))(p).
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Etape 2:
A est continu.
Soit ¢! une suite telle que y* — y sur PCY([—7,T])(p). Ceci, associé a la continuité de f(t, ) par
rapport a ¢ et I.(p) par rapport a ¢, implique que f(t,y!) — f(t,y), t € J et I.(y') — Lx(y)
sur PCY([—7,T])(p) quand [ = oo, k =1,2,....m

pour t € [—T,0],

I (Ay)(1) = (Ay) () =1l ¢ (t) — (1) 1= 0,

Pour t € [0, 4],

| (A)(E) — (Ag) (1) || =I| 9(0) + —— / (t— )" f (s.90) ds — p(0) — —— / (t— )" (s,) ds |

()
g£|/ (t =9 [f (s,95) = [ (s,95)] ds |
(

s% I s s 5 () = 7 s s

seJ

< aF( psup S (s, 95) = /(5,00 |
< a1 () = F )|

Puisque, quand | — oo, f(t,y!) converge vers f(t,v;), t € J nous trouvons :

| Ay’ — Ay ||so— 0 quand [ — oco.

De méme, pour t € (tg,trs1],k=1,...,m. on a

I (A0 — (@) [l =1 0(0) +§k;fz D+ -9 (st s
ilf’ D= [ =9 s
< ZI 00 - ()
I (= 5) 1 f (.00 ds — 7/ (=5 (s, ds |
<X A0 () - A ()|
b [ [ () — ) s
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I (Ay')(t) - t) Il < Z Iz (' (67) = Ie (w (7)) |l

+ m | /0 (t — 5)a—1 88161? | f (S,yi) — f(s,us) || ds ||

< SN0 (7)) = 5l 60) 1+ 1 (50) = £ 00 |
<SG () =l 00) Wy 1 () = £ ) |

Puisque, quand | — oo, f(t,y!) est converge vers f(t,y;), t € J et I.(y') est converge vers
I(y),k = 1,...,m nous trouvons :

| Ay’ — Ay ||so— 0 quand [ — oco.

il s’ensuit que A est continu.
Etape 3:

On montrer que I'image d’ensemble borné par A est un ensembles quasi-équicontinus de PC* ([—7, T], R™) .
Soit PC!([—7,T7)(p) étre un ensemble borné comme a I'étape 1 et 2, et y € PC'([—7, T])(p)

Soit c’est évidemment que Ay est équicontinue sur Uintervalle de temps [—7,0].
pour sy, 52 € [0,1], 51 < s2, En utilisant inégalité de Holder :

I () (s2) = (A9) 50) | = g | [ T2 =907 = = 97T (s
+/ =) (s, ds |
S el IR R CEN R FC AN I
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Comme sy — 81, le coté droit de I'inégalité ci-dessus tend vers zéro. Alors Ay est équicontinu

sur l'intervalle [0, ¢;] En général, pour I'intervalle de temps (tg, tx+1]. Nous obtenons également
I'inégalité suivante

oM [1—8

Ay) (s2) — (Ay) (1) [|I€ =— | ——

I (A o) = () (o) = s (225

D’un autre coté on a de étape 1 A(PCY([—7,T]))(p) € PCH[—7,T])(p) est uniformément
borné, et de étape 3 équicontinue donc en utilisant de théoréme d’Ascoli Arzela, on trouve que
A(PCY([-7,T]))(p) est un sous-ensemble relativement compact de PC*([—7,T],R"). et grace
a leur continueté de ( étape 2) donc il est complétement continu.

1-p
) (s5— 1) 7 =0, comme sy — s

De étapes 1 a 3 et par 'utilisant de théoreme du point fixe de Schauder, on constate que
A peut avoir un point fixe dans PC*([—7,T])(p) qu’elle est une solution de 'PVI (2.10)en J.
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Chapitre 3

Points fixes d’une classe d’opérateurs
définis dans ’espace des fonctions
continus par morceaux et application

dans ce chapitre on va reformuler le théoréme du point fixe dans I'espace des fonction continu
par morgeaux et on appliquant la resulta de ce théoeme sur un type déquation differentielles
fractionnaire impulsives avec un retard et finalement on donnant un exemple de ce type d’equa-
tion.

3.1 Formulation du théoreme

3.1.1 Qulques notation et lemme préliminairre

. Soit I un intervalle fermé et borné de R ,[; et I, deux intervalles disjoints tel que :
LUL =1, [tg,tpy] CLhatel que k= 1,2,--- m.et 0=ty <t <tg < - <t,<
tm+1 - T C IQ.

. Soit X un espace de Banach muni de la norme |.|

. PC(1,X) est 'espace des fonctions continues par morceaux muni de la norme :
l]| = sup {|z(t)], ¢ € I}
. Pour ¢ € PC(I, X), Soit D un sous ensemble de PC(I, X) définit par :

D = {z € PC(I,X)/x(t) = p(t),t € I,} (3.1)

. L:I,—R,7:1I,— I deux fonction.
. G : Iy x I, — R, une fonction intégrable par rapport a la deuxiéme variable.

ap (k=1,2,--- ,m) et M > 0 constantes.

27



Lemme

Le sous ensemble D définit par (3.1) est fermé

Preuve :
Soit (z,)nen suite converge de D vers z tel que = € D

sup| z(t) —@(t) |, ¢ €l =[x(t) = ¢(t) [[ro
<[ 2(t) = 2a(®) [lpc + | 2a(t) = ¢ (t) |lpc

et comme z,(t) € D Vn € Ndonc z,(t) —p(t) =0 Vtel;
donc || () — o(t) llpo=0

et comme xz,(t) — x(t) donc || 2(t) — z,(t) ||[pc— 0

alors sup {| z(t) —p(t) |, te€ 1} =0

donc z(t) = ¢(t) Vte I

alors D est fermé

3.1.2 Ennoncé et preuve du théoreme

Théoréeme 3.1.1

Considére F : D — D un opérateur tel que D est sous ensemble fermé de PC(I,X) , avec le
notation définit dans la partie précédent.

On suppose que :

(Cy).Vz,ye D ett el

[Fa(t) = Fy(t)] < Y anla(ty) = y(t)| + M [ Gt s)L(s)|x(r(s)) = y(7(s))|ds

k=1 I
(Cy).Vtel, ,7(t)<t

1 1
(Cs). 1l exsiste deuzr exposent conjugués p,q (ie :— + — = 1) L € LP(Iy) et pour tout
q

p
tel, G(t,.)€Li(ly) et|G(t,.)||Lm) est borné pour tout t € Is.

Si

> g+ Msup |Gt )| oo | Ll 2oy < 1
1 tels

Alors F admet un point fize unique dans D.

Preuve

On va montrer que 'opérateur F est contractant sous les hypothése (C1)-(Cs)
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. pour tout x,y € Dettel:

| Fa(t) = Fy(t) |=[ (t) —o(t) [= 0
. pour tout x,y € Dettel,:

| Fa(t) = Fy(t) | < Y arla(ty) =yt + M [ Gt ) L(s)|x(r(s)) = y(7(s))|ds

k=1 I
<3 aulle — gl + M [ G L) e — ylpods
k=1 Iz

d’aprés le condition (C3) et I'inégalité de Holder est appliquant a G et L :

G(t,s)L(s)ds < |G, a1 Lll o)

Iy

donc, on obtient :

| Fa(t) = Fy(t) | < ) aulle = yllpe + MIG (o | L oo 1z =yl pe
k=1

< (Z o + M||G(t, -)HL‘I(IQ)HLHLP(12)> |z —yllpc

k=1

NE

tels

[Fx(t) = Fy(t)|pc < ( ay + Msup ||G(t, ‘)||Lq<12>||LHLp<Iz>> I = yllpc

T
I

puisque :

Z o + Msup HG(t, .)||Lq(]2)||L||Lp(]2) <1
1 tels

alors 'opérateur F' contraction ,Donc F' admet un point fixe unique .

3.2 Application 4 un probléme d’EDFI avec retard

3.2.1 Position du probléeme et I’équation intégrale équivalente

Nous considérons le probleme de la valeur initiale introduite trouvée dans le chapitre 2 précé-

dent (PVI) pour les équations différentielles fractionnaires avec retard :
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Dy(t)=flty) tel=[0T]t#t

Ay(tk’) :Ik(y(tl;))’ k= 1727"' , 1
y(t) = (1), te[-r0]

Tel que f: JxC— X ,C=C(-r0],X),I, € C(X,X)(k=1,2,.

.,m) et X est espace de

Banach avec norm | . | . pour tout y : [-r,T] = X ett € I, y, € C et définit par y:(s) = y(t+s)

s € [-r,0]

Espace des solutions d’équations (P) est 'espace des fonctions continues par morceaux

POLX)={y:[0,T] = X Jy€ C([tmtes), X), (k=0,1,2,--- ,m).

Jy(t)), y(t;,) et satisfaint y(tx) = y(t; )}

Lemme 3.2.1 Une fonction y € PC([—r,T], X) est une solution du PVI (P) si et seulement

sty est une solution de l’équation intégrale fractionnaire suivante :

;

p(t),
1

©(0) + m /0 (t—5)* " f (s,y,) ds,

y(t) = {#0)+ I (y (tf))+ﬁ/0(t—S)“‘lf(S,ys)ds,

PO+ I (o () + s | =9 s

La preuve de lemme (3.2.1) est dans le chapitre 2 précédent.

3.2.2 Le résultat d’existence et d’unicité

pour t € [—r,0]

pour t € [0,t]

pour t € (ty,ts] (3.2)

pour t € (t,, T

En se basant sur le théoreme (3.1.1) , on va prouver 'existence et I'unicité de la solution du

probleme (P).
Théoréme 3.2.1

On suppose que :
(HY1)- il existe une fonction K : [0,T] — R, tels que :

V(t,0), (t,0) € [0,T]xC  [f{t,p) = [t 0)| < K(t)lp — ¢l

(HY2)- I}, € C(X, X), il existe des constantes I, (k=1,...,m) tel que :
Vi,y € CVEE [ty o] [k(x(ty)) = ey ()] < Lelz () — y(,)]
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(HY3)- Pour p € [0, q]
K e L”([0,1))

o~ K T L\
l 1 tel =|(—— :
(Z k+ I(a) <1 tel que c RS (3.3)

k=1

Si

Alors le probléme (P) admet une solution unique.

preuve :

On dit que y est solution de (P) si et seulement si est point fixe de 'opérateur F' définit
sur D par :

Fult) = o+ 3 Lly(6) + ﬁ / (= )" f(s,y.)ds

tels que I} =] —r,0] Iy = [0,T],] = [—r,T] et D est le sous ensemble de PC(I, X) définit par
( 3.1) ,On va montrer que les conditions (C4) -(Cj).

D’aprés 'hypothése (HY7),(HY5) on a pour tout x,y € D et t € I,

Fi(t) — Fy(t)] = lpo + 3 Tela(t;)) + ﬁ / (t— 5 f (s, 2.)ds

—0= 30 L)) ~ gy [ (6= 9 (s

(cv

NE

[Fa(t) = Fy(t)] < p  He(e(ty)) = L(y(t)] + L/0 (t =) f(s5) = f(s,95)|ds

I(a)
Lla(ty) — y(t)] + ﬁ / (t — )7 VK (s)[(s) — yl(s)|ds

k

Il
o

NE

B
Il
=)

Donc (C}) est verifier avec :

Zm:zk _ Zm:ak, K(s) = L(s), M = ﬁ () =t et
g i v
0 s>t

Le clair que la premiere partie de la condition (C3) est vérifié par le hypothese (HY3), et nous
montrons que G(t,.) € Li(15)
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Sis>t:

Sio<t<s:

a—1)g+1
_ —1 ( )(afl)qﬂ
(a—1)g+1
—1 ( )(afl)qul
T (a—1)¢g+1

donc G(t,.) € L(15), ¢a veut dire le condition (C2) est vérifié.

L'inégalité »  ay + M sup |G (t, )| paro) | Ll oo(ry) < 1 est vérifié si
1 tel

m a_l

K|, T »
Zlk i cl F”p <1
— ()

d’aprés le Théoreme (3.2.1) I'opérateur F' admet un point fixe unique dans D qui est la solution
du probleme(P).

3.3 Exemple illiustratif

Considérons les équations différentielles fractionnelles avec retard impulsif de Caputo sui-
vantes :

( —ut

cDog(t) :1(1—|—66t)(1$t—|—l‘t) tel=[0,1],t#t,v>0

Ax(ty) = 5 (3.4)
T |[=r0= (1), te[-r0]
(#(0) =0,
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Le probleme (3.4) est identifié au probleme(P)avec :

D = {z € PC([0,1],R)\ z(t) = p(t),t € [—r,0]}

—ut

169) = Traa gy B e ixe

tel que C = C([0,1],R4)
Soit 1,2 € C et t € [0, 1]. ensuite nous avons

At o) — fltia) | = — e
me , — f(t, = —
! P 0r eI +e) U+e)1+e)
_ efvt | 901 B 902 |
1+e " 14+ 14
_ e 1 — o |
L+ e)(1+ o)1+ 22)
< et | o1 — o |
=T (T+e)
< e 1 — |
- 2
e—vt
donc K(t) = 5

on va montrer maintenant que :K € LP(I)

/Ot (K(2)) dz — /Ot (e;z)sz

t
[
2up 0

_ b 1
2up 2up
— 2vup 2up

< +o0

alors K € LP(I),puis les hypotheses (HY1)et (HY3) sont vérifié.

D’autre part

Ie) = 5

alors pour quelque soit [ nombre positif le hypothese (HY2) est vérifié.

donc le probleme (3.4) admet une solution unique sur ’ensemble D
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Résumé

Dans ce travail, nous abordons la question d’existence des solutions pour
les équations différentielles fractionnaires implusives (EDFI) du premier ordre.
Dans une premiére partie, nous fousons une lecture détaillé de quelques
résultats d’existence connus dans la littérature mathématiques pour les (EDFI),
fondés sur différentes variantes de la théorie du point fixe.

Dans une deuxiéme partie, nous formulons un théoreme du point fixe pour un
type d’opérateurs agissant sur I’espace des fonctions continues par morceaux,
appliqué a une classe d’(EDFI) avec retard.

Mots clés : calcul fractionnaire, condition implusive, théoreme du point fixe,
équation differntielle avec retard .
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Abstract

In this work, we address the question of existence the solutions of the first
order differential implusive differential equation (EDFTI).
In the first part we take a close look at some results of existence known in the
mathematical literature for (EDFI), based on different variants of the fixed
point theory.
In a second part, we formulate a fixed point theorem for a type of operators
which act on the space of piecewise continuous functions, applied to a class
of (EDFI) with delay.
Key words :Fractional calculus, implusive condition, fixed point theorem,
differential equation with delay .



