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Notations générales

C(RY R) :
CYE,F):

Rgl .

S @+0),f " (z—=0):

f(x+0), f(x—0):
f:
1] -
-] :
E

supf (x) :

zek

I'ensemble des fonctions sont continues de RY & R.
I’ensemble des fonctions sont continues et la différentielle d’ordre
1 est continue de £ & F.

I’ensemble des fonctions prériodique de période [.

les dérivées a droite et a gauche de f.

les limites a droite et a gauche de f .

le prolongement de f.

la norme.

la valeur absolue.

sous ensemble de RY.

la borne supérieur de fonction f sur ’ensemble k.
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Table des matiéres

Introduction générale

En1807, Fourier ebloni le monde en déclarant qu’une fonction peut étre représentée
comme combinaison linéaire en fonction de cosinus et sinus, et est donnée les formules pour
calculer les coefficients de cette combiniason (coefficients Fourier ) .

C’est ce qu’on appelle séries de Fourier

Le découvert de Fourier a fait un grand impact et il est le considére permet les grandes
théories de I'analyse au 19°™¢ siécle, il est necessaire dans I’étude quelque des probémes
de physiques sur tout dans l'analyse . Comme la plus part des questions mathématiques
élévation de confusion par I’etude séries de Fourier, plusieurs écrites étaient éditionnés autour
I’éqation de déagremme une fonction la série de Fourier et la convergence de cette série .

L’analyse de Fourier s’interesse a étudier quelques outils mathématiques pour résoudre
des problémes aux autres domaines .

Dans le premier chapitre, nous nous intéressons & donner définitions et théorémes princi-
pales sur les séries numériques et les séries des fonctions , ot on va donner des définitions de
convergence des séries (simple, uniforme et norme).

Le deuxiéme chapitre, est consacré a définir la série de Fourier , le plus part des
chercheurs ont pour but de trouver les conditions suffisantes(théoréme de Dirchlet), pour
qu’'une fonction f ait un développement en séries de Fourier convergente sur un intrvalle I
(Egalite de Parseval).

Le troiséme chapitre contient des applications pratiques de la série de Fourier dans la

calcule de somme de série fonctionnelle



Chapitre 1

Notions préliminaires

Nous rappelons ci-dessous quelques théorémes classiques d’analyse fonctionnelle qui sont

fondamentaux pour I'etude des séries numériques et série des fonctions.

1.1 Séries numériques

1.1.1 Définitions et propriétés élémentaires des séries

Soit (U,,) une suite de nombres complexes. Associons, & cette suite, la suite (5,,) définie par

S,=Uy+U; + ... + U, (1.1.1)

On appelle série de terme général U, le couple ((Uy,), (S,)) constitué des deux suites (U,,)
et (Sn) -

La suite (5,,) est appelée suite des sommes partielles et le terme S,,, est la n-iéme somme
partielle de la série ((Uy,), (Sn)).

La série ((U,), (Sy)) est dite convergente si la suite (.S,,) des sommes partielles est con-

vergente. La limite S = lim S, est alors appelée somme de la série ((U,), (S,)) et est notée

n — oo
[e.e]
S = > Up, ou encore

n=20

S=Up+ U+ o 4 Uy + ... (1.1.2)

La série est dite divergent si elle n’est pas convergente.[3]



1.1. Séries numériques

o
Condition 1.1.1 (nécessaire de convergence) :Sila série . U, est convergente, alors

n =20
lim U, = 0.[1]

n — oo

Preuve. Puisque lim S,, =1im S,, _; = S,on a
limU, = lim(S, — S, 1) =5 — S =0. (1.1.3)

[e.°] o0
a) Si Y U, est convergente alors Vk : »_ U, est convergente;
n=2~0 n==k

b) Sidk: > U, est convergente alors > U, est convergente;

n==%k n=0
o0 oo
c) Si Y U, est convergente alors lim ) U, =0.
n=20 k—oo =k

Preuve. Pour m > k,on a
S =Uy+...... + U, = Sk _1+ Sim (1.1.4)

ou Spm =Ui + ... + U,

Les assertions (a) et (b) résultent de (1.1.4) en faisant m — oco. Ainsi les séries > U,
n=20

o0
, > U, convergent simultanément quel que soit k , et 'on a pour les sommes
n==%k

S = f: U, =S, _1 + f: U,. (1.1.5)

n=20 n==%k

L’assertion (c) en résulte en faisant k — oo.
Ainsi la nature d’une série ( convergence ou divergence ) est celle de n’importe lequel de

ses restes. W

1.1.2 Séries absolument convergentes et semi convergentes

oo oo
Une série Y U, est dite absolument convergente si la série > | U, | est convergente.
n=20 n==%k
Toute série absolument convergente est convergente.

o0
Une série Y U, est dite semi convergente si elle est convergente sans étre absolument
n=20
convergente. 2]



1.1. Séries numériques

1.1.3 Séries a termes positifs
Condition de convergence

La condition nécessaire et suffisante de convergence d’une série a termes positifs est donnée

par:

Théoréme 1.1.1 Pour qu’une série a termes positifs soit convergente il faut, et il suffit,

que la suite de ses somme partielles soit magjorée.[6]

[e.9]
Preuve. Soit ) U, une série & termes positifs. Comme U,, > 0,la suite des sommes

n=20
partielle {5, } est croissante. On sait, d’aprés I’étude des limites, que pour qu’une telle suite

soit convergente il faut, et il suffit,qu’elle soit majorée. Le théoréme est donc démontré. =

Corollaire 1.1.1 Pour qu’une série o termes positifs soit divergente il faut, et il suffit,que

lim S, = sup (5,) = +oc. (1.1.6)
n— 00 n €N
On écrira
Y U, < 400 (1.1.7)
n=20

si la série est convergente et

> U, =400 (1.1.8)

si la série est divergente.

1.1.4 Séries a termes de signes quelconques
Régle d’Abel

Théoréme 1.1.2 (régle d’Abel)

SoitZUnVn séries numérique tell que:
n=0
(a) Lasuit (U,,) des nombres réelles monotone et tend vers a 0
n
D Vi
k=0

(b) IM > 0,Vn: < M. [3]




1.2. Séries des fonctions

1.2 Séries des fonctions

Définition 1.2.1 Soit (U, )une suite de fonction & valeurs complexes définies sur un en-

semble non vide E C R . Associons a cette suite,la suite de fonction (S,) définie par
Su=> U (1.2.1)
k=0

On appelle série de fonctions (sur £ ) de terme général U, le couple ((U,,), (S,,)) constitué
des deux suites (Uy,) et (S,) .
La fonction .S, est appelée n—iéme somme partielle de la série .

Comme pour les séries numeérique,la série de fonctions ((U,), (5,)) sera notée

ZUn, ou ZU”’ ou ug + Uy + ... + Uy + ... (1.2.2)

n=0

On considére également les séries de la forme > U,, k > 0 .[6]
n=~k

Définition 1.2.2 La série Y, Uy est appelée reste d’ordre n de la série Y Uy, .
k=nt1 o

Définition 1.2.3 On dira que > U, est convergente en xy € E si la série numérique
n

> U, (z) est convergente .

Définition 1.2.4 On dira que ) U, est convergente sur E (resp.x € A).Dans ce cas ,on

dit que Y U, est sempliment convergente sur E (resp.sur A) .

On a donc les équivalences

ZU” converge en Iy < ZU” (zo) converge <= (S, (xo)) converge (1.2.3)

n n

ZUn converge sur £ <= Vr € E, ZUn (x) converge <= (S5,) converge sur E.

(1.2.4)

Ainsi, la convergence simple d’une série sur E équivaut a la convergence simple de la

suite de ses sommes partielles (S,,) sur £ .[6]



1.3. Convergence uniforme

Définition 1.2.5 On dit que ZU est absolument convergente sur E si la série Z \Un| est

convergente sur .1l est zmmedazt que toute série de fonctions absolument convergete

En reprenant le théoréme sur le produit de deux séries numériques absolument conver-
gentes,on déduit facilement le résultat suivant:
Soit i Un, >V, deux séries de fonctions absolument convergentes sur E. Alors leur
produit (?i:eOCauZE; )
oo
ZWntel que:W,, = ugv, + u1v,_1 + ... + U, p. (1.2.5)
n=0

est encore une série absolument convergente sur £ et 'on a pour les sommes
(e.9] oo o0
S, - <2Un> <Zvn> | (126)
n=0 n=0 n=0

1.3 Convergence uniforme

Définition 1.3.1 Soit > U,,U, : E — C,une série de fonction . On dit que cette série est
n
uniformement convergente sur E si la suite (S,,) de ses sommes partielles est uniformément

convergente sur E (vers la somme de la série bien entendu ).[1]

Théoréme 1.3.1 (Critére de Cauchy pour la convergence uniforme des séries) pour qu’une
série > Uy, U, : E — C,soit uniformément convergente sur E il faut,et il suffit ,que [6]

n

n+p

> ug (x)

Ve > 0,dN Vn Vp21[n>N:>
k=n-+1

< g] (1.3.1)

ou, ce qui revient au méme ,

n—+p
Ve >0,dN Vn  Vp>1 [n >N = ZUk ()| < 5] (1.3.2)
k=n+1
n+p n-+p
ol ZU’“ (x)|| = sup ZU’“ (x) (1.3.3)
k=n+1 k=n+1




1.4. Convergence normale

1.4 Convergence normale

Définition 1.4.1 Soit > U,,U, : E — C,une série de fonction . On dit que cette série est

normalemement convergente sur E si la série numérique

DT ou U]l = SgE!Un ()] - (1.4.1)

est convergente .[1]

Théoréme 1.4.1 Si la série Y U, est normalement convergente sur E, alors elle est uni-
n
formément convergente sur E .

Preuve. On a

d’ou la convergente uniforme de Y U, d’apres le critére de Cauchy . =
n

Théoréme 1.4.2 Soit Y U,,U, : E — C une série de fonction . S’il existe une série

n
numérique & termes positifs convergente, » Cy,telle que
n

Vn Vo € E U, ()] < Ch, (1.4.3)

alors la série Y U, est normalement (donc uniformément )convergente sur E.
n

Théoréme 1.4.3 (régle d’Abel pour la convergence uniforme)

Soit ZUnVn,une série de fonction tell que (U,), (V,,) deux suits fonction définie sur

n=0
ensemble non vide FE dans R vérifiant:

(a) (U,) monotone Vx € E et converge uniformement vers la fonction nulle.

(b) La suite de sommes partielles (ka)” sont bornée.
k=0

Alors la série U, V,, est uniformément convergente surFE .[4]



1.5. Convergence uniforme et propriétés des sommes des séries de fonctions

1.5 Convergence uniforme et propriétés des sommes
des séries de fonctions

Théoréme 1.5.1 Soit Y U,, U, : [a,b] — C une série de fonctions uniformément conver-
n
gente sur [a,b] . Si toutes les fonctions U, sont continues en xo € |a,b], la somme S de la

série est continue en xg.

Théoréme 1.5.2 Soit Z Un, Uy : [a,b] — C une série de fonctions uniformément conver-
=0
gente sur [a,b] . Si les fonctwns U, sont intégrables sur [a,b], alors il en est de méme de

la somme S de la série et l'on a

b

/s dx—/ (ZU )dx:nz 7Un (z)dz | . (1.5.1)

a a

En outre ,la série Z f Uy, (t) dt converge uniformément sur [a, b] vers f S (t)dt .[6]
n=0 a a

Théoréme 1.5.3 Soit > U,,U, : [a,b] — C une série de fonctions dont les termes U,, sont
n=0
continument dérivables sur [a,b], c’est -a-dire U, € C*[a,b] . Si

[e.9]
(a) > U, est convergente au moins en un point z, € [a, b,
n=0

(b) > U, est uniformément convergente sur [a, b],

n=0

alors

o
- lasérie Y U, est uniformément convergente sur [a, b];
n=20

o0
- sa somme S = Y. U, est continument dérivable sur [a,b] et 'on a
n=20

=N Uu@)) =Y UL (). (1.5.2)

n=20



Chapitre 2

Les séries de Fourier

Les travaux de J.B.J Fourier (1791-1867) sont montré que certaines fonctions périodiques
peuvent étre représentées comme la somme d’une série de fonction trigonométrique . A cet

effet , nous devons étudier les propriétés d’une telle série .

2.1 Les séries trigonométriques

Définition 2.1.1 On considére dans tout ce chapitre les séries trigonométriques de la forme

% + ; @y, COS n—;ﬁ + by, sin ?ﬁ (2.1.1)

ou [ > 0 est une nombre réel fixé .
Si la série Y |a,| + |b,| converge, la série trigonométrique
absolument et uniformément, sur R puisque pour tout x , on a I'inégalité

|a, cos w,x + by, sinw,x| < |ay| + |bal -

On appelle série trigonométrique(réelle)une série de fonctions

Z uy, () tel que : u, (x) = a, cosw,x + b, sinw,x , r € R.

{a,},{b,}et{w, }étant des suites de nombres réels.
On utilisera la notation %au lieu de ag pour désigner le premier terme de la série (2.1.1)

afin d’avoir une expresssion de a,, valable quel que soit n € N.[5]



2.1. Les séries trigonométriques

2.1.1 La forme complexe
on a:
'7’L7T
1=
e
nm
e [
ensuite
nimw
COS —XT
[
. nmw
S1In —X
[
alors:

%jt Z a,, COS nTW:E + b, sin nTW:E :%
n>1
2
2
Donc
) nm
Qo Qp, n LI
ERD> (5 - 25) e !
tel que
MmeC A\,

de série trigonométrique

nmw .. onm
= COST:L‘ + 181 —2x

l

(2.1.2)
nim ..onm
= COS—X — 1SNl —Xx
l l
nim nm
L R
= = e e
2
nw nmw (2.1.3)
V77"
= — (& —
21

nmw nmw b nmw nmw
n>1
(2.1.4)
nm nmw . nm nm
n>1
(2.1.5)
nmw nmw
Z n —z'b—” eiTva a—n+ib—n eiiTm
2 2 2 2
n>1
(2.1.6)
nm nmw
a—n+ib—n)ellx—2)\ el (2.1.7)
5 5 = " 1.
ne”z
an, by
——1— ,n>1
2
= 5 ,TLIO
On by, <1
2 2 9 —

Définition 2.1.2 la suite de fonctions

10



2.1. Les séries trigonométriques

™ . m 2r . 2w nmTo . Nnw
1,cos —x,sin —x, cos —x, sin —u, ..., COS — I, Sin —, ... (2.1.8)

l l l l [ l

(I > 0 étant fixé )est appelée systéme trigonométrique.

Naturellement, toutes les fonctions de cette suite admettent la période commune 2[.[1]

2.1.2 Orthogonalité

le systéme trigonométrique posséde la propiété suivante (dite propriété d’orthogonalité):

l l

Vn,m : /cos "4 cos "t dt = /sin " sin "t dt = {O SZ: n7m (2.1.9)
/., [ [ /. [ [ 1 sin=m
!
Vn,m : /sin nl—ﬂtcos nl—ﬂt dt = 0. (2.1.10)
—1
Vérification immédiate par calcul direct .
On traduit les relations (2.1.10) en disant que le systéme trigonométrique est orthogonal

sur[—,{].11 est facile de voir que le systéme (2.1.8) est en fait orthogonal sur tout intervalle

de longueur 2I.

Proposition 2.1.1 Si la série (2.1.1) est converge sur [—1,1] alors sa somme S (x) est une

fonction périodique de période 21.si la convergence est uniformement alors les coefficients de

la série sont :

( 1 1
ap = 7f5 (x)dx
i
I
ap = %fS(x)cosnT:c dx
1
1! nw
by == [S (x)sin —=x dx
\ L7 l
Preuve. : On a
nm i .
oS [_ (z + 25)] = cos (—a: + 2n7r> = cos (—.CL‘)
) I ]
IS T B 5
[ I 7

11



2.2. Probléme de la représentation d’une fonction par sa série de Fourier

alors
Ve e R S(x+2l)=5(z) (2.1.12)
Vpe N, S(x) cosz?x = %cos%x%— > ay, cos nTﬂxcospl—ﬂaH—bnsinnTﬂxcosz?x
alors
I
/S cos Ta: dx ——/cos —x dx+ Z an/ cos —m cos Tx dx +b /sm Tﬁx cos Tx dx
-1 -1
(2.1.13)
!
si p=0 :lay= fS Ydr alors ag = —fS (z)dx
L
1!
si p>1 fS ) cos Py dz alors ap =~ [S (z)cos DT dv. m

I 17, I

par le méme rnethode on a:

I
1
Ib, = /S (x) sin Z?xdx alors b, = 7/5 (x) sin Z?a:da:. (2.1.14)

2.2 Probléme de la représentation d’une fonction par

sa série de Fourier

Définition 2.2.1 soit f : R — R une fonction 2l —périodique localement intégrable. La

série trigonométrique:

—|— Z an, cos g+ by, sin nl—ﬂx (2.2.1)
ou
1 nm
=7 f (t)cos Tt dt ,n=0,1,2,.. (2.2.2)
1 . nm
= 7/f (1) sin Tt dt ,n=1,2,.. (2.2.3)

12



2.2. Probléme de la représentation d’une fonction par sa série de Fourier

s’appelle série de Fourier de f (suivant le systéme (2)).On dit que les nombres a,, ,b,

sont les coefficients de Fourier de f .[5]

Remarque 2.2.1 Pour voir la raison de l'apparition des cofficients (2.2.3), considérons

une série trigonométrique (2.1.1) convergeant uniformément sur R.

Théoréme 2.2.1 Soit f : R — R une fonction 21— périodique et partout dérivable . Alors

fest partout représentable par sa série de Fourier, c¢’est-a-dire

nm
—T

: (2.2.4)

Vo f(x) = % + ;ancos ?:U + b, sin
Théoréme 2.2.2 (Dini) Soit f € Ry. Si f vérifie au point xo les propriétés suivantes:
(a) f(xo+0)= lim f (), f(vo—0)= lim f (x) existent,

$—>$0+ aj—»a}o,

(b) 36 > 0 tel que

; , 2.
0
alors la série de Fourier de f converge en z( vers le valeur

1

[4]

Lemme 2.2.1 ( Riemann) Soit g : [a,b] — R une fonction intégrable. Alors:[1]

b b

)\1_13_1% g(t) sin \tdt = Al_lg_l% g(t) cos Atdt = 0. (2.2.7)

Démonstration. f une fonction intégrable sur [a, b] implique pour tout € > 0 , il existe

une subdivision de [a, b] :

a=20<T1<T9<..<xp,=0>0 (2.2.8)

13



2.2. Probléme de la représentation d’une fonction par sa série de Fourier

et une fonction en escalier , g : [a,b] — R, telle que :

39

1f () —g )] < - (2.2.9)

b b

/(f (1) — g (1)) cosatdt| < /|f (£) = g (t)] |cos at| dt < ﬁ/dt: SNCERTY

a a

Or , dans chaque intervalle |z, 251 1[, la fonction g est constante et vérifie :

9 |zg, zpal () = cx (2.2.11)
On a alors :
b n—1 ktl n—1 kA1 n—1 . T
(t) cos atdt = Z (t) cos atdt = Z c cos atdt = Z sinat | (2.2.12)
9 = g = k atat = Ck, o 2.
k=0 k=0 k=0 @y
a Tk Tk
1 n—1
== Z ¢k (sin axgy — sinaxy) —>i0 . (2.2.13)
=0 e
Et par suite :
b
lilil g (x)cosaxdr = 0. (2.2.14)
De méme facon démontre que :
b
hrf g (z)sinaxdr =0. — + (2.2.15)

a

Théoréme 2.2.3 Soit f : R — R une fonction périodique localement intégrable. Supposons
qu’au point x

(a) f (xo+0)= lim f (z), f(zo—0)= lim f (x) existent;

TTo+ TT(o—

(b*) les limites (finies):

F(20+0) = lim f(l")_f(ﬂﬁo-l-o)’ f (20— 0) = lim f ()= f (g —0)

T —To+ xr — xO T —To— xr — l'g

14



2.3. Développement en série de Fourier des fonctions définies sur un intervalle

existent. Alors la série de Fourier de f converge en xgvers la valeur

%{ Fzo+0) + f(zo — O)]. (2.2.16)

Le résultat du théoréme est encore vrai si ’hypothése de dérivabilité de f partout est
remplacée par 'existence des dérivées (finies) a gauche et adroite (voir hypotheése (b*) du

théoréme (2.2.3) en tout point de R. [1]
Théoréme 2.2.4 ( Dirichlet ) Soit f : R — R une fonction 21— périodique satis-
faisant aux conditions suivantes (appellées conditions Dirichlet):

D1) les discontinuités de f (si elle existent) sont de prémiere espéce et sont en nombre fini

dans tout intervalle fini .

D2) f admet en tout point une dérivée a droite et une dérivée a gauche.
Alors la série de Fourier associée & f est convergente et on a :
f(x)

si f est discontinue en x.
(2.2.17)

(o) > nm . nmw
E+z:1an(3087x + bnSIHsz f@+0)+f (z—-0)
n = 2

De plus la convergence est uniforme sur tout l'intervalle ou la fonction f est continue.
Les notations f (x4 0) et f (x —0) représentent respectivement les limites a droite et

a gauche de f au point zx. [5]

2.3 Développement en série de Fourier des fonctions
définies sur un intervalle

Par définition, développer une fonction f en série de Fourier, c’est représenter f par une

série de Fourier. On considére souvent des fonctions qui ne sont définies que sur un intervalle

15



2.3. Développement en série de Fourier des fonctions définies sur un intervalle

[, 5] et on pose la question de savoir si ces fonctions peuvent etre développées en série de

Fourier.

On peut fournir une solution a ce probléme en utilisant par exemple le résultat suivant:
Théoréme 2.3.1 Soit [ : [a, ] — R une fonction intégrable vérifiant les propriétés:

(a1) Yx € [a, f] ,les valeurs f (x +0), f (z — 0) existent;[1]
(b)Vx € [a, (] les valeurs (finies) f ' (z+0), f'(x —0) existent. (Naturellement aux

points «, £, il s’agit uniquement des valeurs

(Oé+0),f(5—0),f’(06+0),f’(6—0).)

Alors:
(i)Vz € [a, 5] : fe 0 _5 b o - %J“En::?ncosﬁ TraxﬂLbnsing Traar,
(2.3.1)
(i7) Pour av ou 3, on a
fla+0)+ f(B -0 a < 2nmwa . 2nma
9 _2+Z_?ncosﬂ_a+bn81nﬁ_0é
_ % ~ 2nm3 . 2nmp
= 5 +§n::?ncosﬁ g Thesin (2.3.2)
ou
2 A 2
nm
ap = t) cos tdt, VYn €N
o [ cos
2 y 2
b, = 7= a/f(t) sin Tratdt, Vn € N*, (2.3.3)

2.3.1 Série de Fourier des fonctions paires ou impaires

On vérifie facilement que [ g (¢) dt = 0 si g est intégrable et impaire.

Il en résulte que si f € Ry alors

16



2.3. Développement en série de Fourier des fonctions définies sur un intervalle

™m
- Si f est impaire alors la fonction ¢ — f (¢) cos —t est impaire = a,, = 0

™
- Si f est impaire alors la fonction ¢t — f (t) sin —t est paire = b,, = 0.

pour tout n.

Autrement dit; la série de Fourier d’une fonction impaire (resp. paire) ne contient
que des sinus (resp. cosinus).

Soit f wune fonction 2/— périodique définie sur un intervalle [—[,[] , on va prolonger f
sur [—1,!] de fagon impaire :

—f(—z our — Il <x <0
fi(z) = f==) v =0 (2.3.4)
f(x) pour 0<x<lI

ou bien :

On va prolonger f sur [—[,[] de fagon paire :

—f (—=x) pour —1<x<0
folz) = (2.3.5)
f(x) pour 0<xz<I
et d’appliquer ensuite & f; ou & fy le théoréme (2.2.2).

On aboutit au développement de f (au moins sur |0, /[ ) en série de Fourier ne contenant
que des sinus (pour f;) ou des cosinus (pour fs).[1]

Exemple 2.3.1 (impaire) :  Soit f : [—m, 7] — R définie par f (z) = x.

Sa série de Fourier est contient que des sinus puisque f est impaire, alors a, =0,V n €

N.

Un calcul élémentaire donne:
i

b, == [z sinnx dr, VneN*
7T77T
™ 2(—1)" +
—fxsinnxdx:L
T n

En la série de Fourier associe de f est: 2 ) (=1)

sin nx dx.
n =1

Exemple 2.3.2 (paire) :

Soit g : [—m, 7| — R définie par g (x) = | x| .g une fonction
de période 2 :

9(x) ¢ welhl (2.3.6)
—x :x € [—m,0]
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2.4. Convergence en moyenne des série de Fourier

La fonction g étant paire Va € [—m, 7).
Sa série de Fourier est contient que des cosinus, alors b, = 0,Vn € N.

Un calcul élémentaire donne:

™

2
a, = — /g(x) cos nxdx (2.3.7)
T
0
2 T
ap = —/xd:z: =7 (2.3.8)
7r
0
(1 =1
“ n2m ( )
0, n=2p ;peN
a, = —4 NN (2.3.10)
= _ .pe
(2n + 1)27 " p+Lip
En fin la série de Fouri ede fost: ~ o2y 1 (2n + 1)
n fin la série de Fourier associe de f est: — — — > ——————cos(2n x
2 7Tn:0(2n + 1)2

2.4 Convergence en moyenne des série de Fourier

2.4.1 Egalite de Parseval

Soit f une fonction développable en série de Fourier et de période T' = 2] > 0 alors on a

pour a réel quelconque:

a+21[
a? - 1
DS+ )= 7/]@ 2(5)dr =23 Jeal? (2.4.1)
n=1 @ nez
Cp = % et c_,, = % oun €N (2.4.2)

18



2.4. Convergence en moyenne des série de Fourier

Preuve.

1 a+21 1 a+21 00 2
ﬂ/f 2(x)dr = o (Z (an cos nl—ﬂx + by, sin ?m)) dt (2.4.3)

n=1
a

a+21

2 1 0 9
— % + 27; / (an cos nl—ﬂt + b, sin ?t) dt (2.4.4)
2 1 a2 cos? M 4 b2 sin g
=24 / A N (2.4.5)
4 2 n=1 +2a,b, cos —t sin —t

a [ l
_ 9 _
a? (1 — cos ﬂt) +
oo @21 l

ag 1 2nm
=+ EZ B2 (1 _ cos Tt> dt (2.4.6)
=1

2
+2a,,b, sin ﬂt

L [ i

l
2 1 >
= % 4—12 / (a2 +b2) dt (2.4.7)
n=1 1
2 2 2
_ ) Qy, + bn
=4+ > o (2.4.8)

Lemme 2.4.1 Soit f € R|a,b]. Alors pour tout naturel n et pour tout polynome trigonométrique

- k k
To(z) = % + Zak cos Tﬂ-w + 3, sin wa,

b b
/ (f (1) = Sa (F30)) dt < / (f (1)~ T, (1)) dt, (2.4.9)

ce qui signifie que, parmi les polynomes trigonométriques 7,,, la somme partielle S,,(f ,
.) de la série de Fourier de f fournit la meilleure approximation en moyenne (et ceci pour
tout n ).[1]

Preuve. Notons a, , b, , les coefficients de Fourier de f . On a, en tenant compte des

relations (2.4.9)
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2.4. Convergence en moyenne des série de Fourier

7(]‘ (t) — /f2 t)dt — /f t)dt + 7T2 (t) dt
= /f (t)dt — 21 aoao + Zakak + Bib

a

2 n
o
>+ ;ai + 3

y +3° (g — 1)’
:/fz(t)dtJrl k=1 , >0

pour oy = ay, 8 = bg,on aura en particulier

/(f(t)—Sn(f,t))th_/ﬁ(t)dt—l (%‘%+Zaz+bi> >0

a

Alors (2.4.13) et (2.4.14) impliquent

JECE / L ()% d

M + Z (Oék . ak)2+ (ﬂk . bk)2]

[
2
k=1

+

d’ou la relation (2.4.9). =

On a l'inégalité, dite inégalité de Bessel

2 o
_0
5 Za +bn_l/f dt.

Elle découle aussitot de (2.4.14).

Dans ce qui suit, on démontrera qu’en fait, il y a égalité dans (2.4.17) .
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2.4. Convergence en moyenne des série de Fourier

Lemme 2.4.2  Pour toute fonction continue [ : [a,b] — R, on a

b
lim [ (f(t) — S,.(f;t))*dt = 0. (2.4.18)

n — oo
a

Pour toute fonction intégrable f : [a,b] — R, on a

b

Tim [ (f(t) = Su(f; t))2dt = 0. (2.4.19)

Corollaire 2.4.1 Pour toute fonction intégrable f : [a,b] — R, on a la relation, dite égalité

de Parseval

b
1 2 _ a% - 2 2
l/f dt = 2+;an+bn. (2.4.20)

La démonstration est immédiate compte tenu de (2.4.14).
Cette relation se traduit en disant que le systéme trigonométrique (2.3.3) est total dans
I'espace R [a,b],ou autrement, que toute fonction f € Rla,b] peut étre approximée en

moyenne quadratique par des polynomes trigonométriques [5] .
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Chapitre 3

Application de série de Fourier pour

calculer la somme de série

Les applications de série de Fourier sont differents, on va etudier qeulque application de la
série de Fourier et rechercher la somme des séries numériques .

C’est ce que nous allons essayer d’études dans ce chapitre.

1) Calcule la somme:

n ,m

—i— ZZ el cosnz, Sa(x) = 2271 751 — (1)) sinnz, (3.0.1)

Si(r) = —~ (1 + n?)

S3 = et (%Z =1) (cosnx — nsinnx)) (3.0.2)

4 1)"em — 1
¢ +n212(1)# COS NI

a) Calculer la somme S;(z) =

Notons ﬁ ;1 = 1,2,3, le prolongement de f & R tout entier. ﬁ sera une fonction de
période 21 qui vaut exactement e” pour tout x dans ]0, 7| . Choisissons un prolongement
e’ si oz €0,

pair et posons: f; () =
e® st zel—m0
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3. Application de série de Fourier pour calculer la somme de série

/aPBNE EINIi/douib/NOLBI701.gif
Figure 3.0.1 : graphe de fonction f ()

A A~

/aPBNE EINIi/douib/NOLBL202.gif )
Figure 3.0.2 : graphe de la fonction S; (z) identique a celui de f;

b) Calculer la somme Sy(z) = ni;l 2n 7(r1(1_ j_—;l;)e )

sinnz. Choisissons un prolongement
impair et posons :
- e’ si x€)0,n]

fo(z) =

—e* st x €l —m0
On remarque que fo est une fonction impaire mais n’est pas continue sur R . Elle est

discontinue en tout point de la forme k7, k € Z.

Le calcul des coefficients donne :

2n (1 — (—=1)"e")

n=0,VneNb, = 3.0.3
! ! (1 + n?) (303)
On a alors :
e’ si oz €0, 7]
20 (1—(=1)"e) e
So(x) = Z_:l R sinnz = e si z€]—m0[ (3.0.4)
0 si x=0o0uzx==7
/abBNE EINTi/douib/NOLBP403.gif
Figure 3.0.3 : graphe de la fonction f,
) Calculer 1 g er—e " li(—l)n( in na) Choisi
c) Calculer la somme S3 = —— [ = cos — ns . oisissons un
u 3 - 52 nZ 11 nx nsinnw isi u

prolongement ni pair ni impair et posons : f3 = e” si x € |-, 7| . On remarque que

f est une fonction discontinue en tout point de la forme 7 + 2kw, k € Z .

On a le résultat final :
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3. Application de série de Fourier pour calculer la somme de série

JaPBNE EINIi/douib/NOLBTMO04.gif
Figure 3.0.4 : graphe de la serie S ()

> e’ six € |-mm|

em—e ™ (1 —1)" ,
Sy = ——— (5222 —|—)1<COS nr — nsmnm)) = T _ T (3.0.5)

-1 siz=+m7
2

On a obtenu trois séries différentes qui valent exactement e” sur l'intervalle |0, 7[ . On

pouvait choisir d’autres prolongements et obtenir d’autres séries.

/abBNE EINTi/douib/NOLBVP05.gif
1gure 3.0.5 : graphe de la fonction f3(x

JaPBNE EINIi/douib/NOLBZCO06.gif
Figure 3.0.6 : graphe de la série 53(x)

4 "
2) Calculer la somme: S,(z) = 73T g (= 2) cosnr ,Vr € R
n
n=1

On va utiluser la fonction f(z) =2 si x € |—m, 7]

f est une fonction pair, continue pour tout x € R . toutes les conditions du théoréme

de Dirichlet sont verifiées et comme f continue, alors f est développable en série de Fourier.

f est paire alors b, = 0, Vn € N*, et 1’on :

™

2 272
=2 [2dt = = 3.0.6
w="=[ : (3.0.6)
0

Ay =

2 2 [t t 2t t
/t%osntdt——([ smn} / sinn (3.0.7)

™ ™

— —/tsmntdt _4([“08%} +/CO snt gy — 2D (3.0.8)

™
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3. Application de série de Fourier pour calculer la somme de série

JaDBNE EINIi/douib/NOLCSRO7.gif
Figure 3.0.7 : graphe de la fonction f (x) et celui Sy

comme f(x) = Sy(x) il résulte, car f est développable en série Fourier, alors:

212 4r? = (=1)"
flz) = S + ?; 5 CoSnT Ve e R (3.0.9)
3) Calculer la somme Ss(x) 8% " sinona
= — — -9l .
° ™ (4n?2 —1)

On va utiluser la fonction f(x) =cosz pour z € |0, 7]

- cosr si x €0,
fz) = _
—cosz  si z€]-m0|
La fonction f est une fonction impaire de periode2r , continue partout sur R sauf aux
points z = kr ou k € Z, ou elle n’est pas définie, et coincide avec la fonction f sur |0, 7[.

Elle admet donc un développement de Fourier.

Comme f’ est impaire alors: a, =0 Vn € N, et on a:

2 1]
b, = —/cosxsin nrdr = —/(sin(n + 1)z +sin(n — 1)z)dx (3.0.10)
m 7r
0 0
1—cos(n+ 1)z —cos(n—1)z|" 2n((-1)"+1) .
= |— = 1 3.0.11
[7? n+1 * n—1 0 m(n?—1) sin 7 ( )
pour
2 : 1[.
n=1"b = —/cosxsmxdx = —/sm21:da: =0 (3.0.12)
m m
0 0
finalement on a:
8n
bant1 =0 et by, = ————— 3.0.13
2n+1 et 02 7(4n? — 1) ( )
8 . n )
Vo € ]0,m] cosz = ;;m sin 2nz (3.0.14)
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3. Application de série de Fourier pour calculer la somme de série

Remarque 3.0.1 La demi somme aux points de discontinuité est égale a 0. On a donc

coszsix € U [2km, (2k + 1)7]
kez

8 =7 8in 2nx )
S5(23) = ;21477[2—_1 = —COST S1x &€ kLeJZ](Qk + 1)71', (Qk + 2)71'[ (3015)

Osiz=knkecZ

La fonction S;(x) est périodique de période .

JADBNE EINIi/douib/NOLCDXO08.gif
Figure 3.0.8 : graphe de la fonction S; (2)

Quelques développements intéressants.

1) aeR/Z et x € [—m, 7|

2aesin o 1 = . Cosnw
CoOSsxxr = T <2a2 + ;::1(—1) m) (3016)
2) Fonction impaire de période 2I.
. TT l
smT pour 0 < z < 3
1 . 1z 4—=(-1)"n . 2nmzx l
Zgin—~ _ = = - < 3.0.17
2sml 7T:14712_18111 ] Oll)our2<xl\l ( )
5 pour xr = 5
3)
I pour — 27 <z <0
sin nx "
Z = R pour 0 < z < 27 (3-0-18)
n=1 n 2
0 pour z =0,z =2m,x = —27
4)
322 +6 272
X COS T il el pour — 27 <z <0
Z n2 32 —1627r:z; + 272 (3.0.19)
n=1 pour 0 <z < 27

12

26



5)

o0

2

n=1

sin nx

2?2 4 3rx + 272

12
x? — 3z + 272

pour —2r < x <0

12

27

pour 0 <z < 27

(3.0.20)



Conclusion Générale

Les applications de série de Fourier et de ces généralisations sont trés nombreuses, cette série
joue un roéle imporant pour calculer la somme des séries numériques et des fonctions . On
obtient ici des sommes de quelques séries posés pour expliquer comment pouvoir appliquer
cette série pour simplifier le calcul de la somme d’un série, I’'objectif de notre travail .

En mathématique, 'analyse de Fourier a aussi une grande importance dans le calcul, plus
la série de Fourier, qui est détaillé ici avec I’étude des théorémes et propriétés importantes
sur cette série et sa convergente .

Ce travail contient de trés bons résultats pour le calcul des sommes des séries par
I’application de la série de Fourier avec les propiétés des séries numériques et séries des

fonctions, cette application est s’exprimée par le calcul de somme de quelques séries .
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Résumeé

Dans cette mémoire, nous avons parlé a branches est tres
importants de l'analyse fonctionnelle, séries de Fourier et de leurs
applications. Lorsque nous avons abordé le concept de série de
Fourier. Et comment déployer notre classe a continué de série de
Fourier. Comme nous avons abordé le concept de séries numériques
et séries des fonctions. Convergences ou nous avons étudié ces
séries. Dans le dernier nous avons présenté certaines des
applications de ces séries dans le calcul des séries numériques.
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