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Notation

Notations
x 2 X x est un élément de X:

A � B A est un sous-ensemble propre de B:

jGj Ordre de groupe G:

eG; 1G Element neutre de G:

H � G H est un sous-groupe de G:

H C G H est un sous-groupe distingué de G:

Z (G) Centre de groupe G .

NG (H) Normalisateur de groupe H relativement a G:

[x : y] Commutateur des x et y d�un groupe G:

D (G) = [G : G] Groupe dérivée d�un groupe G:

(H : G) L�indix de H relativement a G:

hom (G : H) Monomorphisme de G vers H:

ker (f) Noyau de morphisme.

Im (f) Image de morphisme.

H �= G H isomorphe a G:
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Introduction générale

Introduction générale

La résolubilité et la nilpotence des groupes a un grand intérét dans pluseurs domaines

mathématiques.

Dans ce mémoire nous traitent résolubilité des groupes qui a grand intéret dans l�algébre

abstracte comme la nilpotence des groupes.

Pour cela on a rappellé dans le prémier chapitre les principaux dé�nitions des groupes,

sous-groupes aussi on présente des properties fondamentales lies aux structures algebriques

des groupes.

Dans le deuxiéme chapitre on a présente les dé�nitions de morphisme des groupes et les

séries (suites) des groupes precisons quelque relation entre les séries et si properties.

En�n dans le troixiéme chapitre nous ferons une études sur les groupes résolubles et les

groupes nilpotents et donnons une idée simple sur de dé¤érence entre les groupes résolubles

et les groupes nilpotents avec des exemples.
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Chapitre 1

Les éléments des groupes

Dans ce chapitre, nous donnons quelques généralités sur les groupes. Rappellons ses dé�ni-

tions fondamontales et les types les plus impotants, les groupes les plus utilisation dans le

domaine des mathématiques et certaines des caracteristiques fondamontales de la tâche avec

des exemples.

1.1 Les groupes

Dé�nition 1.1.1 .

On appelle groupe tout ensemble G muni d�une loi de composition interne véri�ant les 3

axiomes suivants:

L�axiome d�associativité.

L�axiomede l�élément neutre.

L�axiome du symétrique.

Si de plus la loi est commutative, le groupe est dit commutatifou abélien.

Formules pour un groupe G muni d�une loi � : G 2 ! G

(x; y)! x � y est le composé de x � y
x � (y � z) = (x � y) � z : pour l�associativité.
x � e = e � x = x : pour l�élément neutre e.

x � y = y � x = e : pour le symétrique y de x.

x � y = y � x : pour la commutativite.
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1.2. Les Sous-groupes

Ces formules sont valable pour tous les éléments x,y,z du groupe G.

Exemple 1.1.1 .

1) (R;+) est un groupe .

2) (R; �) n�est pas un groupe.

Remarque 1.1.1 .

1) La loi � du groupe peut étre désigne par d�autres symboles : celui de l�addition,de la
multipication, de la composition, etc...

2) On dit le groupe additif Z parce que le loi est l�addition.

Le groupe multplicatif R� f0g = R� parce que la loi est multiplication.
3) l�élément neutre est noté 0 dans les groupes additifs ,1 dans les groupes multiplicatifs,

etc...

Dé�nition 1.1.2 .

On appelle ordre d�un groupe le nombre de ses éléments.noté O (G) ou jGj = cardG:

L�ordre d�un élément x d�un groupe est l�ordre du sous-groupe qu�il engendre : c�est le

plue petit entier naturel n tel que le composé x � x � ::: � x de n fois x soit l�élément neutre,
en abrégé on écrit :xn = e (ou nx = e).

Remarque 1.1.2 .

1) Un groupe d�ordre �ni est dit groupe �ni .

2) Un groupe d�ordre in�ni est dit groupe in�ni .

1.2 Les Sous-groupes

Dé�nition 1.2.1 .

On appelle sous-groupe d�un groupe (G; �) toute partie non vide H de G qui est - elle

même un groupe pour la loi induite par la loi � du groupe G.
On appelle loi induite sur H par la loi � la loi �0dé�nie sur H par �0 : H2 ! H ,

(x; y)! x �0 y = x � y , prenand les mêmes valeures que � sur H .
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1.3. sous groupes normaux (distingués ou invariants)

Dé�nition 1.2.2 .

H est un sous-groupe du groupe (G; �) ssi :
8x; y 2 H x � y�1 2 H ) H � G.

Exemple 1.2.1 .

Soit R [x] le groupe additif des polynomes en x et H la partie R [x] formée des polynomes

qui s�annulent pour x = 10

soient 2 polynomes:

P (x) = a0 + a1x+ :::+ anx
n

q (x) = b0 +b1x+ :::+ bnx
n

dans H; par dé�nition deH, on a p (10) = q (10) = 0.

Calculons le composé p (x) � q (x)�1

Puisque q (x)�1 = �b0 � b1x� ::::� bnx
n = �q (x) ,alors p (x) � q (x)�1 = p (x)� q (x);

ce pôlynome prend la valeur p (10)� q (10) = 0 + 0 = 0;

D�ou p (x)� q (x) 2 H; d�aprês dé�nition, H est un sous-groupe de R [x].

Dé�nition 1.2.3 .

Soit (G; �) un groupe et E � G un sous ensemble de G. Le sous-groupe engendré par E

est la plus petit sous groupe de G contenant E.

Par exemple si E = f2g et le groupe est (R�;�) ; le sous-groupe engendré par E est

H = f2n nn 2 Zg :
Pour le prouver: il faut montrer que H est un sous-groupe, que 2 2 H, et que si H 0 est

un autre sous-groupe contenant 2 alors H � H 0:

1.3 sous groupes normaux (distingués ou invariants)

Dé�nition 1.3.1 .

On appelle sous-groupes normal d�un groupe (G; �) tout sous-groupe H de G tel que

x � h � x�1 2 H pour tous les élément x 2 G et h 2 H.
On désigne par xHx�1 l�ensemble xHx�1 = fx � h � x�1 x 2 G; h 2 Hg.
Alors H est normal si xHx�1 = H.

Cette formule s�écrit aussi xH = Hx, on écrit alors: H C G.
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1.3. sous groupes normaux (distingués ou invariants)

Exemple 1.3.1 .

1) K = h(123)i � S3 alors:

� �K = K � � , 8� 2 S3
K sous-groupe normal de S3, (K C S3):

2) Si H = h(12)i � S3 alors :

(1 3) �H = f(1 3) ; (1 2 3)g
H � (1 3) = f(1 3) ; (1 3 2)g
(1 3) �H 6= H � (1 3)
H n�est pas sous-groupe normal, (H 6 S3).

Remarque 1.3.1 .

1) Dans un groupe commutatif,tous les sous-groupes sont normaux .

2) Dans un groupe non commutatif, il y a un sous-groupe non normal au mois .

3) Dans le cas général, les deux sous-groupes �trivaux� de G, est feg et G sont nor-

maux dans G.

Théorème 1.3.1 (Theorème de lagrange) [2]

Soit G est un groupe �ni, d�ordre de tout sous-groupe H de G divise l�ordre de G.

En e¤et les classes à gauche conrtituent une partition de G et le cardinal de aH est le

même que celui de H puisque les transtations à gauche sont des bijections de G sur G:

Dé�nition 1.3.2 .

Normalisateur de sous-groupe H d�un groupe G

NG (H) = fg 2 G�gHg�1 = Hg :

Dé�nition 1.3.3 .

Sous-groupe maximal .

Soit M est un sous-groupe de G on dit que M est maximal ssi:

Soit H � G si M � H � G on a H =M où H = G:

6



1.4. Le groupe quotient

1.4 Le groupe quotient

Dé�nition 1.4.1 .

Soient G un groupe et H un sous-group distingué de G:

Alors:

Il existe une unique stricture de groupe sur G�H telle que la surjection cononique

p : G ! G�H (qui à tout a associe sa classe
_
a = aH = Ha ) soit un morphisme de

groupes.

Le groupe G�H ainsi obtenu s�appelle le groupe quotient de G par H:

Remarque 1.4.1 .

1) L�élément neutre de G�H est
_
e = H:

2) Si G est abélien, on peut donc quotienter par n�importe quel sous-groupe, mais il est

facile de voir que le dé�nition est toujours faux si H n�est pas distingué dans G (G�H est

juste un ensemble), vu que la propriété voulue implique que H est le noyau du morphisme

de groupes p.

3) Le groupe Z�nZ est le quotient de Z par le sous-groupe nZ:

Proposition 1.4.1 [2].

Si G est un groupe �ni et H un sous-groupe, alors on a:

j(G�H)j = j(H�G)j = jGj� jHj :
En particulier l�ordre du groupe quotient G�H ( quand H est distingué) est le quotient

des ordres de G et H:

Dé�nition 1.4.2 .

On appelle centre d�un groupe G l�ensemble des éléments qui commutent avec tous les

autres.

Soit (G; �) un groupe, noté multiplicativement, de neutre e.
Z (G) = fz 2 Gn8g 2 G; gz = zgg
Z (x) = fg 2 G; gx = xg; x 2 Gg centre de x:
Z (G) est un sous-groupe de G:
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1.5. Groupe simple

Proposition 1.4.2 .

1) Z (G)est un sous-groupe caractéristique (et donc normal ) de G.

2) Tout sous-groupe de Z (G)est sous-groupe normal de G.

3) Z (G)est abélien.

Exemple 1.4.1 .

1) Le centre d�un groupe abélien G est le groupe G entier,c�est -à-dire:

Z (G) = G

2) Le centre du groupe alterné An est trival pour n � 4.

Dé�nition 1.4.3 .

Soit x 2 X; on appelle stabililiateur de x (ou �xateur de x) et on note Hx le sous-groupe

de G formé des éléments g 2 G qui �xent x (i.e tels que g:x = x).

telle que: Stab x = fg 2 G �x:g = xg :

Dé�nition 1.4.4 .

Soit G un groupe et H un sous-groupe de G.

On a H car G si pour tout automorphisme de G, ' 2 aut G�' (H) = H:

Remarque 1.4.2 .

1) Si H car G =) H C G:

2) Z(G); G sont des sous-groupes caractéristique de G.

1.5 Groupe simple

Dé�nition 1.5.1 .

On dit qu�un groupe G est simple lorsqu�il a exactement deux sous-groupes normaux: f1g
et G.

Exemple 1.5.1 .

1) Les seuls groupes abéliens simples sont les groupes cycliques d�ordre premier, c�est-à-

dire les groupes Z�pZ avec p premier.

2) Le groupe alterné An est simple si n � 5:
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1.6. Groupe dérivé

1.6 Groupe dérivé

1.6.1 Commutateurs

Dé�nition 1.6.1 .

Le commutateur de deux élément g 2 G et h 2 G est par dé�nition l�élément [g; h] dé�ni
par:

[g; h] = ghg�1h�1.

Le commutateur mesure le défaut de commutation des élément g et h :

gh = [g; h]hg et donc: [g; h] = e() gh = hg

En particulier, dans un groupe abélien G, tous les commutateurs valent l�élément neutre

e.

Proposition 1.6.1 .

1) L�inverse du commutateur de g et de h est le commutateur deh et de g:

[g; h]�1 = [h; g]

2) L�ensemble des commutateut est stable par les automorphismes de G. Pour tout

automorphisme  et pour tous g et h dans G:

 ([g; h]) = [ (g) ;  (h)]

3) Pour tous g; h et K dans G, on a:

[g; hk] = [g; h] � h [g; h]h�1

1.6.2 Groupe dérivé

Dé�nition 1.6.2 .

L�ensemble des commutateurs est stable par l�inverse mais pas nécessairement par com-

position.Il n�est pas,en général, un sous-groupe de G. Le sous-groupe engendré par les com-

mutateurs est appelé le groupe dérivé de G, noté D (G) ou[G;G].

D (G) = [G;G] = hf[g; h] n (g; h) 2 G2gi
D2 (G) = [D (G) ; D (G)]

En particulier tout élément de D (G) est un produit �ni de commutateurs. Comme

l�image d�un commutateur par un endomorphisme de groupe est un commutateur, le groupe

9



1.7. Les divers types de groupes

dérivé est stable par tout endomorphisme de G: c�est un sous-groupe pleinement caractéris-

tique de G. En particulier, c�est un sous-groupe caractéristique, et danc normal, de G.

Remarque 1.6.1 .

Soit G un groupe d�ordre �ni on a D (G) C G:

Exemple 1.6.1 .

Le groupe dérivé du groupe symétrique Sn est le groupe alterné An.

1.7 Les divers types de groupes

1.7.1 Groupe abélien

Dé�nition 1.7.1 .

On dit qu�un groupe (G; �) est abélien ou commutatif, lorsque la loi de composition
interne du groupe est commutative,c�est à-dire lorsque :

Pour tous x; y 2 G; x � y = y � x

Exemple 1.7.1 .

Le groupe (Z;+) des entiers avec l�addition.

1.7.2 Groupe cyclique

Dé�nition 1.7.2 .

Un groupe cyclique est un groupe �ni engendré par un seul éléments:

C = fa; a � a = a2; a2 � a = a3;:::; an�1 � a = an = eg
Pour la notation multiplicative.

C = fa; a+ a = 2a ; 2a+ a = 3a; :::; (n� 1) a+ a = na = e = 0g
Pour la notation additive.

Exemple 1.7.2 .

Groupe cyclique le groupe (G; �) telle que G : f1;�1; i;�ig est un groupe cyclique �ni
engendré par (i) ou (�i) parce que:

10



1.7. Les divers types de groupes

i1 = i

i2 = i � i = �1
i3 = i � i � i = �i
i4 = i � i � i � i = 1

1.7.3 p-groupe

Dé�nition 1.7.3 .

Soit p un nombre premier. On dit qu�un groupe �ni est un p-groupe si son ordre est une

puissance de p (en particulier, un groupe réduit à l�élément neutre est un p-groupe) :

Exemple 1.7.3 .

Z c�est un p-groupe.

1.7.4 Groupe symétrique

Dé�nition 1.7.4 .

Soit E un ensemble non vide tell que E = f1; 2; :::; ng, désignons par Snl�ensemble des
permutations de E i.e des bijectifs de E dans E, si ' et f 2 Sn. La loi de composition aunsi
de�nie est associative. Admet un élément neutre qui est l�identité IdE et toute application

' admet un symétrique qui est un application réciproque '�1 2 Sn. Le groupe (Sn ; �) est
dit groupe symétrique de E si, In = f1; 2; :::; ng ;le groupe symétrique associative sera note
Sn.

Proposition 1.7.1 [1].

Le groupe symétrique (Sn; �) admet n! éléments (jSnj = n!) :

Notation 1.7.1 .

Toute premutation � 2 Sn s�écrit :0BBB@
1 2 ::: n

� (1) � (2) ::: � (n)

1CCCA

11



1.7. Les divers types de groupes

soit � et � 2 S3; la permutation � � � , appelée permutation produit de � et � est de�nie

par � � � =

0BBB@
1 2 ::: n

� � � (1) � � � (2) ::: � � � (n)

1CCCA
avec � � � (i) = � (� (i)).

Exemple 1.7.4 .

le groupe S3 a 3! = 6 permutation à savoir

�0 =

0@ 1 2 3

1 2 3

1A , �1 =

0@ 1 2 3

2 3 1

1A , �3 =

0@ 1 2 3

3 1 2

1A,
� =

0@ 1 2 3

1 3 2

1A , � =

0@ 1 2 3

3 2 1

1A, � =
0@ 1 2 3

2 1 3

1A

12



Chapitre 2

Morphismes et les séries des groupes

Dans ce chapitre, nous dé�nirions les morphisme et ses propriétés et applications et certaines

types. Ensuite, nous eximinons les séries des sous-groupes et quelques exemples, en�n, nous

rappellons la �ltration et théorème de Jordan-Hölder.

2.1 Morphismes

Dé�nition 2.1.1 .

Un morphisme de groupes est une application � d�un groupe G dans un groupe H qui

respecte les opérations :

8 g; g0 2 G; � (gg0) = � (g)� (g0)

Théorème 2.1.1 (Theorème de factorisation) [2]

Soit f : G ! D (G) un morphisme de groupes. Alors il existe un unique morphisme de

groupes
�
f : G� ker f ! D(G) tel que f =

�
f � p: De plus

�
f est unjectif d�image Im f; i.e.

G� ker f �= Im f:

Remarque 2.1.1 .

1) Tout morphisme transporte l�élément neutre en l�élément neutre.

2) Le symétrique de l�image de x est l�image du symétrique de x.

3) � et ��1 transportent les sous-groupes en des sous-groupes.

13



2.1.Morphismes

2.1.1 Noyau et image d�un morphisme

Dé�nition 2.1.2 .

Soit ' un morphisme de G vers H:

On appelle noyau d�un morphisme ';noté ker (') ; l�ensemble des antécédents de l�élément

neutre, i.e :

ker' = f x : x 2 G; ' (x) = eH g � G

On appelle l�image d�un morphisme ', noté Im (') ; s�ecrit :

Im' = f y : y 2 H; 9 x 2 G; f (x) = y g � H

Proposition 2.1.1 [5].

1) Soient deux morphismes de groupes f : G ! D (G) et g : D (G) ! D2 (G) est alors

g � f : G! D2 (G) est un morphisme de groupe.

2) Si f : G ! D (G) est un morphisme bijectif alors f�1 : D (G) ! G est aussi un

morphisme de groupes.

3) Pour tout x 2 G f (x�1) = f (x)�1 :

Remarque 2.1.2 .

Soit f : G! D (G) un morphisme des groupes .

1) Pour tout x 2 G : x 2 ker (f)() f (x) = eD(G):

2) Pour tout y 2 D (G) : y 2 Im(f)() 9x 2 G�y = f (x) :

Proposition 2.1.2 .

Soit f : G! D (G) un morphisme de groupes .

1) ker f est un sous-groupe de G:

2) Im f est un sous-groupe de D (G) :

3) f est injectif si et seulement si ker f = (eG) :

4) f est surjectif si et seulement si Im f = D (G) :

Remarque 2.1.3 .

Si un morphisme de G vers D (G) est bijectif, son application réciproque est aussi un

morphisme.

Les deux groupes sont dits isomorphes, et l�on écrit :
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2.2. série de sous groupe

G �= D (G)

2.1.2 Les theorèmes des morphismes

Automorphisme

Un isomorphisme d�un groupe dans lui - même s�appelle un automorphisme.

L�ensemble des automorphismes de G est un groupe pour la loi de composition ou rond;

il est noté Aut (G) :

Aut (G) = f fi : fi : G! G g
1) Endomorphisme : f : G! H telle que : f injectif.

2) Monomorphisme : f : G! H telle que : f sujectif.

3) Isomorphisme : f : G! H telle que : f bijectif.

Application

On considére l�automorphisme intérier :

� : G ! Aut (G) ; g ! �g

Où �g est l�automorphisme dé�ni par :

�g : G! G; h! ghg�1

On a alors :

ker (�)= Z (G)

Im (�) = Int (G)

Le sous-groupe Int (G) est appelé groupe des automorphisme intérieurs de G.

On peut en déduite, d�après les théorèmes d�isomorphisme :

G=Z (G) �= Int (G).

2.2 série de sous groupe

Dé�nition 2.2.1 .

Une suite de sous-groupe d�un groupe �ni ou non �ni et une suite de sous-groupe de�nit

comme suite :

G = G0 > G1 > G2 > ::: > Gn > :::
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2.3. Sous série normal

2.3 Sous série normal

Dé�nition 2.3.1 .

Une sous-série normal de groupe G est une suite de sous-groupes �nis ou in�nis.

G = G0 � G1 � G2 � G3 � ::: � Gn � :::òu Gi+1 C Gi

Exemple 2.3.1 .

Z � 2Z � 4Z � :::,est une sous-série normal de groupe additif Z:

2.4 Série normal

Dé�nition 2.4.1 .

Une sous-série normal de groupe G est un série des sous-groupes satis�é :

G0 = G � G1 � G2 � G3::: � Gn � :::

Elle est appelée une série normal si Gi C G pour tout i.

Exemple 2.4.1 .

Z � 2Z � 4Z � :::::�ni ou non �nis est une sous-sérié normal.

Remarque 2.4.1 .

Une série normal du groupe G est une sous-série normal ,mais l�inverse n�est pas vrai.

Puisque un sous-série normal n�est pas nécessairement série normal.

Exemple 2.4.2 .

Le groupe D4 a une sous-série normal

f�0g C f�0; �1g C f�0; �2; �1; �2g C D4, mais ce n�est pas une série normal dans D4

puisque

f�0; �1g 6 D4:
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2.5. Série dérivé

2.5 Série dérivé

Dé�nition 2.5.1 .

Le série dérivé est donné par la formule :

G(i+1) =
�
G(i) : G(i)

�
et G(i) C G pour tous i.

G = G(0) � G(1) � G(2) � ::: � G(i) � :::,(sous-série normal).

Exemple 2.5.1 .

G = S3; f1g C A3 C S3;(i.e D (S3) = A3).

2.6 Série central

Dé�nition 2.6.1 .

Une série central pour un groupe G est une chaîne de sous-groupes

G = G0 � G1 � G2 � ::: � Gn

Satis�e : Gi E G et Gi+1�Gi � Z (G�Gi) pour tout i:

2.6.1 série central inférieure

Dé�nition 2.6.2 .

Le série central inférieure de G est la chaîne de sous-groupe G dé�nir par :


0 (G) = G


1 (G) = [
0 (G) : G] = [G : G] = D (G)


i+1 (G) = [
i (G) : G] pour i � 1:
De tel que: 
0 (G) = G � 
1 (G) � 
2 (G) � :::

Remarque 2.6.1 .

Soit G un groupe.

1) Si H est sous-groupe de G;alors 
i (H) � 
i (G) pour tous i:

2) Si � : G! K; est un homomorphisme surjectif alors � (
i (G)) = 
i (K) pour tous i:

3) 
i (G) est un sous-groupe caractéristique d�un groupe G pour tout i:
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2.7. Série composition

2.6.2 série central supérieure

Dé�nition 2.6.3 .

Le série central supérieure Zi (G) pour i � 0 est une chaîne de sous-groupe du groupe G
dé�nis par :

Z0 = h1i:
Z1 = (G) :

Soit ' : G! G�Z1; Z2 = '�1 (Z (G=Z1)) si Z1 C Z2

Ou Zi = '�1 (Z (G�Zi�1)) pour i � 1;alors nous obtenons la série suivants :
h1i = Z0 � Z1 � ::: � Zn � :::;appelé une série central supérireure d�un groupe G:

2.6.3 Série centrale descedante

Dé�nition 2.6.4 .

Soit G un groupe. On appelle suite centrale descendante de G la suite Zn(G)n�1 de

sous-groupes de G dé�nie par récurrence par :

Z1(G) = G

Zn+1(G) = [G ;Zn(G)] pour n � 1
Pour tout n � 1; Zn(G) est un sous-groupe caractéristique de G:

Proposition 2.6.1 [4].

On a [Zi(G); Zj(G] � Zi+j(G) pour tout i � 1 et tout j � 1:
On raisonne par récurrence sur i, la proposition étant claire pour i = 1 et tout j � 1:
Soit j � 1; on a [Zi+1(G); Zj(G)] = [(G;Zi(G) ; Zj(G)]:
Or [(Zi(G); Zj(G)); G] � [Zi+j(G); G] (par hypothése de récurrence):
Donc [Zi(G); Zj(G); G] � Ci+j+1G:

De même [(Zj(G); G) ; Zi(G] est contenu dans Zi+j+1(G):

2.7 Série composition

Dé�nition 2.7.1 .

Une sous-série normal de groupe G.
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2.8. Filtrations et theorème de Jordan-Hölder

G = G0 � G1 � G2 � ::: � Gn = f1g est appeler série composition de G si Gi+1 est a

proper maximal normal sous-groupe de Gi (equivalent a Gi�Gi+1 est trival simple facteur).

Exemple 2.7.1 .

G = (Z12;+) a une série composition

G = Z12 � G1 = 2Z12 � G2 = 4Z12 � G3 = f0g :
Avec :

G�G1 �= Z2

G1�G2 �= Z2

G2�G3 �= Z3

2.8 Filtrations et theorème de Jordan-Hölder

Dé�nition 2.8.1 .

Une �ltrations du groupe G est une suite �nie (Gi)0�i�n de sous-groupes telle que :

G0 = f1g � G1 � ::: � Gi � ::: � Gn = G

Avec Gi normal dans Gi+1; pour 0 � i � n� 1:
On appelle gradué de G (associé à la �ltration (Gi)0�i�n ) et on note gr (G) la suite des

gri (G) = Gi�Gi�1; pour 1 � i � n:

Dé�nition 2.8.2 .

Une �ltration (Gi)0�i�n de G est dite de Jordan-Hölder si Gi�Gi�1 est simple pour tout

1 � i � n .

Proposition 2.8.1 [4].

Si G est �ni, G possède une suite de Jordan-Hölder.

Si G = f1g ;on a la suite de Jordan-Hölder triviale (n = 0) :
Si G est simple, on prend n = 1:Si G n�est pas simple, on raisonne par récurrence sur

l�ordre de G. Soit N � G;N normal dans G d�ordre maximal. Alors G�N est simple, car

sinon il existerait M normal dans G contenant strictement N et distinct de G. Comme

jN j < jGj ; on peut appliquer l�hypothèse de récurrence et si (Ni)0�i�n est une suite de
Jordan-Hölder pour N , alors (N0; :::; Nn�1; N;G) en est une pour G.
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2.8. Filtrations et theorème de Jordan-Hölder

Théorème 2.8.1 (Jordan-Hölder) [4]

Soit G un groupe �ni et soit (Gi)0�i�n une suite de Jordan-Hölder de G: Le gradué de

G; à permutation près des indices, ne dépend pas de la suite choisie.

Il su¢ t de montrer que si S est un groupe simple �xé et si n (G; (Gi) ; S) est le nombre de

j tels que Gj�Gj�1 est isomorphe à S;alors n (G; (Gi) ; S) ne dépend pas de la suite (Gi) :

On commence par une remarque : si H est un sous-groupe de G, une �ltration (Gi) sur

G induit une �ltration (Hi) sur H dé�nie par Hi = Gi \H. De même,si N est normal, on

a une �ltration sur G�N dé�nie par (G�N)i = Gi� (Gi \N).
f1g ! N ! G! G�N ! f1g

se conserve par �ltration:

f1g ! Ni�Ni�1 ! Gi�Gi�1 ! (G�N)i� (G�N)i�1 ! f1g
d�où �nalement la suite exacte

f1g ! gri (N)! gri (G)! gri (G�N)! f1g :

Exemple 2.8.1 .

1) Filtration de S3 : A3 est normal dans S3et A3est cyclique d�ordre 3: D�où la �ltration

f1g � A3 � S3:

2) Filtration de S4 : A4 est normal dans S4 avec (S4 : A4) = 2: Dans A4; il existe un

sous-groupe normal D de type (2:2) : D = f1; �1; �2; �3g avec
�1 = (a; b) (c; d) ;

�2 = (a; c) (b; d) ;

�3 = (a; d) (b; c) :

On a donc la �ltration

f1g � f1; �ig � D � A4 � S4:

L�ordre des quotients successifs est 2; 2; 3; 2: Le choix de i étant arbitraire, il n�y a pas

unicité de la �ltration.

Remarque 2.8.1 .

Filtration de Sn pour n � 5 : le groupe An étant simple, on a la �ltration f1g � An � Sn:
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Chapitre 3

Groupes résolubles et nilpotents

Dans ce chapitre, nous étudions en profondeur sur les groupes résolubles et les groupes

nilpotents. Mention leurs dé�nitions et des exemples, des caratéristiques les plus importantes

et la di¤érence entre eux, ensuite leur donner les plus importantes grandes théories avec des

preuves.

3.1 Groupes résolubles

Dé�nition 3.1.1 .

Soit G un groupe, on dit que G est résoluble s�il existe une suite �nie.

f1g = G0 � G1 � ::: � Gn = G

Avec pour tout i 2 [1; n], Gi�1 C Gi et Gi=Gi�1 abélien.

Exemple 3.1.1 .

Les groupes Sn sont résolubles si et seulement si n � 4.
G = S3 on a le série f1g C A3 C S3

S3=A3 �= Z2

A3= f1g = Z3 sont abéliens donc S3 est résoluble.

Théorème 3.1.1 .

H sous-groupe d�un groupe résoluble est résoluble.
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3.1. Groupes résolubles

Preuve. .

H � G 8x; y 2 H [x; y] 2 D0 (G)

D (H) � D (G)

D(i) (H) � D(i) (G) 8i 2 I Dn (G) = f1g
donc 9r 2 I D(r) (G) = 1

D(r) (H) = 1:

Théorème 3.1.2 [4].

Soit H un sous-groupe de G. Les proporiétés suivantes sont équivalentes :

1) H contient D (G).

2) H est normal et G�H est abélien.

Ainsi G�D (G) est le plus grand quotient abélien de G.

On peut itérer le procédé et dé�nir la suite des sous-groupes dérivés de G :

D0G = G

DnG = [Dn�1G;Dn�1G] pour n � 1
On a G � D1G � D2G � :::

Théorème 3.1.3 [6].

Soit G un groupe et soit n un entier � 1: Les proporiétés suivantes sont équivalentes :
1) G est résolube de classe � n.

2) Il existe une suite G = G0 � G1 � ::: � Gn = f1g de suos-groupes normaux de G
telque Gi�Gi+1soit abélien pour 0 � i � n� 1.
2�) Il existe une suite G = G0 � G1 � ::: � Gn = f1g de sous-groupes de G tels que Gi

soit normal dans Gi�1 et que Gi�1�Gi soit abélien, pour 1 � i � n.

3) Il existe un sous-groupe abélien A normal dans G tel que G�A soit résoluble de classe

� n� 1.

Démonstration. .

1 =) 2) Posons Gi = DiG pour tout i � 0: Puisque D (G)est stable par tout automor-
phisme (même non intérieur!) de G, DiG est normal dans tout i: La suite (Gi)i �0 ainsi

dé�nis véri�e donc (2).
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3.1. Groupes résolubles

2 =) 20) Est trivial .

20 =) 1) Par récurrence sur K on voit que DKG � GK pour tout K, d�où DnG = f1g.
1 =) 3) On prend A = Dn�1G.

3 =) 1) D�aprés l�implication (1) =) (2) ;appliquée à G=A et à n�1; il existe une suite:
A0 = G � A1::: � An�1 = A de sous-groupes normaux de G telle que la suite des

quotients :

G�A � A1�A � ::: � An�1�A = f1g
Véri�e la condition (2) : Alors la suite :

G � A1 � ::: � An�1 � f1g
Véri�e la condition (2) et l�implication (2) =) (1) appliquée à G et à n premet de

conclure .

Remarque 3.1.1 .

Tout sous-groupe (et tout groupe quotient) d�un groupe résoluble de classe � n est résol-

uble de classe � n.

Proposition 3.1.1 [4].

Soit G un groupe �ni et soit G = G0 � G1 � ::: � Gn = f1g une suite de Jordon-Hölder
de G: Pour que G soit résoluble, il faut et il su¢ t que Gi=Gi+1 soit cyclique d�ordre premiér.

Pour 0 � i � n� 1:
Remarquons d�abord que si un groupe est simple et résoluble, alors son groupe dérivé,

étant normal, est réduit à f1g; le groupe est donc abélien et, étant simple, est cyclique
d�ordre prémier. La proposition en résulte.

Exemple 3.1.2 .

1) Les groupes Sn sont résolubles si et seulement si n � 4:
2) Un groupe simple non abélien n�est pas résoluble.

Théorème 3.1.4 [4].

Soit G un groupe, on pose :

D0 (G) = G

D1 (G) = D (G)
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3.1. Groupes résolubles

Di (G) = Di (Di�1 (G)) pour tout i � 2.
Alors G est résoluble si et seulement s�il existe un entier n tel que Dn (G) = f1g.

Démonstration. .

S�il existe n tel que Dn (G) = f1g ; alors chaque Di (G) =Di�1 (G) est un groupe abélien

par dé�nition du sous-groupe dérivé donc G est résoluble via la suite des Di (G) : Notons

que chaque Di (G) est distingue dans G tout entier parce que le sous-groupe dérivé d�un

groupe H est caractérislique dans H, et cette proporiété est transitive .

En sens inverse si G est résoluble, soit (Gi)1�i�n une suite comme dans la dé�nition.

Alors G=Gn�1est abélien donc Gn�1 � D (G) : Par récurrence sur i, on a Gn�1 � Di (G) (si

Gn�i+1 � Di�1 (G) ; alors comme Gn�i+1=Gn�i est abélien.

On a Gn�i � D (Gn�i+1) � D (Di�1 (G)) = Di (G)).

Pour i = n cela donne Dn (G) = f1g.

Dé�nition 3.1.2 .

S�il existe un entier n � 0 tel que G(n) = 1, on dit que G est résoluble.

Le plus petit entier n � 0 véri�ant G(n) = f1g est appelé la classe de résolubilité de G.
Les deux lemmes suivants se montrent facilement par récurrence.

Lemme 3.1.1 .

Si H est un sous-groupe de G, on a H(K) � G(K) pour tout entier K � 0.

Lemme 3.1.2 .

Si f : G1 ! G2 est un homomorphisme de groupe, on a f
�
G(K)

�
= (f (G))(K) pour tout

entier K � 0.

Théorème 3.1.5 [2].

Soient G un groupe résoluble de classe r et H est un sous-groupe. Alors :

1) H est résoluble de classe � r.

2) si H est normal dans G; G�H est résoluble de classe � r.

Démonstration. .

1) C�est une conséquence immédiate du lemme(3.2.1)

2) Si � est la projection canonique de G sur G�H on a �
�
G(r)

�
= � (f1g) = f1g ; mais

d�aprés le lemme(3.2.2) � (Gr) = � (G)r = (G=H)(r) ; d�où (G�H)(r) = f1g
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3.1. Groupes résolubles

Théorème 3.1.6 [4].

Soit H un sous-groupes normal d�un groupe G. Alors, si H est G=H sont résolubles (de

classe respectives r et s), le groupe G est résoluble (de classe � r + s).

Démonstration. .

Soit � est la projection cononiquede G sur G�H:En utilisant le lemme(3.2.2) ,on peut

écrire : �
�
G(s)

�
= � (G)(s) = (G=H)(s) = f1g.

Donc G(s) � H: D�aprés le lemme(3.2.1),
�
G(s)

�(r)
= G(s+r) � H(r) d�où G(s+r) = f1g

car H(r) = f1g.

Théorème 3.1.7 [2].

Pour un groupe G, les proporiétés suivantes sont équivalentes :

1) G est résoluble.

2) Il existe une suite décroissante �nie (HK)K=0;:::;n de sous-groupes de G telle que :

f1g = Hn C Hn�1 C ::: C H1 C H0 = G

Les quotients HK�HK+1 étaut abélien (pour K = 0; :::; n� 1).

Démonstration. .

1=)2) Si G est résoluble de classe n, la suite dé�nie par :

HK = G(K) (K = 0; 1; :::; n) convient.

2=)1) Il su¢ t de montrer par récurrence que G(K) � HK (K = 0; 1; :::; n) : L�inclusion

étant triviale pour K = 0; supposons que l�on ait G(k) � Hk.

On en déduit que G(k) = G(K+1) � H 0
k . Or,HK�HK+1est abélien, donc d�aprés la

théorème ( 3.1.2), on a H 0
K � HK+1.

Soit G un groupe quelconque, une suite (HK)K=0;1;::::;nde G telle que :

f1g = Hn C Hn�1 C ::::::::: C H1 C H0 = G .

Est appellée une série de G de lengueur n. Les groupes HK�HK+1 (K = 0; 1; :::::; n� 1)
sont les quotients (ou les jacteurs) de la série, l�entier n�est la longueur de la série. Bien

qu�il soit fait ici un autre choix, il faut noter que la longueur d�une série (HK)K=0;1;:::::;nest

souvent dé�nie comme le nombre de quotients HK�HK+1 (K = 0; 1; ::::; n� 1)
non réduits à l�unité. Il est clair que ces dé�nitions ne sont pas équivalents.

La proposition précédente peut alors se formuler en ces termes : un groupe est résoluble

si et seulement si il possède une série à quotients abéliens.
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3.2. Groupes nilpotents

3.2 Groupes nilpotents

Dé�nition 3.2.1 .

On dit qu�un groupe G est nilpotent s�il existe une suite �nie

f1g = G0 � G1 � ::: � Gn = G

Avec pour tout i 2 [1; n] ; Gi C G et Gi�Gi�1 inclus dans le centrede G�Gi�1
Cela signi�e donc que G se déduit de f1g par une suite �nie d�extensions centrales (une

extension 1! N ! G! H ! 1 est dit centrale si N est inclus dans le centre de G):

Remarque 3.2.1 .

Un groupe abélien est nilpotent.

Soit G un groupe abélien donc Z (G) = 1

Proposition 3.2.1 [3].

Si G est un groupe, les propriétés suivantes sont équivalentes :

1) G est nilpotent, de classe � n .

2) Il existe une suite �nie (HK)K=0;1;:::;n de sous groupes normaux de G telle que :

f1g = H0 � H1 � :::H � Hn = G

Avec HK+1�HK � Z (G�HK) pour K = 0; 1; :::; n� 1.

Démonstration. .

1=)2 ) Il su¢ t de prendre HK = ZK (G) pour K = 0; 1; :::; n .

2=)1 ) A l�aide d�une récurrence sur K.
Montrons l�inclusion HK � ZK (G) pour K = 0; 1; :::; n (d�où Zn (G) = G).

L�inclusion étant trivial pour K = 0, supposons que l�on ait HK � ZK (G) :

Soient h 2 HK+1et x 2 G. Puisque HK+1�HK � Z (G�HK), on a [h; x] 2 HK , d�où

[h; x] 2 ZK (G) :
En d�autres termes, la classe de hmodulo ZK (G) est dans Z (G�ZK (G)) = ZK+1 (G)�ZK (G) :

D�où h 2 ZK+1 (G) ; ce qui prouve l�inclusion HK+1 � ZK+1 (G).

Si A et B sont deux parties d�un groupe G, on note [A;B] le sous-groupe engendré par

les éléments de la forme [a; b] ; avec a 2 A ,b 2 B.
On dé�nit une suite (
K (G))K�1de sous-groupes de G par :
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3.2. Groupes nilpotents


1 (G) = G.


K+1 (G) = [
K (G) ; G] pour tout entier K � 1.
Véri�ons par récurrence que les sous-groupes 
K (G) (K � 1) sont normaux dans G : le

résultat étant clair pour K = 1; supposons que 
K (G) soit normal dans G pour un entier

K � 1 donné.
Le sous-groupe 
K+1 (G) étant engendré par les éléments de la forme [y; x] (x 2 G; y 2 
K (G)),

il su¢ t de montrer que z�1 [y; x] z = [z�1yz; z�1xz] 2 
K+1 car z
�1yz 2 
K (G) d�aprés

l�hypothèse de récurrence, d�où le résultat.

De plus, la suite (
K (G))k�1 est décroissante pour la relation d�inclusion car pour x 2 G
et y 2 
K (G) ; on a [y; x] = y�1 (x�1yx) 2 
K (G) d�où 
K+1 (G) � 
K (G) : Par dé�nition,

la suite (
K (G))K�1 est appelée la suite centrale descendante de G.

Lemme 3.2.1 .

Soient H et K deux sous-groupes normaux d�un groupe G, engendrés respectivement

par R � H et S � K: Alors [H; k] est engendré par les éléments de la forme x�1 [a; b]x

(a 2 R; b 2 S; x 2 G ) :

Démonstration. .

Notons L le sous-groupe de G engendré par les éléments de la forme :

x�1 [a; b]x (a 2 R; b 2 S; x 2 G ) :

La relation x�1 [a; b]x = [x�1ax; x�1bx]montre que L est inclus dans [H;K] : Pour établir

l�inclusion [H;K] � L; il su¢ t de montrer que les éléments de la forme
h
a�11 :::a

�r
r ; b

�1
1 :::b

�s
s

i
(a1; :::; ar 2 R; b1; :::; bs 2 S; �1; :::; �r; �1; :::; �s 2 f�1; 1g) sont dans L.

Corollaire 3.2.1 .

Soit G un groupe engendré par une partie S � G:Supposons que pour un entier �xé

n > 0, on prend [a1; :::; an] = 1 pour tout a1; :::; an 2 S: Alors G est nilpotent, de classe< n:

Théorème 3.2.1 [3].

Pour tout entier n � 1; 
n (G) est engendré par les éléments de la forme [x1; :::; xn],

(x1; :::; xn 2 G ) :
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Corollaire 3.2.2 .

Un groupe G est nilpotent si et seulement si il existe un entier n � 1 telque [x1; :::; xn] = 1
quel que soit x1; :::; xn 2 G: Si n est le plus petit entier vérifant cette condition, la classe de
nilpotence de G est égale �a (n� 1) :

Corollaire 3.2.3 .

Soient G est un groupe nilpotent de classe n et H un sous-groupe de G:

Alors :

1) H est nilpotent de classe � n:

2) Si H est normal dans G, alors G�H est nilpotent de classe � n:

Corollaire 3.2.4 .

Soient G1; :::; Gn des groupes nilpotents de classes respectives n1; :::; nK : Alors le produit

direct G1 � :::�GK est nilpotent de classe max (n1; :::; nK) :

Corollaire 3.2.5 .

Soient G un groupe et H un sous-groupe de G inclus dans Z (G) (H est donc normal

dans G).

Si G�H est nilpotent de classe n, alors G est nilpotent, de classe � n+ 1:

Démonstration. .

Pour tout x1; :::; xn 2 G, on a [x1; :::; xn] 2 H, d�où, pour tout xn+1 2 G;
[x1; :::xn; xn+1] = 1 car H � Z (G).

Remarque 3.2.2 .

Soit H un sous-groupe normal d�un groupe G le fait que H et G�H soient nilpotents

n�entraîne pas la nilpotence de G.

Exemple 3.2.1 .

Le sous-groupe alterné A3 est un sous-groupe normal du groupe symétrique S3:

Les groupes A3 et S3�A3 sont nilpotents (ils sont en fait commutatifs), mais S3 n�est

pas nilpotent puisque son centre est réduit à l�unité.
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Proposition 3.2.2 [4].

Soient G un groupe nilpotent et H un sous-groupe normal de G: Alors, si H est distinct

de f1g ; H \ Z (G) est aussi distinct f1g :

Démonstration. .

Soit h 2 Hn f1g : Considérons l�ensemble E de entiers n > 0 véri�ant :

[h; x1; :::; xn] = 1 pour tout x1; :::; xn 2 G.
Cet ensemble étant non vide (il contient tout entier supérieur ou égal à la classe de

nilpotence deG), notons K son plus petit élément. L�entier K�1 n�est pas dans E : il existe
donc des éléments a1; :::; aK�1dans G tels que u = [h; a1; :::; aK�1] 6= 1 (u = h si K = 1) :

Par contre K est dans E, d�où l�égalité [u; xK ] = [h; a1; :::; aK�1; xK ] = 1:

Pour tout xK 2 G:
En d�autres termes, l�élément u est dans Z (G) :Mais il est aussi dansH (h 2 H et H C G) ;d�où

l�existence d�un élément distinct de 1 dans H \ Z (G) :

Proposition 3.2.3 [2].

Soit G un groupe nilpotent, dont tous les sous-groupes maximaux (s�il existe) sont nor-

maux.

Alors, on a l�inclusion D (G) � � (G) :

Démonstration. .

La proposition est triviale si G ne possède pas de sous-groupes maximaux. Sinon, soit

M un sous-groupe maximal quelconque. Le groupe quotient G�M ne possédant pas de

sous-groupe propre distinct de l�unité, il est cyclique d�ordre premier; en particulier, il est

abélien, d�où l�inclusion D (G) �M , qui entraîne D (G) � � (G) :

D�après le corollaire (3; 1) ; un groupe nilpotent véri�e l�hypothèse de la proposition

précédente.

Corollaire 3.2.6 .

Dans un groupe nilpotent, on a l�inclusion D (G) � � (G) :

Théorème 3.2.2 [4].

Si H est un sous-groupe de G; les assertions suivantes sont équivalentes :
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3.2. Groupes nilpotents

1) H est normal dans G et G�H est abélien .

2) D (G) � H .

Démonstration. .

1=)2 ) Si G�H est abélien, on a [x; y] 2 H pour tout x; y 2 G, d�où l�inclusion

D(G) � H.

2=)1) Pour x 2 G; h 2 H; on a x�1hx = h [h; x] 2 H car [h; x] 2 H; donc H est normal

dans G: De plus [x; y] est dans H pour tout x; y 2 G; donc G�H est abélien.

La suite dérivé de G est la suite
�
G(K)

�
K�0 de sous-groupes de G dé�nie par G(0) = G

et G(K+1) = G(K)
0
pour tout entier K � 0.

Théorème 3.2.3 [3].

Soient G un groupe nilpotent et H un sous-groupe de G alors :

1) Il existe une suite coroissante �nie (HK)K=0;1;:::;n de sous-groupes de G telle que

H = H0 C H1 C ::: C Hn�1 C Hn = G

(on dit que H est sous normal dans G ).

2) Si H 6= G; le normalisateur de H dans G est distinct de H (on dit que G véri�e la

condition du normlisateur):

Démonstration. .

1) Si n désigne la classe de nilpotence de G, véri�ons que la suite dé�nie par:

HK = HZK (G) (K = 0; 1; :::; n) convient.

Les inclusions

f1g = Z0 (G) � Z1 (G) � ::: C Zn�1 (G) � Zn (G) = G

Entrainent

H = HZ0 (G) � HZ1 (G) � ::: C HZn�1 (G) � HZn (G) = G

Clairement, H normalise H et ZK (G) ; donc H normalise HZK (G) : De plus ZK+1 (G)

normalise aussi HZK (G) : en e¤et, l�égalité ZK+1 (G)�ZK (G) = Z (G�ZK (G)) entraine

que pour tout x 2 HZK(G) , z 2 ZK+1 (G) ; on a [x; z] = y 2 ZK (G) :
D�où z�1xz = xy 2 HZK (G) :
On en déduit que HZK+1 (G) normalise HZK (G) ;d�où le résultat .

2) Si K est le pluse grand entier tel que HZK (G) = H; HZK+1 (G) contient strictement

le sous-groupe H = HZK (G) ; en même temps qu�il le normalise.
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Corollaire 3.2.7 .

Dans un groupe nilpotent, les sous-groupes maximaux (s�il en existe) sont normaux.

Théorème 3.2.4 [4].

p-groupes �nis sont nilpotent.

Démonstration. .

Zr+1 (G)�Zr (G) = Z (G�Zr (G)) : Depuis le centre d�un p-groupe non trivial est non

triviale, Zr (G) < Zr+1 (G) à moins Zr (G) = G.

Théorème 3.2.5 [2].

Sous-groupes et groupes quotients des groupes nilpotents sont nilpotent.

Démonstration. .

Supposons que Zn (G) = G et soit H � G. Pour chaque r, Zr (H) � Zr (G) \ H et si

Zn (H) = H.

Supposons maintenant que H est normal dans G. Pour chaque r.

Zr (G)H�H � Zr (G�H) et ainsi Zn (G�H) est trivial.

Clairement, si G est nilpotent de classe n alors la classe de nilpotence de chaque sous-

groupe et chaque groupe quotient de G est inférieur ou égal à n.

Proposition 3.2.4 [2].

Un groupe G est nilpotent si et seulement s�il existe une �ltration (Gi)1�i�n+1 :

Telle que :

G1 = G � G2 � :::: � Gn+1 = f1g
Avec (G;Gi) � Gi+1 pour tout 1 � i � n:

Proposition 3.2.5 [4].

Tout groupe nilpotent est résoluble.

Démonstration. .

C�est une conséquence du résultat suivant : pour tout groupe G et pour tout entier

K � 0, on a l�inclusion G(K) � 
2K (G) : En e¤et, si G est nilpotent de cllasse c, en

choisissont K tel que 2k > c, on aura G(K) = f1g. Montrons donc par récurrence l�inclusion
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3.2. Groupes nilpotents

précédente. Pour K = 0, le résultat est trivial. Suppose que G(K) � 
2K (G) : On a alors

G(K+1) =
�
G(K); G(K)

�
� [
2K (G) ; 
2K (G)] :

Mais [
2K (G) ; 
2K (G)] � 
2K+2K (G) = 
2K+1 (G) d�aprés la proposition(1.6) d�ou

l�inclusion G(K+1) � 
2K+1 (G).

Remarque 3.2.3 .

On dit qu�un groupe G est une extension d�un groupe A par un groupe B s�il existe un

sous-groupe H C G tel que H et G=H soient respectivement isomorphisme à A et B. La

proposition (2.5.5) enonce qu�une extension d�un groupe résoluble par un groupe résolube

est résoluble. On résume cela en diant que la properité de résolubilité est stable par exten-

sion. Par contre, la nilpotence n�est pas stable par extension : comme on l�a déjà noté (cf

.remaeque suivant le corollaire(1.5) ).

Exemple 3.2.2 .

le groupe symétrique S3 est une extension du groupe ablélien A3 par le groupe S3=A3 '
Z=2Z mais S3 n�est pas nilpotent. Notons que S3est résoluble (de classe 2).

une groupe résoluble n�est donc pas nécessairement nilpotent.
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Conclusion générale

Conclusion générale

A la �n de ce mémoire et aprés l�étude de cette importent partie des théorie des groupes,

nous avons deduit que cet object joue un grand rôle a l�étude et a l�invertigation dans le

domaine de la théorie des groupes (les groupes �ni résolubilité et nilpotence), nous

soutration que ce cela un document convenable pour la prochains etudions en

mathématique.
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Résumé

Dans notre mémoire, nous traitent partie un importent des
théorie des groupes c'est les groupes finis résolubilite et
nilpotence de cela nous rappellont les principaux définitions des
groupes, sous-groupes et aussi les prospérités fondamentales des
séries des sous-groupes.
On présent en dérniere chapitre un étude inténsive sur les
groupes résolubles et les groupes nilpotents avec une idée simple
de comparaisant(entre les groupes résoluble et les groupes
nilpotents) avec des exemples import.
Mots clés:
Les groupes /Les groupes dérivés/Sous-groupes/séries des
groupes/ morphisme/ Les groupes résolubles/ Les groupes
nilpotent.

Abstract
In our memoire, wetreat a partion theoris groups is solvable and
nilpotent finite groups that we rappellont the moin definitions of
groups, subgroups and also fondamontales properties series of
subgroups.
We present in section dérinre intensive study of solvable groups
and nilpotent groups with a simple idea comparaisant (between
solvable groups and nilpotent groups) with examples matter.
Keys words:
Groups/derive groups/subgroups/series of
subgroups/morphism/solvables groups/ nilpotents groups.

ملخص
والزمرالتحلیلیةالمنتھیةالزمروھيالزمرنظریةمنمھمجزءعالجنامذكرتنافي

وایضاالجزئیةالزمر,رللزمالرئیسیةالتعاریفذكرناكما,ةالقومعدومةالمنتھیة
.الجزئیةالزمرلسلاسلالاساسیةالخصائص

وافكارالقوةمعدومةالزمروالتحلیلیةالزمرعنةفمكثدراسةالاخیرالجزءفينقدم
.مھمةامثلةمع)القوةمعدومةوالزمرالتحلیلیةالزمر(بینھماللمقارنةبسیطة

:المفتاحیةالكلمات
الزمر/التحلیلیةالزمر/تشاكل/الزمرسلاسل/الجزئیةالزمرة/المشتقةالزمر/الزمرة
.القوةمعدومة
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