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Notations générales

〈, 〉 Le produit scalaire.

∂ La dérivée partielle.

A∗ L’adjoint d’un opérateur A.

G(x, ξ) La fonction de Green.

G∗(x, ξ) La fonction de Green d’un problème auto-adjoint.

W (g, f) Le wronskien.

4 Le laplacien.

Yl La fonction de Neumann.

Jn La fonction de Bessel.

Kn La fonction de Bessel modifiée associée à Yn.

In La fonction de Bessel modifiée associée à Jn.

H
(1,2)
n La fonction de Hankel.

R L’ensemble des nombres réels.

N L’ensemble des nombres naturels.

C L’ensemble des nombres complexes.

E Energie.

V (r, θ) Le potentiel.

ii



Table des matières

Introduction générale 1

1 Notions de base 2
1.1 Équation différentielle linéaire homogène d’ordre n . . . . . . . . . . . . . . . . 2

1.1.1 Définitions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
1.1.2 Théorèmes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

1.2 Construction de la fonction de Green pour les équations différentielles ordinaires
d’ordre n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
1.2.1 Définition de la fonction de Green . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
1.2.2 Théorème d’unicité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

1.3 Cas des équations différentielles du second ordre . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
1.3.1 Un cas particulier important . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

1.4 Résolution du problème aux limites à l’aide de la fonction de Green . . . . . . . 11
1.5 Problèmes adjoint et auto-adjoint . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
1.6 Équation de Bessel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

1.6.1 Propriétés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

2 Résolution du problème du potentiel axi-symétrique 18
2.1 Section A : E > v1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

2.1.1 Région (r > a) : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
2.1.2 Région (b ≤ r ≤ a) : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
2.1.3 Région (0 < r ≤ b) : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
2.1.4 Calcul des coefficients γ et δ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
2.1.5 Calcul des coefficients α . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
2.1.6 Région Mixte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

2.2 Section B : v0 < E < v1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
2.2.1 Région (r > a) : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
2.2.2 Région (b ≤ r ≤ a) : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
2.2.3 Région (0 < r ≤ b) : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
2.2.4 Calcul des coefficients γ1 et δ1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
2.2.5 Calcul des coefficients α1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
2.2.6 Région Mixte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

2.3 Section C : E < v0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
2.3.1 Région (r > a) : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
2.3.2 Région(b ≤ r ≤ a) : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
2.3.3 Région (0 < r ≤ b) : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
2.3.4 Calcul des coefficients γ2 et δ2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
2.3.5 Calcul des coefficients α2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
2.3.6 Région Mixte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

Conclusion générale 56

iii



Bibliographie 57

iv



Introduction générale

La mathématique constitue un outil essentiel pour trouver des solutions de quelques pro-
blèmes de mathématiques et de physique mathématique. Les problèmes à deux dimensions
jouent un rôle important dans différents problèmes de la physique mathématique. Cependant,
la quasi-totalité des problèmes réels nécessitent un traitement numérique. Très peu de situation
pratique ouvre une voie un traitement analytique exact. Ces situations sont celles où le problème
en question, est doué de symétrie de révolution. Dans ce cas précis, l’équation de Schrödinger
est séparable et de plus, on peut la résoudre dans chaque région (sous forme de disque ou bien
couronne) où le potentiel à la même forme (constant ou bien fonction de la variable r). La
méthode de la fonction de Green est bien adaptée à ce genre de problème. Ces fonctions sont
introduites par George Green en 1828 pour les besoins de l’électromagnétisme, utilisées par
Neumann dans sa théorie du potentiel Newtonien et par Helmholtz en acoustique. Elles sont
aussi un outil puissant en théorie quantique des champs après que Feynman les a popularisées
sous le nom de propagateur dans sa formulation en intégrale de chemin de l’électrodynamique
quantique.

Au premièr chapitre, nous définissons tout d’abord la notion d’équation différentielle linéaire
homogène (définitions, théorèmes). Ensuite, nous avons développé la théorie de la construction
de la fonction de Green pour une équation différentielle ordinaire en appuyant la théorie par
quelques exemples. Finalement, nous avons donné un apercu sur le problème auto-adjoint, ainsi
que les fonctions de Bessel et leurs propriétés.

Au deuxième chapitre, nous avons construit la fonction de Green relative à l’équation de
Schrödinger indépendante du temps dans l’espace à deux dimensions. Pour cela, nous avons
la continuité de la fonction de Green et de sa dérivée au bord des régions que nous avons
considérées. Le problème étudié, concerne l’étude d’une particule quantique qui se déplace
dans un potentiel axe-symétrique en dimension 2. Nous avons supposé que le potentiel V(r)
soit constant par morceaux sur les différentes régions (que nous avons considérées des disques
et couronnes). Tous les résultats trouvés, sont basés, comme il est attendu dans ce genre de
problème, sont exprimés à l’aide des fonctions de Bessel. On termine notre mémoire par une
conclusion générale.
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Chapitre 1

Notions de base

1.1 Équation différentielle linéaire homogène d’ordre n
Considérons une équation différentielle linéaire homogène d’ordre n

y(n) + a1y
(n−1) + ...an−1y = 0. (1.1)

On suppose que a1, a2, ..., an−1 sont des constantes. Avant d’indiquer une méthode de réso-
lution de l’équation (1.1), nous donnerons deux définitions qui nous seront utiles par la suite.

1.1.1 Définitions

1. Si on a pour tous les x du segment [a, b] l’égalité

ϕn(x) = A1ϕ1(x) + A2ϕ2(x) + ...+ An−1ϕn−1(x),

où A1, A2, ..., An−1 sont des constantes non nulles, on dit que ϕn(x) est une combinaison
linéaire des fonctions ϕ1(x), ϕ2(x), ..., ϕn−1(x).

2. Les n− 1 fonctions ϕ1(x), ϕ2(x), ..., ϕn−1(x) sont dites linéairement indépendantes si au-
cune d’elles ne peut être représentée comme combinaison linéaire des autres. [6]

Remarque 1.1.1 Il résulte de ces définitions que si les fonctions ϕ1(x), ϕ2(x)..., ϕn(x) sont
linéairement dépendantes, il existe alors des constantes C1, C2, ..., Cn ne sont pas toutes nulles
et telles que l’on a, quel que soit x pris sur le segment [a, b],

C1ϕ1(x) + C2ϕ2(x) + ...+ Cnϕn(x) 6= 0.

Passons maintenant à la solution de l’équation (1.1), on a pour cette équation le théorème
suivant :

1.1.2 Théorèmes

Si les fonctions y1, y2, ..., yn sont des solutions linéairement indépendantes de l’équation (1.1),
sa solution générale est de la forme :

y = C1y1 + C2y2 + ...+ Cnyn,

où C1, C2, ..., Cn sont des constantes arbitraires.
Si les coefficients de l’équation (1.1) sont constants, on trouve la solution générale tout

comme pour l’équation du second ordre.
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1. On forme l’équation caractéristique

kn + a1k
n−1 + a2k

n−2 + ...+ an = 0.

2. On trouve les racines de l’équation caractéristique k1, k2, ..., kn.

3. Suivant le caractère des racines, on écrit les solutions particulières linéairement indépen-
dantes en partant de ce qui suit :
(a) Il correspond à toute racine réelle simple k une solution particulière ekx.
(b) Il correspond à toute couple de racines complexes conjuguées simples k(1) = α + iβ

et k(2) = α− iβ deux solutions particulières eαxcosβx et eαxsinβx.
(c) Il correspond à toute racine réelle k d’ordre de multiplicité r autant de solutions

particulières linéairement indépendantes

ekx, xekx, ..., xr−1ekx.

(d) Il correspond à tout couple de racines complexes conjuguées k(1) = α + iβ,
k(2) = α− iβ, d’ordre de multiplicité µ, 2µ solutions particulières :

eαxcosβx, xeαxcosβx, ..., xµ−1eαxcosβx,

eαxsinβx, xeαxsinβx, ..., xµ−1eαxsinβx.

Le nombre de ces solutions est égal au degré de l’équation caractéristique (qui est aussi
l’ordre de l’équation différentielle proposée).

4. Ayant trouvé n solutions linéairement indépendantes y1, y2, ..., yn, on écrit la solution
générale de l’équation différentielle proposée sous la forme :

y = C1y1 + C2y2 + ...+ Cnyn,

où C1, C2, ..., Cn sont des constantes arbitraires. [6]

1.2 Construction de la fonction de Green pour les équa-
tions différentielles ordinaires d’ordre n

Les fonctions de Green interviennent dans la résolution de certaines équations différentielles.
Nous considérons le cas particulièrement important pour la physique, des équations différen-
tielles du second ordre, et nous commençons par l’équation différentielle linéaire homogène
d’ordre n.

Soit l’équation différentielle d’ordre n

L[y] = p0(x)y(n) + p1(x)y(n−1) + ...+ pn(x)y = 0, (1.2)

où les fonctions p0(x), p1(x), ..., pn(x) sont continues sur [a, b], p0(x) 6= 0, sur [a, b] avec les
conditions aux limites

Vk(y) = αky(a) + αk
(1)y′(a) + ...+ α

(n−1)
k yn−1(a) + βky(b) + βk

(1)y′(b) + ...

+β
(n−1)
k yn−1(b) = 0, (k = 1, 2, ..., n), (1.3)

les formes linéaires V1, V2, ..., Vn en y(a), y′(a), ..., yn−1(a), y(b), y′(b), ..., yn−1(b) étant linéaire-
ment indépendantes.

Supposons que le problème aux limites homogène (1.2)-(1.3) admet la seule solution triviale
y(x) = 0.
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1.2.1 Définition de la fonction de Green

On appelle fonction de Green (ou fonction d’influence) du problème aux limites (1.2)-(1.3)
la fonction G(x, ξ) construite pour tout point ξ, a < ξ < b. Cette fonction jouit des 4 propriétés
suivantes [3] :

1. G(x, ξ) est continue et possède des dérivées continues par rapport à x jusqu’à l’ordre (n-2)
inclus pour a ≤ x ≤ b.

2. Sa (n-1)-ième dérivée par rapport à x présente au point x = ξ une discontinuité de
première espèce, le saut ayant la valeur 1

p0(ξ)
, i.e

∂(n−1)G(x, ξ)

∂x(n−1)
|x=ξ+0 −

∂(n−1)G(x, ξ)

∂x(n−1)
|x=ξ−0 =

1

p0(ξ)
.

3. Dans chacun des intervalles [a, ξ) et (ξ, b] la fonction G(x, ξ) considérée comme une fonc-
tion de x est solution de l’équation (1.2) :

L[G] = 0.

4. G(x, ξ) vérifie les conditions aux limites (1.3) :

Vk(G) = 0 (k = 1, 2, ..., n).

1.2.2 Théorème d’unicité

Théorème 1.2.1 Si le problème aux limites (1.2)-(1.3) n’a pas de solution que la solution
triviale y(x) = 0, l’opérateur L a une fonction de Green G(x, ξ) et une seule. [3]

Preuve. Soient y1(x), y2(x), ..., yn(x) les solutions linéairement indépendantes de l’équation
L[y] = 0. D’après la propriété (c), sur les intervalles [a, ξ) et (ξ, b] la fonction cherchée G(x, ξ)
doit être de la forme :

G(x, ξ) =

{
a1y1(x) + a2y2(x) + ...+ anyn(x) pour a ≤ x ≤ ξ
b1y1(x) + b2y2(x) + ...+ bnyn(x) pour ξ ≤ x ≤ b

avec a1, a2, ..., an, b1, b2, ..., bn sont des fonctions de ξ. En vertu de la continuité au point x = ξ
de la fonction G(x, ξ) et de ses premières (n− 2) dérivées par rapport à x, nous avons

[b1y1(ξ) + ...+ bnyn(ξ)]− [a1y1(ξ) + ...+ anyn(ξ)] = 0,

[b1y
′
1(ξ) + ...+ bny

′
n(ξ)]− [a1y

′
1(ξ) + ...+ any

′
n(ξ)] = 0,

· · · · · ·

[b1y
(n−2)
1 (ξ) + ...+ bny

(n−2)
n (ξ)]− [a1y

(n−2)
1 (ξ) + ...+ any

(n−2)
n (ξ)] = 0.

Et la condition (c) s’écrit

[b1y
(n−1)
1 (ξ) + ...+ bny

(n−1)
n (ξ)]− [a1y

(n−1)
1 (ξ) + ...+ any

(n−1)
n (ξ)] =

1

p0(ξ)
.

Posons Ck(ξ) = bk(ξ)− ak(ξ) (k = 1, 2, ..., n).
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Il vient le système des équations linéaires par rapport à Ck(ξ) :

C1y1(ξ) + C2y2(ξ) + ...+ Cnyn(ξ) = 0
C1y

′
1(ξ) + C2y

′
2(ξ) + ...+ Cny

′
n(ξ) = 0

· · · · · · · · · · · ·
C1y

(n−2)
1 (ξ) + C2y

(n−2)
2 (ξ) + ...+ Cny

(n−2)
n (ξ) = 0

C1y
(n−1)
1 (ξ) + C2y

(n−1)
2 (ξ) + ...+ Cny

(n−1)
n (ξ) =

1

p0(ξ)

(1.4)

Le déterminant du système (1.4) est égal à la valeur en x = ξ du wronskienW (y1, y2, ..., yn),
il n’est donc pas nul.

Aussi, le système (1.4) détermine-t-il de façon unique les fonctions Ck(ξ) (k = 1, 2, ..., n).
Déterminons les fonctions ak(ξ) et bk(ξ) moyennant les conditions aux limites (1.3).
Notons Vk(y) sous la forme :

Vk(y) = Ak(y)−Bk(y), (1.5)

où
Ak(y) = αky(a) + α

(1)
k y′(a) + ...+ α

(n−1)
k yn−1(a),

Bk(y) = βky(b) + β
(1)
k y′(b) + ...+ β

(n−1)
k yn−1(b).

En vertu des conditions (d) nous obtenons alors

Vk(G) = a1Ak(y1) + a2Ak(y2) + ...+ anAk(yn) + b1Bk(y1) + b2Bk(y2) + ...+ bnBk(yn) = 0,

(k = 1, 2, ..., n).
Compte tenu de ak = bk − Ck, nous avons

(b1−C1)Ak(y1)+(b2−C2)Ak(y2)+...+(bn−Cn)Ak(yn)+b1Bk(y1)+b2Bk(y2)+...+bnBk(yn) = 0,

(k = 1, 2, ..., n).
D’où, en vertu de (1.5)

b1Vk(y1) + b2Vk(y2) + ...+ bnVk(yn) = C1Ak(y1) + C2Ak(y2) + ...+ CnAk(yn), (1.6)

(k = 1, 2, ..., n).

Notons que le système (1.6) est linéaire en b1, b2, ..., bn. Son déterminant est :

det


V1(y1) V1(y2) · · · V1(yn)
V2(y1) V2(y2) · · · V2(yn)

...
... . . . ...

Vn(y1) Vn(y2) · · · Vn(yn)

 6= 0

étant donné l’hypothèse de l’indépendance linéaire des formes V1, V2, ..., Vn. Ainsi, le système
d’équation (1.6) admet une solution unique en b1(ξ), b2(ξ), ..., bn(ξ), et comme ak(ξ) = bk(ξ)−
Ck(ξ), les quantités ak(ξ) (k = 1, 2, ..., n) sont également définies de façon unique.

Exemple 1.2.1 Construisons la fonction de Green pour l’équation :

d3y

dx3
= 0,

avec les conditions aux limites

y(0) = y(1) = y′(0) = y′(1) = 0.
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Toutes les solutions sont de la forme y(x) = ax2 + bx + c, elles vérifient les conditions si
a = b = c = 0.

Soit

G(x, ξ) =

{
a1(ξ)x2 + b1(ξ)x+ c1(ξ) pour 0 ≤ x ≤ ξ
a2(ξ)x2 + b2(ξ)x+ c2(ξ) pour ξ ≤ x ≤ 1.

D’après les propriétés de définition de G :
1. G(x, ξ) est continue au point x = ξ, on a :

G(ξ−, ξ) = G(ξ+, ξ)

c’est-à-dire :
a1(ξ)ξ2 + b1(ξ)ξ + c1(ξ) = a2(ξ)ξ2 + b2(ξ)ξ + c2(ξ)

ou bien

(a1(ξ)− a2(ξ))ξ2 + (b1(ξ)− b2(ξ))ξ + (c1(ξ)− c2(ξ) = 0 (1.7)

2. ∂2G
∂x2

(x, ξ) est discontinue au point x = ξ :

∂2G

∂x2
(ξ+, ξ)− ∂2G

∂x2
(ξ−, ξ) = 1

donc
2a2(ξ)− 2a1(ξ) = 1

ensuite

a2(ξ)− a1(ξ) =
1

2
. (1.8)

3. Les propriétés de la fonction de Green entrainent
c1(ξ) = 0
b1(ξ) = 0

c2(ξ) + a2(ξ) + b2(ξ) = 0
2a2(ξ) + b2(ξ) = 0

Soit maintenant 
c1(ξ) = b1(ξ) = 0
c2(ξ) = a2(ξ)
b2(ξ) = −2a2(ξ)

(1.9)

La substitution de (1.9) et (1.8) de l’équation (1.7) donne :

1

2
ξ2 + 2a2(ξ)ξ − a2(ξ) = 0

afin que

a2(ξ) = − ξ2

2(2ξ − 1)

aussi 

a1(ξ) = −1

2
− ξ2

2(2ξ − 1)

b2(ξ) =
ξ2

(2ξ − 1)

c2(ξ) = − ξ2

2(2ξ − 1)
.
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Enfin

G(x, ξ) =


−1

2
− ξ2

2(2ξ − 1)
x2 pour 0 ≤ x ≤ ξ

− ξ2

2(2ξ − 1)
x2 +

ξ2

(2ξ − 1)
x− ξ2

2(2ξ − 1)
pour ξ ≤ x ≤ 1.

1.3 Cas des équations différentielles du second ordre
Soient p0, p1, p2 trois fonctions continues sur [a, b]

L(y) = p0(x)y′′ + p1(x)y′ + p2(x)y = 0, (1.10)

{
α0y(a) + α1y

′(a) + α2y(b) + α3y
′(b) = 0

β0y(a) + β1y
′(a) + β2y(b) + β3y

′(b) = 0.

On construit la fonction de Green de sur la base de deux solutions non proportionnelles y1

et y2 de (1.10) de la façon suivant :
Il existe donc pour chaque ξ des réels a(ξ), b(ξ), c(ξ) et d(ξ), tels que [3] :

G(x, ξ) =

{
a(ξ)y1(x) + b(ξ)y2(x) pour x ε ]a, ξ[
c(ξ)y1(x) + d(ξ)y2(x) pour x ε ]ξ, b[

Exemple 1.3.1 Construisons la fonction de Green pour l’équation :

d2y

dx2
= 0,

avec les conditions aux limites
y(0) = 0, y(1) = 0.

Toutes les solutions sont de la forme y(x) = ax + b, elles vérifient les conditions si a =
0 et b = 0.

Soit

G(x, ξ) =

{
a1(ξ)x+ b1(ξ) pour 0 ≤ x ≤ ξ
a2(ξ)x+ b2(ξ) pour ξ ≤ x ≤ 1

D’après les propriétés de définition de G :
1. G(x, ξ) est continue au point x = ξ, on a :

G(ξ−, ξ) = G(ξ+, ξ)

c’est-à-dire :
a1(ξ)ξ + b1(ξ) = a2(ξ)ξ + b2(ξ)

alors

(a2(ξ)− a1(ξ))ξ + (b2(ξ)− b1(ξ) = 0. (1.11)

2. ∂G
∂x

(x, ξ) est discontinue au point x = ξ :

∂G

∂x
(ξ+, ξ)− ∂G

∂x
(ξ−, ξ) = 1

d’où

a2(ξ)− a1(ξ) = 1. (1.12)
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3.

G(0, ξ) = 0 ⇒ b1(ξ) = 0 (1.13)

G(1, ξ) = 0 ⇒ a2(ξ) + b2(ξ) = 0. (1.14)

La substitution de (1.12) et (1.13) dans l’équation (1.11) donne :

ξ + b2(ξ) = 0

donc
b2(ξ) = −ξ. (1.15)

La substitution de (1.15) dans l’équation (1.14) donne :

a2(ξ)− ξ = 0

alors
a2(ξ) = ξ. (1.16)

La substitution de (1.16) et dans l’équation (1.12) donne :

−a1(ξ) + ξ = 1

puis
a1(ξ) = ξ − 1.

Finalement
G(x, ξ) =

{
x(ξ − 1) si x ∈]0; ξ[
ξ(x− 1) si x ∈]ξ; 1[

Exemple 1.3.2 Construisons la fonction de Green pour l’équation

y′′ + y = 0, (1.17)

avec les condition aux limites

y(0) = y(
π

2
) = 0. (1.18)

Toute solution de (1.17) est de la forme y(x) = acosx + bsinx, pour que y vérifie (1.18) il
faut a = 0 et b = 0, il existe donc une fonction de Green :

G(x, ξ) =

{
a1(ξ)cosx+ b1(ξ)sinx si x ∈]0; ξ[

a2(ξ)cosx+ b2(ξ)sinx si x ∈]ξ;
π

2
[

D’après les propriétés de définition de G :
(a) G est continue au point x = ξ, on a

G(ξ−, ξ) = G(ξ+, ξ)

c’est-à-dire :
a1(ξ)cosξ + b1(ξ)sinξ = a2(ξ)cosξ + b2(ξ)sinξ

ou

(a1(ξ)− a2(ξ))cosξ + (b1(ξ)− b2(ξ))sinξ = 0. (1.19)
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(b) ∂G
∂x

(x, ξ) est discontinue au point x = ξ :

∂G

∂x
(ξ+, ξ)− ∂G

∂x
(ξ−, ξ) = 1

alors

−(a1(ξ)− a2(ξ))sinξ + (b1(ξ)− b2(ξ))cosξ = −1. (1.20)

(c)

G(0, ξ) = 0 ⇒ a1(ξ) = 0 (1.21)

G(
π

2
, ξ) = 0 ⇒ b2(ξ) = 0. (1.22)

La substitution de (1.21) et (1.22) dans l’équation (1.19) donne

−a2(ξ)cosξ + b1(ξ)sinξ = 0

puis

a2(ξ) =
b1(ξ)sinξ

cosξ
. (1.23)

La substitution de (1.21) et (1.22) et (1.23) dans l’équation (1.20) donne

b1(ξ)sinξ

cosξ
sinξ + b1(ξ)cosξ = −1

⇒ b1(ξ)sin2ξ + b1(ξ)cos2ξ = −cosξ

⇒ b1(ξ) = −cosξ

⇒ a2(ξ) = −sinξ

enfin

G(x, ξ) =

{
−cosξsinx si x ∈]0; ξ[

−sinξcosx si x ∈]ξ;
π

2
[.

1.3.1 Un cas particulier important

Construisons la fonction de Green pour l’équation différentielle du second ordre de la forme :

(p(x)y′)′ + q(x)y = 0,
p(x) 6= 0 sur [a, b], p(x) ∈ C1[a, b],

(1.24)

avec les conditions aux limites

y(a) = y(b) = 0. (1.25)

Supposons que y1(x) est une solution de l’équation (1.24) définie par les conditions initiales

y1(a) = 0, y′1(a) = α 6= 0.

D’une façon générale, cette solution ne vérifie pas nécessairement la seconde condition aux
limites, ce qui nous autorise à supposer que y1(b) 6= 0. Les fonctions de la forme C1y1(x) avec

9



C1 une constante quelconque sont évidemment solutions de (1.24) et vérifient la condition aux
limites

y(a) = 0.

Trouvons de même une solution y2(x) 6= 0 de (1.24) telle que

y2(b) = 0.

Cette condition est vérifiée par toutes les solutions de la forme C2y2(x), où C2 est une
constante.

Cherchons la fonction de Green relative au problème (1.24)-(1.25) sous la forme

G(x, ξ) =

{
C1y1(x) pour a ≤ x ≤ ξ
C2y2(x) pour ξ ≤ x ≤ b

D’après les propriétés de définition de G :
(a) G est continue au point x = ξ, on a :

C1y1(ξ) = C2y2(ξ)

c’est-à dire :
C2y2(ξ)− C1y1(ξ) = 0

(b) ∂G
∂x

(x, ξ) est discontinue au point x = ξ :

C2y
′
2(ξ)− C1y

′
1(ξ) =

1

p(ξ)
,

donc on obtient le système suivant : −C1y1(ξ) + C2y2(ξ) = 0

−C1y
′
1(ξ) + C2y

′
2(ξ) =

1

p(ξ)
(1.26)

Le déterminant du système (1.26) est le wronskien W [y1(x), y2(x)] = W (x) calculé en x = ξ
pour les solutions linéairement indépendantes y1(x) et y2(x) de l’équation (1.24), donc

W (ξ) 6= 0,

de sorte que C1 et C2 de (1.26) se définissent de suite :

C1 =
y2(ξ)

p(ξ)W (ξ)
, C2 =

y1(ξ)

p(ξ)W (ξ)
.

Alors finalement [3]

G(x, ξ) =


y1(x)y2(ξ)

p(ξ)W (ξ)
pour a ≤ x ≤ ξ

y1(ξ)y2(x)

p(ξ)W (ξ)
pour ξ ≤ x ≤ b

Remarque 1.3.1 Le problème aux limites pour l’équation du second ordre de la forme :

y′′(x) + p1(x)y′(x) + p2(x)y(x) = 0, (1.27)

et les conditions aux limites

y(a) = A, y(b) = B,

se ramène au problème considéré (1.24)-(1.25) :
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1 En multipliant l’équation (1.27) par P (x), où P (x) = e
∫
p1(x)dx et on prend

q(x) = P (x)p2(x)

2 En utilisant la changement linéaire de fonction suivant :

Z(x) = Y (x)− B − A
b− a

(x− a)− A,

on ramène les conditions aux limites (1.31) aux conditions nulles (1.25) mais au lieu de (1.24)
on obtient l’équation avec le second membre L[Z] = f(x), où

f(x) = −[A+
B − A
b− a

(x− a)]q(x)− B − A
b− a

P (x)p1(x).

On construit cependant la fonction de Green relative au problème aux limites homogène

L[Z] = 0, Z(a) = Z(b) = 0,

qui coïncide complètement avec le problème (1.24)-(1.25). [3]

1.4 Résolution du problème aux limites à l’aide de la fonc-
tion de Green

Soit l’équation différentielle non homogène

L[y] = p0(x)y(n) + p1(x)y(n−1) + ...+ pn(x)y = g(x), (1.28)

et les conditions aux limites

V1(y) = 0, V2(y) = 0, ..., Vn(y) = 0, (1.29)

les formes linéaires V1, V2, ..., Vn et y(a), y′(a), ..., yn−1(a), y(b), y′(b), ..., yn−1(b) étant linéaire-
ment indépendantes.

Théorème 1.4.1 Si G(x, ξ) est la fonction de Green du problème aux limites homogène :

L[G] = 0,

Vk(G) = 0 (k = 1, 2, ..., n),

la solution du problème aux limites (1.28)-(1.29) est donnée par la formule [7]

y(x) =

∫ b

a

G(x, ξ)g(ξ)dξ.

Preuve. Montrons que G(x, ξ) nous sert à déterminer la solution du problème linéaire non
homogène suivant : {

(p(x)y′(x))′ + h(x)y(x) = g(x) a < x < b
y(a) = y(b) = 0

(1.30)

Considérons le système : {
(p(x)y′(x))′ + h(x)y(x) = g(x) (1)

(p(x)y′(x))′ + h(x)y(x) = 0 (2)
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Dans l’équation (1), considérons y(x) une solution de (1.30) et comme G(x, ξ) vérifie l’équa-
tion homogène, on remplace y(x) = G(x, ξ) dans (2) on obtient :{

(p(x)y′(x))′ + h(x)y(x) = g(x) (1)

(p(x)
∂G(x, ξ)

∂x
)′ + h(x)G(x, ξ) = 0 pour ξ fixé dans [a,b] .(2)

Multiplions (1) par −G(x, ξ) et (2) par y(ξ), et on obtient

−G(x, ξ)(py′)′ + y(p
∂G(x, ξ)

∂ξ
)′ = G(x, ξ)g(ξ)

ce qui s’écrit comme suite

d

dξ
[p(ξ)(y(ξ)

∂G(x, ξ)

∂ξ
−G(x, ξ)y′(ξ))] = G(x, ξ)g(ξ).

On intégrons de a à b on obtient :

[p(ξ)(y(ξ)
∂G(x, ξ)

∂ξ
−G(x, ξ)y′(ξ))]ba =

∫ b

a

G(x, ξ)g(ξ)dξ.

Compte tenu des conditions aux limites, et le fait que G(x, ξ) est discontinue au point x = ξ

[p(ξ)(y(ξ)
∂G(x, ξ)

∂ξ
−G(x, ξ)y′(ξ))]ba = [p(ξ)(y(ξ)

∂G(x, ξ)

∂ξ
−G(x, ξ)y′(ξ))]xa

+[p(ξ)(y(ξ)
∂G(x, ξ)

∂ξ
−G(x, ξ)y′(ξ))]bx

= p(x)[y(x)
∂G(x, x−)

∂ξ
−G(x, x)y′(x)]− p(a)[y(a)

∂G(x, a)

∂ξ
−G(x, a)y′(a)]

+p(b)[y(b)
∂G(x, b)

∂ξ
−G(x, b)y′(v)]− p(x)[y(x)

∂G(x, x+)

∂ξ
−G(x, x)y′(x)]

= p(x)y(x)[
∂G(x, x−)

∂ξ
− ∂G(x, x+)

∂ξ
]

= p(x)y(x)
1

p(x)

= y(x)

donc la solution du problème linéaire (1.30) est donnée par :

y(x) =

∫ b

a

G(x, ξ)g(ξ)dξ.

Exemple 1.4.1 Soit le problème aux limites non homogène

y′′ + y = cosx,

avec les conditions aux limites
y(0) = y(

π

2
) = 0.
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On a la fonction de Green du problème aux limites homogène (1.17)-(1.18) est

G(x, ξ) =

{
−cosξsinx si x ∈]0; ξ[

−sinξcosx si x ∈]ξ;
π

2
[

D’après le théorème (1.4.1), la solution du problème aux limites non homogène (1.4.1)-(1.30)
est donnée par la formule

y(x) =

∫ b

a

G(x, ξ)cosξdξ.

y(x) = −
∫ x

0

sinξcosxcosξdξ −
∫ π

2

x

cosξsinxcosξdξ.

Alors
y(x) = −sinx

4
(π − 2x).

1.5 Problèmes adjoint et auto-adjoint
Soit A un opérateur linéaire dans Rn. L’opérateur adjoint A∗ est défini par la relation

〈Au, v〉 = 〈u,A∗v〉. Il est donné par la transposée AT de la matrice A.
Dans le contexte des équations différentielles, considérons le produit scalaire

〈f, g〉 =

∫ b

a

f(x)g(x)dx,

sur C([a, b]) (où [a, b] est un intervalle compact) et un problème aux limites donné par L,B1, B2,
tel que

〈Ly, z〉 = 〈y, L∗z〉,
pour toutes fonctions y, z ∈ C2([a, b]) satisfaisant B1y = B2y = 0 et B∗1z = B∗2z = 0.

Théorème 1.5.1 Considérons le problème

Ly = 0, B1y = 0, B2y = 0,

où L satisfait les hypothèses est α2 ∈ C2([a, b]), α1 ∈ C2([a, b]) et α0 ∈ C0([a, b]) avec α2(x) 6= 0
sur [a, b], β2 ∈ C2([a, b]), β1 ∈ C2([a, b]) et β0 ∈ C0([a, b]) avec β2(x) 6= 0 sur [a, b]et où les
vecteurs (α1, α2, α3, α4) et (β1, β2, β3, β4) définissant B1 et B2 sont linéairement indépendants.
Alors il existe

B∗1 = γ1z(a) + γ2z
′(a) + γ3z(b) + γ4z

′(b),

B∗2 = δ1z(a) + δ2z
′(a) + δ3z(b) + δ4z

′(b),

les coefficients γi et δi ne sont pas uniques, mais l’espace des fonctions z qui satisfont B∗1 =
B∗2 = 0 est unique.[2]

Définition 1.5.1 Si le problème L,B1, B2 satisfait les hypothèses du théorème (1.5.1), on ap-
pelle L∗, B∗1 , B∗2 , le problème aux limites adjoint.[2]

Le problème est auto adjoint, si L∗ = L et si les conditions B∗1 = B∗2 = 0 sont équivalents à
B1 = B2 = 0.

En développant l’expression pour L∗z on obtient

L∗z = α2(x)z′′ + (α′2(x)− α1(x))z′ + (α′′2(x)− α′1(x) + α0(x))z.

L’opérateur L est donc auto adjoint, si et seulement si α′
2(x) = α1(x), c-à-d, s’il est de la

forme
L∗y = (α2(x)y′)′ + α0(x)y.
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Proposition 1.5.1 Sous les hypothèses du théorème (1.5.1) le problème

Ly = 0, B1y = 0, B2y = 0,

possède une solution unique, si et seulement si le problème adjoint

L∗z = 0, B∗1z = 0, B∗2z = 0,

possède une solution unique.[2]

Preuve. Supposons que
Ly = 0, B1y = 0, B2y = 0,

possède une solution unique et notons par z une solution de

L∗z = 0, B∗1z = 0, B∗2z = 0.

Avec y(x), solution de
Ly = z,B1y = 0, B2y = 0,

on obtient
||z||2 = 〈z, z〉 = 〈Ly, z〉 = 〈y, L∗z〉 = 〈y, 0〉 = 0.

Donc z = 0 et l’unicité de la solution du problème adjoint sont démontrées.

Proposition 1.5.2 La fonction de Green d’un problème auto-adjoint est symétrique, i.e.

G∗(x, ξ) = G(ξ, x). (1.31)

La réciproque est également vraie. [2]

Preuve. Pour démontrer la relation (1.31), considérons deux fonctions continues f(x) et g(x)
et définissons

y(x) =

∫ b

a

G(x, ξ)f(ξ)dξ,

z(x) =

∫ b

a

G∗(x, ξ)g(ξ)dξ.

Par la définition de la fonction de Green, les fonctions y et z satisfont

Ly = f,B1y = B2y = 0,

et
L∗z = g,B∗1z = B∗2z = 0.

La relation
〈Ly, z〉 = 〈y, L∗z〉

⇔
〈f, z〉 = 〈y, g〉

ou bien ∫ b

a

∫ b

a

G∗(x, ξ)f(x)g(ξ)dξdx =

∫ b

a

∫ b

a

G(x, ξ)f(ξ)g(x)dξdx,

donc ∫ b

a

∫ b

a

G∗(x, ξ)f(x)g(ξ)dξdx =

∫ b

a

∫ b

a

G(ξ, x)f(x)g(ξ)dxdξ,
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d’où ∫ b

a

∫ b

a

G∗(x, ξ)f(x)g(ξ)dξdx =

∫ b

a

∫ b

a

G(ξ, x)f(x)g(ξ)dξdx,

enfin ∫ b

a

∫ b

a

(G∗(x, ξ)−G(ξ, x))f(x)g(ξ)dξdx = 0.

Comme cette relation est vérifiée pour toutes fonctions continues f et g on en déduit la
relation (1.31)

1.6 Équation de Bessel
Soit l’équation

y′′ + t−1y′ +
(
1− n2t−2

)
y = 0, (1.32)

cette équation s’appelle équation de Bessel d’ordre n. Pour n entier, la fonction de Bessel Jn
est définie par une série et est une solution de l’équation différentielle (1.32).

Définition 1.6.1 Soit n entier, la série

Jn (t) =
+∞∑
k=0

(−1)k

k! (n+ k)!

(
t

2

)n+2k

, (1.33)

est absolument convergente pour t ∈ C, une et est solution de l’équation différentielle (1.32)
pour t ∈ R. La fonction Jn est appelée fonction de Bessel de première espèce d’ordre n. [5]

Proposition 1.6.1 Les fonctions de Bessel Jn ; n ≥ 1 vérifient les relations de récurrence

Jn−1 (t) + Jn+1 (t) =
2n

t
Jn (r) , (1.34)

Jn−1 (t)− Jn+1 (t) = 2J ′n (t) , (1.35)

de plus, J ′0 = −J1. [5]

Théorème 1.6.1 La famille des fonctions de Bessel (Jn) n ≥ 0 est caractérisée par l’une des
deux représentations suivantes [5] :

1. Les Jn sont données par la fonction génératrice

J (x, t) = exp((x− 1/x)/2) = J0 (t) +
+∞∑
n=1

Jn (t)
[
x+

(
−x−1

)]
, t > 0. (1.36)

2. La fonction Jn est donnée par la série entière (1.33). De plus, la suite (Jn) n ≥ 0 vérifie
la relation de récurrence

tJn−1 (t) = 2nJn (t)− tJn+1 (t) .

La fonction Jn a comme équivalents aux bornes de l’intervalle (0; +∞)

Jn (t) ∼t→0
tn

2nn!
, Jn (t) ∼t→+∞

(
2

πt

)1/2

cos

(
t− 1

2
nπ − π

4

)
.
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Remarque 1.6.1 Pour t ∈ R, soit la variable θ telle que x = eiθ. La relation (1.36) s’écrit
comme un développement en série de Fourier

eit sin θ =
+∞∑

n=−∞

Jn (t) einθ, θ ∈ R.

Ainsi

Jn (t) =
1

2π

∫ 2π

0

eit sin θ−inθdθ

=
1

π

∫ π

0

cos (t sin θ − nθ) dθ, (1.37)

d’après (1.37) on a
J−n (t) = Jn (−t) ,

et
Jn (−t) = (−1)n Jn (t) , ∀t ∈ R, (1.38)

lorsque n non entier égal à ν la fonction J−ν est une solution de l’équation (1.32), et linéai-
rement indépendante à Jν . [5]

Proposition 1.6.2 Soit ν un réel, l’équation différentielle (1.32) est

y′′ + t−1y′ +
(
1− ν2t−2

)
y = 0,

a deux solutions linéairement indépendantes Jν, Yν . Cette seconde est appelée la fonction de
Bessel de deuxième espèce. Elles sont définies par [5] :

Jν (t) =
+∞∑
k=0

(−1)k

k!Γ (ν + k + 1)!

(
t

2

)ν+2k

,

Yν (t) =
Jν (t) cos νπ − J−ν (t)

sin νπ
,

et leurs développements asymptotiques sont

Jν (t) '
√

2

πt

(
cos

(
t− 1

2
νπ − π

4

))
,

et

Yν (t) '
√

2

πt

(
sin

(
t− 1

2
νπ − π

4

))
, t→ +∞.

Théorème 1.6.2 Soit l’équation différentielle

y′′ + t−1y′ −
(
1 + ν2t−2

)
y = 0.

Les solutions de cette équation sont appelées fonctions de Bessel modifiées. La solution finie
à l’origine et notée Iν(t), et la seconde solution notée Kν(t). Ces fonctions sont reliées par la
relation [5]

Kν(t) =
π (I−ν(t)− Iν(t))

2 sin νπ
.
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1.6.1 Propriétés

En utilisant la référence [5] on a :

1. Les fonctions Iν(t) et Kν(t) vérifient les relations de récurrence (1.34), (1.35), (1.38).

2. Si nous prenons l’argument des fonctions de Bessel Jν (t) et H(1)
ν (t) imaginaire, nous

obtenons
Jν (it) = iνIν (t) ,

Kν (t) =
πi

2
(i)ν H(1)

ν (it) ,

où la fonction H(1)
ν (t) s’appelle la fonction de Hankel ou fonction de Bessel de troisième

espèce, ainsi la fonction H(2)
ν (t) est la fonction de Hankel, elles sont définies par

H(1)
ν (t) = Jν (t) + iYν (t) , H(2)

ν (t) = Jν (t)− iYν (t) .

3. Les Wronskiens des fonctions de Bessel précédentes sont donnés par :

W (Jν (t) , Yν (t)) = 2/πt,

W (Iν (t) , Kν (t)) = −1/t,

W
(
H(1)
ν (t) , H(2)

νν (t)
)

= −4i/πt.

4. Les comportements asymptotiques, m entier positif

lim
t→0

Im (t)→ xm

2mΓ (m+ 1)
,

lim
t→0

Km (t)→
{
−
[
ln
(
t
2

)
+ γ
]
,m = 0,

Γ(m)
2

(
2
x

)m
,m 6= 0,

}

et lim
x→∞

Im (t)→ 1√
2πt

et
[
1 + 0

(
1

t

)]
,

lim
x→∞

Km (t)→ 1√
2πt

e−t
[
1 + 0

(
1

x

)]
,

H(1)
m (t)→t→∞

√
2

πt
exp

[
i
(
t− mπ

2
− π

4

)]
,

H(2)
m (t)→t→∞

√
2

πt
exp

[
−i
(
t− mπ

2
− π

4

)]
.
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Chapitre 2

Résolution du problème du potentiel
axi-symétrique

Dans ce chapitre, nous allons calculer les différents types de la fonction de Green pour le
problème du potentiel symétrique à deux dimensions, selon les articles [1] et [4].

Soit le problème suivant :

(−M
2

+ V (r, θ)− E)ψ(r, θ) = 0, (2.1)

tel que θ ∈ [0, 2π], r � 0.

avec (voir figure)

V (r, θ) =


v1 si 0 ≤ r ≤ b
v0 si b ≤ r ≤ a
0 si r > a

tel que v1 > v0

et

4 =
∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
+

1

r2

∂2

∂θ2
.

Donc l’équation (2.1) s’écrit

(
4
2

+ E)ψ = 0 si r > a

(
4
2
− v0 + E)ψ = 0 si b ≤ r ≤ a

(
4
2
− v1 + E)ψ = 0 si 0 ≤ r ≤ b.

(2.2)
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Figure 2.1 – Illustration des régions
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2.1 Section A : E > v1

2.1.1 Région (r > a) :

Soit l’équation

(
∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
+

1

r2

∂2

∂θ2
+ 2E)ψ(r, θ) = 0, (2.3)

on utilise la méthode de séparation du variable, et on pose

ψ(r, θ) = ψ1(r)ψ2(θ),

on remplace dans l’équation (2.3) et on obtient :

(
∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
+

1

r2

∂2

∂θ2
+ 2E)ψ1(r)ψ2(θ) = 0.

On divise l’équation précédente sur ψ1(r)ψ2(θ) 6= 0 et on obtient :

ψ2(θ)(
∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
)ψ1(r) +

ψ1(r)

r2
ψ′′2(θ) + 2Eψ1(r)ψ2(θ)

ψ1(r)ψ2(θ)
= 0,

c-à-d :

(
∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
)ψ1(r)

ψ1(r)
+

1

r2

ψ′′2(θ)

ψ2(θ)
+ 2E = 0,

ou bien

r2(
∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
)ψ1(r)

ψ1(r)
+ 2Er2 +

ψ′′2(θ)

ψ2(θ)
= 0.

L’équation pour ψ2(θ) :
ψ′′2(θ)

ψ2(θ)
= −ω2,

c-à-d :
ψ′′2(θ) + ω2ψ2(θ) = 0,

( ω réel) qui admet une solution générale de la forme

ψ2(θ) = C2e
iωθ,

et l’autre équation est

r2(
∂

∂r2
+

1

r

∂

∂r
)ψ1(r) = ω2ψ1(r)− 2Er2ψ1(r),

ou

r2ψ′′1(r) + rψ1(r) + (2Er2 − ω2)ψ1(r) = 0,
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en divisant par (r2) on obtient :

ψ′′1(r) +
1

r
ψ′1(r) + (2E − ω2

r2
)ψ1(r) = 0,

avec les conditions aux limites

ψ1(a) = A1; et B1 = lim
r→+∞

ψ1(r) bornée.

Posons (k2 = 2E) et (l = w)

ψ′′1(r) +
1

r
ψ′1(r) + (k2 − l2

r2
)ψ1(r) = 0. (2.4)

L’équation (2.4) est l’équation de Bessel, qui admet deux solutions linéairement indépen-
dantes notées Jl(kr) et Yl(kr).

Le cas a ≤ r, r′ :

D’après l’équation (2.4) la fonction de Green est donnée par :

G(l,1,1)(r, r′) =

{
C(r′)[Yl(kr)− β(r′)Jl(kr)] pour a ≤ r ≤ r′

D(r′)Jl(kr) pour r′ ≤ r <∞

puisque il n’y a pas de réflexion d’onde on a :

β(r′) = 0,

c-à-d :
G(l,1,1)(r, r′) =

{
C(r′)Yl(kr) pour a ≤ r ≤ r′

D(r′)Jl(kr) pour r′ ≤ r <∞
d’après la continuité de la fonction de Green au point r = r′

G(l,1,1)(r′+, r
′)−G(l,1,1)(r′−, r

′) = 0

ou bien

D(r′)Jl(kr
′)− C(r′)Yl(kr

′) = 0 (2.5)

et la discontinuité de la dérivée première par rapport r de la fonction de Green au point r = r′

on a :
∂G(l,1,1)

∂r
(r′+, r

′)− ∂G(l,1,1)

∂r
(r′−, r

′) =
2

πr′

d’où
−C(r′)Y ′l (kr

′) +D(r′)J ′l (kr
′) =

2

πkr′
(2.6)

d’après l’équation (2.5)

D(r′) =
C(r′)Yl(kr

′)

Jl(kr′)
(2.7)

en substituant (2.7) dans (2.6) on obtient :

−C(r′)Y ′l (kr
′) + [

C(r′)Yl(kr
′)

Jl(kr′)
]J ′l (kr

′) =
2

πkr′
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alors
−C(r′)Y ′l (kr

′)Jl(kr
′) + C(r′)Yl(kr

′)J ′l (kr
′)

Jl(kr′)
=

2

πkr′

c-à-d :
−C(r′)[Y ′l (kr

′)Jl(kr
′)− Yl(kr′)J ′l (kr′)]

Jl(kr′)
=

2

πkr′
(2.8)

sachant que la wronskien est donné par

W (Jl(kr
′), Yl(kr

′)) = Jl(kr
′)Y ′l (kr

′)− Yl(kr′)J ′l (kr′)

=
2

πkr′
, (2.9)

et en substituant (2.9) dans (2.8) on obtient :

−C(r′)
2

πkr′
=

2Jl(kr
′)

πkr′

puis

C(r′) = −Jl(kr′), (2.10)

aussi, en substituant (2.10) dans ( 2.7) on obtient :

D(r′) = −Yl(kr′),

enfin
G(l,1,1)(r, r′) = −

{
Yl(kr)Jl(kr

′) pour a ≤ r ≤ r′

Yl(kr
′)Jl(kr) pour r′ ≤ r <∞ (2.11)

2.1.2 Région (b ≤ r ≤ a) :

D’après l’équation (2.2) on considère l’équation différentielle suivante :

r2ψ′′1 + rψ′1 + 2r2(E − v0)ψ1 = w2ψ1,

qui est équivalente à l’équation :

r2ψ1
′′ + rψ1

′ + [2r2E − 2r2v0 − w2]ψ1 = 0,

qu’on divise par (r2) pour obtenir :

ψ1
′′ +

1

r
ψ1
′ + (2(E − v0)− w2

r2
)ψ1 = 0,

avec les conditions aux limites

ψ1(b) = A2; et ψ1(a) = B2.

Posons (µ2 = 2(E − v0)) et (l = w)

ψ1
′′ +

1

r
ψ1
′ + (µ2 − l2

r2
)ψ1 = 0. (2.12)

L’équation (2.12) est l’équation du Bessel, qui admet deux solutions linéairement indépen-
dantes Jl(µr) et Yl(µr).
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Le cas b ≤ r′, r ≤ a :

D’après l’équation (2.12) la fonction de Green est donnée comme par :

G(l,2,2)(r, r′) =

{
E(r′)[Yl(µr)− δ(r′)Jl(µr)] pour b < r ≤ r′

F (r′)[Yl(µr)− γ(r′)Jl(µr)] pour r′ ≤ r ≤ a

où E,F, γ, δ sont des fonctions de r′.
La continuité de la fonction de Green au point r = r′ donne

G(l,2,2)(r′+, r
′)−G(l,2,2)(r′−, r

′) = 0

donc
F (r′)[Yl(µr

′)− γ(r′)Jl(µr
′)]− E(r′)[Yl(µr

′)− δ(r′)Jl(µr′)] = 0

ensuite

F (r′) =
E(r′)[Yl(µr

′)− δ(r′)Jl(µr′)]
[Yl(µr′)− γ(r′)Jl(µr′)]

, (2.13)

et la discontinuité de la dérivée première par rapport r de la fonction de Green au point r = r′

donne
∂G(l,2,2)

∂r
(r′+, r

′)− ∂G(l,2,2)

∂r
(r′−, r

′) =
2

πr′

ou bien

F (r′)[µY ′l (µr
′)− µγ(r′)J ′l (µr

′)]− E(r′)[µY ′l (µr
′)− µδ(r′)J ′l (µr′)] =

2

πr′

d’où

[F (r′)− E(r′)]Y ′l (µr
′) + [−F (r′)γ(r′) + E(r′)δ(r′)]J ′l (µr

′) =
2

πµr′
(2.14)

en substituant (2.13) dans (2.14) on obtient :

[(
E(r′)[Yl(µr

′)− δ(r′)Jl(µr′)]
[Yl(µr′)− γ(r′)Jl(µr′)]

)− (
E(r′)[Yl(µr

′)− γ(r′)Jl(µr
′)]

Yl(µr′)− γ(r′)Jl(µr′)
]Y ′l (µr

′)

+[−(
E(r′)[Yl(µr

′)− δ(r′)Jl(µr′)]
[Yl(µr′)− γ(r′)Jl(µr′)]

γ(r′)) + (
E(r′)[Yl(µr

′)− γ(r′)Jl(µr
′)]

Yl(µr′)− γ(r′)Jl(µr′)
δ(r′)]J ′l (µr

′)

=
2

πµr′

puis

−E(r′)δ(r′)Y ′l (µr
′)Jl(µr

′) + E(r′)γ(r′)Jl(µr
′)Y ′l (µr

′)− E(r′)γ(r′)J ′l (µr
′)Yl(µr

′)

[Yl(µr′)− γ(r′)Jl(µr′)]

+(
−E(r′)δ(r′)Yl(µr

′)J ′l (µr
′)

[Yl(µr′)− γ(r′)Jl(µr′)]
=

2

πµr′

ou

E(r′)δ(r′)[Yl(µr
′)J ′l (µr

′)− Y ′l (µr′)Jl] + E(r′)γ(r′)[Jl(µr
′)Y ′l (µr

′)− J ′l (µr′)Yl(µr′)]

23



=
2

πµr′
[Yl(µr

′)− γ(r′)Jl(µr
′)] (2.15)

sachant que la wronskien est donné par

W (Jl(µr
′), Yl(µr

′)) = Jl(µr
′)Y ′l (µr

′)− J ′l (µr′)Yl(µr′)

=
2

πµr′
, (2.16)

et en substituant (2.16) dans (2.15) on obtient :

E(r′)δ(r′)(− 2

πµr′
) + E(r′)γ(r′)(

2

πµr′
) =

2

πµr′
[Yl(µr

′)− γ(r′)Jl(µr
′)]

ensuite
E(r′)(δ(r′)− γ(r′)) = [Yl(µr

′)− γ(r′)Jl(µr
′)]

c-à-d :

E(r′) =
Yl(µr

′)− γ(r′)Jl(µr
′)

γ(r′)− δ(r′)
, (2.17)

en substituant (2.17) dans (2.13) on obtient :

F (r′) =
Yl(µr

′)− δ(r′)Jl(µr′)
γ(r′)− δ(r′)

,

alors finalement

G(l,2,2)(r, r′) =
1

γ(r′)− δ(r′)



(Yl(µr
′)− γ(r′)Jl(µr

′))(Yl(µr)− δ(r′)Jl(µr))

pour b < r ≤ r′

(Yl(µr
′)− δ(r′)Jl(µr′))(Yl(µr)− γ(r′)Jl(µr))

pour r′ ≤ r ≤ a

(2.18)

2.1.3 Région (0 < r ≤ b) :

D’après l’équation (2.2)on considère l’équation différentielle suivante :

r2ψ′′1 + rψ′1 + 2r2(E − v1)ψ1 = w2ψ1,

qui est équivalente à l’équation :

r2ψ1
′′ + rψ1

′ + [2r2E − 2r2v1 − w2]ψ1 = 0,

qu’on divise par (r2) pour obtenir :

ψ1
′′ +

1

r
ψ1
′ + (2(E − v1)− w2

r2
)ψ1 = 0, (2.19)

avec les conditions aux limites

lim
r→0

ψ1(r) = A3; et ψ1(b) = B3.

Posons (µ2
1 = 2(E − v1)) et (l = w)

ψ1
′′ +

1

r
ψ1
′ + (µ2

1 −
l2

r2
)ψ1 = 0. (2.20)

L’équation (2.20) est l’équation du Bessel, qui admet deux solutions linéairement indépen-
dantes Jl(µ1r) et Yl(µ1r).
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Le cas 0 < r′, r ≤ b :

D’après l’équation (2.20) la fonction de Green est donnée comme par :

G(l,4,4)(r, r′) =

{
A(r′)Jl(µ1r) pour 0 < r ≤ r′

B(r′)[Yl(µ1r)− α(r′)Jl(µ1r)] pour r′ ≤ r ≤ b

où A,B, α sont des fonctions de r′.
La continuité de la fonction de Green au point r = r′ donne

G(l,4,4)(r′+, r
′)−G(l,4,4)(r′−, r

′) = 0

donc
B(r′)[Yl(µ1r

′)− α(r′)Jl(µ1r
′)]− A(r′)Jl(µ1r

′) = 0

ensuite

B(r′)Yl(µ1r
′)− [A(r′) + α(r′)B(r′)]Jl(µ1r

′) = 0, (2.21)

et la discontinuité de la dérivée première par rapport r de la fonction de Green au point r = r′

donne
∂G(l,4,4)

∂r
(r′+, r

′)− ∂G(l,4,4)

∂r
(r′−, r

′) =
2

πr′

ou bien
B(r′)[µ1Y

′
l (µ1r

′)− µ1α(r′)J ′l (µ1r
′)]− µ1A(r′)J ′l (µ1r

′) =
2

πr′

d’où

B(r′)Y ′l (µ1r
′)− [A(r′) + α(r′)B(r′)]J ′l (µ1r

′) =
2

πµ1r′
, (2.22)

d’après l’équation (2.21)

A(r′) =
B(r′)[Yl(µ1r

′)− α(r′)Jl(µ1r
′)]

Jl(µ1r′)
, (2.23)

en substituant (2.23) dans (2.22) on obtient :

B(r′)Y ′l (µ1r
′)− [

B(r′)[Yl(µ1r
′)− α(r′)Jl(µ1r

′)]

Jl(µ1r′)
+ α(r′)B(r′)]J ′l (µ1r

′) =
2

πµ1r′
,

B(r′)[Jl(µ1r
′)Y ′l (µ1r

′)− Yl(µ1r
′)J ′l (µ1r

′)] =
2Jl(µ1r

′)

πµ1r′
, (2.24)

sachant que la wronskien est donné par

W (Jl(µ1r
′), Yl(µ1r

′)) = Jl(µ1r
′)Y ′l (µ1r

′)− Yl(µ1r
′)J ′l (µ1r

′) =
2

πµ1r′
, (2.25)

et en substituant (2.25) dans (2.24) on obtient :

B(r′)
2

πµ1r′
=

2Jl(µ1r
′)

πµ1r′

donc

B(r′) = Jl(µ1r
′) (2.26)

aussi, en substituant (2.26) dans (2.23) on obtient :

A(r′) = Yl(µ1r
′)− α(r′)Jl(µ1r

′),

enfin

G(l,4,4)(r, r′) =

{
(Yl(µ1r

′)− α(r′)Jl(µ1r
′))Jl(µ1r) pour 0 < r ≤ r′

(Yl(µ1r)− α(r′)Jl(µ1r))Jl(µ1r
′) pour r′ ≤ r ≤ b

(2.27)
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2.1.4 Calcul des coefficients γ et δ

D’après la symétrie de la fonction de Green

γ(a) = γ(r) = γ(r′),

et
δ(a) = δ(r) = δ(r′).

Selon les conditions de Dirichlet-Neumann de la fonction de Green au point r = a

G(l,1,1)(a, r′) |r′=a= G(l,2,2)(a, r′) |r′=a

c-à-d :

1

γ(a)− δ(a)
[Yl(µa)− γ(a)Jl(µa)][Yl(µa)− δ(a)Jl(µa)] = −Yl(ka)Jl(ka) (2.28)

et
∂

∂r
G(l,1,1)(a, r′) |r′=a=

∂

∂r
G(l,2,2)(a, r′) |r′=a

d’où
µ

γ(a)− δ(a)
[Y ′l (µa)− γ(a)J ′l (µa)][Yl(µa)− δ(a)Jl(µa)] = −kY ′l (ka)Jl(ka) (2.29)

d’après les équations (2.28) et (2.29) on a le systéme :
1

γ(a)− δ(a)
[Yl(µa)− γ(a)Jl(µa)][Yl(µa)− δ(a)Jl(µa)] = −Yl(ka)Jl(ka) (a)

µ

γ(a)− δ(a)
[Y ′l (µa)− γ(a)J ′l (µa)][Yl(µa)− δ(a)Jl(µa)] = −kY ′l (ka)Jl(ka) (b)

on divise l’équation (a) par (b) on trouve

Yl(ka)

kY ′l (ka)
=

Yl(µa)− γ(a)Jl(µa)

µ[Y ′l (µa)− γ(a)J ′l (µa)]

alors
kY ′l (ka)Yl(µa)− kγ(a)Y ′l (ka)Jl(µa) = µY ′l (µa)Yl(ka)− µγ(a)Yl(ka)J ′l (µa)

puis
γ(a)(l(ka)J ′l (µa)− kY ′l (ka)Jl(µa)) = µY ′l (µa)Yl(ka)− kY ′l (ka)Yl(µa)

ensuite

γ(a) =
µY ′l (µa)Yl(ka)− kY ′l (ka)Yl(µa)

µYl(ka)J ′l (µa)− kY ′l (ka)Jl(µa)
(2.30)

d’après l’équation (2.28)

−(γ(a)− δ(a))Yl(ka)Jl(ka) = Yl(µa)[Yl(µa)− γ(a)Jl(µa)]− δ(a)Jl(µa)[Yl(µa)− γ(a)Jl(µa)],

ainsi

δ(a)[Jl(µa)Yl(µa)−γ(a)J2
l (µa)+Yl(ka)Jl(ka)] = Y 2

l (µa)−γ(a)Jl(µa)Yl(µa)+γ(a)Yl(ka)Jl(ka),

enfin
δ(a) =

Y 2
l (µa)− γ(a)[Jl(µa)Yl(µa)− Yl(ka)Jl(ka)]

Jl(µa)Yl(µa)− γ(a)J2
l (µa) + Yl(ka)Jl(ka)

.
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Posons

δ(a) =
U(µ, a, k)

V (µ, a, k)
(2.31)

telle que : 
U = Y 2

l (µa)− γ(a)[Jl(µa)Yl(µa)− Yl(ka)Jl(ka)]

V = Jl(µa)Yl(µa)− γ(a)J2
l (µa) + Yl(ka)Jl(ka)

(2.32)

en substituant (2.30) dans (2.32) on obtient :

U = Y 2
l (µa)(µYl(ka)J ′l (µa)− kY ′l (ka)Jl(µa))− (µY ′l (µa)Yl(ka)− kY ′l (ka)Yl(µa))

(Jl(µa)Yl(µa)− Yl(ka)Jl(ka))

V = (Jl(µa)Yl(µa) + Yl(ka)Jl(ka))(µYl(ka)J ′l (µa)− kY ′l (ka)Jl(µa))− J2
l (µa)

(µY ′l (µa)Yl(ka)− kY ′l (ka)Yl(µa))

donc

U = µY 2
l (µa)Yl(ka)J ′l (µa)− kY 2

l (µa)Y ′l (ka)Jl(µa)− µY ′l (µa)Yl(ka)Jl(µa)Yl(µa)

−kYl(ka)Jl(ka)Y ′l (ka)Yl(µa) + kY 2
l (µa)Y ′l (ka)Jl(µa) + µY ′l (µa)Y 2

l (ka)Jl(ka)

V = µJl(µa)Yl(µa)Yl(ka)J ′l (µa)− kY ′l (ka)J2
l (µa)Yl(µa) + µJ ′l (µa)Y 2

l (ka)Jl(ka)

−kY ′l (ka)Jl(µa)Yl(Ka)Jl(Ka)−NY ′l (µa)Yl(ka)J2
l (µa) + kJ2

l (µa)Y ′l (ka)Yl(µa)

d’où

U = Yl(µa)Yl(ka)(µYl(µa)J ′l (µa)− µY ′l (µa)Jl(µa)) + µY ′l (µa)Y 2
l (ka)Jl(ka)

−kYl(ka)Jl(ka)Y ′l (ka)Yl(µa)

V = Jl(µa)Yl(ka)(µJ ′l (µa)Yl(µa)− µJl(µa)Y ′l (µa))− kY ′l (ka)Jl(µa)Yl(ka)Jl(ka)

+µJ ′l (µa)Y 2
l (ka)Jl(ka)

(2.33)

sachant que la wronskien est donné par

W (Jl(µa), Yl(µa)) = Jl(µa)Y ′l (µa)− Yl(µa)J ′l (µa)

=
2

πµa
, (2.34)

et en substituant (2.34) dans (2.33) on obtient :
U = − 2

πa
Yl(µa)Yl(ka) + Jl(ka)(µY ′l (µa)Y 2

l (ka)− kYl(ka)Y ′l (ka)Yl(µa))

V = − 2

πa
Jl(µa)Yl(ka) + Jl(ka)(−kY ′l (ka)Jl(µa)Yl(ka) + µJ ′l (µa)Y 2

l (ka))

(2.35)

enfin, la substituant (2.35) dans (2.31) on obtient :

δ(a) =
−2Yl(µa) + πaJl(ka)(µY ′l (µa)Yl(ka)− kY ′l (ka)Yl(µa))

−2Jl(µa) + πaJl(ka)(−kY ′l (ka)Jl(µa) + µJ ′l (µa)Yl(ka))
. (2.36)
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2.1.5 Calcul des coefficients α

D’après la symétrie de la fonction de Green

α(b) = α(r) = α(r′).

Selon les conditions de Dirichlet-Neumann de la fonction de Green au point r = b

G(l,2,2)(b, r′) |r′=b= G(l,4,4)(b, r′) |r′=b

donc
1

γ(b)− δ(b)
[Yl(µb)− γ(b)Jl(µb)][Yl(µb)− δ(b)Jl(µb)]

= [Yl(µ1b)− α(b)Jl(µ1b)]Jl(µ1b) (2.37)

et
∂

∂r
G(l,2,2)(b, r′) |r′=b=

∂

∂r
G(l,4,4)(b, r′) |r′=b

afin que
µ

γ(b)− δ(b)
[Yl(µb)− γ(b)Jl(µb)][Y

′
l (µb)− δ(b)J ′l (µb)]

= µ1[Y ′l (µ1b)− α(b)J ′l (µ1b)]Jl(µ1b) (2.38)

d’après les équations (2.37) et (2.38) on a le systéme :

1

γ(b)− δ(b)
[Yl(µb)− γ(b)Jl(µb)][Yl(µb)− δ(b)Jl(µb)]

= [Yl(µ1b)− α(b)Jl(µ1b)]Jl(µ1b) (c)
µ

γ(b)− δ(b)
[Yl(µb)− γ(b)Jl(µb)][Y

′
l (µb)− δ(b)J ′l (µb)]

= µ1[Y ′l (µ1b)− α(b)J ′l (µ1b)]Jl(µ1b) (d)

on divise l’équation (c) par (d) on trouve

Yl(µb)− δ(b)Jl(µb)
µ(Y ′l (µb)− δ(b)J ′l (µb))

=
Yl(µ1b)− α(b)Jl(µ1b)

µ1[Y ′l (µ1b)− α(b)J ′l (µ1b)]

alors
µYl(µ1b)(Y

′
l (µb)− δ(b)J ′l (µb))− µα(b)Jl(µ1b)(Y

′
l (µb)− δ(b)J ′l (µb))

= µ1Y
′
l (µ1b)(Yl(µb)− δ(b)Jl(µb))− µ1α(b)J ′l (µ1b)(Yl(µb)− δ(b)Jl(µb))

d’où
α(b)(µJl(µ1b)(Y

′
l (µb)− δ(b)J ′l (µb))− µ1J

′
l (µ1b)(Yl(µb)− δ(b)Jl(µb))

= µYl(µ1b)(Y
′
l (µb)− δ(b)J ′l (µb))− µ1Y

′
l (µ1b)(Yl(µb)− δ(b)Jl(µb))

puis

α(b) =
µYl(µ1b)(Y

′
l (µb)− δ(b)J ′l (µb))− µ1Y

′
l (µ1b)(Yl(µb)− δ(b)Jl(µb))

µJl(µ1b)(Y ′l (µb)− δ(b)J ′l (µb))− µ1J ′l (µ1b)(Yl(µb)− δ(b)Jl(µb)
enfin

α(b) =
(µYl(µ1b)Y

′
l (µb)− µ1Y

′
l (µ1b)(Yl(µb)) + δ(b)(µ1Y

′
l (µ1b)Jl(µb)− µYl(µ1b)J

′
l (µb))

(µJl(µ1b)Y ′l (µb)− µ1J ′l (µ1b)Yl(µb)) + δ(b)(µ1Jl(µb)J ′l (µ1b)− µJl(µ1b)J ′l (µb))
.
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Posons

α(b) =
Z(µ1, µ, b)

W (µ1, µ, b)
(2.39)

telle que
Z = (µYl(µ1b)Y

′
l (µb)− µ1Y

′
l (µ1b)(Yl(µb)) + δ(b)(µ1Y

′
l (µ1b)Jl(µb)− µYl(µ1b)J

′
l (µb))

W = (µJl(µ1b)Y
′
l (µb)− µ1J

′
l (µ1b)Yl(µb)) + δ(b)(µ1Jl(µb)J

′
l (µ1b)− µJl(µ1b)J

′
l (µb))

(2.40)

d’aprés le calcul précédent le équation (2.36) on a cette cas

δ(b) =
−2Yl(µb) + πbJl(µ1b)(µY

′
l (µb)Yl(µ1b)− µ1Yl(µb)Y

′
l (µ1b))

−2Jl(µb) + πbJl(µ1b)(−µ1Y ′l (µ1b)Jl(µb) + µJ ′l (µb)Yl(µ1b))
(2.41)

en substituant (2.41) dans (2.40) on obtient :

Z = (µYl(µ1b)Y
′
l (µb)− µ1Y

′
l (µ1b)Yl(µb))(−2Jl(µb) + πbJl(µ1b)(−µ1Y

′
l (µ1b)Jl(µb)

+µJ ′l (µb)Yl(µ1b))) + (µ1Y
′
l (µ1b)Jl(µb)− µYl(µ1b)J

′
l (µb))(−2Yl(µb) + πbJl(µ1b)

(µY ′l (µb)Yl(µ1b)− µ1Yl(µb)Y
′
l (µ1b)))

W = (µJl(µ1b)Y
′
l (µb)− µ1J

′
l (µ1b)Yl(µb))(−2Jl(µb) + πbJl(µ1b)(−µ1Y

′
l (µ1b)Jl(µb)+

µJ ′l (µb)Yl(µ1b))) + (µ1Jl(µb)J
′
l (µ1b)− µJl(µ1b)J

′
l (µb))(−2Yl(µb) + πbJl(µ1b)

(µY ′l (µb)Yl(µ1b)− µ1Yl(µb)Y
′
l (µ1b)))

donc

Z = −2Jl(µb)(µYl(µ1b)Y
′
l (µb)− µ1Y

′
l (µ1b)Yl(µb)) + πbJl(µ1b)(−µ1Y

′
l (µ1b)Jl(µb)

+µJ ′l (µb)Yl(µ1b))(µYl(µ1b)Y
′
l (µb)− µ1Y

′
l (µ1b)Yl(µb))− 2Yl(µb)(µ1Y

′
l (µ1b)Jl(µb)

−µYl(µ1b)J
′
l (µb)) + πbJl(µ1b)(µY

′
l (µb)Yl(µ1b)− µ1Yl(µb)Y

′
l (µ1b))

(µ1Y
′
l (µ1b)Jl(µb)− µYl(µ1b)J

′
l (µb))

W = −2Jl(µb)(µJl(µ1b)Y
′
l (µb)− µ1J

′
l (µ1b)Yl(µb)) + πbJl(µ1b)(−µ1Y

′
l (µ1b)Jl(µb)

+µJ ′l (µb)Yl(µ1b))(µJl(µ1b)Y
′
l (µb)− µ1J

′
l (µ1b)Yl(µb))− 2Yl(µb)(µ1Jl(µb)J

′
l (µ1b)

−µJl(µ1b)J
′
l (µb)) + πbJl(µ1b)(µY

′
l (µb)Yl(µ1b)− µ1Yl(µb)Y

′
l (µ1b))

(µ1Jl(µb)J
′
l (µ1b)− µJl(µ1b)J

′
l (µb))
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c-à-d :

Z = −2µYl(µ1b)Y
′
l (µb)Jl(µb) + 2µ1Y

′
l (µ1b)Yl(µb)Jl(µb)− 2µ1Yl(µb)Jl(µb)Y

′
l (µ1b)

+2µYl(µb)Yl(µ1b)J
′
l (µb)

W = −2µJl(µb)Jl(µ1b)Y
′
l (µb) + 2µ1J

′
l (µ1b)Yl(µb)Jl(µb)− 2µ1Yl(µb)Jl(µb)J

′
l (µ1b)

+2µYl(µb)Jl(µ1b)J
′
l (µb) + πbJl(µ1b)(µ

2Y ′l (µb)J
′
l (µb)Yl(µ1b)Jl(µ1b)

−µµ1Yl(µb)J
′
l (µb)Yl(µ1b)J

′
l (µ1b)− µµ1Y

′
l (µb)Jl(µb)Y

′
l (µ1b)Jl(µ1b)

+µ2
1Yl(µb)Jl(µb)Y

′
l (µ1b)J

′
l (µ1b) + µµ1Y

′
l (µb)Jl(µb)Yl(µ1b)J

′
l (µ1b)− µ2Y ′l (µb)J

′
l (µb)

Yl(µ1b)Jl(µ1b)− µ2
1Yl(µb)Jl(µb)Y

′
l (µ1b)J

′
l (µ1b) + µµ1Yl(µb)J

′
l (µb)Y

′
l (µ1b)Jl(µ1b))

d’où
Z = −2µYl(µ1b)(Y

′
l (µb)Jl(µb)− Yl(µb)J ′l (µb))

W = −2µJl(µ1b)(Y
′
l (µb)Jl(µb)− J ′l (µb)Yl(µb)) + πbJl(µ1b)((−Y ′l (µb)Jl(µb) + J ′l (µb)

Yl(µb))µµ1Y
′
l (µ1b)Jl(µ1b) + (Y ′l (µb)Jl(µb)− J ′l (µb)Yl(µb))µµ1J

′
l (µ1b)Yl(µ1b))

puis 
Z =

−4Yl(µ1b)

πb

W =
−4Jl(µ1b)

πb
+ 2µ1Jl(µ1b)(J

′
l (µ1b)Yl(µ1b)− Y ′l (µ1b)Jl(µ1b))

ensuite 
Z =

−4Yl(µ1b)

πb

W =
−4Jl(µ1b)

πb
+
−4Jl(µ1b)

πb

afin que 
Z =

−4Yl(µ1b)

πb

W =
−8Jl(µ1b)

πb

(2.42)

alors, la substituant (2.42) dans (2.39) on obtient :

α(b) =
Yl(µ1b)

2Jl(µ1b)
,

enfin, la substitution des expressions de α(b), γ(a) et δ(a) dans les systèmes (2.11), (2.18) et
(2.27) respectivement, on trouve :

G(l,1,1)(r, r′) = −
{
Yl(kr)Jl(kr

′) pour a ≤ r ≤ r′

Yl(kr
′)Jl(kr) pour r′ ≤ r <∞
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et
posons

T = γ(a)− δ(a)

=
µY ′l (µa)Yl(ka)− kY ′l (ka)Yl(µa)

µYl(ka)J ′l (µa)− kY ′l (ka)Jl(µa)
− −2Yl(µa) + πaJl(ka)(µY ′l (µa)Yl(ka)− kY ′l (ka)Yl(µa))

−2Jl(µa) + πaJl(ka)(−kY ′l (ka)Jl(µa) + µJ ′l (µa)Yl(ka))

=
−4Yl(ka)

πa(µYl(ka)J ′l (µa)− kY ′l (ka)Jl(µa))(−2Jl(µa) + πaJl(ka)(−kY ′l (ka)Jl(µa) + µJ ′l (µa)Yl(ka)))

telle que :

G(l,2,2)(r, r′) =
1

T



(Yl(µr)−

−2Yl(µa) + πaJl(ka)(µY ′l (µa)Yl(ka)− kY ′l (ka)Yl(µa))

−2Jl(µa) + πΠaJl(ka)(−kY ′l (ka)Jl(µa) + µJ ′l (µa)Yl(ka))
×

Jl(µr))(Yl(µr
′)− µY ′l (µa)Yl(ka)− kY ′l (ka)Yl(µa)

µYl(ka)J ′l (µa)− kY ′l (ka)Jl(µa)
Jl(µr

′))

pour b < r ≤ r′

(Yl(µr
′)−

−2Yl(µa) + πaJl(ka)(µY ′l (µa)Yl(ka)− kY ′l (ka)Yl(µa))

−2Jl(µa) + πaJl(ka)(−kY ′l (ka)Jl(µa) + µJ ′l (µa)Yl(ka))
×

Jl(µr
′))(Yl(µr)−

µY ′l (µa)Yl(ka)− kY ′l (ka)Yl(µa)

µYl(ka)J ′l (µa)− kY ′l (ka)Jl(µa)
Jl(µr))

pour r′ ≤ r ≤ a

et

G(l,4,4)(r, r′) =


Yl(µ1r

′)Jl(µ1r)−
Yl(µ1b)

2Jl(µ1b)
Jl(µ1r

′)Jl(µ1r) pour 0 < r ≤ r′

(Yl(µ1r)Jl(µ1r
′)− Yl(µ1b)

2Jl(µ1b)
Jl(µ1r)Jl(µ1r

′) pour r′ ≤ r ≤ b

2.1.6 Région Mixte

1) Région b ≤ r ≤ a ≤ r′ :

G(l,2,1)(r, r′) = H1(µr)Z1(kr′),

où
H1(µr) =

1

λ1(r′)− η1(r′)
[Yl(µr)− λ1(r′)Jl(µr)],

et
Z1(kr′) = −Jl(kr′),
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donc
G(l,2,1)(r, r′) =

−1

λ1(r′)− η1(r′)
[Yl(µr)− λ1(r′)Jl(µr)]Jl(kr

′)

d’après le condition de Dirichlet de la fonction de Green au point r = a

G(l,2,1)(a, r′) |r′=a= G(l,1,1)(a, r′) |r′=a

⇒

−1

λ1(a)− η1(a)
[Yl(µa)− λ1(a)Jl(µa)]Jl(ka) = −Yl(ka)Jl(ka) (2.43)

∂G(l,2,1)

∂r
(a, r′) |r′=a=

∂G(l,1,1)

∂r
(a, r′) |r′=a=

ou bien

−µ
λ1(a)− η1(a)

(Y ′l (µa)− λ1(a)J ′l (µa))Jl(ka) = −kY ′l (ka)Jl(ka) (2.44)

on divise l’équation (2.43) par (2.44) on trouve :

Yl(µa)− λ1(a)Jl(µa)

µ[Y ′l (µa)− λ1(a)J ′l (µa)]
=

Yl(ka)

kY ′l (ka)

puis
kY ′l (ka)Yl(µa)− kλ1(a)Jl(µa)Y ′l (ka) = µY ′l (µa)Yl(ka)− µλ1(a)J ′l (µa)Yl(ka)

donc

λ1(a) =
kY ′l (ka)Yl(µa)− µY ′l (µa)Yl(ka)

kJl(µa)Y ′l (ka)− µJ ′l (µa)Yl(ka)
, (2.45)

selon l’équation (2.43)

[Yl(µa)− λ1(a)Jl(µa)] = (λ1(a)− η1(a))Yl(ka)

d’où
Yl(µa)− λ1(a)Jl(µa) = λ1(a)Yl(ka)− η1(a)Yl(ka)

ensuite

η1(a) =
λ1(a)[Yl(ka) + Jl(µa)]− Yl(µa)

Yl(ka)
(2.46)

en substituant (2.45) dans (2.46) on obtient :

η1(a) =
(kY ′l (ka)Yl(ka)− µY ′l (µa)Yl(ka))(Yl(ka) + Jl(µa))

Yl(ka)(kJl(µa)Y ′l (ka)− µJ ′l (µa)Yl(ka))

−Yl(µa)(kJl(µa)Y ′l (ka)− µJ ′l (µa)Yl(ka))

Yl(ka)(kJl(µa)Y ′l (ka)− µJ ′l (µa)Yl(ka))

c-à-d :

η1(a) =
kY ′l (ka)Yl(ka)Yl(µa)− µY 2

l (ka)Y ′l (µa) + µYl(ka)(Yl(µa)J ′l (µa)− Y ′l (µa)Jl(µa))

Yl(ka)(kJl(µa)Y ′l (ka)− µJ ′l (µa)Yl(ka))
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d’où

η1(a) =

kY ′l (ka)Yl(µa)− µ[Y ′l (µa)Yl(ka)− 2

πµa
]

[kJl(µa)Y ′l (ka)− µYl(ka)J ′l (µa)]
.

donc
G(l,2,1)(r, r′) =

−πa
2

[kJl(µa)Y ′l (ka)− µYl(ka)J ′l (µa)][Yl(µr)

−kY
′
l (ka)Yl(µa)− µY ′l (µa)Yl(ka))Jl(µr)

kJl(µa)Y ′l (ka)− µYl(ka)J ′l (µa)
Jl(µr)]Jl(kr

′)

alors finalement

G(l,2,1)(r, r′) =
−πa

2
[(kJl(µa)Y ′l (ka)− µYl(ka)J ′l (µa))Yl(µr)

−(kY ′l (ka)Yl(µa)− µY ′l (µa)Yl(ka))Jl(µr)]Jl(kr
′).

Remarque 2.1.1 Pour la région b ≤ r′ ≤ a ≤ r le même calcul le cas précédent conduit à la
fonction de Green G(l,1,2)(r, r′).

2) Région r′ ≤ b ≤ r ≤ a :

G(l,2,4)(r, r′) = H2(µr)Z2(µ1r
′),

où
H2(µr) =

1

λ2(r′)− η2(r′)
[Yl(µr)− η2(r′)Jl(µr)],

et
Z2(µ1r

′) = Jl(µ1r
′),

donc
G(l,2,4)(r, r′) =

1

λ2(r′)− η2(r′)
[Yl(µr)− η2(r′)Jl(µr)]Jl(µ1r

′),

d’après le condition de Dirichlet de la fonction de Green au point r = b

G(l,2,4)(b, r′) |r′=b= G(l,4,4)(b, r′) |r′=b

ou bien

1

λ2(b)− η2(b)
[Yl(µb)− η2(b)Jl(µb)]Jl(µ1b) = [Yl(µ1b)− α(b)Jl(µ1b)]Jl(µ1b) (2.47)

∂G(l,2,4)

∂r
(b, r′) |r′=b=

∂G(l,4,4)

∂r
(b, r′) |r′=b=

alors
µ

λ2(b)− η2(b)
[Y ′l (µb)− η2(b)J ′l (µb)]Jl(µ1b) = µ1[Y ′l (µ1b)− α(b)J ′l (µ1b)]Jl(µ1b) (2.48)

la substitution de α(b) =
Yl(µ1b)

2Jl(µ1b)
dans (2.47) et (2.48) on trouve :

1

λ2(b)− η2(b)
[Yl(µb)− η2(b)Jl(µb)] = Yl(µ1b)Jl(µ1b) (2.49)
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et

µ

λ2(b)− η2(b)
[Y ′l (µb)− η2(b)J ′l (µb)] = µ1[Y ′l (µ1b)Jl(µ1b) +

2

πµ1b
] (2.50)

on divise l’équation (2.49) par (2.50) on trouve :

Yl(µb)− η2(b)Jl(µb)

µ[Y ′l (µb)− η2(b)J ′l (µb)]
=

Yl(µ1b)Jl(µ1b)

µ1[Y ′l (µ1b)Jl(µ1b) +
2

πµ1b
]

donc
µ1Yl(µb)[Y

′
l (µ1b)Jl(µ1b) +

2

πµ1b
]− µ1η2(b)Jl(µb)[Y

′
l (µ1b)Jl(µ1b) +

2

πµ1b
]

= µY ′l (µb)Yl(µ1b)Jl(µ1b)− µη2(b)J ′l (µb)Yl(µ1b)Jl(µ1b)

afin que

µ1Yl(µb)[Y
′
l (µ1b)Jl(µ1b) +

2

πµ1b
]− µY ′l (µb)Yl(µ1b)Jl(µ1b)

= µ1η2(b)Jl(µb)[Y
′
l (µ1b)Jl(µ1b) +

2

πµ1b
]− µη2(b)J ′l (µb)Yl(µ1b)Jl(µ1b)

d’où

η2(b) =

µ1Yl(µb)[Y
′
l (µ1b)Jl(µ1b) +

2

πµ1b
]− µY ′l (µb)Yl(µ1b)Jl(µ1b)

µ1Jl(µb)[Y ′l (µ1b)Jl(µ1b) +
2

πµ1b
]− µJ ′l (µb)Yl(µ1b)Jl(µ1b)

(2.51)

d’après l’équation (2.49)

Yl(µb)− η2(b)Jl(µb) = λ2(b)Yl(µ1b)Jl(µ1b)− η2(b)Yl(µ1b)Jl(µ1b)

λ2(b) =
Yl(µb) + η2(b)(Yl(µ1b)Jl(µ1b)− Jl(µb))

Yl(µ1b)Jl(µ1b)
(2.52)

en substituant (2.51) dans (2.52) on obtient :

λ2(b) =

Yl(µb)(µ1Jl(µb)[Y
′
l (µ1b)Jl(µ1b) +

2

πµ1b
]− µJ ′l (µb)Yl(µ1b)Jl(µ1b))

Yl(µ1b)Jl(µ1b)(µ1Jl(µb)[Y ′l (µ1b)Jl(µ1b) +
2

πµ1b
]− µJ ′l (µb)Yl(µ1b)Jl(µ1b))

+

(Yl(µ1b)Jl(µ1b)− Jl(µb))(µ1Yl(µb)[Y
′
l (µ1b)Jl(µ1b) +

2

πµ1b
]− µY ′l (µb)Yl(µ1b)Jl(µ1b))

Yl(µ1b)Jl(µ1b)(µ1Jl(µb)[Y ′l (µ1b)Jl(µ1b) +
2

πµ1b
]− µJ ′l (µb)Yl(µ1b)Jl(µ1b))

=

µ1Yl(µb)Jl(µb)[Y
′
l (µ1b)Jl(µ1b) +

2

πµ1b
]− µYl(µb)J ′l (µb)Yl(µ1b)Jl(µ1b)

Yl(µ1b)Jl(µ1b)(µ1Jl(µb)[Y ′l (µ1b)Jl(µ1b) +
2

πµ1b
]− µJ ′l (µb)Yl(µ1b)Jl(µ1b))

+

Yl(µ1b)Jl(µ1b)[µ1Yl(µb)[Y
′
l (µ1b)Jl(µ1b) +

2

πµ1b
]− µY ′l (µb)Yl(µ1b)Jl(µ1b)]

Yl(µ1b)Jl(µ1b)(µ1Jl(µb)[Y ′l (µ1b)Jl(µ1b) +
2

πµ1b
]− µJ ′l (µb)Yl(µ1b)Jl(µ1b))

34



+

−µ1Yl(µb)Jl(µb)[Y
′
l (µ1b)Jl(µ1b) +

2

πµ1b
] + µY ′l (µb)Jl(µb)Yl(µ1b)Jl(µ1b)

Yl(µ1b)Jl(µ1b)(µ1Jl(µb)[Y ′l (µ1b)Jl(µ1b) +
2

πµ1b
]− µJ ′l (µb)Yl(µ1b)Jl(µ1b))

=

Yl(µ1b)Jl(µ1b)[µ1Yl(µb)[Y
′
l (µ1b)Jl(µ1b) +

2

πµ1b
]− µY ′l (µb)Yl(µ1b)Jl(µ1b)]

Yl(µ1b)Jl(µ1b)(µ1Jl(µb)[Y ′l (µ1b)Jl(µ1b) +
2

πµ1b
]− µJ ′l (µb)Yl(µ1b)Jl(µ1b))

+
Yl(µ1b)Jl(µ1b)[−µYl(µb)J ′l (µb) + µY ′l (µb)Jl(µb)]

Yl(µ1b)Jl(µ1b)(µ1Jl(µb)[Y ′l (µ1b)Jl(µ1b) +
2

πµ1b
]− µJ ′l (µb)Yl(µ1b)Jl(µ1b))

donc

λ2(b) =

µ1Yl(µb)[Y
′
l (µ1b)Jl(µ1b) +

2

πµ1b
]− µ(Y ′l (µb)Yl(µ1b)Jl(µ1b)−

2

πµb
)

µ1Jl(µb)[Y ′l (µ1b)Jl(µ1b) +
2

πµ1b
]− µJ ′l (µb)Yl(µ1b)Jl(µ1b)

.

ou
G(l,2,4)(r, r′) =

bπ

2
[µ1Jl(µb)[Y

′
l (µ1b)Jl(µ1b) +

2

πµ1b
]− µJ ′l (µb)Yl(µ1b)Jl(µ1b)]

[Yl(µr)−
µ1Yl(µb)[Y

′
l (µ1b)Jl(µ1b) +

2

πµ1b
]− µY ′l (µb)Yl(µ1b)Jl(µ1b)

µ1Jl(µb)[Y ′l (µ1b)Jl(µ1b) +
2

πµ1b
]− µJ ′l (µb)Yl(µ1b)Jl(µ1b)

Jl(µr)]Jl(µ1r
′)

finalement

G(l,2,4)(r, r′) =
bπ

2
[Yl(µr)(µ1Jl(µb)[Y

′
l (µ1b)Jl(µ1b) +

2

πµ1b
]− µJ ′l (µb)Yl(µ1b)Jl(µ1b))

−(µ1Yl(µb)[Y
′
l (µ1b)Jl(µ1b) +

2

πµ1b
]− µY ′l (µb)Yl(µ1b)Jl(µ1b))Jl(µr)]Jl(µ1r

′).

Remarque 2.1.2 Pour le région r ≤ b ≤ r′ ≤ a le même calcul le cas précédent conduit à la
fonction de Green G(l,4,2)(r, r′).

2.2 Section B : v0 < E < v1

2.2.1 Région (r > a) :

On a :
G(l,1,1)(r, r′) = −

{
Yl(kr)Jl(kr

′) pour a ≤ r ≤ r′

Yl(kr
′)Jl(kr) pour r′ ≤ r <∞ (2.53)

2.2.2 Région (b ≤ r ≤ a) :

On a :

G(l,2,2)(r, r′) =
1

γ1(r′)− δ1(r′)


(Yl(µr

′)− γ1(r′)Jl(µr
′))(Yl(µr)− δ1(r′)Jl(µr))

pour b < r ≤ r′

(Yl(µr
′)− δ1(r′)Jl(µr

′))(Yl(µr)− γ1(r′)Jl(µr))
pour r′ ≤ r ≤ a

(2.54)
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2.2.3 Région (0 < r ≤ b) :

D’après l’équation (2.19)
Posons (µ′1)2 = −µ2

1 où µ2
1 = 2(v1 − E) < 0 et µ′1 = iµ1 et l = w, on a :

ψ1
′′ +

1

r
ψ1
′ + ((µ′1)2 − l2

r2
)ψ1 = 0,

c-à-d :
ψ1
′′ +

1

r
ψ1
′ + ((iµ1)2 − l2

r2
)ψ1 = 0,

alors
ψ1
′′ +

1

r
ψ1
′ − (µ2

1 +
l2

r2
)ψ1 = 0. (2.55)

L’équation (2.55) est l’équation du Bessel modifiée, qui admet deux solutions linéairement
indépendantes Il(µ1r) et Kl(µ1r).

Le cas 0 < r′, r ≤ b :

D’après l’équation (2.55) la fonction de Green est donnée comme par :

G(l,5,5)(r, r′) =

{
A(r′)Il(µ1r) pour 0 < r ≤ r′

B(r′)[Kl(µ1r)− α1(r′)Il(µ1r)] pour r′ ≤ r ≤ b

où A,B, α1 sont des fonctions de r′.
La continuité de la fonction de Green au point r = r′ donne

G(l,5,5)(r′+, r
′)−G(l,5,5)(r′−, r

′) = 0

donc
B(r′)[Kl(µ1r

′)− α1(r′)Il(µ1r
′)]− A(r′)Il(µ1r

′) = 0

ensuite

B(r′)Kl(µ1r
′)− [A(r′) + α1(r′)B(r′)]Il(µ1r

′) = 0 (2.56)

et la discontinuité de la dérivée première par rapport r de la fonction de Green au point r = r′

donne
∂G(l,5,5)

∂r
(r′+, r

′)− ∂G(l,5,5)

∂r
(r′−, r

′) =
2

πr′

d’où
B(r′)[µ1K

′
l(µ1r

′)− µ1α1(r′)I ′l(µ1r
′)]− µ1A(r′)I ′l(µ1r

′) =
2

πr′

puis

B(r′)K ′l(µ1r
′)− [A(r′) + α1(r′)B(r′)]I ′l(µ1r

′) =
2

πµ1r′
(2.57)

selon l’équation (2.56)

A(r′) =
B(r′)[Kl(µ1r

′)− α1(r′)Il(µ1r
′)]

Il(µ1r′)
(2.58)

en substituant (2.58) dans (2.57) on obtient :

B(r′)K ′l(µ1r
′)− [

B(r′)[Kl(µ1r
′)− α1(r′)Il(µ1r

′)]

Il(µ1r′)
+ α1(r′)B(r′)]I ′l(µ1r

′) =
2

πµ1r′
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B(r′)[Il(µ1r
′)K ′l(µ1r

′)−Kl(µ1r
′)I ′l(µ1r

′)] =
2Il(µ1r

′)

πµ1r′
(2.59)

sachant que la wronskien est donné par

W (Il(µ1r
′), Kl(µ1r

′)) = Il(µ1r
′)K ′l(µ1r

′)−Kl(µ1r
′)I ′l(µ1r

′) =
−1

µ1r′
, (2.60)

et en substituant (2.60) dans (2.59) on obtient :

B(r′)(
−1

µ1r′
) =

2Il(µ1r
′)

πµ1r′

ou

B(r′) =
−2

π
Il(µ1r

′) (2.61)

aussi, en substituant (2.61) dans (2.58) on obtient :

A(r′) =
−2

π
[Kl(µ1r

′)− α1(r′)Il(µ1r
′)]

enfin

G(l,5,5)(r, r′) =
−2

π

{
(Kl(µ1r

′)− α1(r′)Il(µ1r
′))Il(µ1r) pour 0 < r ≤ r′

(Kl(µ1r)− α1(r′)Il(µ1r))Il(µ1r
′) pour r′ ≤ r ≤ b

(2.62)

2.2.4 Calcul des coefficients γ1 et δ1
D’après la symétrie de la fonction de Green

γ1(a) = γ1(r) = γ1(r′),

et
δ1(a) = δ1(r) = δ1(r′).

Selon les conditions de Dirichlet-Neumann de la fonction de Green au point r = a

G(l,1,1)(a, r′) |r′=a= G(l,2,2)(a, r′) |r′=a
alors

1

γ1(a)− δ1(a)
[Yl(µa)− γ1(a)Jl(µa)][Yl(µa)− δ1(a)Jl(µa)] = −Yl(ka)Jl(ka) (2.63)

et
∂

∂r
G(l,1,1)(a, r′) |r′=a=

∂

∂r
G(l,2,2)(a, r′) |r′=a

ou bien
µ

γ1(a)− δ1(a)
[Y ′l (µa)− γ1(a)J ′l (µa)][Yl(µa)− δ1(a)Jl(µa)] = −kY ′l (ka)Jl(ka) (2.64)

d’après les équations (2.63) et (2.64), on a le systéme :
1

γ1(a)− δ1(a)
[Yl(µa)− γ1(a)Jl(µa)][Yl(µa)− δ1(a)Jl(µa)] = −Yl(ka)Jl(ka) (a1)

µ

γ1(a)− δ1(a)
[Y ′l (µa)− γ1(a)J ′l (µa)][Yl(µa)− δ1(a)Jl(µa)] = −kY ′l (ka)Jl(ka) (b1)

Après certain calculs on trouve :

γ1(a) =
µY ′l (µa)Yl(ka)− kY ′l (ka)Yl(µa)

µYl(ka)J ′l (µa)− kY ′l (ka)Jl(µa)
.

et

δ1(a) =
−2Yl(µa) + πaJl(ka)(µY ′l (µa)Yl(ka)− kY ′l (ka)Yl(µa))

−2Jl(µa) + πaJl(ka)(−kY ′l (ka)Jl(µa) + µJ ′l (µa)Yl(ka))
. (2.65)
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2.2.5 Calcul des coefficients α1

D’après la symétrie de la fonction de Green

α1(b) = α1(r) = α1(r′).

Selon les conditions de Dirichlet-Neumann de la fonction de Green au point r = b

G(l,2,2)(b, r′) |r′=b= G(l,5,5)(b, r′) |r′=b

ou
1

γ1(b)− δ1(b)
[Yl(µb)− γ1(b)Jl(µb)][Yl(µb)− δ1(b)Jl(µb)]

=
−2

π
[Kl(µ1b)− α1(b)Il(µ1b)]Il(µ1b) (2.66)

et
∂

∂r
G(l,2,2)(b, r′) |r′=b=

∂

∂r
G(l,5,5)(b, r′) |r′=b

alors
µ

γ1(b)− δ1(b)
[Yl(µb)− γ1(b)Jl(µb)][Y

′
l (µb)− δ1(b)J ′l (µb)]

=
−2µ1

π
[K ′l(µ1b)− α1(b)I ′l(µ1b)]Il(µ1b) (2.67)

d’après les équations (2.66) et (2.67) on a le systéme :

1

γ1(b)− δ1(b)
[Yl(µb)− γ1(b)Jl(µb)][Yl(µb)− δ1(b)Jl(µb)]

=
−2

π
[Kl(µ1b)− α1(b)Il(µ1b)]Il(µ1b) (c1)

µ

γ1(b)− δ1(b)
[Yl(µb)− γ1(b)Jl(µb)][Y

′
l (µb)− δ1(b)J ′l (µb)]

=
−2µ1

π
[K ′l(µ1b)− α1(b)I ′l(µ1b)]Il(µ1b) (d1)

on divise l’équation (c1) par (d1) on trouve

Yl(µb)− δ1(b)Jl(µb)

µ(µY ′l (µb)− δ1(b)J ′l (µb))
=

Kl(µ1b)− α1(b)Il(µ1b)

µ1[K ′l(µ1b)− α1(b)I ′l(µ1b)]

c-à-d :
µKl(µ1b)(Y

′
l (µb)− δ1(b)J ′l (µb))− µα1(b)Il(µ1b)(Y

′
l (µb)− δ1(b)J ′l (µb))

= µ1K
′
l(µ1b)(Yl(µb)− δ1(b)Jl(µb))− µ1α1(b)I ′l(µ1b)(Yl(µb)− δ1(b)Jl(µb))

ensuite
α1(b)(µIl(µ1b)(Y

′
l (µb)− δ1(b)J ′l (µb))− µ1I

′
l(µ1b)(Yl(µb)− δ1(b)Jl(µb))

= µKl(µ1b)(Y
′
l (µb)− δ1(b)J ′l (µb))− µ1K

′
l(µ1b)(Yl(µb)− δ1(b)Jl(µb))

d’où
α1(b) =

µKl(µ1b)(Y
′
l (µb)− δ1(b)J ′l (µb))− µ1K

′
l(µ1b)(Yl(µb)− δ1(b)Jl(µb))

µIl(µ1b)(Y ′l (µb)− δ1(b)J ′l (µb))− µ1I ′l(µ1b)(Yl(µb)− δ1(b)Jl(µb)
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enfin

α1(b) =
(µKl(µ1b)Y

′
l (µb)− µ1K

′
l(µ1b)(Yl(µb)) + δ1(b)(µ1K

′
l(µ1b)Jl(µb)− µKl(µ1b)J

′
l (µb))

(µIl(µ1b)Y ′l (µb)− µ1I ′l(µ1b)Yl(µb)) + δ1(b)(µ1Jl(µb)I ′l(µ1b)− µIl(µ1b)J ′l (µb))

Posons

α1(b) =
Z1(µ1, µ, b)

W1(µ1, µ, b)
(2.68)

telle que
Z1 = (µKl(µ1b)Y

′
l (µb)− µ1K

′
l(µ1b)(Yl(µb)) + δ1(b)(µ1K

′
l(µ1b)Jl(µb)− µKl(µ1b)J

′
l (µb))

W1 = (µIl(µ1b)Y
′
l (µb)− µ1I

′
l(µ1b)Yl(µb)) + δ1(b)(µ1Jl(µb)I

′
l(µ1b)− µIl(µ1b)J

′
l (µb))

(2.69)

d’après le calcul précédent le équation (2.65) on a cette cas

δ1(b) =
−2Yl(µb) + πbIl(µ1b)(µY

′
l (µb)Kl(µ1b)− µ1Yl(µb)K

′
l(µ1b))

−2Jl(µb) + πbIl(µ1b)(−µ1K ′l(µ1b)Jl(µb) + µJ ′l (µb)Kl(µ1b))
(2.70)

en substitution (2.70) dans (2.69) on trouve :

Z1 = (µKl(µ1b)Y
′
l (µb)− µ1K

′
l(µ1b)Yl(µb))(−2Jl(µb) + πbIl(µ1b)(−µ1K

′
l(µ1b)Jl(µb)

+µJ ′l (µb)Kl(µ1b))) + (µ1K
′
l(µ1b)Jl(µb)− µKl(µ1b)J

′
l (µb))(−2Yl(µb) + πbIl(µ1b)

(µY ′l (µb)Kl(µ1b)− µ1Yl(µb)K
′
l(µ1b)))

W1 = (µIl(µ1b)Y
′
l (µb)− µ1I

′
l(µ1b)Yl(µb))(−2Jl(µb) + πbIl(µ1b)(−µ1K

′
l(µ1b)Jl(µb)

+µJ ′l (µb)Kl(µ1b))) + (µ1Jl(µb)I
′
l(µ1b)− µIl(µ1b)J

′
l (µb))(−2Yl(µb)

+πbIl(µ1b)(µY
′
l (µb)Kl(µ1b)− µ1Yl(µb)K

′
l(µ1b)))

donc

Z1 = −2Jl(µb)(µKl(µ1b)Y
′
l (µb)− µ1K

′
l(µ1b)Yl(µb)) + πbIl(µ1b)(−µ1K

′
l(µ1b)Jl(µb)

+µJ ′l (µb)Kl(µ1b))(µKl(µ1b)Y
′
l (µb)− µ1K

′
l(µ1b)Yl(µb))− 2Yl(µb)(µ1K

′
l(µ1b)Jl(µb)

−µKl(µ1b)J
′
l (µb)) + πbIl(µ1b)(µY

′
l (µb)Kl(µ1b)− µ1Yl(µb)K

′
l(µ1b))

(µ1K
′
l(µ1b)Jl(µb)− µKl(µ1b)J

′
l (µb))

W1 = −2Jl(µb)(µIl(µ1b)Y
′
l (µb)− µ1I

′
l(µ1b)Yl(µb)) + πbIl(µ1b)(−µ1K

′
l(µ1b)Jl(µb)

+µJ ′l (µb)Kl(µ1b))(µIl(µ1b)Y
′
l (µb)− µ1I

′
l(µ1b)Yl(µb))− 2Yl(µb)(µ1Jl(µb)I

′
l(µ1b)

−µIl(µ1b)J
′
l (µb)) + πbIl(µ1b)(µY

′
l (µb)Kl(µ1b)− µ1Yl(µb)K

′
l(µ1b))

(µ1Jl(µb)I
′
l(µ1b)− µIl(µ1b)J

′
l (µb))
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ou bien

Z1 = −2µKl(µ1b)Y
′
l (µb)Jl(µb) + 2µ1K

′
l(µ1b)Yl(µb)Jl(µb)− 2µ1Yl(µb)Jl(µb)K

′
l(µ1b)

+2µYl(µb)Kl(µ1b)J
′
l (µb)

W1 = −2µJl(µb)Il(µ1b)Y
′
l (µb) + 2µ1I

′
l(µ1b)Yl(µb)Jl(µb)− 2µ1Yl(µb)Jl(µb)I

′
l(µ1b)

+2µYl(µb)Il(µ1b)J
′
l (µb) + πbIl(µ1b)(µ

2Y ′l (µb)J
′
l (µb)Kl(µ1b)Il(µ1b)

−µµ1Yl(µb)J
′
l (µb)Kl(µ1b)I

′
l(µ1b)− µµ1Y

′
l (µb)Jl(µb)K

′
l(µ1b)Il(µ1b)

+µ2
1Yl(µb)Jl(µb)K

′
l(µ1b)I

′
l(µ1b) + µµ1Y

′
l (µb)Jl(µb)Kl(µ1b)I

′
l(µ1b)− µ2Y ′l (µb)J

′
l (µb)×

Kl(µ1b)Il(µ1b)− µ2
1Yl(µb)Jl(µb)K

′
l(µ1b)I

′
l(µ1b) + µµ1Yl(µb)J

′
l (µb)K

′
l(µ1b)Il(µ1b))

ensuite
Z1 = −2µKl(µ1b)(Y

′
l (µb)Jl(µb)− Yl(µb)J ′l (µb))

W1 = −2µIl(µ1b)(Y
′
l (µb)Jl(µb)− J ′l (µb)Yl(µb)) + πbIl(µ1b)((−Y ′l (µb)Jl(µb) + J ′l (µb)

Yl(µb))µµ1K
′
l(µ1b)Il(µ1b) + (Y ′l (µb)Jl(µb)− J ′l (µb)Yl(µb))µµ1I

′
l(µ1b)Kl(µ1b))

puis 
Z1 =

−4Kl(µ1b)

πb

W1 =
−4Il(µ1b)

πb
+ 2µ1Il(µ1b)(I

′
l(µ1b)Kl(µ1b)−K ′l(µ1b)Il(µ1b))

d’où 
Z1 =

−4Kl(µ1b)

πb

W1 =
−4Il(µ1b)

πb
+

2Il(µ1b)

b
afin que 

Z1 =
−4Kl(µ1b)

πb

W1 =
2Il(µ1b)(π − 2)

πb

(2.71)

ainsi, la substituant (2.71) dans (2.68) on obtient :

α1(b) =
2Kl(µ1b)

(2− π)Il(µ1b)
.

Enfin, la substitution des expressions de α1(b), γ1(a) et δ1(a) dans les systèmes (2.53), (2.54)
et (2.62) respectivement, on trouve :

G(l,1,1)(r, r′) = −
{
Yl(kr)Jl(kr

′) pour a ≤ r ≤ r′

Yl(kr
′)Jl(kr) pour r′ ≤ r <∞

posons
T1 = γ1(a)− δ1(a)
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=
µY ′l (µa)Yl(ka)− kY ′l (ka)Yl(µa)

µYl(ka)J ′l (µa)− kY ′l (ka)Jl(µa)
− −2Yl(µa) + πaJl(ka)(µY ′l (µa)Yl(ka)− kY ′l (ka)Yl(µa))

−2Jl(µa) + πaJl(ka)(−kY ′l (ka)Jl(µa) + µJ ′l (µa)Yl(ka))

=
−4Yl(ka)

πa(µYl(ka)J ′l (µa)− kY ′l (ka)Jl(µa))(−2Jl(µa) + πaJl(ka)(−kY ′l (ka)Jl(µa) + µJ ′l (µa)Yl(ka)))

telle que :

G(l,2,2)(r, r′) =
1

T1



(Yl(µr)−

−2Yl(µa) + πaJl(ka)(µY ′l (µa)Yl(ka)− kY ′l (ka)Yl(µa))

−2Jl(µa) + πaJl(ka)(−kY ′l (ka)Jl(µa) + µJ ′l (µa)Yl(ka))
×

Jl(µr))(Yl(µr
′)− µY ′l (µa)Yl(ka)− kY ′l (ka)Yl(µa)

µYl(ka)J ′l (µa)− kY ′l (ka)Jl(µa)
Jl(µr

′))

pour b < r ≤ r′

(Yl(µr
′)−

−2Yl(µa) + πaJl(ka)(µY ′l (µa)Yl(ka)− kY ′l (ka)Yl(µa))

−2Jl(µa) + πaJl(ka)(−kY ′l (ka)Jl(µa) + µJ ′l (µa)Yl(ka))
×

Jl(µr
′))(Yl(µr)−

µY ′l (µa)Yl(ka)− kY ′l (ka)Yl(µa)

µYl(ka)J ′l (µa)− kY ′l (ka)Jl(µa)
Jl(µr))

pour r′ ≤ r ≤ a

et

G(l,5,5)(r, r′) =
−2

π


(Kl(µ1r

′)− 2Kl(µ1b)

(2− π)Il(µ1b)
Il(µ1r

′))Il(µ1r) pour 0 < r ≤ r′

(Kl(µ1r)−
2Kl(µ1b)

(2− π)Il(µ1b)
Il(µ1r))Il(µ1r

′) pour r′ ≤ r ≤ b

2.2.6 Région Mixte

1) Région 0 < r′ ≤ b ≤ r ≤ a :

G(l,2,5)(r, r′) = H3(µr)Z3(µ1r
′),

où
H3(µr) =

1

λ3(r′)− η3(r′)
[Yl(µr)− η3(r′)Jl(µr)],

et
Z3(µ1r

′) =
−2

π
Il(µ1r

′),

donc
G(l,2,5)(r, r′) =

−2

π(λ3(r′)− η3(r′))
[Yl(µr)− η3(r′)Jl(µr)]Il(µ1r

′),
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d’après la condition de Dirichlet de la fonction de Green au point r = b

G(l,2,5)(b, r′) |r′=b= G(l,5,5)(b, r′) |r′=b

alors

−2

π(λ3(b)− η3(b))
[Yl(µb)− η3(b)Jl(µb)]Il(µ1b) =

−2

π
[Kl(µ1b)− α1(b)Il(µ1b)]Il(µ1b) (2.72)

∂G(l,2,5)

∂r
(b, r′) |r′=b=

∂G(l,5,5)

∂r
(b, r′) |r′=b

ensuite

−2µ

π(λ3(b)− η3(b))
[Y ′l (µb)− η3(b)J ′l (µb)]Il(µ1b) =

−2µ1

π
[K ′l(µ1b)− α1(b)I ′l(µ1b)]Il(µ1b) (2.73)

on divise l’équation (2.72) par (2.73) on trouve :

Yl(µb)− η3(b)Jl(µb)

µ[Y ′l (µb)− η3(b)J ′l (µb)]
=

Kl(µ1b)− α1(b)Il(µ1b)

µ1[K ′l(µ1b)− α1(b)I ′l(µ1b)]

puis
µ1Yl(µb)[K

′
l(µ1b)− α1(b)I ′l(µ1b)]− η3(b)µ1Jl(µb)[K

′
l(µ1b)− α1(b)I ′l(µ1b)]

= µY ′l (µb)[Kl(µ1b)− α1(b)Il(µ1b)]− η3(b)µJ ′l (µb)[Kl(µ1b)− α1(b)Il(µ1b)]

d’où
η3(b) =

µ1Yl(µb)[K
′
l(µ1b)− α1(b)I ′l(µ1b)]− µY ′l (µb)[Kl(µ1b)− α1(b)Il(µ1b)]

µ1Jl(µb)[K ′l(µ1b)− α1(b)I ′l(µ1b)]− µJ ′l (µb)[Kl(µ1b)− α1(b)Il(µ1b)]

la substitution de α1(b) =
2Kl(µ1b)

(2− π)Il(µ1b)
dans η3(b) on trouve :

η3(b) =

µ1Yl(µb)[−πK ′l(µ1b)Il(µ1b)−
2

bµ1

] + µπY ′l (µb)Kl(µ1b)Il(µ1b)

µ1Jl(µb)[−πK ′l(µ1b)Il(µ1b)−
2

bµ1

] + µπJ ′l (µb)Kl(µ1b)Il(µ1b)
(2.74)

d’après l’équation (2.72) on a :

[Yl(µb)− η3(b)Jl(µb)] = (λ3(b)− η3(b))[(2− π)Kl(µ1b)Il(µ1b)− 2Kl(µ1b)Il(µ1b)]

ou bien
−πλ3(b)Kl(µ1b)Il(µ1b) = Yl(µb)− η3(b)[Jl(µb) + πKl(µ1b)Il(µ1b)]

ainsi

λ3(b) =
Yl(µb)− η3(b)[Jl(µb) + πKl(µ1b)Il(µ1b)]

−πKl(µ1b)Il(µ1b)
(2.75)

en substituant (2.74) dans (2.75) on obtient :

λ3(b) =

Yl(µb)[µ1Jl(µb)(−πK ′l(µ1b)Il(µ1b)−
2

bµ1

) + µπJ ′l (µb)Kl(µ1b)Il(µ1b)]

−πKl(µ1b)Il(µ1b)[µ1Jl(µb)(−πK ′l(µ1b)Il(µ1b)−
2

bµ1

) + µπJ ′l (µb)Kl(µ1b)Il(µ1b)]
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−
[Jl(µb) + πKl(µ1b)Il(µ1b)][µ1Yl(µb)(−πK ′l(µ1b)Il(µ1b)−

2

bµ1

) + µπY ′l (µb)Kl(µ1b)Il(µ1b)]

−πKl(µ1b)Il(µ1b)[µ1Jl(µb)(−πK ′l(µ1b)Il(µ1b)−
2

bµ1

) + µπJ ′l (µb)Kl(µ1b)Il(µ1b)]

=
−µ1πYl(µb)Jl(µb)K

′
l(µ1b)Il(µ1b)−

2

b
Yl(µb)Jl(µb) + µπYl(µb)J

′
l (µb)Kl(µ1b)Il(µ1b)

−πKl(µ1b)Il(µ1b)[µ1Jl(µb)(−πK ′l(µ1b)Il(µ1b)−
2

bµ1

) + µπJ ′l (µb)Kl(µ1b)Il(µ1b)]

+
µ1πYl(µb)Jl(µb)K

′
l(µ1b)Il(µ1b) +

2

b
Yl(µb)Jl(µb)− µπY ′l (µb)Jl(µb)Kl(µ1b)Il(µ1b)

−πKl(µ1b)Il(µ1b)[µ1Jl(µb)(−πK ′l(µ1b)Il(µ1b)−
2

bµ1

) + µπJ ′l (µb)Kl(µ1b)Il(µ1b)]

+

−πKl(µ1b)Il(µ1b)[µ1Yl(µb)(−πK ′l(µ1b)Il(µ1b)−
2

bµ1

) + µπY ′l (µb)Kl(µ1b)Il(µ1b)]

−πKl(µ1b)Il(µ1b)[µ1Jl(µb)(−πK ′l(µ1b)Il(µ1b)−
2

bµ1

) + µπJ ′l (µb)Kl(µ1b)Il(µ1b)]

=

Kl(µ1b)Il(µ1b)[−
2

b
− π[µ1Yl(µb)(−πK ′l(µ1b)Il(µ1b)−

2

bµ1

) + µπY ′l (µb)Kl(µ1b)Il(µ1b)]

−πKl(µ1b)Il(µ1b)[µ1Jl(µb)(−πK ′l(µ1b)Il(µ1b)−
2

bµ1

) + µπJ ′l (µb)Kl(µ1b)Il(µ1b)]

d’où

λ3(b) =

−2

b
− π[µ1Yl(µb)(−πK ′l(µ1b)Il(µ1b)−

2

bµ1

) + µπY ′l (µb)Kl(µ1b)Il(µ1b)]

−π[µ1Jl(µb)(−πK ′l(µ1b)Il(µ1b)−
2

bµ1

) + µπJ ′l (µb)Kl(µ1b)Il(µ1b)]

alors

G(l,2,5)(r, r′) = −b[µ1Jl(µb)(−πK ′l(µ1b)Il(µ1b)−
2

µ1b
) + µπJ ′l (µb)Kl(µ1b)Il(µ1b)][Yl(µr)

−
µ1Yl(µb)[−πK ′l(µ1b)Il(µ1b)−

2

bµ1

] + µπY ′l (µb)Kl(µ1b)Il(µ1b)

µ1Jl(µb)[−πK ′l(µ1b)Il(µ1b)−
2

µ1b
] + µπJ ′l (µb)Kl(µ1b)Il(µ1b)

Jl(µr)]Il(µ1r
′)

alors finalement

G(l,2,5)(r, r′) = −b[Yl(µr)(µ1Jl(µb)(−πK ′l(µ1b)Il(µ1b)−
2

µ1b
) + µπJ ′l (µb)Kl(µ1b)Il(µ1b))

−(µ1Yl(µb)[−πK ′l(µ1b)Il(µ1b)−
2

bµ1

] + µπY ′l (µb)Kl(µ1b)Il(µ1b))Jl(µr)]Il(µ1r
′).

Remarque 2.2.1 Pour la région 0 < r ≤ b ≤ r′ ≤ a un calcul similair au calcul précédent
conduit à la fonction de Green G(l,5,2)(r, r′).
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2.3 Section C : E < v0

2.3.1 Région (r > a) :

On a :
G(l,1,1)(r, r′) = −

{
Yl(kr)Jl(kr

′) pour a ≤ r ≤ r′

Yl(kr
′)Jl(kr) pour r′ ≤ r <∞ (2.76)

2.3.2 Région(b ≤ r ≤ a) :

D’après l’équation (2.19)
Posons µ′2 = −µ2 où µ2 = 2(E − v0) > 0 et µ′ = iµ et l = w, on a :

ψ1
′′ +

1

r
ψ1
′ + (µ′2 − l2

r2
)ψ1 = 0

ou bien
ψ1
′′ +

1

r
ψ1
′ + ((iµ)2 − l2

r2
)ψ1 = 0

alors
ψ1
′′ +

1

r
ψ1
′ − ((µ)2 +

l2

r2
)ψ1 = 0. (2.77)

L’équation (2.77) est l’équation du Bessel modifiée, qui admet deux solutions linéairement
indépendantes Il(µr) et Kl(µr).

Le cas b ≤ r′, r ≤ a :

D’après l’équation (2.77) la fonction de Green est donnée par :

G(l,3,3)(r, r′) =

{
E(r′)[Kl(µr)− δ2(r′)Il(µr)] pour b < r ≤ r′

F (r′)[Kl(µr)− γ2(r′)Il(µr)] pour r′ ≤ r ≤ a

où E,F, γ2, δ2 sont des fonctions de r′.
La continuité de la fonction de Green au point r = r′ donne

G(l,3,3)(r′+, r
′)−G(l,3,3)(r′−, r

′) = 0

donc
F (r′)[Kl(µr

′)− γ2(r′)Il(µr
′)]− E(r′)[Kl(µr

′)− δ2(r′)Il(µr
′)] = 0

ensuite

F (r′) =
E(r′)[Kl(µr

′)− δ2(r′)Il(µr
′)]

[Kl(µr′)− γ2(r′)Il(µr′)]
(2.78)

et la discontinuité de la dérivée première par rapport r de la fonction de Green au point r = r′

donne
∂G(l,3,3)

∂r
(r′+, r

′)− ∂G(l,3,3)

∂r
(r′−, r

′) =
2

πr′

ou
F (r′)[µK ′l(µr

′)− µγ2(r′)I ′l(µr
′)]− E(r′)[µK ′l(

′)− δ2(r′)I ′l(µr
′) =

2

πr′

puis

[F (r′)− E(r′)]K ′l(µr
′) + [−F (r′)γ2(r′) + E(r′)δ2(r′)]I ′l(µr

′) =
2

πµr′
(2.79)
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en substituant (2.78) dans (2.79) on obtient :

[(
E(r′)[Kl(µr

′)− δ2(r′)Il(µr
′)]

[Kl(µr′)− γ2(r′)Il(µr′)]
)− (

E(r′)[Kl(µr
′)− γ2(r′)Il(µr

′)]

Kl(µr′)− γ2(r′)Il(µr′)
]K ′l(µr

′)

+[−(
E(r′)[Kl(µr

′)− δ2(r′)Il(µr
′)]

[Kl(µr′)− γ2(r′)Il(µr′)]
γ2(r′)) + (

E(r′)[Kl(µr
′)− γ2(r′)Il(µr

′)]

Kl(µr′)− γ2(r′)Il(µr′)
δ2(r′)]I ′l(µr

′)

=
2

πµr′

ainsi
−E(r′)δ2(r′)K ′l(µr

′)Il(µr
′) + E(r′)γ2(r′)Il(µr

′)K ′l(µr
′)− E(r′)γ2(r′)I ′l(µr

′)Kl(µr
′)

[Kl(µr′)− γ2(r′)Il(µr′)]

+(
−E(r′)δ2(r′)Kl(µr

′)I ′l(µr
′)

[Kl(µr′)− γ2(r′)Il(µr′)]
=

2

πµr′

afin que

E(r′)δ2(r′)[Kl(µr
′)I ′l(µr

′)−K ′l(µr′)Il] + E(r′)γ2(r′)[Il(µr
′)K ′l(µr

′)− I ′l(µr′)Kl(µr
′)]

=
2

πµr′
[Kl(µr

′)− γ2(r′)Il(µr
′)] (2.80)

sachant que la wronskien est donné par

W (Il(µr
′), Kl(µr

′)) = Il(µr
′)K ′l(µr

′)− I ′l(µr′)Kl(µr
′)

=
−1

µr′
, (2.81)

et en substituant (2.81) dans (2.80) on obtient :

E(r′)δ2(r′)(
1

µr′
) + E(r′)γ2(r′)(

−1

µr′
) =

2

πµr′
[Kl(µr

′)− γ2(r′)Il(µr
′)]

d’où
−E(r′)(δ2(r′)− γ2(r′)) =

2

π
[Kl(µr

′)− γ2(r′)Il(µr
′)]

alors

E(r′) =
−2(Kl(µr

′)− γ2(r′)Il(µr
′))

π(γ2(r′)− δ1(r′))
, (2.82)

en substituant (2.82) dans (2.78) on obtient :

F (r′) =
−2(Kl(µr

′)− δ2(r′)Il(µr
′))

π(γ2(r′)− δ2(r′))
,

enfin

G(l,3,3)(r, r′) =
−2

π(γ2(r′)− δ2(r′))



(Kl(µr
′)− γ2(r′)Il(µr

′))×

(Kl(µr)− δ2(r′)Il(µr)) pour b < r ≤ r′

(Kl(µr
′)− δ2(r′)Il(µr

′))×

(Kl(µr)− γ2(r′)Il(µr)) pour r′ ≤ r ≤ a

(2.83)
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2.3.3 Région (0 < r ≤ b) :

On a :

G(l,5,5)(r, r′) =
−2

π

{
(Kl(µ1r

′)− α2(r′)Il(µ1r
′))Il(µ1r) pour 0 < r ≤ r′

(Kl(µ1r)− α2(r′)Il(µ1r))Il(µ1r
′) pour r′ ≤ r ≤ b

(2.84)

2.3.4 Calcul des coefficients γ2 et δ2
D’après la symétrie de la fonction de Green

γ2(a) = γ2(r) = γ2(r′),

et
δ2(a) = δ2(r) = δ2(r′).

Aussi, les conditions de Dirichlet-Neumann de la fonction de Green au point r = a

G(l,1,1)(a, r′) |r′=a= G(l,3,3)(a, r′) |r′=a

alors

−2

π(γ2(a)− δ2(a))
[Kl(µa)− γ2(a)Il(µa)][Kl(µa)− δ2(a)Il(µa)] = −Yl(ka)Jl(ka) (2.85)

et
∂

∂r
G(l,1,1)(a, r′) |r′=a=

∂

∂r
G(l,3,3)(a, r′) |r′=a

donc

−2µ

π(γ2(a)− δ2(a))
[K ′l(µa)− γ2(a)I ′l(µa)][Kl(µa)− δ2(a)Il(µa)] = −kY ′l (ka)Jl(ka) (2.86)

selon les équations (2.85) et (2.86) on a le systéme :
−2

π(γ2(a)− δ2(a))
[Kl(µa)− γ2(a)Il(µa)][Kl(µa)− δ2(a)Il(µa)] = −Yl(ka)Jl(ka) (a2)

−2µ

π(γ2(a)− δ2(a))
[K ′l(µa)− γ2(a)I ′l(µa)][Kl(µa)− δ2(a)Il(µa)] = −kY ′l (ka)Jl(ka) (b2)

on divise l’équation (a2) par (b2) on trouve

Yl(ka)

kY ′l (ka)
=

Kl(µa)− γ2(a)Il(µa)

µ[K ′l(µa)− γ2(a)I ′l(µa)]

ensuite

kY ′l (ka)Kl(µa)− kγ2(a)Y ′l (ka)Il(µa) = µK ′l(µa)Yl(ka)− µγ2(a)Yl(ka)I ′l(µa)

puis
γ2(a)(µYl(ka)I ′l(µa)− kY ′l (ka)Il(µa)) = µK ′l(µa)Yl(ka)− kY ′l (ka)Kl(µa)

d’où

γ2(a) =
µK ′l(µa)Yl(ka)− kY ′l (ka)Kl(µa)

µYl(ka)I ′l(µa)− kY ′l (ka)Il(µa)
. (2.87)
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D’après l’équation (2.85)

π(γ2(a)−δ2(a))Yl(ka)Jl(ka) = 2Kl(µa)[Kl(µa)−γ2(a)Il(µa)]−2δ2(a)Il(µa)[Kl(µa)−γ2(a)Il(µa)]

alors

δ2(a)[2Il(µa)Kl(µa)− 2γ2(a)I2
l (µa)− πYl(ka)Jl(ka)] = 2Kl(µa)[Kl(µa)− γ2(a)Il(µa)]

−πγ2(a)Yl(ka)Jl(ka)

afin que

δ2(a)[2Il(µa)Yl(µa)− 2γ2(a)I2
l (µa)− πYl(ka)Jl(ka)] = 2K2

l (µa)− 2γ2(a)Il(µa)Kl(µa)

−πγ2(a)Yl(ka)Jl(ka)

ainsi
δ2(a) =

2K2
l (µa)− γ2(a)[2Il(µa)Kl(µa) + πYl(ka)Jl(ka)]

2Il(µa)Kl(µa)− 2γ2(a)I2
l (µa)− πYl(ka)Jl(ka)

posons

δ2(a) =
U2(µ, a, k)

V2(µ, a, k)
(2.88)

telle que : 
U2 = 2K2

l (µa)− γ2(a)[2Il(µa)Kl(µa) + πYl(ka)Jl(ka)]

V2 = 2Il(µa)Kl(µa)− 2γ2(a)I2
l (µa)− πYl(ka)Jl(ka)

(2.89)

en substituant (2.87) dans (2.89) on obtient :

U2 = 2K2
l (µa)(µYl(ka)I ′l(µa)− kY ′l (ka)Il(µa))− (µK ′l(µa)Yl(ka)− kY ′l (ka)Kl(µa))

(2Il(µa)Kl(µa) + πYl(ka)Jl(ka))

V2 = (2Il(µa)Kl(µa)− πYl(ka)Jl(ka))(µYl(ka)I ′l(µa)− kY ′l (ka)Il(µa))− 2I2
l (µa)

(µK ′l(µa)Yl(ka)− kY ′l (ka)Kl(µa))

ensuite

U2 = 2µK2
l (µa)Yl(ka)I ′l(µa)− 2kK2

l (µa)Y ′l (ka)Il(µa)− 2µK ′l(µa)Yl(ka)Il(µa)Kl(µa)

+πkYl(ka)Jl(ka)Y ′l (ka)Kl(µa) + 2kK2
l (µa)Y ′l (ka)Il(µa)− πµK ′l(µa)Y 2

l (ka)Jl(ka)

V2 = 2µIl(µa)Kl(µa)Yl(ka)I ′l(µa)− 2kY ′l (ka)I2
l (µa)Kl(µa)− πµI ′l(µa)Y 2

l (ka)Jl(ka)

+kπY ′l (ka)Il(µa)Yl(ka)Jl(ka)− 2µK ′l(µa)Yl(ka)I2
l (µa) + 2kI2

l (µa)Y ′l (ka)Kl(µa)

puis

U2 = 2Kl(µa)Yl(ka)(µKl(µa)I ′l(µa)− µK ′l(µa)Il(µa))− πµK ′l(µa)Y 2
l (ka)Jl(ka)

+πkYl(ka)Jl(ka)Y ′l (ka)Kl(µa)

V2 = 2Il(µa)Yl(ka)(µI ′l(µa)Kl(µa)− µIl(µa)K ′l(µa)) + πkY ′l (ka)Il(µa)Yl(ka)Jl(ka)

−πµI ′l(µa)Y 2
l (ka)Jl(ka)

(2.90)
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sachant que la wronskien est donné par

W (Il(µa), Kl(µa)) = Il(µa)K ′l(µa)−Kl(µa)I ′l(µa)

=
−1

µa
, (2.91)

et en substituant (2.91) dans (2.90) on obtient :
U2 =

2

a
Kl(µa)Yl(ka) + πJl(ka)(−µK ′l(µa)Y 2

l (ka) + kYl(ka)Y ′l (ka)Kl(µa))

V2 =
2

a
Il(µa)Yl(ka) + πJl(ka)(kY ′l (ka)Il(µa)Yl(ka)− µI ′l(µa)Y 2

l (ka))

(2.92)

enfin, la substitution (2.92) dans (2.88) on obtient :

δ2(a) =
2Kl(µa) + πaJl(ka)(−µK ′l(µa)Yl(ka) + kY ′l (ka)Kl(µa))

2Il(µa) + πaJl(Ka)(+kY ′l (ka)Il(µa)− µI ′l(µa)Yl(ka))
, (2.93)

2.3.5 Calcul des coefficients α2

D’après la symétrie de la fonction de Green

α2(b) = α2(r) = α2(r′).

Aussi, les conditions de Dirichlet-Neumann de la fonction de Green au point r = b

G(l,3,3)(b, r′) |r′=b= G(l,5,5)(b, r′) |r′=b

donc
−2

π(γ2(b)− δ2(b))
[Kl(µb)− γ2(b)Il(µb)][Kl(µb)− δ2(b)Il(µb)]

=
−2

π
[Kl(µ1b)− α2(b)Il(µ1b)]Il(µ1b) (2.94)

et
∂

∂r
G(l,3,3)(b, r′) |r′=b=

∂

∂r
G(l,5,5)(b, r′) |r′=b

ensuite
−2µ

π(γ2(b)− δ2(b))
[Kl(µb)− γ2(b)Il(µb)][K

′
l(µb)− δ2(b)I ′l(µb)]

=
−2

π
µ1[K ′l(µ1b)− α2(b)I ′l(µ1b)]Il(µ1b) (2.95)

d’après les équations (2.94) et (2.95) on a le systéme :

−2

π(γ2(b)− δ2(b))
[Kl(µb)− γ2(b)Il(µb)][Kl(µb)− δ2(b)Il(µb)]

=
−2

π
[Kl(µ1b)− α2(b)Il(µ1b)]Il(µ1b) (c2)

−2µ

π(γ2(b)− δ2(b))
[Kl(µb)− γ2(b)Il(µb)][K

′
l(µb)− δ2(b)I ′l(µb)]

=
−2

π
µ1[K ′l(µ1b)− α2(b)I ′l(µ1b)]Il(µ1b) (d2)
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on divise l’équation (c2) par (d2) on trouve

Kl(µb)− δ2(b)Il(µb)

µ(K ′l(µb)− δ2(b)I ′l(µb))
=

Kl(µ1b)− α2(b)Il(µ1b)

µ1[K ′l(µ1b)− α2(b)I ′l(µ1b)]

donc
µKl(µ1b)(K

′
l(µb)− δ2(b)I ′l(µb))− µα2(b)Il(µ1b)(K

′
l(µb)− δ2(b)I ′l(µb))

= µ1K
′
l(µ1b)(Kl(µb)− δ2(b)Il(µb))− µ1α2(b)I ′l(µ1b)(Kl(µb)− δ2(b)Il(µb))

aussi
α2(b)(µIl(µ1b)(K

′
l(µb)− δ2(b)I ′l(µb))− µ1I

′
l(µ1b)(Kl(µb)− δ2(b)Jl(µb))

= µKl(µ1b)(K
′
l(µb)− δ2(b)I ′l(µb))− µ1K

′
l(µ1b)(Kl(µb)− δ2(b)Il(µb))

d’où
α2(b) =

µKl(µ1b)(K
′
l(µb)− δ2(b)I ′l(µb))− µ1K

′
l(µ1b)(Kl(µb)− δ2(b)Il(µb))

µIl(µ1b)(K ′l(µb)− δ2(b)I ′l(µb))− µ1I ′l(µ1b)(Kl(µb)− δ2(b)Il(µb)

alors

α2(b) =
(µKl(µ1b)K

′
l(µb)− µ1K

′
l(µ1b)(Kl(µb)) + δ2(b)(µ1K

′
l(µ1b)Il(µb)− µKl(µ1b)I

′
l(µb))

(µIl(µ1b)K ′l(µb)− µ1I ′l(µ1b)Kl(µb)) + δ2(b)(µ1Il(µb)I ′l(µ1b)− µIl(µ1b)I ′l(µb))

Posons

α2(b) =
Z2(µ1, µ, b)

W2(µ1, µ, b)
(2.96)

telle que
Z2 = (µKl(µ1b)K

′
l(µb)− µ1K

′
l(µ1b)(Kl(µb)) + δ2(b)(µ1K

′
l(µ1b)Il(µb)− µKl(µ1b)I

′
l(µb))

W2 = (µIl(µ1b)K
′
l(µb)− µ1I

′
l(µ1b)Kl(µb)) + δ2(b)(µ1Il(µb)I

′
l(µ1b)− µIl(µ1b)I

′
l(µb))

(2.97)

d’après le calcul précédent l’équation (2.93) devient

δ2(b) =
2Kl(µb) + πbIl(µ1b)(−µK ′l(µb)Kl(µ1b) + µ1Kl(µb)K

′
l(µ1b))

2Il(µb) + πbIl(µ1b)(+µ1K ′l(µ1b)Il(µb)− µI ′l(µb)Kl(µ1b))
(2.98)

en substituant (2.98) dans (2.97) on trouve :

Z2 = (µKl(µ1b)K
′
l(µb)− µ1K

′
l(µ1b)Kl(µb))(2Il(µb) + πbIl(µ1b)(+µ1K

′
l(µ1b)Il(µb)

−µI ′l(µb)Kl(µ1b))) + (µ1K
′
l(µ1b)Il(µb)− µKl(µ1b)I

′
l(µb))(2Kl(µb) + πbIl(µ1b)

(−µK ′l(µb)Kl(µ1b) + µ1Kl(µb)K
′
l(µ1b)))

W2 = (µIl(µ1b)K
′
l(µb)− µ1I

′
l(µ1b)Kl(µb))(2Il(µb) + πbIl(µ1b)(µ1K

′
l(µ1b)Il(µb)

−µI ′l(µb)Kl(µ1b))) + (µ1Il(µb)I
′
l(µ1b)− µIl(µ1b)I

′
l(µb))(2Kl(µb)

+πbIl(−µ1b)(µK
′
l(µb)Kl(µ1b) + µ1Kl(µb)K

′
l(µ1b)))
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donc

Z2 = 2Il(µb)(µKl(µ1b)K
′
l(µb)− µ1K

′
l(µ1b)Kl(µb)) + πbIl(µ1b)(µ1K

′
l(µ1b)Il(µb)

−µI ′l(µb)Kl(µ1b))(µKl(µ1b)K
′
l(µb)− µ1K

′
l(µ1b)Kl(µb)) + 2Kl(µb)(µ1K

′
l(µ1b)Il(µb)

−µKl(µ1b)I
′
l(µb)) + πbIl(µ1b)(−µK ′l(µb)Kl(µ1b) + µ1Kl(µb)K

′
l(µ1b))

(µ1K
′
l(µ1b)Il(µb)− µKl(µ1b)I

′
l(µb))

W2 = 2Il(µb)(µIl(µ1b)K
′
l(µb)− µ1I

′
l(µ1b)Kl(µb)) + πbIl(µ1b)(+µ1K

′
l(µ1b)Il(µb)

−µI ′l(µb)Kl(µ1b))(µIl(µ1b)K
′
l(µb)− µ1I

′
l(µ1b)Kl(µb)) + 2Kl(µb)(µ1Il(µb)I

′
l(µ1b)

−µIl(µ1b)I
′
l(µb)) + πbIl(µ1b)(−µK ′l(µb)Kl(µ1b) + µ1Kl(µb)K

′
l(µ1b))

(µ1Il(µb)I
′
l(µ1b)− µIl(µ1b)I

′
l(µb))

alors

Z2 = 2µKl(µ1b)K
′
l(µb)Il(µb)− 2µ1K

′
l(µ1b)Kl(µb)Il(µb) + 2µ1Kl(µb)Il(µb)K

′
l(µ1b)

−2µKl(µb)Kl(µ1b)I
′
l(µb)

W2 = 2µIl(µb)Il(µ1b)K
′
l(µb)− 2µ1I

′
l(µ1b)Kl(µb)Il(µb) + 2µ1Kl(µb)Il(µb)I

′
l(µ1b)

−2µKl(µb)Il(µ1b)I
′
l(µb) + πbIl(µ1b)(−µ2K ′l(µb)I

′
l(µb)Kl(µ1b)Il(µ1b)

+µµ1Kl(µb)I
′
l(µb)Kl(µ1b)I

′
l(µ1b) + µµ1K

′
l(µb)Il(µb)K

′
l(µ1b)Il(µ1b)

−µ2
1Kl(µb)Il(µb)K

′
l(µ1b)I

′
l(µ1b)− µµ1K

′
l(µb)Il(µb)Kl(µ1b)I

′
l(µ1b) + µ2K ′l(µb)I

′
l(µb)

Kl(µ1b)Il(µ1b) + µ2
1Kl(µb)Il(µb)K

′
l(µ1b)I

′
l(µ1b)− µµ1Kl(µb)I

′
l(µb)K

′
l(µ1b)Il(µ1b))

ou bien
Z2 = 2µKl(µ1b)(K

′
l(µb)Il(µb)−Kl(µb)I

′
l(µb))

W2 = 2µIl(µ1b)(K
′
l(µb)Il(µb)− I ′l(µb)Kl(µb)) + πbIl(µ1b)((K

′
l(µb)Il(µb)− I ′l(µb)

Kl(µb))µµ1K
′
l(µ1b)Il(µ1b) + (−K ′l(µb)Il(µb) + I ′l(µb)Kl(µb))µµ1I

′
l(µ1b)Kl(µ1b))

puis 
Z2 =

−2Kl(µ1b)

b

W2 =
−2Il(µ1b)

b
+ πµ1Il(µ1b)(I

′
l(µ1b)Kl(µ1b)−K ′l(µ1b)Il(µ1b))

ensuite 
Z2 =

−2Kl(µ1b)

b

W2 =
−2Il(µ1b)

b
+
πIl(µ1b)

b
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afin que 
Z2 =

−2Kl(µ1b)

b

W2 =
Il(µ1b)(π − 2)

b

(2.99)

alors, la substituant (2.99) dans (2.96) on obtient :

α2(b) =
2Kl(µ1b)

(2− π)Il(µ1b)

enfin, la substitution des expressions de α2(b), γ2(a) et δ2(a) dans les systèmes (2.76), (2.83) et
(2.84) respectivement, on trouve :

G(l,1,1)(r, r′) = −
{
Yl(kr)Jl(kr

′) pour a ≤ r ≤ r′

Yl(kr
′)Jl(kr) pour r′ ≤ r <∞

posons
T2 = γ2(a)− δ2(a)

=
µK ′l(µa)Yl(ka)− kY ′l (ka)Kl(µa)

µYl(ka)I ′l(µa)− kY ′l (ka)Il(µa)
− 2Kl(µa) + πaJl(ka)(−µK ′l(µa)Yl(ka) + kY ′l (ka)Kl(µa))

2Il(µa) + πaJl(ka)(+kY ′l (ka)Il(µa)− µI ′l(µa)Yl(ka))

=
−2Yl(ka)

aπ(µYl(ka)I ′l(µa)− kY ′l (ka)Il(µa))(2Il(µa) + πaJl(ka)(−kY ′l (ka)Il(µa) + µI ′l(µa)Yl(ka)))

telle que :

G(l,3,3)(r, r′) =
−2

πT2



(Kl(µr)−

2Kl(µa) + πaJl(ka)(−µK ′l(µa)Yl(ka) + kY ′l (ka)Kl(µa))

2Il(µa) + πaJl(ka)(+kY ′l (ka)Il(µa)− µI ′l(µa)Yl(ka))
×

Il(µr))(Kl(µr
′)− µK ′l(µa)Yl(ka)− kY ′l (ka)Kl(µa)

µYl(ka)I ′l(µa)− kY ′l (ka)Il(µa)
Il(µr

′))

pour b < r ≤ r′

(Kl(µr
′)−

2Kl(µa) + πaJl(ka)(−µK ′l(µa)Yl(ka) + kY ′l (ka)Kl(µa))

2Il(µa) + πaJl(ka)(+kY ′l (ka)Il(µa)− µI ′l(µa)Yl(ka))
×

Il(µr
′))(Kl(µr)−

µK ′l(µa)Yl(ka)− kY ′l (ka)Kl(µa)

µYl(ka)I ′l(µa)− kY ′l (ka)Il(µa)
Il(µr))

pour r′ ≤ r ≤ a

et

G(l,5,5)(r, r′) =
−2

π


(Kl(µ1r

′)− 2Kl(µ1b)

(2− π)Il(µ1b)
Il(µ1r

′))Il(µ1r) pour 0 < r ≤ r′

(Kl(µ1r)−
2Kl(µ1b)

(2− π)Il(µ1b)
Il(µ1r))Il(µ1r

′) pour r′ ≤ r ≤ b
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2.3.6 Région Mixte

1) Région b ≤ r ≤ a ≤ r′ :

G(l,3,1)(r, r′) = H4(µr)Z4(µ1r
′),

où
H4(µr) =

−2

π(λ4(r′)− η4(r′))
[Kl(µr)− λ4(r′)Il(µr)],

et
Z4(µ1r

′) = −Jl(kr′),

alors
G(l,3,1)(a, r′) =

2

π(λ4(r′)− η4(r′))
[Kl(µr)− λ4(r′)Il(µr)]Jl(kr

′),

d’après le condition de Dirichlet de la fonction de Green au point r = a

G(l,3,1)(a, r′) |r′=a= G(l,1,1)(a, r′) |r′=a

donc

2

π(λ4(a)− η4(a))
[Kl(µa)− λ4(a)Il(µa)]Jl(ka) = −Yl(ka)Jl(ka) (2.100)

∂G(l,3,1)

∂r
(a, r′) |r′=a=

∂G(l,1,1)

∂r
(a, r′) |r′=a=

ensuite

2µ

π(λ4(a)− η4(a))
[K ′l(µa)− λ4(a)I ′l(µa)]Jl(ka) = −kY ′l (ka)Jl(ka) (2.101)

on divise l’équation (2.100) par (2.101) on trouve :

Kl(µa)− λ4(a)Il(µa)

µ[K ′l(µa)− λ4(a)I ′l(µa)]
=

Yl(ka)

kY ′l (ka)

ainsi

kY ′l (ka)Kl(µa)− kλ4(a)Il(µa)Y ′l (ka) = µK ′l(µa)Yl(ka)− µλ4(a)I ′l(µa)Yl(ka)

puis
kY ′l (ka)Kl(µa)− µK ′l(µa)Yl(ka) = λ4(a)[kIl(µa)Y ′l (ka)− µI ′l(µa)Yl(ka)]

d’où

λ4(a) =
kY ′l (ka)Kl(µa)− µK ′l(µa)Yl(ka)

kIl(µa)Y ′l (ka)− µI ′l(µa)Yl(ka)
(2.102)

d’après l’équation (2.100)

2Kl(µa)− 2λ4(a)Il(µa) = −πλ4(a)Yl(ka) + πη4(a)Yl(ka)

ou bien

η4(a) =
2Kl(µa) + λ4(a)[−2Il(µa) + πYl(ka)]

πYl(ka)
(2.103)
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en substituant (2.102) dans (2.103) on obtient :

η4(a) =
2Kl(µa)[kIl(µa)Y ′l (ka)− µI ′l(µa)Yl(ka)]

πYl(ka)[kIl(µa)Y ′l (ka)− µI ′l(µa)Yl(ka)]

+
[−2Il(µa) + πYl(ka)][kY ′l (ka)Kl(µa)− µK ′l(µa)Yl(ka)]

πYl(ka)[kIl(µa)Y ′l (ka)− µI ′l(µa)Yl(ka)]

afin que

η4(a) =
2kKl(µa)Il(µa)Y ′l (ka)− 2µKl(µa)I ′l(µa)Yl(ka)− 2kKl(µa)Il(µa)Y ′l (ka)

πYl(ka)[kIl(µa)Y ′l (ka)− µI ′l(µa)Yl(ka)]

+
2µK ′l(µa)Il(µa)Yl(ka) + kπKl(µa)Y ′l (ka)Yl(ka)− πµK ′l(µa)Y 2

l (ka))

πYl(ka)[kIl(µa)Y ′l (ka)− µI ′l(µa)Yl(ka)]

alors

η4(a) =
Yl(ka)(kπKl(µa)Y ′l (ka)− 2

a
− πµK ′l(µa)Yl(ka))

πYl(ka)[kIl(µa)Y ′l (ka)− µI ′l(µa)Yl(ka)]

d’où

η4(a) =
(kπKl(µa)Y ′l (ka)− 2

a
− πµK ′l(µa)Yl(ka))

π[kIl(µa)Y ′l (ka)− µI ′l(µa)Yl(ka)]

ou
G(l,3,1)(r, r′) = a(kIl(µa)Y ′l (ka)− µI ′l(µa)Yl(ka))[Kl(µr)

−kY
′
l (ka)Kl(µa)− µK ′l(µa)Yl(ka)

kIl(µa)Y ′l (ka)− µI ′l(µa)Yl(ka)
Il(µr)]Jl(kr)

finalement
G(l,3,1)(r, r′) = a[Kl(µr)(kIl(µa)Y ′l (ka)− µI ′l(µa)Yl(ka))

−(kY ′l (ka)Kl(µa)− µK ′l(µa)Yl(ka))Il(µr)]Jl(kr).

Remarque 2.3.1 Pour la région b ≤ r′ ≤ a ≤ r un calcul identique au précédent conduit à la
fonction de Green G(l,1,3)(r, r′).

2) Région 0 < r′ ≤ b ≤ r ≤ a :

G(l,3,5)(r, r′) = H5(µr)Z5(µ1r
′),

où
H5(µr) =

−2

π(λ5(r′)− η5(r′))
[Kl(µr)− η5(r′)Il(µr)],

et
Z5(µ1r

′) =
−2

π
Il(µ1r

′),

donc
G(l,3,5)(r, r′) =

4

π2(λ7(r′)− η5(r′))
[Kl(µr)− η5(r′)Il(µr)]Il(µ1r

′),

d’après la condition de Dirichlet de la fonction de Green au point r = b

G(l,3,5)(b, r′) |r′=b= G(l,5,5)(b, r′) |r′=b
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ensuite

4

π2(λ5(b)− η5(b))
[Kl(µb)− η5(b)Il(µb)]Il(µ1b) =

−2

π
[Kl(µ1b)− α2(b)Il(µ1b)]Il(µ1b) (2.104)

∂G(l,3,5)

∂r
(b, r′) |r′=b=

∂G(l,5,5)

∂r
(b, r′) |r′=b

alors

4µ

π2(λ5(b)− η5(b))
[K ′l(µb)− η5(b)I ′l(µb)]Il(µ1b) =

−2µ1

π
[K ′l(µ1b)− α2(b)I ′l(µ1b)]Il(µ1b)(2.105)

on divise l’équation (2.104) par (2.105) on trouve :

Kl(µb)− η5(b)Il(µb)

µ[K ′l(µb)− η5(b)I ′l(µb)]
=

Kl(µ1b)− α2(b)Il(µ1b)]

µ1[K ′l(µ1b)− α2b)I ′l(µ1b)]

puis
µ1Kl(µb)[K

′
l(µ1b)− α2(b)I ′l(µ1b)]− η5(b)µ1Il(µb)[K

′
l(µ1b)− α2(b)I ′l(µ1b)] =

µK ′l(µb)[Kl(µ1b)− α2(b)Il(µ1b)]− µη5(b)I ′l(µb)[Kl(µ1b)− α2(b)Il(µ1b)]

afin que

µ1Kl(µb)[K
′
l(µ1b)− α2(b)I ′l(µ1b)]− µK ′l(µb)[Kl(µ1b)− α2(b)Il(µ1b)] =

η5(b)[µ1Il(µb)[K
′
l(µ1b)− α2(b)I ′l(µ1b)]− µI ′l(µb)[Kl(µ1b)− α2(b)Il(µ1b)]]

d’où
η5(b) =

µ1Kl(µb)[K
′
l(µ1b)− α2(b)I ′l(µ1b)]− µK ′l(µb)[Kl(µ1b)− α2(b)Il(µ1b)]

µ1Il(µb)[K ′l(µ1b)− α2(b)I ′l(µ1b)]− µI ′l(µb)[Kl(µ1b)− α2(b)Il(µ1b)]

la substitution de α2(b) =
2Kl(µ1b)

(2− π)Il(µ1b)
dans η5(b) on trouve :

η5(b) =

µ1Kl(µb)[−πK ′l(µ1b)Il(µ1b)−
2

bµ1

] + µπK ′l(µb)Kl(µ1b)Il(µ1b)

µ1Il(µb)[−πK ′l(µ1b)Il(µ1b)−
2

bµ1

] + µπI ′l(µb)Kl(µ1b)Il(µ1b)
(2.106)

d’après l’équation (2.104) on a :

2[Kl(µb)− η5(b)Il(µb)] = −π(λ5(b)− η5(b))[(2− π)Kl(µ1b)Il(µ1b)− 2Kl(µ1b)Il(µ1b)]

ainsi
−π2λ5(b)Kl(µ1b)Il(µ1b) = −2Kl(µb)− η5(b)[−2Il(µb) + π2Kl(µ1b)Il(µ1b)]

donc

λ5(b) =
2Kl(µb) + η5(b)[−2Il(µb) + π2Kl(µ1b)Il(µ1b)]

π2Kl(µ1b)Il(µ1b)
(2.107)

en substituant (2.106) dans (2.107) on obtient :

λ5(b) =

2Kl(µb)(µ1Il(µb)[−πK ′l(µ1b)Il(µ1b)−
2

bµ1

] + µπI ′l(µb)Kl(µ1b)Il(µ1b))

π2Kl(µ1b)Il(µ1b)(µ1Il(µb)[−πK ′l(µ1b)Il(µ1b)−
2

bµ1

] + µπI ′l(µb)Kl(µ1b)Il(µ1b))
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+

[−2Il(µb) + π2Kl(µ1b)Il(µ1b)][µ1Kl(µb)(−πK ′l(µ1b)Il(µ1b)−
2

bµ1

) + µπK ′l(µb)Kl(µ1b)Il(µ1b)]

π2Kl(µ1b)Il(µ1b)[µ1Il(µb)(−πK ′l(µ1b)Il(µ1b)−
2

bµ1

] + µπI ′l(µb)Kl(µ1b)Il(µ1b))

=
−2µ1πKl(µb)Il(µb)K

′
l(µ1b)Il(µ1b)−

4

b
Kl(µb)Il(µb) + 2µπKl(µb)I

′
l(µb)Kl(µ1b)Il(µ1b)

π2Kl(µ1b)Il(µ1b)[µ1Il(µb)(−πK ′l(µ1b)Il(µ1b)−
2

bµ1

] + µπI ′l(µb)Kl(µ1b)Il(µ1b))

+
2µ1πKl(µb)Il(µb)K

′
l(µ1b)Il(µ1b) +

4

b
Kl(µb)Il(µb)− 2µπK ′l(µb)Il(µb)Kl(µ1b)Il(µ1b)

π2Kl(µ1b)Il(µ1b)[µ1Il(µb)(−πK ′l(µ1b)Il(µ1b)−
2

bµ1

] + µπI ′l(µb)Kl(µ1b)Il(µ1b))

+

π2Kl(µ1b)Il(µ1b)[µ1Kl(µb)(−πK ′l(µ1b)Il(µ1b)−
2

bµ1

) + µπK ′l(µb)Kl(µ1b)Il(µ1b)]

π2Kl(µ1b)Il(µ1b)[µ1Il(µb)(−πK ′l(µ1b)Il(µ1b)−
2

bµ1

] + µπI ′l(µb)Kl(µ1b)Il(µ1b))

=

πKl(µ1b)Il(µ1b)(
2

b
+ π[µ1Kl(µb)(−πK ′l(µ1b)Il(µ1b)−

2

bµ1

) + µπK ′l(µb)Kl(µ1b)Il(µ1b)]

π2Kl(µ1b)Il(µ1b)[µ1Il(µb)(−πK ′l(µ1b)Il(µ1b) +
2

bµ1

]− µπI ′l(µb)Kl(µ1b)Il(µ1b))

d’où

λ5(b) =

2

b
+ π[µ1Kl(µb)(−πK ′l(µ1b)Il(µ1b)−

2

bµ1

) + µπK ′l(µb)Kl(µ1b)Il(µ1b)]

π[µ1Il(µb)(−πK ′l(µ1b)Il(µ1b)−
2

bµ1

) + µπI ′l(µb)Kl(µ1b)Il(µ1b)]

alors

G(l,3,5)(r, r′) =
2b

π
[µ1Il(µb)(−πK ′l(µ1b)Il(µ1b)−

2

µ1b
) + µπI ′l(µb)Kl(µ1b)Il(µ1b)][Kl(µr)

−
µ1Kl(µb)(−πK ′l(µ1b)Il(µ1b)−

2

bµ1

) + µπK ′l(µb)Kl(µ1b)Il(µ1b)

µ1Il(µb)(−πK ′l(µ1b)Il(µ1b)−
2

µ1b
) + µπI ′l(µb)Kl(µ1b)Il(µ1b)

Il(µr)]Il(µ1r
′)

enfin

G(l,3,5)(r, r′) =
2b

π
[Kl(µr)(µ1Il(µb)(−πK ′l(µ1b)Il(µ1b)−

2

µ1b
) + µπI ′l(µb)Kl(µ1b)Il(µ1b))

−(µ1Kl(µb)(−πK ′l(µ1b)Il(µ1b)−
2

bµ1

) + µπK ′l(µb)Kl(µ1b)Il(µ1b))Il(µr)]Il(µ1r
′).

Remarque 2.3.2 Dans la région 0 < r ≤ b ≤ r′ ≤ a un calcul similaire au précédent done la
fonction de Green G(l,5,3)(r, r′).
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Conclusion générale

Notre travail a porté sur la recherche de la fonction de Green pour le problème d’un potentiel
continu par morceaux sur des régions à symétrie circulaire. En fait, c’est un potentiel multi-sauts
sur ces régions. L’équation traitée est celle de Schrödinger. Nous avons utilisé la continuité de
la fonction de Green et de sa dérivée sur les frontières entre les différentes régions pour trouver
la solution. Les conditions aux limites utilisées sont souvent adaptées aux problèmes qu’on
rencontre en mécanique quantique dans les problèmes de diffusion et aussi, pour les spectres
discrets. Ce genre de problème, peut être étendu à un espace à N dimensions et aussi, à des
potentiels non nécessairement constants par morceaux.
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