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Introduction générale

La mathématique constitue un outil essentiel pour trouver des solutions de quelques pro-
blémes de mathématiques et de physique mathématique. Les problémes & deux dimensions
jouent un role important dans différents problémes de la physique mathématique. Cependant,
la quasi-totalité des problémes réels nécessitent un traitement numérique. Trés peu de situation
pratique ouvre une voie un traitement analytique exact. Ces situations sont celles ot le probléme
en question, est doué de symétrie de révolution. Dans ce cas précis, I’équation de Schrédinger
est séparable et de plus, on peut la résoudre dans chaque région (sous forme de disque ou bien
couronne) ou le potentiel a la méme forme (constant ou bien fonction de la variable r). La
méthode de la fonction de Green est bien adaptée a ce genre de probléme. Ces fonctions sont
introduites par George Green en 1828 pour les besoins de 'électromagnétisme, utilisées par
Neumann dans sa théorie du potentiel Newtonien et par Helmholtz en acoustique. Elles sont
aussi un outil puissant en théorie quantique des champs aprés que Feynman les a popularisées
sous le nom de propagateur dans sa formulation en intégrale de chemin de 1’électrodynamique
quantique.

Au premiér chapitre, nous définissons tout d’abord la notion d’équation différentielle linéaire
homogeéne (définitions, théorémes). Ensuite, nous avons développé la théorie de la construction
de la fonction de Green pour une équation différentielle ordinaire en appuyant la théorie par
quelques exemples. Finalement, nous avons donné un apercu sur le probléme auto-adjoint, ainsi
que les fonctions de Bessel et leurs propriétés.

Au deuxiéme chapitre, nous avons construit la fonction de Green relative a I’équation de
Schrodinger indépendante du temps dans l'espace a deux dimensions. Pour cela, nous avons
la continuité de la fonction de Green et de sa dérivée au bord des régions que nous avons
considérées. Le probléme étudié, concerne 1’étude d’une particule quantique qui se déplace
dans un potentiel axe-symétrique en dimension 2. Nous avons supposé que le potentiel V(r)
soit constant par morceaux sur les différentes régions (que nous avons considérées des disques
et couronnes). Tous les résultats trouvés, sont basés, comme il est attendu dans ce genre de
probléme, sont exprimés a l’aide des fonctions de Bessel. On termine notre mémoire par une
conclusion générale.



Chapitre 1

Notions de base

1.1  Equation différentielle linéaire homogéne d’ordre n
Considérons une équation différentielle linéaire homogéne d’ordre n
Y™+ ay™ Y+ au_y = 0. (1.1)

On suppose que aq, as, ..., a,_1 sont des constantes. Avant d’indiquer une méthode de réso-
lution de I’équation (1.1), nous donnerons deux définitions qui nous seront utiles par la suite.

1.1.1 Définitions

1. Sion a pour tous les z du segment [a, b] I’égalité

on(z) = Aro1(x) + Agpa () + ... + Ap1pn-1(),

ou Ay, Asg, ..., A,—1 sont des constantes non nulles, on dit que ¢, (x) est une combinaison
linéaire des fonctions ¢1(x), pa2(2), ..., pn_1(2).

2. Les n — 1 fonctions ¢1(z), ¢2(x), ..., on_1(x) sont dites linéairement indépendantes si au-
cune d’elles ne peut étre représentée comme combinaison linéaire des autres. |6]

Remarque 1.1.1 I résulte de ces définitions que si les fonctions @i(x), po(z)..., pn(z) sont
linéairement dépendantes, il existe alors des constantes Cy,Cy, ..., C, ne sont pas toutes nulles
et telles que l'on a, quel que soit x pris sur le segment |a, b],

Cro1(x) + Copa(x) + ... + Crpn(z) # 0.

Passons maintenant a la solution de ’équation (1.1), on a pour cette équation le théoréme
sutvant :

1.1.2 Théorémes

Si les fonctions y1, ¥, ..., Y, sont des solutions linéairement indépendantes de 1’équation (1.1),
sa solution générale est de la forme :

y = Ciy1 + Coyp + ... + Cryy,

ou C4, (s, ..., C, sont des constantes arbitraires.
Si les coefficients de 1’équation (1.1) sont constants, on trouve la solution générale tout
comme pour 1’équation du second ordre.



1. On forme I'équation caractéristique
E" + a k"t + axk™ 2+ ...+ a, = 0.

2. On trouve les racines de ’équation caractéristique kq, ks, ..., k.

3. Suivant le caractére des racines, on écrit les solutions particuliéres linéairement indépen-
dantes en partant de ce qui suit :
(a) Il correspond & toute racine réelle simple k& une solution particuliére e**.

(b) I correspond & toute couple de racines complexes conjuguées simples k") = o 4 i3
et k® = o — if deux solutions particuliéres e**cosfBz et e**sinf.

(¢) Tl correspond & toute racine réelle k& d’ordre de multiplicité r autant de solutions
particuliéres linéairement indépendantes

eke gk . am ek,

(d) Il correspond a tout couple de racines complexes conjuguées kD = o +ip,
k? = a —if3, d’ordre de multiplicité j, 2u solutions particuliéres :
e““cosPx, re®Ccospr, ..., x' e cosPx,
e sinfx, re““sinf, ..., xt e sinfr.

Le nombre de ces solutions est égal au degré de I’équation caractéristique (qui est aussi
I'ordre de I’équation différentielle proposée).

4. Ayant trouvé n solutions linéairement indépendantes i, s, ..., y,, on écrit la solution
générale de ’équation différentielle proposée sous la forme :

y = Ciy1 + Coy + ... + Cryy,

ou Cy,Cy, ..., C, sont des constantes arbitraires. [6]

1.2 Construction de la fonction de Green pour les équa-
tions différentielles ordinaires d’ordre n

Les fonctions de Green interviennent dans la résolution de certaines équations différentielles.
Nous considérons le cas particuliérement important pour la physique, des équations différen-
tielles du second ordre, et nous commencons par 1’équation différentielle linéaire homogéne
d’ordre n.

Soit I’équation différentielle d’ordre n

Lly] = po(z)y™ + p1(z)y™ ™ + ... + pa(z)y = 0, (1.2)

ou les fonctions po(z),p1(z), ..., pn(z) sont continues sur [a,b], po(xz) # 0, sur [a,b] avec les
conditions aux limites

Vi(y) = agy(a) + ak(l)y’(a) + ...+ oz,(en_l)y”_l(a) + Bry(b) + 5k(1)y'(b) + ..
+B0 V() =0, (k=1,2,...,n), (1.3)

les formes linéaires Vi, Vs, ..., V,, en y(a),y'(a),...,y" ' (a),y(b),y (D), ...,y (b) étant linéaire-
ment indépendantes.
Supposons que le probléme aux limites homogéne (1.2)-(1.3) admet la seule solution triviale

y(z) =0.



1.2.1 Deéfinition de la fonction de Green

On appelle fonction de Green (ou fonction d’'influence) du probléme aux limites (1.2)-(1.3)
la fonction G(x, &) construite pour tout point &, a < £ < b. Cette fonction jouit des 4 propriétés
suivantes [3] :

1. G(x,&) est continue et posséde des dérivées continues par rapport a « jusqu’a 'ordre (n-2)

inclus pour a < x < b.

2. Sa (n-1)-iéme dérivée par rapport a x présente au point x = £ une discontinuité de

premiére espéce, le saut ayant la valeur @, ie

OnVG (x,€) O DG(x,€) 1
TR e T ey 0 =

3. Dans chacun des intervalles [a, &) et (€, b] la fonction G(z,€) considérée comme une fonc-
tion de x est solution de I’équation (1.2) :

LIG] =0.
4. G(z,€) vérifie les conditions aux limites (1.3) :

Vi(G)=0 (k=1,2,...,n).

1.2.2 Théoréme d’unicité

Théoréme 1.2.1 Si le probleme aux limites (1.2)-(1.3) n’a pas de solution que la solution
triviale y(x) = 0, opérateur L a une fonction de Green G(x,&) et une seule. [3]

Preuve. Soient y;(z),y2(x), ..., yn(z) les solutions linéairement indépendantes de I’équation
Lly] = 0. D’apreés la propriété (c), sur les intervalles [a, &) et (€, b] la fonction cherchée G(z, &)
doit étre de la forme :

Gz, &) = a1y1 () + agye () + ... + apyn(z) pour a <z <E
O (@) + baya(x) + o+ bpyn () pour £ <z <b

avec ay,ds, ..., Gy, by, ba, ..., b, sont des fonctions de &. En vertu de la continuité au point x = &
de la fonction G(z, &) et de ses premiéres (n — 2) dérivées par rapport a x, nous avons

[b1y1(§) +.o+ bnyn(g)] - [a1y1<€) +..+ anyn(gﬂ =0,

[0191(8) + .. + by (§)] — [y (§) + - 4+ any, (§)] = 0,

B2 (€) + oo+ by 2(E)] — [y P (E) + o+ anyD(E)] = 0.

Et la condition (c) s’écrit

By () + o b I (E)] — [y V(O + ot anyP ()] = —

Posons Cy(&) = bi(§) — ar(€) (k=1,2,....,n).



I1 vient le systéme des équations linéaires par rapport a C(§) :

( C1y1(§) + Coya(§) + ... + Cryn(§) = 0
Cry1(§) + Cays(§) + .. + Cryp(§) = 0

Cuy" (&) + Cot" (€ + .+ Caplt P (€) = (1) (1.4)

\ Crot" V() + Cops" V() + o+ Coy V(€)= n®

Le déterminant du systéme (1.4) est égal a la valeur en x = & du wronskien W (y1,ya, ..., Yn),
il n’est donc pas nul.

Aussi, le systéme (1.4) détermine-t-il de fagon unique les fonctions Cy(§) (kK =1,2,...,n).

Déterminons les fonctions ax(€) et by(£) moyennant les conditions aux limites (1.3).

Notons Vi (y) sous la forme :

Vi(y) = Ar(y) — Br(y), (1.5)

ol

Ap(y) = agy(a) + a,gl)y’(a) .+ a,g”_l)y"’l(a),

Bi(y) = Bry(b) + By (0) + ..+ By (b).
En vertu des conditions (d) nous obtenons alors
Vi(G) = a1 Ak(y1) + a2 Ak(y2) + ... + anAx(yn) + b1 Br(y1) + b2 Bi(y2) + ... + bp Bi(yn) = 0,
(k=1,2,...,n).

Compte tenu de ay = by, — Cj, nous avons

(bl —C’l)Ak(yl)—l—(bg—C’g)Ak(yQ)—i-—|—(bn—C’n)Ak(yn)+blBk(y1)+bgBk(y2)++ank(yn) = O,

(k=1,2,...,n).
D’ot, en vertu de (1.5)

b1Vi(y1) + b2Vie(y2) + - + 0uVi(yn) = CrAk(y1) + CoAr(y2) + ... + CrAi(yn), (1.6)
(k=1,2,...,n).
Notons que le systéme (1.6) est linéaire en by, bs, ..., b,. Son déterminant est :
Vi(yr) Vi(y) Vi(yn)
o | Vo) Vz(_y2) Va(yn) L0
Valyr) Valy2) -+ Valya)

étant donné I’hypothése de 'indépendance linéaire des formes Vi, V5, ..., V,,. Ainsi, le systéme
d’équation (1.6) admet une solution unique en by (&), ba(§), ..., b, (€), et comme ax(§) = br(&) —
Cr(§), les quantités ag(€) (k= 1,2,...,n) sont également définies de fagon unique. m

Exemple 1.2.1 Construisons la fonction de Green pour l’équation :

avec les conditions aux limites



Toutes les solutions sont de la forme y(x) = ax® + bx + ¢, elles vérifient les conditions si

a=b=c=0.
Soit

Gz, €) = a1 ()z? + b1(&)x + 1 (€) pour 0 <z <&
z,§) = as(&)x? + ba(&)r + c2(€) pour £ < x < 1.

D’apres les propriétés de définition de G :

1. G(x,&) est continue au point x =&, on a :
G(£,8) =G, 9)

c’est-a-dire :
a1(£)€% + b1 ()€ + c1(€) = aa(§)E” + ba(E)€ + (€)

ou bien

(a1(€) — a2(€))€% + (b1(€) = b2(€)E + (e1(€) — c2(§) = 0

2. 827?(95, €) est discontinue au point x =& :

)
0*G 0°G
€0 - 559 =1
donc
2a2(§) — 2a1(§) =1
ensuite

€~ m(€) = 5.

3. Les propriétés de la fonction de Green entrainent

61(5) =0
bl(f) =0
ca(§) + az(§) + b2(§) =0
2a5(§) +02(§) =0

Soit maintenant

ca(§) = aa(§)
ba(§) = —2as(§)

La substitution de (1.9) et (1.8) de l’équation (1.7) donne :

{ c1(§) =bi(§) =0

SE + 20a(0)6 — an(€) = 0

afin que 2
l6) =~ )
aussi 1 .
@(®)=—5 - 226 — 1)
Pl8) = (2;—2 1)

6

(1.7)



Enfin

1 &
___> 4 pour 0 <z <¢
G(e,€) = P I
22 + x — pour £ < x < 1.

C2026-1) (26-1)  2(2¢-1)

1.3 Cas des équations différentielles du second ordre
Soient py, p1, pe trois fonctions continues sur |a, b

L(y) = po(x)y" + pr(2)y’ + pa(2)y = 0, (1.10)

Boy(a) + By’ (a) + Bay(b) + Bsy'(b) = 0.

On construit la fonction de Green de sur la base de deux solutions non proportionnelles 1,
et yo de (1.10) de la fagon suivant :
Il existe donc pour chaque £ des réels a(€), b(€), ¢(&) et d(§), tels que [3] :

[ al@ni(e) + b(E(e)  pour x clag]
G@a‘{c@m@ww@mu> pour = ¢é, b

Exemple 1.3.1 Construisons la fonction de Green pour l’équation :
d*y
dx?

{ agy(a) + ary'(a) + agy(b) + asy’(b) =0

=0,

avec les conditions aux limites
y(0) = 0,y(1) = 0.
Toutes les solutions sont de la forme y(x) = ax + b, elles vérifient les conditions si a =

0 et b=0.
Soit

[ a(©rth(€) pour0<z<é
G“f*‘{é@n+£@ pour £ <z < 1

D’aprés les propriétés de définition de G :
1. G(x,€) est continue au point v =&, on a :
G(£,8) =G, 9)

c’est-a-dire :

a1(§)€ + b1(§) = az(§)€ + b2(€)

alors
(a2(€) — a1 (€))¢ + (b2(&) — b1(8) = 0. (1.11)
2. 98(x,€) est discontinue au point v = £ :
(€9 - 2,6 =1
doi
a(6) - (&) = 1. (1.12)



GO0,6)=0 = b(€)=0 (1.13)

GLE =0 = ax(€) + ba(E) = 0. (1.14)

La substitution de (1.12) et (1.18) dans l’équation (1.11) donne :

§+b2(8) =0
donc
(€)= €. (1.15)
La substitution de (1.15) dans l’équation (1.14) donne :
ax(§) =& =0
alors
a(§) = & (1.16)
La substitution de (1.16) et dans l’équation (1.12) donne :
—a(§) +&=1
puLs
a(§) =& — 1L
Finalement

[ aE-1) si x €]0;¢]
G(z, &) = { E(x—1) st ze€lél]

Exemple 1.3.2 Construisons la fonction de Green pour l’équation
y'+y=0, (1.17)
avec les condition aux limites

y(0) =y(5) =0 (1.18)

Toute solution de (1.17) est de la forme y(z) = acosx + bsinx, pour que y vérifie (1.18) il
faut a =0 et b= 0, il existe donc une fonction de Green :

ai(&)cosx + by (§)sinx si x €)0;¢]
Gl €) = as(&)cosx + by(€)sinx si x €]§; g[

D’apres les propriétés de définition de G :
(a) G est continue au point x =&, on a
G(E7.8) =G,

c’est-a-dire :
a1(§)cos§ + b1 (§)sing = as(§)cosé + by(§)sing

ou

(a1(§) — a2(&))cos + (b1(§) — b2(§))sing = 0. (1.19)



(b) (&) est discontinue au point v = & :

5a
€9 - a6 =1
alors
—(a1(§) — az(§))sing + (b1(§) — b2(§))cosE = —1. (1.20)
(c)
G(0,6) =0 = a(f)= (1.21)
(ﬂg@)zo = Dy(€) = 0. (1.22)

La substitution de (1.21) et (1.22) dans l’équation (1.19) donne

—ay(€)cost + by (€)sing = 0

pULS
b '
az(§) = 0 (f)jgnf .

La substitution de (1.21) et (1.22) et (1.23) dans l’équation (1.20) donne
by (§)sing

cosé

(1.23)

sin& + by (§)cosé = —1

= by (&)sin?E + by(€)cos*¢ = —cosé
= b1(§) = —cosg
= ay(§) = —sing

enfin

—sinécosx si x €& =]

_ : : 0.
Cle.6) = { cosEsinx si x €] 7§[
2

1.3.1 Un cas particulier important

Construisons la fonction de Green pour 1’équation différentielle du second ordre de la forme :

(p(x)y") + q(x)y =0,

p(z) #0 sur [a,b], p(x) € Ca,b], (1.24)

avec les conditions aux limites
y(a) =y(b) = 0. (1.25)
Supposons que y;(z) est une solution de I’équation (1.24) définie par les conditions initiales
yi(a) =0, yi(a) = a #0.

D’une fagon générale, cette solution ne vérifie pas nécessairement la seconde condition aux
limites, ce qui nous autorise a supposer que y;(b) # 0. Les fonctions de la forme Cyy;(x) avec

9



C'1 une constante quelconque sont évidemment solutions de (1.24) et vérifient la condition aux
limites

y(a) = 0.
Trouvons de méme une solution ys(z) # 0 de (1.24) telle que
y2(b) = 0.

Cette condition est vérifiée par toutes les solutions de la forme Chys(z), ou Cy est une
constante.

Cherchons la fonction de Green relative au probléme (1.24)-(1.25) sous la forme
| Cyyi(z) pour a<ux<¢
A9 ={ Cone) o t2rci
D’apres les propriétés de définition de G :
(a) G est continue au point x =&, on a :

C1y1(§) = C2y2(§)
c’est-a dire :
C2y2(f) - Clyl(f) =0
(b) 2%(x, &) est discontinue au point z = ¢ :
1
Cays(§) — Cryy(§) = G

donc on obtient le systéme suivant :

—Ciy(§) + Caya(§) = (1) )
1.26
—Ciy(§) + Coys(§) = —= (
1 1( ) 2 2( ) p(g)
Le déterminant du systéme (1.26) est le wronskien Wy, (z), y2(x)] = W (x) calculé en z = ¢
pour les solutions linéairement indépendantes y;(x) et ya(x) de I'équation (1.24), donc

W(&) # 0,
de sorte que C; et Cy de (1.26) se définissent de suite :
_ 8 _ )
CTHowE T HowE
Alors finalement |[3]
% pour a<x<¢
Gz, &) =

% pour ¢(<x<b

Remarque 1.3.1 Le probleme aux limites pour l’équation du second ordre de la forme :

y'(@) + pr(2)y'(x) + pa()y(z) =0, (1.27)

et les conditions auz limites

yla) = A, y(b) = B,

se rameéne au probleme considéré (1.24)-(1.25) :

10



1 En multipliant Iéquation (1.27) par P(z), ot P(x) = e/ @4 et on prend
q(z) = P(x)ps(z)

2 En utilisant la changement linéaire de fonction suivant :

B-—A

b—a

Z(x)=Y(z)— (x —a) — A,

on rameéne les conditions aux limites (1.31) aux conditions nulles (1.25) mais au lieu de (1.24)
on obtient l’équation avec le second membre L|Z] = f(x), ou

1) = A+ T2~ ala(e) - DA P,

On construit cependant la fonction de Green relative au probléme aux limites homogéne
L[Z)=0,Z(a) = Z(b) =0,

qui coincide complétement avec le probleme (1.24)-(1.25). [3]

1.4 Reésolution du probléme aux limites a I’aide de la fonc-
tion de Green

Soit I’équation différentielle non homogéne
Lly) = po()y™ + pi(2)y™ ™V + .. + pala)y = g(2), (1.28)
et les conditions aux limites
Vi(y) = 0,Va(y) = 0,..., Valy) = 0, (1.29)

les formes linéaires Vi, Vs, ..., V,, et y(a),y'(a),....y" *(a),y(b), 4 (b),...,y" 1(b) étant linéaire-
ment indépendantes.

Théoréme 1.4.1 Si G(z,§) est la fonction de Green du probléme auz limites homogéne :

Vi(G)=0 (k=1,2,...,n),
la solution du probléme aux limites (1.28)-(1.29) est donnée par la formule [7]

y(z) = / G, O)g(€)de.

Preuve. Montrons que G(z,£) nous sert a déterminer la solution du probléme linéaire non
homogéne suivant :

{ (p(z)y'(2)) + h(z)y(z) = g(z) a<z <D (1.30)

Considérons le systéme :



Dans I’équation (1), considérons y(x) une solution de (1.30) et comme G(x, §) vérifie I'équa-
tion homogene, on remplace y(z) = G(z, ) dans (2) on obtient :

{ o (p(2)y'(2))" + h(z)y(z) = g(x) (1)
( (x)#)’ + h(x)G(x,&) =0 pour ¢ fixé dans [a,b]  .(2)
Multiplions (1) par —G(z,§) et (2) par y(£), et on obtient

0G(x,§)

oe) = Ol £)g(6)

—G(z,8)(py") +y(p

ce qui s’écrit comme suite

0G(z,§)

d
P OwO=

— G(z,8)y(§))] = G(z,8)g(8).
On intégrons de a & b on obtient :

9G(x,§)

b
WO " - Gla (€)= / G, €)g(€)de.

Compte tenu des conditions aux limites, et le fait que G(z, &) est discontinue au point z = ¢

[p<§><y<£>%§’® G,y O = p© & 2D _ oo

donc la solution du probléme linéaire (1.30) est donnée par :

o) = [ Gt erie
]
Exemple 1.4.1 Soit le probleme aux limites non homogene
y" +y = cosx,

avec les conditions aux limites



On a la fonction de Green du probléme auz limites homogéne (1.17)-(1.18) est
—cosésinx stz €]0;¢]
(z,8) =

—sinécosx si x €|E; 5[

D’apres le théoreme (1.4.1), la solution du probléeme aux limites non homogéne (1.4.1)-(1.50)
est donnée par la formule

= /b G(z,&)cosEdE.

y(x) = — /Ox sin€cosrcosdé — /2 cosEsinxcosEdE.

Alors ,
sinx
(@) = = (x — 22)

1.5 Problémes adjoint et auto-adjoint

Soit A un opérateur linéaire dans R". L’opérateur adjoint A* est défini par la relation
(Au,v) = (u, A*v). 1l est donné par la transposée AT de la matrice A.
Dans le contexte des équations différentielles, considérons le produit scalaire

/f

sur C'([a, b]) (ou [a, b] est un intervalle compact) et un probléme aux limites donné par L, By, Bs,
tel que

<Ly7 Z> - <y7 L*Z>7
pour toutes fonctions y, z € C?([a, b]) satisfaisant Bjy = Boy = 0 et Biz = B3z = 0.

Théoréme 1.5.1 Considérons le probléme
Ly =0,B1y =0, Byy =0,

ou L satisfait les hypothéses est ag € C*([a, b)), a1 € C*([a,b]) et ag € C°([a,b]) avec as(x) # 0
sur [a,b], Bo € C*([a,b]), 81 € C*([a,b]) et By € C°([a,b]) avec Bo(x) # O sur [a,blet ou les
vecteurs (o, o, oz, o) et (B, Ba, B3, Ba) définissant By et By sont linéairement indépendants.
Alors il existe

By = mz(a) + 122 (a) + 732(b) + 7122 (b),
B} = 61z(a) + 622" (a) + d32(b) + 042" (D),
les coefficients ~y; et §; ne sont pas uniques, mais 'espace des fonctions z qui satisfont Bf =
B3 =0 est unique.[2]
Définition 1.5.1 Si le probléme L, By, By satisfait les hypothéses du théoréme (1.5.1), on ap-
pelle L*, BY, B3, le probleme aux limites adjoint.[2]
Le probleme est auto adjoint, si L* = L et si les conditions BT = By = 0 sont équivalents a
Bl == BQ == O
En développant [’expression pour L*z on obtient

L'z = as(2)2" + (ch(x) — an ()2 + (o (z) — o (z) + ap(x)) 2.

L’opérateur L est donc auto adjoint, si et seulement si ay(z) = oy (z), c-a-d, s’il est de la
forme
Ly = (ax(2)y") + ao(2)y.
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Proposition 1.5.1 Sous les hypothéses du théoréme (1.5.1) le probléme
Ly=0,B1y =0,Byy =0,

posséde une solution unique, si et seulement si le probléeme adjoint
L*2=0,Bjz=0,Byz =0,

posséde une solution unique. [2]

Preuve. Supposons que
Ly = Oa Bly = OvBQy = 07

posséde une solution unique et notons par z une solution de
L*2=0,Biz=0,B;z2=0.

Avec y(z), solution de
Ly = Z7Bly = 0>BQy = 07

on obtient
12112 = (2,2) = (Ly, 2) = (y, L*z) = (y,0) = 0.

Donc z = 0 et 'unicité de la solution du probléme adjoint sont démontrées. m
Proposition 1.5.2 La fonction de Green d’un probleme auto-adjoint est symétrique, i.e.
G*(z,€) = G(&, x). (1.31)
La réciproque est également vraie. [2]

Preuve. Pour démontrer la relation (1.31), considérons deux fonctions continues f(x) et g(z)
et définissons

wm:/Gu@ﬂwm

b
o) = [ G el
Par la définition de la fonction de Green, les fonctions y et z satisfont

Ly:f7Bly:B2y:0>

et
L*2 =g,B{z= B3z =0.
La relation
(Ly,z) = (y, L"z)
=
(f,2) =(y,9)

ou bien

b b b b

| [ cwosmo@dsn = [ [ cosgtasas,

donc

[ [ ewasmen = [ [ oo
14



d’ol

[ [ e = [ [ censwoeas,

a

enfin o
/ / (G"(2,8) = G(&, x)) [ (x)g(§)dEdx = 0.
Comme cette relation est vérifiée pour toutes fonctions continues f et g on en déduit la
relation (1.31) m

1.6 Equation de Bessel

Soit ’équation
'+t + (1=n*tT%) y =0, (1.32)

cette équation s’appelle équation de Bessel d’ordre n. Pour n entier, la fonction de Bessel J,
est définie par une série et est une solution de 1'équation différentielle (1.32).

Définition 1.6.1  Soit n entier, la série

400 (_1)k ¢ n+2k
J, (t) = ; EROEasT (5) , (1.33)

est absolument convergente pour t € C, une et est solution de l’équation différentielle (1.32)
pour t € R. La fonction J, est appelée fonction de Bessel de premiére espéce d’ordre n. [5]

Proposition 1.6.1  Les fonctions de Bessel J, ; n > 1 vérifient les relations de récurrence
2n
Jnfl (t) + Jn+1 (t) = TJH (7’) y (134)

I (t) = Jnga (1) = 2J), (1), (1.35)
de plus, J§ = —Ji. [5]

Théoréme 1.6.1 La famille des fonctions de Bessel (J,) n > 0 est caractérisée par l'une des
deux représentations suivantes [5] :

1. Les J, sont données par la fonction génératrice
+o0o
J(z,t) =exp((z — 1/2)/2) = Jo () + > Ju(t) [+ (=27)],  t>0.  (1.36)
n=1

2. La fonction J,, est donnée par la série entiére (1.33). De plus, la suite (J,) n > 0 vérifie
la relation de récurrence

tdn_1 (t) =2nJ, (t) — tJnsq (1) .
La fonction J, a comme équivalents aux bornes de l'intervalle (0; 400)

t" 9\ /2 1 -
onpl’ JIn (t) ~i—+o0 (E) CoSs (t — §n7r — Z) .

15
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Remarque 1.6.1 Pourt € R, soit la variable 0 telle que v = €. La relation (1.36) s’écrit
comme un développement en série de Fourier

“+o0
eitsine _ Z Jn (t) einO’ 0 € R.

n=-—oo
Ainsi

1

2
Jn (t) — %/0‘ 6itsin97in9d9

1 ™
= —/ cos (tsin @ — nf) do, (1.37)
0

™

d’apres (1.87) on a

et
Jo (=) = (=1)" J,, (¢) Vvt € R, (1.38)

lorsque m non entier égal a v la fonction J_, est une solution de I’équation (1.32), et linéai-
rement indépendante a J,. [5]

Proposition 1.6.2  Soit v un réel, I’équation différentielle (1.32) est
y// + t_ly' + (1 o y2t—2> y = 0’

a deuz solutions linéairement indépendantes J,, Y,. Cette seconde est appelée la fonction de
Bessel de deuxiéme espéce. Elles sont définies par [5] :

_+oo (_1)k ¢ v+2k
‘]”(”_;m( +k+1) (5) ’

J, (t) cosvm — J_, (t)
sin v

Y, () =

)

et leurs développements asymptotiques sont

2 1
Jy (1) ~ — (cos (t— QU= %)) :

2 1
Y, (t) ~ — (sin (t—;nr—%)), t — +00.

Théoréme 1.6.2  Soit l’équation différentielle

et

Y+t = (T4 047) y =0,

Les solutions de cette équation sont appelées fonctions de Bessel modifiées. La solution finie
a Uorigine et notée 1,(t), et la seconde solution notée K, (t). Ces fonctions sont reliées par la
relation [5]
m(l_,(t)—I,(t
K0 - T = 1)

2sinvm

16



1.6.1 Propriétés

En utilisant la référence [5] on a :

1. Les fonctions [,(t) et K, (t) vérifient les relations de récurrence (1.34), (1.35), (1.38).

2. Si nous prenons l'argument des fonctions de Bessel J, (t) et HY (t) imaginaire, nous
obtenons
J, (it) =i"1, (1),
K, (t) = 5 @) H (it),

oit la fonction H{” (t) s’appelle la fonction de Hankel ou fonction de Bessel de troisiéme
espéce, ainsi la fonction H, @ (t) est la fonction de Hankel, elles sont définies par

HWY (t) = J, (t) +1iY, (1), HP (t) = J,(t) —iY, (t).

14

3. Les Wronskiens des fonctions de Bessel précédentes sont donnés par :
W (J,(t),Y, (t) =2/,

w (Ill (t) 7Ku (t)) = _1/t7
W (1), 5 (1)) = it

4. Les comportements asymptotiques, m entier positif

17



Chapitre 2

Résolution du probléme du potentiel
axi-symétrique

Dans ce chapitre, nous allons calculer les différents types de la fonction de Green pour le
probléme du potentiel symétrique a deux dimensions, selon les articles 1] et [4].
Soit le probléme suivant :

@§+vmm—Ewmm_q (2.1)

tel que 0 € [0, 27],r > 0.

avec (voir figure)

vy si 0<r<b
V(r,0)=¢ vo si b<r<a
0 si r>a

tel que v > vy

et

A—8_2+1£+i8_2
S Or2  ror  r2060%

Donc 'équation (2.1) s’écrit

( A
(5+E)1p:0 si r>a
AN )
(E—UO+E)¢:0 st b<r<a (2.2)
JAN .
\(E—vl%—E)@/):O st 0<r<b.

18



FIGURE 2.1 — [lustration des régions
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2.1 Section A : E > v

2.1.1 Région (r > a) :
Soit I’équation

(8_2+18 1 02
or2  ror 12002

on utilise la méthode de séparation du variable, et on pose
P(r,0) = Pi(r)2(0),

on remplace dans 1'équation (2.3) et on obtient :

> 10 19

(ﬁ toa Tt age T 2E)1(r)2(0) =0

On divise I’équation précédente sur ¢ (r)o(0) # 0 et on obtient :

2 10
00) G + )+ PO £ 2B )
Wi (r)ea(0) 7
c-a-d :
02 10
(55 +=-73)0(r) 1y
or?  ror 1 5(0)
W) e TP
ou bien
2 10
r*(55 + = 5)¢(r) "
or?2 _ ror (U ( )
D (r) + 2B + =2 0 (6) = 0.
L’équation pour ¢9(6) :
V)

1a(0)
c-a-d :
V5(0) + wis(0) = 0,
( w réel) qui admet une solution générale de la forme
Un(0) = Cae™’,
et I'autre équation est

0

Py T (1) = () — 2B (r),

ou

2Py (r) + i, (r) + (2Br* — w*)i(r) = 0,

20



en divisant par (r?) on obtient :

2

1 w
() )+ (28 = () =0,
avec les conditions aux limites

Y1(a) = Apset By = 1i111 11(r) bornée.
r—>+00

Posons (k? = 2F) et (I = w)

1) )+ (= () =0, 24)

L’équation (2.4) est ’équation de Bessel, qui admet deux solutions linéairement indépen-
dantes notées J;(kr) et Y;(kr).

Le cas a <r ' :

D’aprés 'équation (2.4) la fonction de Green est donnée par :

G(l’l’l)( N = C(r)[Yi(kr) — B(r") Ji(kr)] pour a <7r <7/
nr= D(r") Ji(kr) pour 1’ <7 < o0

puisque il n’y a pas de réflexion d’onde on a :

c-a-d : / /
GO (1) = C(rY(kr) pour a<r<r
’ D(r")Ji(kr)  pour 7 <r < oo
d’aprés la continuité de la fonction de Green au point r = 7’/
G(l’Ll)(rir,?”l) B G(l’l’l)(rl,r') -0
ou bien

D(r")Jy(kr") — C(r")Yi(kr') =0 (2.5)

et la discontinuité de la dérivée premiére par rapport r de la fonction de Green au point r = r/
on a :

ogutl oGgeLy 2
o ) T T ) =2
d’ou
o lyl k / D / / k N — 2
OO (k') + DO (k') = —o— (2.6
d’aprés I’équation (2.5)
C(r)Y,(kr')
D(r' 2.
) = (2.7
en substituant (2.7) dans (2.6) on obtient :
C(r"Y,(kr'") 2
_ / Y/ k / ! k / —
CO" Y k') + [ S ) = =
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alors —C ()Y (kr')Jy(kr') 4+ C ()Y (k') J] (k') 2

Jy(kr') k!
C_a_d / !/ / / / ! /
OO k) k') = Yilkr) (k)] 2 .
Ji(kr') mkr! '
sachant que la wronskien est donné par
W(J(kr"), Yy (k")) = J(kr" Y/ (kr") — Yi(kr")J](kr'")
2
_ 2.9
wkr!’ (2.9)
et en substituant (2.9) dans (2.8) on obtient :
2 2Jl(/{37’/)
I / —
clr )71']{77’/ wkr!
puis
C(r') = —J(kr"), (2.10)
aussi, en substituant (2.10) dans ( 2.7) on obtient :
D(r") = =Y (kr"),
enfin (o) (k) /
Yi(kr)Ji(kr our a <r<r
(1,1,1) no_ l l p STS
G ) = { Yi(kr")J(kr)  pour 1 <r < oo (2.11)
2.1.2 Région (b<r <a):
D’aprés 'équation (2.2) on considére I’équation différentielle suivante :
r2] 4 i+ 2r2(E — v)Y; = wy,
qui est équivalente a I’équation :
2" +rp + [2r°E — 2r?uy — w?y, = 0,
qu’on divise par (r?) pour obtenir :
1 w?
"+ ;%l + (2(F — v) — ﬁ)@bl =0,
avec les conditions aux limites
lpl(b> = AQ, et 1/11((1) = Bg.
Posons (12 = 2(E — wvg)) et (I = w)
" 1 I 2 ?
(G ;¢1 +(p” — ﬁ)@bl = 0. (2.12)

L’équation (2.12) est I’équation du Bessel, qui admet deux solutions linéairement indépen-
dantes Jy(ur) et Yi(ur).
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Lecasb<7r' r<a:

D’aprés 'équation (2.12) la fonction de Green est donnée comme par :

)= { BN =BGy <7 <7
= FEINiG) A an)] pow <1 <a

ou E, F,~,d sont des fonctions de r'.
La continuité de la fonction de Green au point r = ' donne

G(l,2,2) (7"{’_,7’/) . G(l’2’2)(7",_,’r’/) -0
donc

F(r)Yi(pr') = (") ()] = EC)Yi(pr) = 6(r') Ji(pr')] = 0

ensuite

E(")[Yi(pr') = 6(r) i (ur")]
Yi(pr') =~ (") Ji(pur”)]

et la discontinuité de la dérivée premiére par rapport r de la fonction de Green au point r = r/
donne

F(r') = (2.13)

aG(l,2,2) . . aG(l,Z,Q) . N 2
o e T T ) =
ou bien
F ()Y (') = py (') Jy ()] = EC) Y] (') — po (r') Ji ()] = %
d’ou
[F(r") = E()]Y/ (') + [=F )y (') + E@)6 ()] i (ur') = p— (2.14)
en substituant (2.13) dans (2.14) on obtient :
E@)Yi(ur') = 60" Juur)] B Yilpr') = () D)y
S T R (T R P T B
) — 80 BN — A6
+[—( Yi(pr') — (') Jy(pr)] (') + ( Vi) — () i () S(rH)]J (')
2
T
puis

—E(r")o(r" )Y () Ji(pr”) + E(r" )y (") Ty ()Y (pr”) — E(r" )y (") J] (e’ ) Yi ()
Yi(pr') —~y(r') Ji(pr')]
—E(r")s(r")Yi(pr') J; (pr') 2

W) A A

E(r)o(r) Yi(pur) Jy (') =Y (') 2] + B )y (7)) Y (') = Ji ()i ()]
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2

~ [Yi(ur') — v (r') Ji(pr’)] (2.15)

sachant que la wronskien est donné par

W (Ji(ur"),Yi(pur')) = Jilpr")Y) (ur') — J{(ur")Yi(pr”)

2
= = (2.16)
et en substituant (2.16) dans (2.15) on obtient :
B0/ ) () B0 (=) = i) = (7))
ensuite
E(r)(6(r) =) = Wi(pr’) =y (") Jipr)]
c-a-d :

E(r') = , (2.17)

en substituant (2.17) dans (2.13) on obtient :

Yi(pr') = 6(r") Ji(pr')

T B

alors finalement

( (Yi(pr") =~ (") () (Yi(pr) = 6(r) Ty ()

o) pour b<r <7’
G 1,2,2 (7", 7A/) —_ - - (2.18)
W)= (igar) = 50 T () (Vi) = () ()

/
L pour " <r<a

2.1.3 Région (0 <r <b):
D’aprés I'équation (2.2)on considére I’équation différentielle suivante :
PP + gl 4+ 20 (B — vy = wiy,
qui est équivalente a I’équation :
2" + ) + [2r°E — 2r°v; — w?y, =0,

qu’on divise par (r?) pour obtenir :

" 1 / w2
1"+ ;% + (2(E —v1) — ﬁ)@bl =0, (2.19)

avec les conditions aux limites

lim oy (r) = As; et ¢i(b) = Bs.

r—0
Posons (2 = 2(E —vy)) et (I = w)

14 ]' / l2
P+ ;% + (15 — ﬁ)wl = 0. (2.20)

L’équation (2.20) est I’équation du Bessel, qui admet deux solutions linéairement indépen-
dantes J;(p17) et Yi(par).
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Lecas 0 <7',r <b:

D’aprés 'équation (2.20) la fonction de Green est donnée comme par :
G(l,474)<7a ) = A(r") Ji(par) pour 0 <r <7’
7 B(r")[Yi(par) — o(r') Ji(par)]  pour r' <r <b

ou A, B, «a sont des fonctions de /.
La continuité de la fonction de Green au point r = ' donne

G(l’4’4) (7“{’_, 7”/) o G(l’4’4) (7“/_, 7n/) -0
donc
B(r)[Yi(par") — a(r) Ji(par")] = A(r') Ji(par’) = 0
ensuite
B(r)Yi(ur') = [A() + a(r) B(r)]Ji(ur’) = 0, (2:21)

et la discontinuité de la dérivée premiére par rapport r de la fonction de Green au point r = r/

donne 1,4,4 1,44
oGUAD - pguan

2
o et T )=
ou bien )
B(r) Y (mar') = ma(r) Jy ()] = e AC) i (r') = —
d’ou
2
B )Y (par') = [A() + () B(r)] i (mr') = ppd (2.22)
d’aprés I’équation (2.21)
/ N ’ ’
A(/]J) — B(T )[H(H’lr ) a(r )Jl(ﬂ’lr )]7 (223)
Ji(par’)
en substituant (2.23) dans (2.22) on obtient :
B(r")[Yi(par') — a(r’) Ji(par’)] 2
/ !/ N / / !/ / —
B(T )3/1 (/,617” ) [ Jl(ﬂlrl) + OZ(T )B(T’ )]JZ(MIT’ ) ﬂ_lul,r./a
2J;(par’
BV (rr') = il ') = 22027 (2.24)
sachant que la wronskien est donné par
2
W(Si(par’), Yi(par')) = Ji(par )Y, (ar’) = YiQuar") Ji (') = P (2.25)
1
et en substituant (2.25) dans (2.24) on obtient :
/
B(T’I) 2 - = 2‘]l<:u17/ﬂ)
THAT THT
donc
B(r') = Ji(par’) (2.26)
aussi, en substituant (2.26) dans (2.23) on obtient :
A(r') = Yi(pr') — a(r’) Ji(par’),
enfin
waay,. ) Yi(ur') —a(r)h(ur’) h(ur)  pour 0 <r <1’
) { (i) = a() () Jiur’) pour < r < b 320
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2.1.4 Calcul des coefficients v et o

D’apreés la symétrie de la fonction de Green

et
d(a) =6(r) =o(r").
Selon les conditions de Dirichlet-Neumann de la fonction de Green au point r = a
G(l’l’l)(a, T/) |r,:a: G(l’2’2)(a, T/) |r,:a
c-a-d
1
@) = 3(a) Yi(ua) = y(a)Ji(ua)l[Yi(pa) — o(a)Ji(pa)] = =Yi(ka)Ji(ka) (2.28)
et
9 11 / _ 9 22 /
EG( Na,r") |y—a= EG( Na, ') |y—a
d’ou
a7 =5 Y ) = (@) ) [Yi(a) = D) )] = —Y] (Ka) k) (2.29)
d’aprés les équations (2.28) et (2.29) on a le systéme :
s ) = (@) AV ) = 8(a) )] = ViCka) (k) ()
mm'(ua) —(a)J](pa)][Yi(pa) — 6(a)Ji(pa)] = —kY)(ka)Ji(ka) (b)

on divise I’équation (a) par (b) on trouve

Yika) _ Yi(pa) —~(a)Ji(pa)

kY, (ka) — ulY; (ja) — 5(a)Jj(ua)]

alors
kY[ (ka)Yi(pa) — ky(a)Y/ (ka) Ji(pa) = pY(pa)Yi(ka) — py(a)Yi(ka)Jj(pa)
puis
V(a)((ka)Ji(pa) — kY/ (ka) Ji(pa)) = pY/(pa)Yi(ka) — kY] (ka)Yi(pa)
ensuite

(a) = pY/ (pa)Yi(ka) — kY/ (ka)Yi(pa)
pYi(ka)Jj(pa) — kY/ (ka)Ji(pua)

d’aprés 'équation (2.28)
—(1(a) = d(a)Yi(ka) Ji(ka) = Yi(ua)[Yi(pa) = ~(a)Ji(pa)] = (a) Ji(pa)[Yi(ua) — v(a)Ji(ua)l,
d(a)[Ji(pa)Yi(ua) —y(a) I} (na) +Yi(ka) Ji(ka)] = Y} (ua) —(a) Ji(na)Yi(pa) +(a)Yi(ka) Jy(ka),

enfin




Posons

a
S(a) = ’ 2.31
(@) = (231)
telle que :

{ U =Y (na) — y(a)[Ji(pa)Yi(pa) — Yi(ka)Ji(ka)]
(2.32)

V = Ji(ua)Yi(pa) = y(a)Jf (pa) + Yi(ka) Ji(ka)
en substituant (2.30) dans (2.32) on obtient :

(U = Y?(ua)(uYi(ka)Ji(pa) — kY, (ka)Jy(ua)) — (uYy (na)Yy(ka) — kY] (ka)Yi(pa))
(Ji(na)Yi(pa) = Yi(ka)Ji(ka))

V = (Ji(pa)Yi(pa) + Yi(ka)Jy(ka))(nYi(ka)J (na) — kY (ka)Ji(pa)) — JF (ua)

(WY (na)Yi(ka) — kY] (ka)Yi(pa))

\

donc
(U = pY (pa)Yi(ka)Jj(pa) — kY (pa)Y/ (ka) Ji(pa) — pY/ (pa)Yi(ka)J(pa)Yi(ua)
—kYi(ka)Ji(ka)Y] (ka)Yi(ua) + kY (na)Y/ (ka) Ji(pa) + pY/ (pa)Y? (ka) Ji(ka)
V = pdi(pa)Yi(pa)Yi(ka)Ji(na) — kY (ka) JE (pa)Yi(ua) + pJi(pa)Y;?(ka) Ji(ka)
| —kY/(ka) Ji(pa)Yi(Ka)Ji(Ka) — NY/(na)Yi(ka) Jf (na) + kJ7 (na)Y/ (ka)Yi(pa)
dot

(U =Yi(pa)Yi(ka)(nYi(pa)Ji(pa) — pY/(pa)Jy(pa)) + pY/ (na)Y? (ka)Ji(ka)

—kYi(ka)Ji(ka)Y/ (ka)Y,(pa) 053
2.33
V = Ji(pa)Yi(ka)(pJj(pa)Yi(pa) — pi(pa)Y/ (pa)) — kY/ (ka)Ji(pa)Yi(ka)J(ka)

\ 1T ()Y (ka) i (ka)
sachant que la wronskien est donné par

W(Ji(pa),Yi(pa)) = Ji(pa)Y/(pa) —Yi(pa)J;(pa)
2
Tua’

= (2.34)
et en substituant (2.34) dans (2.33) on obtient :
2
U= ——Yi(ua)Yi(ka) + Ji(ka) (1Y) (pa)Y*(ka) — kYi(ka)Y/ (ka)Yi(ua))
(2.35)
2
V= —EJl(ua)Yl(ka) + Ji(ka)(—kY/(ka)J;(pa)Yi(ka) + pJ] (na)Y?(ka))
enfin, la substituant (2.35) dans (2.31) on obtient :

= “27(ua) + mad,(ka) (—kY; (ka) Ji(ua) + pJj(pa)Y;(ka))
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2.1.5 Calcul des coefficients «

D’apreés la symétrie de la fonction de Green

Selon les conditions de Dirichlet-Neumann de la fonction de Green au point r = b
G(l’2’2)(b, 7,/) ’r’:b: G(l’4’4)(b, 7“/) |r’:b

donc

S —5(0) [Yi(ub) — () Ji(ub)][Yi(ub) — 6(b) Ji(1ub)]

= [Yi(pb) — a(b) Ji(pab)]Ji(p10) (2.37)

et
0 0
arG(l’2’2)(b, ') |pr—p= arGW"‘*)(b, ') r=b

afin que

p , /
S0 —5(0) [Yi(ub) = () S (b)][Y7 (1b) — 6(b)J; (1b)]

= pa[Y/ (p1d) — () J] (110)] Ji (1) (2.38)

d’aprés les équations (2.37) et (2.38) on a le systéme :

( 1
S = oy ) = () Tiub)][Yi(kb) = O(8) Ji(kb)]
= [Yi(p1b) — () Ji(110)] Sy (p11b) ()
) = o) Y Ub) = Y (B) Hpab) (Y7 (4b) = 0(6) T (k)]
[ = Y/ (1) — a(b) J; (11)]Ji(p11D) (d)
on divise I’équation (c) par (d) on trouve
Yi(ub) — 6(b)Si(ub)  Yi(puab) — au(b) Ji(p1b)

(Y, () = S) T b))~ ua Yy (ab) — ()T} (1)

alors
11 (b) (Y] (1b) — 3(b) T} (1b)) — pex(b) Jy(p110) (Y (1b) — 6 () J; (b))
= Y] (p1b) (Yi(pb) — 6(b)Ji(ub)) — prex(b)J] (puab) (Ya(b) — 6(b) Ji(ub))
d’ou
a(b) (i (pa0) (Y] (1b) = 6(b)Jy (kb)) — pua Jy (pab) (Yi(ab) — 6(b) Ji(ub))
= pYi(mb) (Y[ (ub) — 3(6)J] (kb)) — 1Yy (116) (Yi(pab) — 8(b)Ji(uib))
Ty ) — SO — Y (st (i) — 50) )
pi(pab) (V) (pb) — 6(b)J; (1b)) — paaJj (1) (Yi(pab) — 6(b) Sy (1d)
enfin

() = (1Y (p10) Y] (1b) — pa Y/ (puab) (Vi (b)) + 6(b) (11 Y (pab) Ju(pab) — p¥i(puab) Jy (1b))
(i (b)Y (b)) — paJf (1) Ya (b)) + 5 () (pua Ji(pab) J; (pab) — paJy(pa) Jj (b))
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Posons

Z(:ulu M, b)

alb) = W (g1, 1, )

(2.39)

telle que
{ Z = (Yi(pad)Y/ (1b) — 1Yy (pab) (Yi(ib)) + 0(0) (2 ¥ (p120) Ji(1d) — ¥y (aab) J; (10))
W = (pJi(pa0) Y (1b) — pur I} (p110)Yi(pb)) + 6(b) (g1 Ji (1) Jj (p110) — puJi(p11b) Jy (b))
d’aprés le calcul précédent le équation (2.36) on a cette cas

5(p) = —22iub) & b J{nd) (U (pb)Yi(pnb) — i ¥ilpb) Yy (1))
—2Jy(ub) + wbJ (p10) (= 1Y) (p10) Sy (1b) + paJ; (1b) Y1 (p20))

en substituant (2.41) dans (2.40) on obtient :

(2 = (¥ (b)Y () — 1y Yy (uab) V(b)) (—2, () + wbJy(puab) (a1 Y7 (110) Ju(p2b)

(2.40)

(2.41)

+1di (1) Yi(pa b)) + (1Y) (pa0) Ji(pb) — pYi(paab) Ji (b)) (=21 (b) + wb.Jy (p110)
(1Y) (1b)Yi(pab) — paYi(pd)Y/ (purb)))
W = (udi(pa b)Y (ub) — pa Ji(110)Y1(pb) ) (=21 (1b) + wbJy (p120) (= 1Y) (p210) Sy (1b) +
puJf () Yy (p110))) + (g Ju(pb) Jy (pab) — pudi (pad) Jy (1b))(—2Y1 (1) + wbJy (p11b)

\ (1Y) (ub)Yi(pab) — 11 Yy (1ub) Y/ (p110)))

donc

(7 = =2J,(ub) (Y1 (11 )] (ub) — g1 Yy (11 0)Yi (b)) + wbJi(p210) (—pa Yy (p20) Ji(2b)
+ 11y () Y1 (pa0)) (Y (p110) Y/ (1) — pa Y/ (pa0)Yi (1)) — 2Y1(pb) (117 (120) Ji (1)
—pYi(p1b) J] (b)) + mbJy (pab) (Y] (1) Yi(piab) — paYi(1ub) Y/ (1))
(2 Y/ (p11b) Ji(pb) — pYi(p11b) Jj (b))
W = =2 (ub) (1 Ji (11 0) Yy (11b) — pa Jj (pu1b) Yi (b)) + 7o Sy (pab) (— 1 Yy (p1ab) Ji (1)
+ [ () Y1 (p10)) (111 (pa0) Y/ (pb) — i Jy (pab)Yi (b)) — 2% (1) (a1 Ji (1b) Jj (112b)
—pi(pab) Ji (pb)) 4 wbJy(pab) (Y (1) Yi (pab) — 1 Yi(pb)Y/ (p12b))

( (k1 Ji(pab) Jy (pab) — pJi(pab) J (b))
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c-a-d :
( Z = —2pYi(1a0) Y] (ub) Ji(ub) + 2 Y] (1110) Y2 (1) Jy (1b) — 211 Y1 (1) Ji (1) Yy (p11)
+20Y i (1b)Yi (pab) ) (12b)
W= =201 (ub) Ji(110) Y] (ub) + 2111 J{ (p10) Yy (1d) Jy (1) — 241 Y1 (1b) Jy (1) J (p11b)
+20Yy (1) i (pad) Ty (ub) + by (ad) (1Y (1) I} (140) Yi (paD) Jy(p110)
— pupta Yo (1) Jy (1b) Yi(p1b) Jy (pab) — pupan Yy (ub) Jy(1b) Y (1210) Sy (p1)
Y (pb) Ty (b)Y (111 0) J; (1ad) + pupn Yy (ud) Ji(11b) Yi(purb) Jj (pab) — pi® Y (1) Jj (1)

(- Yi(pb) i (pad) — i Yy(ub) Ji(ub) Y/ (pua0) T} (pad) + pupr Yy(pab) Jy (1b) Yy (1210) Ji(p10))

d’ou
Z = =2pYi (1) (V) () Ji(ub) — Yi(pub) J] (b))
W = =20 Ji(pu1b) (Y) (1b) Ji(pb) — Jj(ub) Yy (b)) + by (pab) (=Y (1) Ji (1) + J; (1)
V(b)) ia Y7 (i B) J1nB) + (V7 (ub) T (126) — J; (b Yiab) g T (1) Yipr )
puis
7 —4Y(pb)
b
—4J; (10
W= T o D) b)) — Y () )
ensuite V(b
7 - ~4¥i(ub)
b
W —4Ji(p110) n —4Ji(pu1b)
b b
afin que
7 —4Y(pb)
b
(2.42)
W —8Ji(p1b)
b
alors, la substituant (2.42) dans (2.39) on obtient :
Yi(pub)
a(b) = ,
(®) 2.Ji(p110)

enfin, la substitution des expressions de a(b), v(a) et 6(a) dans les systémes (2.11), (2.18) et
(2.27) respectivement, on trouve :

(kr)Jy(kr")  pour a<r <7y’
(k") Ji(kr)  pour 7’ <r < oo

G(l’l’l)(r, 7",) _ {

===
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et

posons
T =~(a) = 6(a)

| uY{(ua)Yi(ka) - kY] (ka)Yi(ua)  —2Yi(ua) + maJi(ka) (u¥{ (na)Yi(ka) — kY (ka)Yi(ua))
WYi(ka)Jj(ja) — KY; (ka) Ji(pa)  —2J(ua) + wadi(ka)(—kY; (ka) () + 2]} (na) Y (ka))

B —4Y(ka)
- ma(pYi(ka)Jj(pa) — kY] (ka)Ji(pa))(=2/i(na) + mai(ka) (kY] (ka) Ji(pa) + pJ] (na)Yi(ka)))

telle que :
( (Yi(pr)—

—2Yi(pa) + waJi(ka)(pY/ (pa)Yi(ka) — Y/ (ka)Yi(pa))
—2Ji(pa) + mlladi(ka)(=kY] (ka) Ji(pa) + pJj(pa)Yi(ka))

Y (pa)Yi(ka) — kY{ (ka)Yi(pa)
uYi(ka)Jj(ua) — kY (ka) Ji(pa)

Ji(pr))(Yi(pr') — Ji(pr'))

pour b<r <7/

(Yi(pr')—

~2Yi(pa) + way(ka) (1Y} (ja)Yi (ka) — KY{ (ka)Yi(a))
~27i(ua) + wady(ka)(—kY{ (ka) Ji(ua) + pJ{(ua)Y; (ka)

pY/ (pa)Yi(ka) — kY (ka)Y(ua)

WY;(ka) T} (1) — KY; (ka) Ji(ua) "7

Ji(pr")) (Yi(pr) —

pour ¥ <r<a

Yi(par') Ji(par) — (
G(l’4’4)<7’, TI) _
(Yilpar) T — 2

Jy(par”) Ji(par) pour 0 <r <7y’

J(par)J(par’)  pour 1 <r<b

2.1.6 Reégion Mixte

1) Région b <r <a <r':

GE2 (v 0" = Hy (ur) Zy (kr'),

ou
1

Haer) = Sy =)

Yi(pr) — A () Ji(per)],

et
Zy(kr') = = Jy(kr"),
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donc
—1

(1) = m(r)

d’aprés le condition de Dirichlet de la fonction de Green au point r = a

G20 (r ) = Yi(pr) = M (r) Jo(pr)] Ji (k')

G2 (a, 1) |p—q= GV (a, 1) |—a

=
S = Vi) = M(a) e (k) = Vi(ka) (ko) (2.43)
aG(Z,Q,l) . aG(l,l,l) , B
or (a,7") |rr=a= Ir (a,7") |p=a=
ou bien
(V! (pa) — A (@)} (na)) Ji(ka) = —kY] (ka)Ji(ka) (2.44)

Ai(a) —m(a)
on divise I’équation (2.43) par (2.44) on trouve :

Yilua) — Ai(a)Ji(pa) _ Yi(ka)
WYy () — A(a)J; (pa)] — RY; (k)

puis
kY[ (ka)Yi(pa) — kXi(a)Ji(pa)Y] (ka) = pY/(pa)Yi(ka) — phi(a)Jj(na)Yi(ka)
donc
_ kY/(ka)Yi(pa) — pY/(pa)Yi(ka)

M = i) vy k) — e Vi) 24)
selon I'équation (2.43)

Yi(pa) = Ai(a)Ji(pa)] = (M(a) — ni(a))Yi(ka)
d’ou

Yi(pia) — (@) Ji(ua) = My (a)¥i(ka) — 1 ()Yi(ka)
ensuite
M(a)[Yi(ka) + Ji(pa)] — Yi(pa) (2.46)

o) = ¥i(ka)
en substituant (2.45) dans (2.46) on obtient :

(Y (ka)Yi(ka) — pY) (pa)Yi(ka)
((ka)(kJi(pa)Y/ (ka) — pJi(pa)Yi(ka))

Yi(
Yi(pa) (kJi(pa)Yy(ka) — pJi(pa)
Yi(ka)(kJi(pa)Y/ (ka) — pJj(pa)

m(a) =

c-a-d :

() — FYR)YiCka)Yi(p) — Y (ko) (s0) + ) (Yi(se) Jy ) — Y ) i)
1 Yilka) (ko (na) Y] (ka) — pJ(ua)Yi(ka)
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d’ol
Y (Fa)¥ijea) = Y (a)¥ia) — ]

m(a) = (kJi(pa)Y/ (ka) — pYi(ka)J/(pa)]

donc
—Ta

G(l,2,1) (T, T’) _

[k Ji(pa)Yy (ka) — pYi(ka)J;(pa)][Yi(pr)

kY[ (ka)Yi(pa) — pY) (pa)Yi(ka)) Ji(pr)

kT (wa) Y7 (ha) — ¥ (ka) () AT

alors finalement
! —Tna / /
GU2V(r ') = — (kJi(pa)Y/ (ka) — pYi(ka)Jy(pua))Yi(ur)

— (kY] (ka)Yi(pa) — Y/ (pa)Yi(ka))Jy(pr)] Ji(kr').
Remarque 2.1.1 Pour la région b < r' < a < r le méme calcul le cas précédent conduit a la
fonction de Green GUB2) (r 7).

2) Région " <b<r<a:

GU2D (r ") = Hy(pr) Zo(pur’),

Haljir) = 3 Vi) = () )
et
Zy(par’) = Ji(par’),
donc .
GO (') = [Yi(pr) = ma(r') Ji(pr) ) Jy(par”),

B Aa(r") — 2 (1)
d’aprés le condition de Dirichlet de la fonction de Green au point r = b

G (b, 1) |ymp= GO (b,77) i

ou bien
1
Mo(0) — (b [Yi(ub) — 2 (B) Jy(11b)) T (1ab) = [Yi (1) — cu(b)Jy(11b)] Sy (121b) (2.47)
oG 1:24) ) B oG (L4.4) / -
5 (b1) b= =5 (b,7") b=

alors

1

W[Y/(ub) — ()} (b)) Ji(111b) = 1 [V) (11b) — (b)) T} (purb)] Jy(puab)  (2.48)

Y,
la substitution de «a(b) = Yilmd) dans (2.47) et (2.48) on trouve :

 2Ji(mb)

1

) ) D) =m0} (b)) = Yilub) Jiud) (2.49)
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et

2 ) (2.50)

gy Y 0) = )] = Y () D) +

)\2(b) - 772(b>

on divise I’équation (2.49) par (2.50) on trouve :

Yi(pb) — ma(b) Ji(ub) Yi(p1b) Ji(pad)

RO =
pulY/ (ub) —n p m[}fl(mb)Jl<u1b>+wlb]

donc

Y (b)Y (1118) i (4rd) + %] — pa2(b) i () [Y] (pab) Sy (pab) + leb]

= pY (1) Yi(purb) Ji(p11d) — puma (b)J] (11b)Yi(p210) Sy (p1)

afin que

Y (b)Y (120) i (juab) + %} — Y} (ub)Yi(pad) i (12)

= (11m2(0) Ji(ub)[Yy (1210) Ji(p110) + %1 — pma(D)J; (b)Y (p110) Ji (1)

d’ou

VY (128) )+ =] = 7 () Vi) )

1m2(b) = (2.51)

)Y (b)) + =) = ) Yi ) i)

d’aprés 1'équation (2.49)

Yi(ub) — n2(b) Ji(b) = A2 (0)Yi(p11b) Ji(110) — 12(0)Yi (i1 b) Ji(111D)

Yi(pb) + n2(b) (Yi(pab) Ji(purb) — Ji(pd))

Halb) = Vi) (11b) (252)
en substituant (2.51) dans (2.52) on obtient :
YE(8) Y7 ) D) + =] = ;b)Y )
Ao(b) = !
Yi(uab) W) s ) Y7 ) ) + =) = e ab)¥is) )

(Vi) D) = JD) i) 7 ) ) + 5] = 7 b)Yt T )

Vi) ) )Y a0) ) + ] = I b)Y ) )

+

i YiCub) J ) 7 (a0) o 128) + ] — b)) Y ) T s

_ pb
Yi(ua8) i) s ) 7 D) A gsb) + ——) = T ab)¥i) )
Vi) b)Y Y7 ) ) + ] = ¥ ) Yi ) )]
+ 1
Vi) ) )Y ad) )+ 5] = I b)Y )
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— aYiab) () V7 (bR (prB) + ——] + 7 (ab) (1) Yiusb) )

+ ’/T,ulb
YE(ua0) W) s 0 st T a) + ] = Vi) )
Vi) W) Y)Y (a8) i) + =51 = 7 ) Vi ) )
Vi) W) s )Y (ab) i) + —) = b)Y )

N Yi(p1b) Ji(pab) [ Y () Jy (pb) + puYy (1b) Jy (1d)]

Yi(uab) W) s ) Y7 () ) + =) = e ab)¥igs) )
donc
Y)Y (b)) + =] = (7 () Yi ) ) = —)
Ao (b) = L .
I, (120) ) + =51 = T (b)Yt )
G291, 1') = Tl Hub) 7 (b)) + ] = u{ h)Vi ) )
Vi)Y (B (1) + ] — ¥} () ¥iab) T D)
[Yi(ur) - o Ji(ur)) ()
pinJi(pb)[Yy (pab) Ji(pab) + m] — ] () Yi(pi1b) Ji(p110)
finalement
G2 1') = 351 s ) Y7 ) rab) + ——] = b)Y )

)Y () rab)+ 5] = Y )V b)) )

Remarque 2.1.2 Pour le région r < b < 1’ < a le méme calcul le cas précédent conduit a la
fonction de Green G4 (r 1),

2.2 Section B : vp < E < 1y

2.2.1 Région (r > a) :

: (kr)Ji(kr") P !
Yi(kr)Ji(kr our a <r<r
G(l,l,l) ! o l l
(7’,7”) { )l(kr’)Jl(kr) pour 7' <r < o0 (2'5?))

2.2.2 Région (b<r<a):
On a:

(Yi(pr") =y (") Ji(pr')) (Yi(pr) — 01(r") Ji(pr))
1 pour b<r <7/

() = or(r) | (YVilpr') = 00(r")Ji(pr”)) (Yi(pr) — 7 (r') Ji(pr))

pour 1’ <r<a

GG (r ') = (2.54)
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2.2.3 Région (0 <r <b):

D’aprés 'équation (2.19)
Posons (p})* = —p3 ou 2 =2(v; — E) < 0et ) =iy et I =w, on a :

1 [2
"+ ;1?1' + (1) = ) =0,
c-a-d : . 2
"+ ;%, + (i) — ﬁ)¢1 =0,
alors

i 1 / l2
"+ ;wl — (15 + T—Q)% = 0. (2.55)

L’équation (2.55) est I’équation du Bessel modifiée, qui admet deux solutions linéairement
indépendantes [;(py7) et Kj(par).

Lecas 0 <r/,r <b:

D’aprés 'équation (2.55) la fonction de Green est donnée comme par :

G (') = A(r') Li(par) pour 0 <7 <7’
’ B(r")[Ki(pur) — aq (') (pur)]  pour 7 <r <b

ou A, B, a; sont des fonctions de 7.
La continuité de la fonction de Green au point r = ' donne

G155) (') — G155) (1) = 0
donc
B(r)[Ki(pr') — o (r') Li(par)] = A(r") L(par") = 0
ensuite
B(r"Ki(pur") — [A(r") + aq (Y ) B(r") | L;(par") = 0 (2.56)

et la discontinuité de la dérivée premiére par rapport r de la fonction de Green au point r = 1’

donne

oG (1,5,5) L, oG (1:5:5) 9
or (ryor) = ar T o
d’ou 5
B(r)[pn K (uar') = mon (r) L (pur’)] = pn AC) L (') = —
puis
/ !/ / / / / ! / 2
BV ) — (A + (s BO M r) = —— (257
selon I'équation (2.56)
/ no_ ' /
Ao = B ) = as(s) ) -

Ii(par’)
en substituant (2.58) dans (2.57) on obtient :

B(T/MKI(/“T/) - Oél(r/)]l(ﬂlr,)] / N 7/ no__ 2
e o) BO ) = ——

B(r') Kj(ur') — [
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20 (par’)

B/ ! Kiar’) = Koy )] = 2L (2.59)
1
sachant que la wronskien est donné par
-1
W (Li(pr"), Ki(par')) = L(par") Ky (par’) — K (par') 1 (par’) = o (2.60)
1
et en substituant (2.60) dans (2.59) on obtient :
—1 !
B<7a/)( _ 2][([1,17”)
par’ Tpr’
ou
/ —2 /
B(r') = ?Il(ﬂﬂ’ ) (2.61)
aussi, en substituant (2.61) dans (2.58) on obtient :
—2
A(r') = —[Ki(ur’) — ar(r) L))
enfin
=2 [ (Ki(uar") — aqa (") L (par")) i (uar)  pour 0 <r <7/
(155) (e Iy — % 1(H1 1 (M1 1M1 9269
G (r.7") T { (Ki(uar) — ar (r") L (par)) L (par") - pour v/ <r <b (2.62)
2.2.4 Calcul des coefficients v, et 4,
D’aprés la symétrie de la fonction de Green
Yi(a) =n(r) = ("),
et
51((1) = (51(7”) = (51(7’/>.
Selon les conditions de Dirichlet-Neumann de la fonction de Green au point r = a
G(l’l’l)(a, 7”,) |r/:a: G(Z’Q’Z)(a, T’) |T/:a
alors
1
— 1Y — J, Y —61(a)J, = —Y(ka)J,(k 2.63
g ) = (@A) Vi) — 8y (@) )] = ~Vilka) (k) (263)
et 9 5
J— (lvlvl) ! S = — (172,2) / .
arG (a,7") |r=a 37‘G (a, ") r1=a
ou bien

ok
Ti(a) — d1(a)
d’apreés les équations (2.63) et (2.64), on a le systéme :

1
mm(/ﬁa) — m(a)Ji(pa)][Yi(pa) — 6i(a)Jy(na)] = =Yi(ka)Ji(ka) (a;)

H , , B ,
mﬁﬁ (na) — vi(a)J)(ua)|[Yi(ua) — 61(a)Ji(pa)] = —kY/ (ka)Jy(ka) (by)

Aprés certain calculs on trouve :

Y/ (na) = n(a)Ji(na)][Yi(ua) = 61(a) Ji(na)] = —kY/(ka)Ji(ka) — (2.64)

a(a) = MY )Yika) — Yy (ka)Yi(ua)
YT i (ka) J(a) — kY (ka) Ji(pa)
et
51 (a) — —2ilha) + mai(ka)(u} (a)Yi(ka) — kY (ka)Yi(ua)

- —2Jy(pa) + nady(ka)(—kY] (ka)J,(pa) + pJ](pa)Yi(ka)) (2.65)
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2.2.5 Calcul des coefficients a3

D’aprés la symétrie de la fonction de Green
ai(b) = ay(r) = ay ().
Selon les conditions de Dirichlet-Neumann de la fonction de Green au point r = b
GE2D (b, 'Y |uy= G (b, ') [y

ou

M[wm — 1 (B) I (b)) [¥i(1ab) = 31(6) i (ab)]
= %Q[Kz(mb) — ay (b)[1(p1b) 1y (p11D) (2.66)
et 9 9
EGU’Q’z)(b, T/) |r’:b: EG(Zﬁ,B)(b’ 7“,) |r’:b
alors

I

mmmb) — 1 (0) T (ub)|[Y7 (1) — 51(b) T ()]

= 2K ab) — n (0)uab) o) (2.67)

d’aprés les équations (2.66) et (2.67) on a le systéme :

( = ! 5y Yi08) = OV Ab)[YiCub) = 51(8) ()
= —[Ki(b) = er (0)Li(uib)| (1) (e1)

1 / ,
m[%(ub) — 71(b) i (ub)|[Y/ (ub) — 61(b) I} (ub)]

= Y 1) — o0 (0)uab) s ()

\

on divise I’équation (¢;) par (d;) on trouve

Yi(ub) — 01(b)Ji(pb) —_ Ki(pab) — on (0)Lh(pab)
p(pY) (pb) = 01(b)Ji(ub))  pa[Kj(u1b) — an(b) 1} (D))

c-a-d
(K (1) (Y7 (ub) — 01(0) T} (b)) — pray (0) I (1) (Y7 (ub) — 01(D) T} (D))
= K (1 0) (Yi(pb) — 61(b) Ji(pb)) — prreva (0) L7 (210) (Yi(pb) — 01(b)Ji (b))
ensuite
a1 (0) (pdi(pab) (V) (1d) — 61(b)J; (b)) — paa Ly (pab) (Ya(pb) — 61(b) Ji(eb))
= pI (pa0) (Y] (b) — 01(b)J] (b)) — p1 Ky (p10) (Yi(ub) — 61(b) Ji (b))
d’ou

o (b) = B (pa0) (V) (1b) — 61(b)Jj (b)) — pa K7 (p110) (Yi(b) — 01(b) Ji (b))
! Ly (pa0) (YY (pab) — 61(0)J] (1b)) — pua Ly (pa ) (Yi(ub) — 61(b) Jy(2b)
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enfin

(1 (pa0) Yy (pb) — pur K7 (p110) (Yi(12b)) + 61(0) (pua K7 (pa1b) Sy (pb) — puki(p10) Jj (1))

O = L b)Y ) — o b)Y 426)) 51 (6) b)) — el ) T )
Posons
ar(b) = % (2.68)
telle que
Zy = (pE(pab) Y/ (ub) — pa K7 (pab) (Yi (pd)) + 61.(b) (pa K7 (pab) Ji(ab) — pi(panb) Jj (11b))
{ Wi = (udi(p10) Yy (1b) — pun Ij (pa0)Yi(pb)) + 61.(b) (pea Sy (1) 1 (p110) — i (p110) J (ud)) 0
d’aprés le caleul précédent le équation (2.65) on a cette cas
51(0) = —2Yi(ub) + b1y (p1 b) (1Y (12b) Ko (p10) — 11 Yi(pb) K (p1)) (2.70)

 =2Ji(ub) + L (g ) (—pa K (110) i (peb) + pu T} (1b) Ko (b))

en substitution (2.70) dans (2.69) on trouve :
( 2y = (nEi ()Y (1b) — i K (12 0) Yy (b)) (=211 (ub) + w1y (1 0) (— pun K7 (p11b) Jo (1)
+pdf (ub) K (p110))) + (pa K (p110) Ji(pb) — i (pab) Jy (b)) (—2Y () + mb Iy (1 b)
(Y} (b) Ky (puab) — pua Yi(ub) K (1110))
Wi = (i (pa)Y/ () — pa 1 (p11b) Yy (1)) (=2Jy () + w1y (pia ) (—pua K (p116) Ji(1ad)
] (ub) K (paD))) + (g Ji(pb) 1 (pab) — pudy(pab) J (1)) (—2Yi (p1b)

\ 101 (pab) (Y (1b) Ky (p11b) — pa Yi(1ub) K (1110)) )

donc

( Z1 = =2J,(ub) (LI (11 b)Y (1b) — pr K] (11 0)Yi (b)) + I (11 0) (— pa K (10) Sy (1)
0 (0) Ky (pa0)) (Ko (11 0) Yy (b)) — pa K (1 0)Yi (b)) — 2V (1) (pa I (11 b) J1 (1)
— B (pab) Jy (b)) + oLy (pa0) (1Y) (ub) K (pab) — pa Yi(pub) K (1))
(1 K] (p110) Sy (pb) — pki (1) T} (11b))
Wi = =2Jy(ub) (i (p10) Y (1) — pua I (p110)Yi(pd)) + b1 (p1a b) (— i K7 (1210) Sy (1D)
] () Ky (pab)) (i (pa b)Y/ (1) — pua I} (pa0) Yy (b)) — 21 (i) (i Ji (1) I (p11b)
—pdi(p0) J] (b)) + 7Ly (pab) (1Y} (1) Ko (p1ab) — pua ¥y (1) K7 (b))

\ (1 Ju(pub) 1y (pab) — pdi(pa) Jj (b))
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ou bien

[ Zy = —2pk (1 b)Y (1b) Ji(pd) + 241 K (p110) Y (1) Sy (1b) — 20V (1) Jy (ub) K7 (p110)
+2uY3 (1) Ky (p1) J} (12b)
Wi = =2pJi(pb) 1i(110) Y] (1b) + 2401 I} (111 0) Yy (1b) Sy (1b) — 2411 Y1 (pd) Sy (1b) I} (110)
+20Yy(pb) L (pad) Jy (ud) + 70y (1ad) (1Y (1) I} (12b) K (11 5) Ih (D)
— Yo (pub) J) (b)) Ki(pa0) 1y (puab) — popn Y, () Ji(11b) K (pa ) I (11 b)
13 Yi(b) Ji(pd) K7 (puab) I} (p11b) + popn Yy (ub) Ju(pd) K (pa0) I} (11 b) — p?Yy () Jj (pab) x

[ Ki(ab) Ii(pad) — p3Yi(pb) Ji (1) K (p10) I (1210) + papan Yi(pab) J) (12b) K7 (p210) L (110) )

ensuite

Zy = =2pI (g b) (V) (1) Ji(ub) — Yi(ub) Jj (1b))
Wi = —2pli (1) (Y (1) Sy (pb) — J; (ud)Yi(1b)) + by (purb) (=Y (1) Ji(pab) + J; (D)

Yi(pub)) prpa K7 (pa ) Ly (paab) + (Y (1) Ji () — Jy (1) Yi (b)) pupan Ij (p11b) K (11 0))
puis
_ —4Kl (,ulb)

Z
! b

_ —4[l(u1b)

%%
! b

+ 2u1 L (g b) (1] (1) K (pa b) — K (1) L (pur))

don ( 4K b
7, = —4K(p1b)
b

=46 (pib) 20 (b
Wy, = (a1 )+ 1(p1b)
\ b b

afin que
( —4
7, = Ki(p1b)
b

20 (pab) (m — 2

e 2 —2)
\ b
ainsi, la substituant (2.71) dans (2.68) on obtient :

2K, (pb)
(2 = m)Li(pab)

Enfin, la substitution des expressions de «aq(b), v1(a) et §;(a) dans les systémes (2.53), (2.54)
et (2.62) respectivement, on trouve :

GO () = — Yi(kr)Ji(kr')  pour a <7 <1’
A Yi(kr")Jy(kr)  pour 7/ <r < oo

(2.71)

oy (b) =

posons



_ p¥{(pa)Yi(ka) — KY{(ka)Yi(pa)  —2Yi(ua) + way(ka)(uY; (na)Yi(ka) — kY; (ka)Yi(ua))
KYi(ka)Jj(ja) — KY; (ka) Ji(pa)  —2J(ua) + wadi(ka)(—kY; (ka) () + 2]} (na) Y (ka))

B —4Y)(ka)
- ma(uYi(ka)Ji(pa) — kY{ (ka)Ji(pa))(=2Ji(ua) + maJi(ka)(=kY/ (ka)Ji(pa) + pJi (pa)Yi(ka)))

telle que :
( (Yi(pr)—

~2Yi(pa) + way(ka) (1Y} (ja)Yi (ka) — kY{ (ka)Yi(ua)
~2Ji(ua) + wadi(ka)(—kY{ (ka) Ji(ua) + pJ{(ua)Yi (ka)

uY} (na)Yi(ka) — kY (ka)Yi(pua)

AU = ka) T ia) — Y (Ra) )

Ji(pr'))

1 pour b<r <7’
G = (Yi(r'
Yi(pr')—

—2Y)(pa) + waJi(ka)(pY] (pa)Yi(ka) — kY/(ka)Yi(ua))
—2Ji(pa) + waJi(ka)(=kY] (ka)Ji(pa) + pJi(pa)Yi(ka))

Y/ (pa)Yi(ka) — kY{ (ka)Yi(pa) ()

Ji(pr')) (Yi(pr) — 1Yy (ka)J)(pa) — kY/ (ka)J,(ua) '

pour ¥ <r<a

et

L(par") i (par)  pour 0 <7 <7/

b
—/}L L(par) L (par’)  pour v <r <b
I

2.2.6 Région Mixte
1) Région 0 <" <b<r<a:

G(l’275) (707 7"/) = Hg(MT)Z3(M1T/)J

Halor) = 5 ! g i) = () ),
et _9
Zs(pyr') = ?Iz(uﬂ”/)a
donc
G2y, 1) = 2 i(ur) — () ) ),

m(Az(r") — m3(r’))
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d’aprés la condition de Dirichlet de la fonction de Green au point r = b

G(l’275)(b7 /r/) |’r":b: G(l7575) (b’ r/) |r/:b

alors
71-(,\3([))_3 ng(b)) [Yi(ﬂb) - 773(b)Jl(Nb)]Il(lulb) = %Q[Kl([hb) - C¥1(b)]z(,u1b)]fz(,u1b) (2.72)
aG(;:,ZS)( >7J) ’r’:b: aG(;:&S) (b, T/) |r’:b

ensuite

—2u
T(A3(b) —n3(D))

on divise I’équation (2.72) par (2.73) on trouve :

Yi(pub) — n3(b)Ji(ub)  Ki(pab) — on (0) 11 ()
u[YY (ub) —n3(0)J)(ub)] g1 [K](p1ab) — cn () I} (b))

Y/ (46) — ms(D) T D) = L[ (1a8) — e (D) B ) (273

puis
1Yy (pb) [ (p1b) — aa (b) I} (1210)] — 13 (b) pua i (pab) [ K (p210) — 1 (D) I (p1ab)]
= (Y} (ub) (K1 (p110) — cr (D) L1 (1210)] — m3(b) T} (ab) [ K1 (p11b) — 1 (b) 11 (11D)]
o )KL ) — an () b)) — Y (b)) — o (b))
prJi(pb) (K (pab) — o (0) 17 (pab)] — puJ (pb) [Ki(p11b) — a1 (D) 11 (p1)]
2K(pb)
(2 = m)Li(pad)

n3(b)

la substitution de «a;(b) = dans n3(b) on trouve :

Vi) KL uab) ) — ]+ gy () Kb )
773(b) _ 1231

s (2.74)
pia Ji () [=7 K (11 0) I (p11b) — b_m] + prJj (pb) Ky (pab) I (1 b)

d’apres I'équation (2.72) on a :

[Yi(1b) — n3(b) Ji(ub)] = (Az(b) — ma(b))[(2 — 7) Ky (pab) I (pab) — 2K (pab) I (p110))]

ou bien
= A3(b) Ki(p1b) 1 (p1b) = Yi(ub) — n3(b)[Ji(pb) + mE (1110) L1 (111D)]

ainsi

Yi(pub) — n3(b)[Ji(pb) + mKi (1) 11 (p1)]
—7m K1 (p10) [y (1110)

en substituant (2.74) dans (2.75) on obtient :

As(b) =

(2.75)

Yi(pu) [par Sy (pb) (=7 K (p20) L (pa0) — %) + iy () Ky (pa0) I (1 b))

=K (pab) L (pa b) [pr Sy () (=7 K (pa 0) I (pua b) — b_l2L1> + p Jy () Ky (p110) L (1110)]

As(b) =
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[Ji(pb) + B (p110) L (p210) | [p1 Y () (=7 K (pu0) I (1) — %) + pr Y/ (pb) Ki(pab) 1y (pab)]

— B (11 0) 1y (a0) [pr Sy (pb) (—7 K7 (p110) i (11 b) — %) + pr ] () Ky (pa0) I, (p1b)]

—pa Yy (ub) Ji(pb) K (p1b) I (p110) — %Yz(ﬂb)Jz(Mb) + prYi(pb) J (ub) Ki(p110) Ly (p1b)

=K (1) 1 (punb) [pa Sy (ub) (=7 K (pu0) I (p1b) — i) + pr Jf (ub) Ki(p10) L1 (1110)]

b
+ule2(ub)Jz(ub)Kl’ (pab) i(pu1b) + %Yz(ub)Jz(ub) — pr Y] () Ji(pab) Ky (pab) L (1 b)
— 7K (pab) Ly (p2a0) [pa Ji(pab) (= K () 1y (p1a0) — b%l) + ] () Ky (pa0) I (p1b)]

— 1 K (pa ) L (pad) (121 Yy (b)) (=7 K (p110) Iy (21 0) — %) + prY (ub) K (11 b) I (111b)]
_|_ 1

=K (pab) L (pab) [pa Sy (1) (=7 KG (pa 0) I (p110) — %) + pm J) (1ub) Ko (p110) 1y (111 0)]

(i) Tpind) [~ > — i Yi(b) (— B (uab) T (1) — o) + ey () K (s ) i)

_ b b[L1
— 7K (pab) Ly (p2a0) [pa Ji(pab) (= K (11 0) Ly (p1a0) — b%l) + ] () Ky (pa0) I (p1b)]
d’ou
— - Tpa Yo (pb) (= K] (pu1b) 1o (p11b) — i) + pr Y} () K (p110) L (11 b))
A3(b) = b Qb'ul
— 71 S (pb) (=7 K] (1 0) Ly (pa b) — b_ul) + g Ji (ub) K (p10) I (1))
alors

G129 (1,17) = b ) (=) ph) = =) + e i) s ) s ) Y o)

mmb)[—m{(mb)zl(mw—%}+mY/<ub>Kl<mb>fl<mb> B
— - Ji(pr) I (pa !

) = b)) = =51+ e ) Kb )

alors finalement

G20 (r,1") = —b[Yi(ur) (g Jy(pb) (= K (p1b) Iy (1b) — %) + p J{ (ub) Ky (p1b) 1y (1))

— (Yo (pb) [—=m K (p11b) [y (puab) — bim] + Y () K (pa o) Ly (pa b)) Ju(pr )] 1 (par”).

Remarque 2.2.1 Pour la région 0 < r < b < ' < a un calcul similair au calcul précédent
conduit a la fonction de Green G2 (1 1").
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2.3 Section C : F < vy
2.3.1 Région (r > a) :
On a:

Yi(kr)Ji(kr')  pour a <r <7’
ALY (0 o0y ! 1
G (r,r') = { ((kr")Jy(kr)  pour r <r < oo (2.76)

2.3.2 Reégion(b<r <a):

D’apres I’équation (2.19)
Posons p? = —p? ou p? = 2(E —vy) >0 et ' =ipet | =w, on a:

1
I S (TR = )1 =0
r r

ou bien )
O (i)~ ) =0
alors )
B+ = (07 + ) =0, 2.17)

L’équation (2.77) est I’équation du Bessel modifiée, qui admet deux solutions linéairement
indépendantes I;(ur) et K;(ur).

Lecasb<r' r<a:

D’apreés ’équation (2.77) la fonction de Green est donnée par :
G (1:3:3) (r,r") = E(r")[Ki(pr) — 62(r') I (per)] pour b<r <7/
’ F([EK(pr) — ()L (pr)]  pour v <r<a

ou E, I, ~,,d, sont des fonctions de r’.
La continuité de la fonction de Green au point r = r’ donne

G(l,3,3)(rg_, 74/) _ G(l,3,3)(r/_, 7“/) -0
donc
F(r)[Ki(pr') = v2(r') L(pr")] = E() [Ki(pur') = 62(r') L (pr')] = 0

ensuite

E(r")[Ki(pr'") — Sa(r") [i(pr')]
[ () — o (r!) Ly ()]

et la discontinuité de la dérivée premiére par rapport r de la fonction de Green au point r = r
donne

F(r') = (2.78)

/

8G(l’3’3) ) . aG(l,3,3) . , 2
Tor e T )=
ou ,
P ki (') = pa0' ) ('] = B = 6200 ') = =
puis

[F(r') = B K (ur') + [=F ()2 (r) + E0)o (7)) (pr') = (2.79)

!
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en substituant (2.78) dans (2.79) on obtient :

[<E<T,)[Kl<lu’rl) - 52(T/)Il<ﬂr/)]> N (
[Ki(pr') = v2(r') D ()]

E(r")[Ki(pr') — v (r') ()]
Ky(pr') — o (r') Ly (pr”)

JKi (')

B Kalr) — o) )],
TR ) — i) 2O

E(r K (pr') — va(r') L (')
Ky(pr') — (') 1y (')

0 (r") Iy (")

B 2
o n !
—E(r")o2(r") K (') L (pr") + E(r) o (r') L(pr”) K (pr') — E(r")ya (r') 1 (pr") K (pr')
(K (pr') — y2(r) L (pr”)]
—E() 0o () K () i () 2
[Ki(pr') — v (') ()] o
afin que
E(r") oo (r") (Ko (pr') I (") — K (') I + E(r)y2 (r) I (") KG (") — I (') K ()]
- Wir/ (K (pr") = o (r) ()] (2.80)

sachant que la wronskien est donné par

W(L(pr'), Ky(pr')) = L(ur") K (') — I (ur") Ko (ur')

—1
= (2.81)
et en substituant (2.81) dans (2.80) on obtient :
BY)5u(r) () + B alr) (o) = ——[Kaljar) = () pr)
d’ou
~B()@() = 12(r") = 2 [Kalpar') = 326" )]
alors
n _ —20 (') — () L (pr))
E(r) = () = 8, 07) (2.82)
en substituant (2.82) dans (2.78) on obtient :
. — 20 (') — 6o (r) i (pr'))
F0) = i = 607)
enfin
( (Ki(pr') = 72 (r") L (pr')) %
9 (K (pr) — da(r") L1 (1)) pour b<r <7
G (1) = (2.83)

m(2(") = () | (g () — Sy ) D))

\ (Kl(lﬂ") - 72(7”')11007“)) pour ¥ <r<a
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2.3.3 Région (0 <r <b):

=2 [ (K(uar") — co(r") L (par")) L (ar)  pour 0 <r <7/
1,5,5) N (1
G (r,7) { (K (par) — ao(r") L(par) L (g r”) pour 1’ <r <b (2.84)

2.3.4 Calcul des coefficients v, et o,

D’apres la symétrie de la fonction de Green

v2(a) = 2(r) = 72(r"),

et
52((1) = (52(7”) = (52(7’/>.

Aussi, les conditions de Dirichlet-Neumann de la fonction de Green au point r = a

G(Z’LI) (a7 7",) |r’:a: G(l’373) (CL, T,) |r’:a

alors
—2
7T(’72(a) _ 52((1)) [Kl(ﬂa) - 72(&)]1(#@)”}([(/1(1) — 52(&)][(,[/@)] = —%(k‘a)]l(]{;a) (285)
et 5 5
%G(l’l’l)(a,ﬂ) |T/:a: EGU’?”S)(CL,T’) ’r’:a
donc

—2u
m(72(a) — d5(a))

selon les équations (2.85) et (2.86) on a le systéme :

[Ki(pa) = v2(a) I (na)][Ki(pa) — 62(a)li(pa)) = kY[ (ka)Ji(ka) ~ (2.86)

7T(72(@)2— 02(a))

—2Zl / _a/ala_zala:_l/ala2
Ot — Gyt i) = ()i (pa))[Ki(pna) = drfa) li(pa)] = = kY (ka) Ji(ka) - (b2)

on divise I’équation (az) par (by) on trouve

Yi(ka) _ Ki(ua) — ya(a)i(pa)
RY;(ka)  ulK](pa) — () I}(pa)

{ 2 (Ky(jua) — ya(a) (i) (K1) — Sa(a) ()] = —Yi(ka)i(ka) (az)

ensuite
kY[ (ka) Ki(pa) — kya(a)Y/ (ka)i(pa) = pK)(pa)Yi(ka) — pyz(a)Yi(ka)Ij(ua)
puis
Ya(a)(pYi(ka)l)(pa) — kY] (ka)I,(na)) = pKj(pa)Yi(ka) — kY] (ka) K;(ua)
d’ol

_ uK{(pa)Yi(ka) - kY (ka) K (pa)

pYi(ka)I{ () — kY] (ka) () (2.87)

Y2(a)
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D’aprés I'équation (2.85)
m(2(a)=02(a))Yi(ka) Ji(ka) = 2K (pa) [Ki(pa) =2 (a) i(pa)|—205(a) I (pa) [Ki (na) =2 (a) L (pa))]
alors
do(a)[2i(pa) Ki(pa) — 2va(a) I} (na) — 7Yi(ka) Ji(ka)] = 2Ki(pa)[Ki(ua) — v2(a) Ii(pa)]
—mye(a)Yi(ka)J)(ka)
afin que
ds(a) (211 (pna)Yi(pa) — 272(a) IF (pa) — wYi(ka) Ji(ka)] = 2K} (pa) — 2v2(a) li(pa) Ki(pa)
—my2(a)Y(ka)J,(ka)

o 2K} (pa) — ye(a)[20i(pa) Ki(pa) + nYi(ka) i (ka)]

) = 1 (wa) Kiljua) — 299(a) I (ua) — wYi(ka) (ko)
posons
- 2%
telle que :

{ Us = 2K} (pa) — y2(a)[20(pa) Ki(pa) + 7Yi(ka) Ji(ka)]
(2.89)

Vo = 21i(pa) Ki(pa) — 272(a) 1} (pa) — 7Yi(ka)Jy(ka)
en substituant (2.87) dans (2.89) on obtient :

( Uy = 2K7 (ua)(uYi(ka) [ (ua) — kY7 (ka) () — (K} (pa)Yi(ka) — kY (ka) Ki(jua)
(211(na) Ki(a) + wYi(ka) J (ka)

Va = (21i(pa) Ki(pa) — wYi(ka)Ji(ka)) (pYi(ka)Ij(pa) — kY] (ka)l,(na)) — 217 (ua)

(uE{(na)Yi(ka) — KY{ (ka)Ki(a))

\

ensuite

(U = 2uK}(pa)Yi(ka)Ij(pa) — 2k K7 (pa)Y/ (ka)L(pa) — 2pK; (na)Yy(ka) I (pa) Ki(pa)
+rkYi(ka) Ji(ka)Y] (ka) Ki(pa) + 2k K7 (pa)Y) (ka)li(pa) — mukKj(pa)Y? (ka)Jy(ka)

Vi = 2ul)(1a) K (1a) Yi(ka) I} (a) — 2kY] (ka) I (1) K (ua) — mpl}(ua) Y2 (ka) Jy(ka)

kY] (ka) I (1a)Yi(ka) Ji(ka) — 2uK](na)Y; (ka) [ (na) + 2k I} (11a) Y] (ka) K (1)

puis
[ Uy = 2K(pa)Yi(ka)(nKi(pa) I (pa) — pKi(pa)li(pa)) — muki(pa)Y? (ka) Ji(ka)
+rkYi(ka)J,(ka)Y, (ka) K;(ua)

(2.90)
Vi = 2L(a)Yi(ka) (u}(pa) Ki(na) — pli(a) K (ua)) + wkY} (ka) I (ua) Yi(ka) J (ka)

—rpul}(pa) Y2 (ka) i (ka)
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sachant que la wronskien est donné par

W(L(pa), Ki(pa)) = L(pa)Ki(pa) — Ki(pa)Ij(pa)
~1

= 2.91
—, (291)
et en substituant (2.91) dans (2.90) on obtient :
2
Uy = 2 Kal(ua)Yi(ka) + mJi(ka)(—pK{(1a)Y;(ka) + Yi(ka) Y} (ka) Kiua)
(2.92)
2
Vo = 2 () Yi(ka) + i (ha) (Y} (ka) () Yi(ka) — I} (1a)Y7(ha)
enfin, la substitution (2.92) dans (2.88) on obtient :
_ 2Ki(pa) + madi(ka)(—pKi(pa)Yi(ka) + KY) (ka) Ki(pua))
da(a) = - ; , (2.93)
21y (pa) + maJi(Ka)(+kY/ (ka)L,(pa) — pli(pa)Yi(ka))
2.3.5 Calcul des coefficients as
D’apreés la symétrie de la fonction de Green
as(b) = as(r) = as(r').
Aussi, les conditions de Dirichlet-Neumann de la fonction de Green au point r = b
G(l,3,3)(b’ 7,/) ’r’:b: G(l’5’5)(b, 7"/) |r/:b
donc 5
- Ky (ub) — Y2 (b) L (1)) [ K1 (ub) — 8o (b) I, (ub
—2
= 7[K1(M15) — aa(b) i (p1b) 1y (p1b) (2.94)
et P 5
~ (1.33) N, = L ass) N
aTG (b,?“) |r =b 8T‘G (b,T) |T =b
ensuite 5
—al / /
K (ub) — o (b) I (b)) ][ K (ub) — 62 (b) I} (b
77—(72([7) —52<b)>[ l(:u ) 72( ) l(:u )][ l(/L ) 2( ) l(/L )]
—2 / /
= —m[Kj(b) — az(0) (1) i(ub) (2.95)

d’apreés les équations (2.94) et (2.95) on a le systéme :

( -2
m(72(b) — 02(D)) (K (1b) — 72 (0) L (ub) ][ K1 (12b) — G2(b) Ly (b))

= ;[Kz(mb) — aa(b) Li(p1b) 1y (p1b) (c2)
EC gy ) = S RIS () = a8 )
= 7#1[1({(#15) — az(D) I} (p1b)] 11 (p11b) (d2)

\
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on divise I’équation (c3) par (dy) on trouve

K(uh) = S0 (b)) Kilnb) — as(b)i(yuab)
(G (b) — 00 1))~ or K[ (1ab) — aa (B) 1} (1)

donc
IS (pab) (B (b)) — 02 (D) L7 (1)) — pucxa (D) I (pua b) (I (11b) — () I} (b))
= B (1 d) (K (pb) — 02(b)Li(pd)) — pacva(b) L (p11d) (K (ub) — 62(b) Li(1d))
ap (b) (i (g b) (5] (pb) — 62(b) 11 (b)) — pun Iy (11 0) (K (1b) — 02(b) Ji(1b))
= I (pab) (K7 (pb) — 02(b) 17 (b)) — pa K (pa0) (K (1) — 62(b) Ly (b))
d’ou
an(b) = pIy (pad) (K (pb) — 62(b) 1] (1b)) — pur IS (purb) (I3 (pb) — 05(b) (b))
puly(pub) (K7 (1) — 62(b) L7 (b)) — pa L] (paab) (K (pb) — 02(b) L, (1d)
alors
() = (1K (pab) K (1) — a1 K7 (1 0) (K (1)) + 02(b) (pa K (p110) Iy (1b) — k< (1110) 1] (1ab) )
’ (ki (pab) K7 (11b) — pa Ly (pa0) K (1)) + 02(0) (pu L (pb) I} (111 b) — pudi (pab) 17 (b))
Posons
an(b) = 22U b) (2.96)
WQ(/LD 2 b)
telle que

{ Zy = (K () Kj(ub) — 1 K (p10) (Ko (1)) + 02(b) (1 K (1210) i (p2b) — pkSi (paab) I} (b)) .
2.97

W = (udi(p1b) K7 (1) — pun Iy (pa ) Ky (b)) + 02(b) (pa Ly (pd) I} (pab) — pudi(pu1b) 17 (1))
d’aprés le calcul précédent I’équation (2.93) devient

52(b) = 2K,(pb) + b1y (p110) (—pdSy (pb) K (punb) 4 pa Ky (pb) K (p11D) )
? 2L (pb) + b1y (prb) (40 K (p110) Ly (ub) — pudj (11b) Ko (pa b))

en substituant (2.98) dans (2.97) on trouve :

(2.98)

( Zy = (I (pab) K (1b) — pa K (1) K (b)) (210 (1) + by (pab) (4421 K7 (11 b) I (1ab)
—pdy (ub) Ky (p110))) + (pa K (punb) Ly(pb) — py (pa) I} (10) ) (2E, (b)) + b1y (11D)
(= I (pb) Ky (p11b) + p Ky (pb) K7 (p10) )
W = (pudi(pa0) Ki(1ub) — pa £y (ab) Ky (b)) (210(pab) + w1 (pua b) (i K7 (12 0) I (1)
—pd (pb) Ki(pa0))) + (L (pb) 1 (pab) — pali(pa0) I (1)) (2B (1)

| A0 1y (— 1 0) (pIS] (1) Ky (pab) + pa K (1ub) K (1110) )
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donc

( Zo = 20, (ub) (S, () K (1) — pua K (1 b) G (b)) + by (paab) (pa S (i b) 1y (ab)
—pudy (pb) K1 (p10)) (Ko (pa0) K (1b) — pun K (pa10) K (b)) + 20K (1ab) (11 K (p210) 1 (1)
—p i (pab) 1 (b)) + b, (pab) (— K] (pb) K (pab) + pun Ko (pb) K (111))
(1 K] (1) I (pb) — puISi(pab) 17 (b))
Wao = 20 (ub) (pdy (purb) K (pb) — pua I (p10) Ky (pb)) + b1y (pa10) (441 K7 (110) Ly (12b)
=l (pb) K (p10)) (i (p20) K (1b) — pun Iy (pab) K (b)) + 20 (pb) (pa L (pb) 17 (1 0)
—pdi(pab) I (b)) + 7y (11 0) (= IS (1) K (pab) + pia Ko (pa) K (b))

\ (i (b) T (u3b) — il (1) T} 1ab))

alors

([ Zy = 20 (g b) K (pb) L (1d) — 2401 K (p110) K (b) L (1d) + 2401 K (1d) Iy (11b) K (p11b)
—2p K (pb) Ki(1110) 17 (1)
Wa = 20l (pb) I (pa ) K (11b) — 24017 (pa b) Ky (1b) 1o (1b) + 240 K (p) I, (1) I} (p11D)
=20 (ub) L (D) I} (1d) + by (pa) (— i K7 (1d) I} (1b) Ky (p110) Iy (11 b)
+ ppaa Ky (ab) 17 () Ky (paa0) I} (p116) 4 popaa K7 (pab) Ly (pab) K7 (p11.0) i (11 b)
— 1K (1) I () K (pa D) I} (11 ) — papun I (ub) L (1d) K (pua ) I} (pab) + p1® K (1) 1 (1)

l Ki(ad) i (pad) + pd K (pab) L (1) K (1) I} (11 b) — papan K () I} (12b) K (11 0) I (11 b))

ou bien

Zy = 20K (prb) (K7 (1b) 1o (pb) — Ki(1ub) I} (1b))
Wa = 20y (pa0) (G (ub) L (ub) — I (ub) Ky (1)) + b Iy (paab) (B (1) Li(ab) — 17 (ab)

(1)) B (1 B) (1) + (K (ab) o (1ab) + T b)) g I g ) K (1))

puis
Z2 _ —QKZ(,ulb)
b
—21;(p1b
Wy = 2D 4 ) () Ka) — KL m) )
ensuite
22 _ —2Kl<,u1b>
b
—2I (10 Li(pad
W, — zb(ul ), 7 l(:l )
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afin que

—2K,
7, — 1(p1b)

(2.99)

Li(p10) (m — 2
= M) =2
alors, la substituant (2.99) dans (2.96) on obtient :

2K (p1b)
(2 =)L (b)
enfin, la substitution des expressions de as(b), 12(a) et d2(a) dans les systémes (2.76), (2.83) et
(2.84) respectivement, on trouve :

GULD (1) = — Yi(kr)Jy(kr')  pour a <71 <71
nr)= Yi(kr")Ji(kr)  pour 7’ <r < oo

Oég(b) =

posons
Ty = 72(a) — da(a)

p(pa)Yi(ka) — RY] (ka)Ki(pa)  2Ki(ua) + may(ka)(—pK(ua)Yilka) + kY] (ka) K ()
WY (ka)Tj(pa) — KY; (ka)Ti(pa) 21 (pa) + maJ; (ka)(+KY; (ka) i(ua) — T (ua)Yi (ka)

—2Y(ka)
ar(pYi(ka)lj(pa) = kY/ (ka)li(pa))(2hi(pa) + madi(ka)(=kY/ (ka)li(pa) + plj(pa)Yi(ka)))

telle que :
( (Ko (pr)—

2Ki(pa) + madi(ka)(—pKi(pa)Yi(ka) + kY] (ka) Ki(pa))
21y (pa) + maJi(ka)(+kY/ (ka)li(pa) — plj(pa)Yi(ka))

Ly (pr)) (K (') —

IS (pua)Yi(ka) — KY{ (k) Ky(pa)
Y (ka) T, (ua) — kY, (ka) I (ua) ")

9 pour b<r <7’
G(l’3’3) (T‘, 7,/) _ e

(K (pr')—

2K, (10) + may(ka) (—pK{(na) Yilka) + kY (ka) Ki(ua))
21, (na) + wai(ka)(+RY; (ka) L (ja) — pI}(a)Yi(ka))

pKi(pa)Yi(ka) — kY/ (ka) Ki(pa)

B D) = 7 ha) T (na) — k7 (k) o) )

pour ¥ <r<a
et

N 2Ki(ub)
L | ) G )

T 2K;(pnb)
Balinr) = = R
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2.3.6 Reégion Mixte
1) Région b <r<a<r':

G(l’?’:l) (T, 7’/) = H4(IU/T)Z4(/'I’17J)J

ol 9 /
H4(M71) = 7T()\4(’I“,) _ 7]4(7’/)) [Kl(:ur) - )‘4(T )[l<:u7a)]7
et
Zy(par') = =Ty (kr'),
alors

2
T(Aa(r') = ma(r'))
d’aprés le condition de Dirichlet de la fonction de Green au point r = a

G4 (a, 1) = [y (pr) = Xa(r) L ()] i (R,

G(l’g’l) (a/7 r/) |T’=a: G(l,Ll) (a7 r/) |T/:a

donc
7T()\4(a)2_ o (K (pa) — A(a) I (pa)]Jy(ka) = =Y (ka)J(ka) (2.100)
(l,3,1) (l,l,l)
() = () e
ensuite
2K (pa) — ()T} (ua)) Ji(ka) = —KY; (ka) i (ka) (2.101)

m(As(a) — m(a))
on divise I’équation (2.100) par (2.101) on trouve :

Ki(pa) = Ma(@)Ii(pa) _ Yilka)
WK (ua) — (@) [ (ua)] kY (ka)

KY; (ka) Ki(1a) — kAa(a) L)Y (ka) = pK{(pa)Yi(ka) — phs(a) I} (ua)Yi(ka)
puis
kY/(ka)Ki(pa) — pKj(pa)Yi(ka) = Ai(a)[kL(pa)Y/ (ka) — plj(pa)Yi(ka)]
d’ou

_ kY/(ka)Ki(pa) — pKj(pa)Yi(ka)
M) = T ua) Y7 (ko) = el (ua) YiCha) (2162)

d’apreés I’équation (2.100)
2K (pa) — 22 4(a)(pa) = —mAg(a)Yi(ka) + mn4(a)Y(ka)

ou bien

_ 2Ki(pa) + M(a)[=20i(pa) + 7Yi(ka)]

na(a) Yi(ka) (2.103)
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en substituant (2.102) dans (2.103) on obtient :

2K, (pa) [k 1i(pa)Yy (ka) — plj(pa)Yi(ka)]
mYi(ka)[kli(pa)Y/ (ka) — plj(pa)Y(ka)]
(=21, (j1a) + wYi(Ra))[KY] (ko) Kal(na) — oI} (aa)Yi(ko)
nYi(ka)[kl(pa)Y/ (ka) — pl/(pa)Yi(ka)]

~

na(a) =

~

afin que
n(a) = 2k Ky (pa)ly(pa)Y/ (ka) — 2pKi(pa)ly(pa)Yi(ka) — 2kKi(pa)li(pa)Y/ (ka)
: Vi (ka) [k () Yy (ka) — pl](4a)Yi(ka)
2005 ) ) Vi) + o Ko sa) Y/ (k) Vi) — g (3ua) (k)
mY;(ka) [k, (1a)Y; (ka) — uj(ua)Yi(ka)
alors
Yilha) (ki (pa) Y (k) — - — mp{(ua)Yi(ka)
) = N ) B (ra) V] (k) — el () Vi(a)]
d’ol
(b Ku(pa)YY (ka) = = = mp ] (a)Yi(ka)
) = T )V (ka) — alf ) Viha)]
G (1Y) = a(kI(na)Y; (ka) — pi(a)Yi(ka)) K (ur)
Y (o) Kalpa) — p{(pa)Yika)
kL (pa)Y/(ka) — pl](pa)Y(ka) Ii(ur))Ji(kr)
finalement

GOV (r 1) = a[Ky(ur) (k1 (pa)Y/ (ka) — plj(pa)Y(ka))
— (kY] (ka) Ki(pa) — pK;(pa)Yi(ka)) I (pr)] Ji(kr).
Remarque 2.3.1 Pour la région b < r' < a < r un calcul identique au précédent conduit a la
fonction de Green GUB3) (r r').

2) Région 0 <7 <b<r<a:

G (r ") = Hys(pr) Zs (puar’),

ol i /
H5(/J7’) = 77_()\5(7,,) _ 775<7“,)) [Kl<lu’r> - 775(T )IZ(MT)]7
et o
Zs(par') = 7110617”'),
donc

4
w2 (A7 (') = 15(r"))

d’aprés la condition de Dirichlet de la fonction de Green au point r» = b

G (1 1') = [ (pr) = (") L) (g,

G (0,1) = G5 (b, ) |y

93



ensuite

4 -2
) oy ) = O] hpnb) = —Z[Ki(pnb) = aa(b) (b)) (2104)
aG(l,S,S) , B aG(l,S,E)) ,
5 (0.7) = =5 — (0, iy
alors
a K (1b) — s BV L (b)) Ta(piab) = — 2P (K (pad) — ava () (uab) T (puab)(2.105)
s (b) — m5(b) ! l LY !

on divise I’équation (2.104) par (2.105) on trouve :

Kiy(pub) —ns(0)Li(pb) —_ Ki(mb) — o (b) Ly (p1b)]
(K (pb) — s (D)1 (b)) pa [ K] (p120) — cvab) I} (111D)]

puis
p1 K (1ab) [ (p1b) — 2 (D) 17 (p1D)] — 15(0) pa I (1) [ K] (111b) — e (D) I} (pab)] =
1 EG (1) [ K (1110) — g (D) [y (1)) — pams (b) I} (ub) [ Ky (p11b) — v (b) I (11D)]

afin que
p K (pb) [ (11 b) — aa(b) 17 (p1b)] — pS] (1) [Ki(p1b) — o (D) 1y (1110)] =

15 (0) [ Ly () [ (1b) — e (0) 13 (pia0)] =l (ub) [y (piab) — 2 (D) i (p1ab)]
d’onr
ns(0) = PRI K (1b) = as(0) (b)) — i (ub)[Ki(p1b) — s (B) 14uab)]
Pl (D) [ (1) = aa(0)I] (p11b)] = ol (1) [Ki(pi1b) — ez (b) (b))

2K (b
la substitution de aq(b) = % dans 75(b) on trouve :
— )L

K 0) [ b)) — ) i ) K b) )
15(b) = et (2.106)

T 8) (=7 Kb T ab) = 5]+ ) s ) )

d’aprés I'équation (2.104) on a :

2[ Ky () — ns5(b) (b)) = —m(As5(b) — ms5(0))[(2 — m) K (1) [y (p110) — 20 (1 b) [1(p11D)]

— X (b) K1 (11b) i (1 b) = —2Ki(ub) — 15 (b)[=211(ub) + 7° Ki(1110) I (p10))]

donc

_ 2K () + 1 (b) [~ 2L, (ub) + 72K (pab) 1y (p11D)]
m2 Ky (1116) 1 (p1)

en substituant (2.106) dans (2.107) on obtient :

As(b) (2.107)

2K, (pb) (pa Ly () [=7 K7 (p11b) I (pa b) — %] + pr I (ub) Ky (p10) L1 (p110))

T2 K (pab) I (pab) (e Iy (1) [ =7 K (11 0) I (p11b) — bi/ll] + pr d] (ub) K (p10) I (1110))

)\5(5) =
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(=20 (pb) + w2 K (1 b) Iy (pab) ] [11a K (pb) (=70 G (11 0) Iy (p11b) — b%l) + K (pb) K (pa b) Ly (111 b)]

T2 K (p10) Ly (p110) [pun L () (=7 K (11 0) I (pa b) — b_fh] + pr I} (1) Ki(p10) [ (11 b))

_|_

—=2p K (pb) L (11b) K (pa 0) I (p1b) — %Kz(ub)lz(ub) + 2pm Ky (pub) I} (11b) Ko (1 0) 1y (11 b)

72K (1 0) 1y (1) [pa 1y () (=7 K (a1 0) 1 (i1 b) — b%l] + p I (pb) Ky (1) I (11 b))

2p 7 K (1) L (1) K (pa ) Lo (111 b) + %Kl(ﬁbb)fl(ﬂb) — 2pm K (1ub) 1y (p1b) K (p110) I (p11b)

2K (p10) 1y (pa b) [pa Ly () (=7 K (11 0) L1 (11 b) — bim] + pr I} (pb) Ko (pab) I (p1b))

+

72 K (pa ) I () (101 Ky () (=7 K (p10) Iy (pa b) — %) + p K (ub) K (1) I (121)]
+ 1

2K (p10) Ly (pab) [pua Ly (ub) (=7 K (pua0) L1 (1 b) — %] + pr Iy (b) Ky (pa0) L1 (11D))

WKl(Mlb)]l(Mlb)(% + 7 K () (= K (p11b) 1y (p11b) — %) + pm K () Ki(pa0) L1 (1110)]

7 Kl ) s ) (= b)) + ) = e ) K )

d’ou

2 Rl () (7K b)) — o) + e K () Ko ) )]
/\5(b> = b bt

7{pa Ly (pb) (=7 K (p10) [y (p10) — b%l) + p 1] () K (1110) I (1110)

alors

2b

G (r, 1) = — [ D) (=7 K () I (pab) - %) + pr I} (pb) Ky (1 b) I (pa ) [ 1 ()

B () (K paB) D) — o)+ 7)) )
— R Li(pr) [ i (par”)
T () (I ) = =) + e ) i) )

enfin

2b

™

G390 (r, ') = = [ () (pa () (=7 K] (11 b) L (pa b) — /%) + I (pb) Ky (j1b) (1))

— (1 K () (=7 K (p110) 1y (p11b) — b_il) + p K (pb) K (pa ) 1y (p210)) L ()| 1y (pa ).

Remarque 2.3.2 Dans la région 0 < r < b <1’ < a un calcul similaire au précédent done la
fonction de Green GU53) (r, 1),
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Conclusion générale

Notre travail a porté sur la recherche de la fonction de Green pour le probléme d’un potentiel
continu par morceaux sur des régions a symétrie circulaire. En fait, ¢’est un potentiel multi-sauts
sur ces régions. L’équation traitée est celle de Schrédinger. Nous avons utilisé la continuité de
la fonction de Green et de sa dérivée sur les frontieres entre les différentes régions pour trouver
la solution. Les conditions aux limites utilisées sont souvent adaptées aux problémes qu’on
rencontre en mécanique quantique dans les problémes de diffusion et aussi, pour les spectres
discrets. Ce genre de probléme, peut étre étendu & un espace a N dimensions et aussi, a des
potentiels non nécessairement constants par morceaux.
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