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اिऻؠמոس ֍ڷ ڲ֔ݫݻڲոت
اڤץոֵ෕໒ت و واॊूڲܙاج اચઁ٢ेूازات ڲؠמոس:

๴ངاܳފڎا ሒᇭ لگڎم ྘ܳފ؇ฺྵ. ܋٭݄٭؇ء ۰ਃ಻؇ٔ اܳފٷ۰ ܳޚܹٴ۰ ۬༥ި݁ ا৙৑ݿ؇ݿ٭۰. ܳߺࠊ༡ڎة اৎ৊گ٭؇س ۱ڍا ཯ྡྷٺ݄޶
ّިۏዛዀ٭۰. أᆇᅦ؇ل وَݱژ ۰༟؇ݿ و درس وَݱژ ۰༟؇ݿ ؇ዛዊ݁ ݿ؇༟؇ت ఈఃٔث ሒᇼ؇ݿ ܾ۠ොຳ اܳټ؇ܳت

اڤץոֵ෕໒ت و واॊूڲܙاج اચઁ٢ेूازات ڲؠמոس: ༦ඡ࠲ࡇر أ٢׿اف
:ঌॻل؇݁ اܳٴ๤ཡل؇ت و وا৙৑݁ިاج ا଩ଐ۱৖৑ازات دراݿ۰ أݿٴ؇ب أ۱ܾ ݆݁

ا਍ಱᄴᄟ؇݁٭ܝ٭۰. ا৙৑َޙ۰݄ Ⴄ၍රඞت دراݿ۰ •
وا෠ຬ؇د ل۰ රඞ มฆدرۏ و وا༡ڎة ل۰ රඞ ۰༥در ذات ا਍ಱᄴᄟ؇݁٭ܝ٭۰ ا৙৑َޙ۰݄ Ⴄ၍රඞت دراݿ۰ •

.؇۳ܹ༡و اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ اৎ৊أ؇د৖৑ت ً؇ނٺگ؇ق ᄎცݠ੆اࠍ وأஓ஁؇ط ل۰ اෑෂاو اܳٺިاߙߵات
.௧ௌਃ಻Ⴄၽاܳـ۳᠌ݠو݁٭ اࡺ࢘ࢦ؇ٔܭ ً؇ݿٺأ݄؇ل واৎ৊٭ਃ಻Ⴄၽܝ٭۰ ۰ਃಮ؇ًاܳـ۳᠌ݠ ا৙৑َޙ۰݄ ඔ൹ً اܳأఈఃڢ۰ دراݿ۰ •

݁؇دي. وݿޔ ሒᇭ اৎ৊٭ਃ಻Ⴄၽܝ٭۰ ا৙৑݁ިاج دراݿ۰ •
.(๴ངୖٷڎ୒ا (اܳݯިء اܳٴ๤ཡل؇ت دراݿ۰ •

:ոቌሏ ෟໍܙिऻا اڤۻոּؠ١ اո֔िऻرف
ܳأ޺޾ ا৙৑ݿ؇ݿ٭۰ اৎ৊ٴ؇دئ ாணᄳᄟ؇ً وෛຶݧ ݿ؇ًگ؇ દઊިاܳٺܝ ݿٷިات ݆݁ اည৊ܝྥފٴ۰ اৎ৊أ؇رف আॻ༟ ا৖৑؜ٺ݄؇د
أو اܳݱܹٴ۰ ا৙৑ۏފ؇م ذرات أو ا਍ಱᄴᄟ؇݁٭ܝ٭۰ ا৙৑ۏފ؇م ࣁࣕࢻࣕب و݁ڰ؇۱ࡗࡲ واܳݯިء، واܳـ۳᠌ݠً؇ء ۹ਃ಻Ⴄၽ٭ৎ৊ا

.؇ዛኡاߙ߳ا وݪؕ ۋިل اࠍ੊ݞ਀ಱ؇ت ذرات
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اৎ৊گ٭؇س ؜݆ ݁أߺࠊ݁؇ت

اिऻؠמոس: ৭്׫ܙى
:ঌॻلპაႰ ڣݱިل ܾዛዊ݁ ႟၍ ૰૏݄ܭ أݿ؇ݿ٭۰ أඹජاء ۰ٔఈఃٔو ༟؇م ݁ڎ༠ܭ আॻ༟ اᄴᄟرس ۱ڍا ොຬٺިي

༟؇م ݁ڎ༠ܭ •
ا଩ଐ۱৖৑ازات : ا৙৑ول اࠍ੊ݞء •

اࠍ੆ݠ ا୒ୖݞاز –
اৎ৊ٺ༱؇݁ڎ ا୒ୖݞاز –
اܳگ๤ཏي ا୒ୖݞاز –

ل۰ රඞ มฆدرۏ ذو أَޙ۰݄ و ༇ຍاਵؗ৖৑ لگ۰ ޗݠ –
اৎ৊٭ਃ಻Ⴄၽܝ٭۰ ا৙৑݁ިاج : ሒᇃ؇اܳټ اࠍ੊ݞء •

اৎ৊ٷ๤དྷྥة ا৙৑݁ިاج –
اৎ৊ފٺگݠة ا৙৑݁ިاج –
اܳٴ๤ཡل؇ت : اܳټ؇ܳت اࠍ੊ݞء •

اܳݯިء اَܝފ؇ر و اَأႤၽس –
اܳݱިر ا૰૙؇ء –

ا଩ଐ۱৖৑ازات ل؇ء ଩ଃ6ڣᄭᄥ٭ዝང ؜ފଲ୍ي د.



ոຐم ڲ׿ຑڞ
ոຐم ڲ׿ຑڞ

اཹྥލ؇ر ؇ዛኞ لگݱڎ و ا଩ଐ۱৖৑ازات دراݿ۰ ا৙৑ول ا௱௯௫ިر أݿ؇ݿ٭۰، ො੼؇ور ۰ٔఈఃٔ ᄴᄟراݿ۰ اᄴᄟرس ۱ڍا ਐಱأݠض
ఈః༠ل ଲਐಾ୍ر Ⴄ၍රඞت أي ل۰ دور ًݱڰ۰ ّިازَ۬ وݪأ٭۰ ۋިل ௧ௌ݁٭؇਍ಱد َޙ؇م ৙৑ي ۰ਃಸࣕࢻᄳᄟا ࠯࠵࠺ݠႤ၍ت
أو ًިۏިد ༠؇رۏ٭۰ ڢިة ଫଃٔ؊ّ ොູب أو රඞة ّܝިن ا଩ଐ۱৖৑ازات و۱ڍه ل۰، دور ނٴ۬ ًݱڰ۰ أو ඔ൹݁أ ز݆݁
࠯࠵࠺ݠႤ၍ت اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ اৎ৊أ؇د৖৑ت আॻ༟ و࠯࠵࠺ݱިل اܳٺ༱؇݁ڎ، أو ا৖৑ۋٺႤၽك ؜݆ ༇ຐ؇َ اܳޚ؇ڢ۰ ሒᇭ ݪ٭؇ع ؗ٭؇ب
لگ۰ ޗݠ ଫଊّأٺ إذ ،༇ຍاਵؗ৖৑ لگ۰ ޗݠ و اܳޚ؇ڢ۰ لگ۰ ޗݠ ، દગިਃ಻ لگ۰ ޗݠ ؇ዛዊ݁ ޗݠق ༟ڎة ૭૜ٺأ݄ܭ ل۰ ا଩ଐ۱৖৑از
ا਍ಱᄴᄟ؇݁٭ܝ٭۰ ا৙৑َޙ۰݄ ᄎცݠ੆ࠍ اܳޚٴ٭أ٭۰ واஓ஁৙৑؇ط ل۰ اෑෂاو اܳٺިاߙߵات ෠ຬ৕৑؇د ا૭૙৙৑ص لگ۰ اܳޚݠ ༇ຍਵؗ৖৑
ዝ๎ะܭ ا଩ଐ۱৖৑ازات دراݿ۰ ሒᇭو ل۰. اࠍ੆ݠ در༥؇ت ݁ٺأڎدة أو وا༡ڎة ل۰ රඞ ۰༥در ذات ೑಻Ⴄ၍ ݿިاء
มฆܳا اৎ৊٭ਃ಻Ⴄၽܝ٭۰ ا৙৑َޙ۰݄ ᄎცරඞ ؜݆ ۰෠ູ؇اܳٷ اৎ৊أگڎة اৎ৊ފ؇فܭ ོྟފ٭ޔ و ڣ۳ܾ ሒᇭ ௧ௌਃ಻Ⴄၽاܳـ۳᠌ݠو݁٭ اࡺ࢘ࢦ؇ٔܭ
আॻ༟ اܳޚ؇ܳص ݁؇༟؇૭૏ڎ و۱ި ଫଊ௰௯௫ا ሒᇭ ؇ዛ዇܋ߵ٭ ߙ ዝ๎ะܭ มฆܳا ۰ਃಮ؇ًاܳـ۳᠌ݠ ً؇৙৑َޙ۰݄ ݁گ؇ر۰َ ؇ዛ዇܋ߵ٭ ߙ لݱأص

واܳٺޚٴ٭گ٭۰. ل۰ اܳٷޚݠ اৎ৊ڰ؇۱ࡗࡲ اݿྥ٭أ؇ب
ሒᇭ اݪޚݠاب ؜݆ ؜ٴ؇رة ሒሃو اৎ৊٭ਃ಻Ⴄၽܝ٭۰ ا৙৑݁ިاج ᄴᄟراݿ۰ ڣ٭ٺޚݠق اᄴᄟرس ୒ୖڍا ሒᇃ؇اܳټ ا௱௯௫ިر أ݁؇
ًݱިرة ོྡྷٺگܭ اܳިݿޔ ሒᇭ ل۰ ا଩ଐ۱از ᄎცරඞ أي ، اৎ৊؇دي اܳިݿޔ ሒᇭ ࠯࠵࠾ݞ਀ಱ؇ت ݁أ٭ٷ۰ ۰༟๤๎ืو ඔ൹݁أ ا෠ູ؇ه

اܳިݿޔ. ਀ಱඹජ؇ت ඔ൹ً اৎ৊ٺٴ؇دل ଫଃٔ؊اܳٺ ًڰأܭ ݁ٺأ؇ڢص ႟ၽ૰૖ රඝ৚৑ ඹජيء ݆݁ ۰َਵਦ
ި۱ اᄳᄟي ๴ངୖٷڎ୒ا اܳݯިء ڣ٭۬ وݿ٭ڎرس اܳٴ๤ཡل؇ت دراݿ۰ ڣ٭ۛݧ اᄴᄟرس ୒ୖڍا اܳټ؇ܳت ا௱௯௫ިر أ݁؇
ً؇ܳأڎࢴࣖ ଩ଃറണ೺و ا୒ୖٷڎݿ٭۰، اܳگިا༟ڎ ݆݁ ۰༟ި݄௵௯௫ ෛູݯؕ ๴ཏ྘اܳـ۳᠌ݠو݁؞ٷ؇ޗ ا৖৑ނأ؇ع ݆݁ ۰݁ඹඞ ؜݆ ؜ٴ؇رة

ا৖৑ཹྥލ؇ر.... ـ ا৖৑َܝފ؇ر ـ ا৖৑َأႤၽس : ݁ټܭ اࠍ੅ݱ؇فݧ ݆݁
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I اݾ঻ۏء
اચઁ٢ेूازات
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1 اڤءۢڞ
اݾষۑ اૃેۏاز

اिऻמॴబပ࿮ڎמ١ اચઁ٢ेूازات ֍ڷ ჸთܙڲמոت 1 .1
اܳٺިازن َگޚ۰ ۋިل ۰ਃಸࣕࢻᄳᄟا ࠯࠵࠺ݠႤ၍ت اཹྥލ؇ر ႟၍ আॻ༟ ੯੩ّޚ ۰ਃಮ؇ل ଩ଃڣ ޖ؇۱ݠة ሒሃو ا଩ଐ۱৖৑ازات
ڢڎ ۰ਃಸࣕࢻᄳᄟا اࠍ੆ݠႤ၍ت ۱ڍه اৎ৊ݠ۰َ. ا৙৑وݿ؇ط ሒᇭ لܝިن ا৖৑ཹྥލ؇ر ۱ڍا ،و ؜ਵݪ٭؇ او ޗިܳ٭؇ Ⴄ၍ن
ل۰ اࠍ੊ڎار اܳފ؇༟؇ت َިاس ـ ݁ټܭ: ඔ൹݁أ ز݆݁ ఈః༠ل ᄎცݠ੆اࠍ َڰݴ ଲ୍ّر أي ل۰ دور ًݱިرة ّܝިن
ّܝިن وڢڎ ل۰. اܳٴߺࠊر ᄎჼاܳލٴ ሒᇭ اᄳᄟرات ـ ਍ಸ؇ًݥ ݁أܹگ۰ ᄭᄥ঺঒ ـ اܳލ݄ݴ ۋިل ا৙৑رض دوران ـ
ـ ۰༡ިرۏ৙৑ا ـ : ݁ټܭ ز݁ٷ٭۰ ڢଫଐة ఈః༠ل ؇ዛው܋රඞ ౪౜ళ؇݁ڎ أو ོྥٷ؇ڢݧ દઊأ ل۰ دور ނٴ۬ ًݱިرة ألݯ؇
اᄳᄟي اܳݱިت ୍ଲٴᆇᅒ ؇ዛዀڣ ਵਦؗިب لܝިن أۋ٭؇َ؇ ا଩ଐ۱৖৑ازات .۰ਃಮ؇ًاܳـ۳᠌ݠ ا௱௯௫ݠႤ၍ت ـ اܳޚ؇߉ߵة ۰༲أۏٷ
૭૖ྟص ؇ዛዀڣ ਵਦؗިب ଫଃ༚ ا଩ଐ۱৖৑ازات ّܝިن ا৙৑ۋ٭؇ن أ༚ܹص أن ඔ൹༡ ሒᇭ اܳݱިت، ا଩ଐ۱ازات لݯ؇؜ژ

.ဥ۰...إࠍਃಮ؇ًاܳـ۳᠌ݠ ا௱௯௫ݠႤ၍ت ؜݆ اܳݱ؇درة ৙৑Ⴄ၍ݬިات اܳޚ؇ڢ۰ و۱ᎂڎار اܳݯިݪ؇ء

اڤ༐ۻמ܋١ اڤ׫ܙاؔؠמ١ ၿၛۑষاݾ 2 .1
ا৕৑ޗఈఃق আॻ༟ ل۰ اᄴᄟور ᄎცݠ੆اࠍ أނႤၽل أ૭૖ޔ و݆݁ ل۰ ا଩ଐ۱از ᄎცරඞ ሒሃ اܳྟފ٭ޚ۰ اܳٺިاڣگ٭۰ ᄎცݠ੆اࠍ إن
আॻ༟ ۰ਃಮڎاਐಸا ۰༟๤ང ࢻࣖون ا৖৑ߙ߳ان ݁ިݪؕ ॷॖर؇༥ আॻ༟ وᎂل؇ً؇ ذ۱؇ً؇ ଩ଐዛᔻ ྾ཏۏ لݱٷأ۳؇ มฆܳا ᄎცݠ੆اࠍ و۱ڍه
݁ިݪؕ ؜݆ ྾ཏ੊اࠍ ۰༡إزا ݁گڎار ؕ݁ ޗݠدل؇ ا৕৑ر༥؇ع ڢިة ݁گڎار ؇ዛዀڣ ཯ྥٷ؇ݿص ݁ފٺگࡗࡲ ۊޔ ޗިل

.۰༡زا৕৑ا ا෠ູ؇ه ًأܝݴ ؇۳۱؇෠ູا لܝިن و ا৖৑ߙ߳ان،
: ڲ׭ոل

.k ۬ਐ಻وਵਦ ೑ಸ؇ٔ ਍ಸ؇ًݥ ݁أܹگ۰ m ᄭᄥ঺঒ ଫଊَأٺ
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اࠍ੆ݠ ا୒ୖݞاز .1 اܳڰݱܭ
 

 

 

                                                                                                                                 

𝑘                                        

                 𝑚                                            𝑚      

ሒᇃوਵਦ ۱ݞاز :1 .1 ႟ၽނ

૭૖٭ޚ۰. ّިاڣگ٭۰ ᄎცරඞ اܳྟފ٭ޔ ሒᇃݠوৎ৊ا ا୒ୖݞاز ᄎცරඞ ଫଊّأٺ

اڤ༐ۻמ܋١ اڤ׫ܙاؔؠמ١ ၿၛޠަޫۑ اڤ׫ءոۛڪמ١ ႞႐دո֔िऻا 3 .1
إر༥؇ع ڢިة اܳٷ؇ًݥ ሒᇭ ᄴᄟިਐಾ ૭૏؇را أو ஓ୷٭ٷ؇ ᄭᄥ൞ശܳا أزොຬب إذا (1 .1 ႟ၽاܳލ) اܳފ؇ًݑ اৎ৊ټ؇ل ݆݁

اࠍ੅؇رۏ٭۰. اܳگިة ا෠ູ؇ه ༟ܝݴ ؇۳۱؇෠ູا
۱ިك ڢ؇َިن ۋފص

F⃗ = −kx⃗

෠ຶڎ: F⃗ = ma⃗ દગިਃ಻ ڢ؇َިن ووڣݑ
−kx⃗ = ma⃗

−kx = m
d2x

dt2
=⇒ −kx = mẍ

ẍ +
k

m
x = 0 (1)

اܳٺ؇ܳ٭۰: اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ّިاڣݑ (1) ᄭᄟأ؇دৎ৊ا
ẍ + ω²x = 0 (2)

.q(x, y, z, θ, φ) اৎ৊أ۰݄݄ ۰ਃುڎا༡৖৑ا أ༥ܭ ݆݁ ۰ਃಾ৚৑ا اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ሐᇭႤၽّ (2) ᄭᄟأ؇دৎ৊ا أن ۋ٭ت
q̈ + ω²q = 0 (3)

.۰ਃ಻؇اܳټ ۰༥رᄴᄟا ݆݁ ّڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دஓ୾ اܳྟފ٭ޚ۰ اܳٺިاڣگ٭۰ ᄎცݠ੆اࠍ ؜݆ ଫଊلأ ل؇ݪ٭؇ ر إذن
ا଩ଐ۱৖৑ازات ل؇ء ଩ଃ10ڣᄭᄥ٭ዝང ؜ފଲ୍ي د.



اࠍ੆ݠ ا୒ୖݞاز .1 اܳڰݱܭ

اڤ༐ۻמ܋١ اڤ׫ܙاؔؠמ١ ၿၛۑষاݾ ֲۘոۢػ 4 .1
: اܳٺ؇ܳ٭۰ اࠍ੊٭ྟ٭۰ ً؇ࠍ੆ߺࠊل (2) ᄭᄟأ؇دగጻዧ ๴ཚ؇ل ීෂا اࠍ੆ܭ ؜݆ ଫଊلأ

x(t) = A cos(ωt± φ)

x(t) = A sin(ωt± φ)

x(t) = A cos(ωt± φ) + B sin(ωt± φ)

x(t) = Aei(ωt±φ) + Be−i(ωt±φ)

: ۋ٭ت
.m ؇ዛኤڎ༡و اߙ߳اَ۬ ݁ިݪؕ ؜݆ ࠍ੆ޙ۰ أل۰ ሒᇭ ଩ଐ۳ৎ৊ا ྾ཏ੊اࠍ ًأڎ ሒሃو ᄎცݠ੆اࠍ ۰༡إزا x ۋ٭ت

؇ዛኤڎ༡و ا৖৑ߙ߳ان وݪؕ ؜݆ ଩ଐ۳ৎ৊ا ྾ཏ੊اࠍ ؇ୖ୒ لݱܭ ۰༡إزا ๮ཡأڢ ሒሃو ا଩ଐ۱৖৑از ݿأ۰ A ۋ٭ت
.m ۋ٭ت

.(t=0)ᄎც࠯࠵࠺ݠ ሒᆶڎاਐಸ৖৑ا اܳޚިر φ ۋ٭ت
. (ϕ = ωt± φ) ل۰ ا଩ଐ۱৖৑از ᄎცݠ੆اࠍ ޗިر ϕ ۋ٭ت

:؇۳ᆇᆅأ ۊݱ؇فݧ اܳྟފ٭ޚ۰ اܳٺިاڣگ٭۰ ᄎც࠯࠵࠺ݠ و

(١ֵ اളൂاو ١ຐ෕ເاڤ) ω اڤרץۖ 1 .4 .1
. (rad/s) و༡ڎّ۬ اܳިا༡ڎة ۰ਃ಻؇اܳټ ሒᇭ اܳگޚݠ َݱژ ஓ୷ފ۳ۜ؇ มฆܳا ل۰ اෑෂاو ݁گڎار و۱ި

T اႥ႐ور 2 .4 .1
.s و༡ڎّ۬ ᄭᄥ݁Ⴄ၍ ا଩ଐ۱ازة ෠ຶ৕৑؇زه ࠍ੊ފࡗࡲ اఈዳዧزم ݆݁ෑෂا و۱ި

f اڤજઁدد 3 .4 .1
و༡ڎّ۬ اᄴᄟور ز݆݁ ݁گߺࠊب أي ݆݁ෑෂا و༡ڎة ሒᇭ ྾ཏ੊اࠍ ౯ౙదݞ۱؇ มฆܳا ᄭᄥ݁Ⴄၽܳا ا଩ଐ۱৖৑ازات ༟ڎد و۱ި

: اܳٺ؇ܳ٭۰ ً؇ܳأఈఃڢ۰ لأޚް و ، Hz = s−1

f = 1
T = ω

2π

ا଩ଐ۱৖৑ازات ل؇ء ଩ଃ11ڣᄭᄥ٭ዝང ؜ފଲ୍ي د.



اࠍ੆ݠ ا୒ୖݞاز .1 اܳڰݱܭ

اڤ׫ܙاؔޅޜ) (اૃેۏاز اݾষۑ اૃેۏاز 5 .1
؇ዛኞ؇ا܋ފ أو ؇ዛኡاߙ߳ا وݪؕ ؜݆ ᄭᄥ৵৩ৠا ۰༡إزا ؜݆ ۰෠ູ؇اܳٷ اࠍ੆ݠة ا଩ଐ۱৖৑ازات ጥ጑ਐಸ اࠍ੆ݠ ا୒ୖݞاز َأݠف
او ا৖৑ۋٺႤၽك (ً؞٭؇ب ༠؇رۏ٭۰ ڢިى ଫଃٔ؊ّ دون أي රඞة ًݱڰ۰ ਐಾڍࢻࣕب ៺ߵ۳؇ ߙ ቕ቉ ۰ਃಮڎاਐಸا ۰༟๤ང

ይዧޚ؇ڢ۰. ڣگڎان ؇ዛዀڣ لܝިن ৖৑ ො੼؇ڣޙ۰ ᆇᅹܭ ሌᇿإ ً؇ܳٺޚݠق ۱ڍه دراݿྥٷ؇ ఈః༠ل وݿዛዊࡤࡲ ،( اܳٺ༱؇݁ڎ

اݾষۑ ٤቞ቘۏاز ၿၛۑষاݾ ႞႐دո֔ڲ 6 .1
ـ اܳޚ؇ڢ۰ لگ۰ ޗݠ ـ દગިਃ಻ لگ۰ ޗݠ ـ : ؇ዛዊ݁ ޗݠق ༟ڎة ۱ٷ؇ك اࠍ੆ݠ ا୒ୖݞاز ᄎცݠ੆ࠍ ا଩ଃ݄ৎ৊ة ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ෠ຬ৖৑؇د

.(4) اܳڰݱܭ ሒᇭ ؇ዛውࢻࣖراݿ ݿዛዊࡤࡲ มฆܳا و ༇ຍاਵؗ৖৑ لگ۰ ޗݠ

ਗਈܙॴబ ֵؠ١ ܈ۑ 1 .6 .1
.દગިܳٷ٭ ل۹ ይዧٺۜݠ ሒᇃ؇اܳټ اܳگ؇َިن আॻ༟ لگ۰ اܳޚݠ ۱ڍه ّأٺ݄ڎ

اݿٺޚ؇ܳٺ۬ و L0 ሒᆶڎاਐಸ৖৑ا ᄩᄟިޗ k ۬ਐ಻وਵਦ ೑ಸ؇ٔ ਍ಸ؇ًݥ ݁أܹگ۰ m ᄭᄥ঺঒ ݆݁ ݁ܝިن ௧ௌਃ಻Ⴄၽ݁٭ َޙ؇م ଫଊَأٺ
.ᄭᄥ൞ശܳا وزن ଫଃٔ؊ّ ොູب ∆L

 

 

                                                                                                                                                                                                 𝐿0                                      𝑘                                                                                                                                                                                                                       

 

 

 

                                                                                                                                                                            ∆𝐿                                                                                                                                                        
        

 

 

 

 

                                                                                   𝑚 

   𝑥(𝑡)          

ሒᇃوਵਦ ۱ݞاز :2 .1 ႟ၽނ

෠ຶڎ: ሒᇃ؇اܳټ દગިਃ಻ ڢ؇َިن ਐಸޚٴ٭ݑ
اڤۻڎܙن ႞႐ոຒ ᆃᅞ∑

F⃗ = F⃗1 + F⃗2 = 0 (4)

ا଩ଐ۱৖৑ازات ل؇ء ଩ଃ12ڣᄭᄥ٭ዝང ؜ފଲ୍ي د.



اࠍ੆ݠ ا୒ୖݞاز .1 اܳڰݱܭ

mg − k(L0 +∆L) = 0

mg = k(L0 +∆L) (5)
ၿၛۑষاݾ ႞႐ոຒ ᆃᅞ∑

F⃗ = F⃗1 + F⃗3 = ma⃗ (6)

mg − k((L0 +∆L) + x) = mẍ

(mg − k(L0 +∆L))︸ ︷︷ ︸
=0

−kx = mẍ

mẍ + kx = 0

ẍ +
k

m
x = 0 (7)

اܳٺިاڣگ٭۰ ᄎც࠯࠵࠺ݠ (3) اৎ৊أ۰݄݄ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ّިاڣݑ ۰ਃ಻؇اܳټ ۰༥رᄴᄟا ݆݁ ّڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟ݁أ؇د ሒሃ (7) ᄭᄟأ؇دৎ৊ا إذن
اܳྟފ٭ޚ۰.

ẍ + k
mx = 0 ⇐⇒ q̈ + ω²q = 0

෠ຶڎ: (3) و (7) ඔ൹أ؇دܳٺৎ৊ا وஓ୾ޚ؇ًگ۰

ω =
√

k
m = ω0

(اܳٺިاڣࠔࠫ). اࠍ੆ݠ ا୒ୖݞاز ᄎცݠ੆ࠍ ௧ਤاܳޚٴ٭ اܳٷٴݥ ި۱ ω0 ۋ٭ت

١ؓոاڤ܋ ֵؠ١ ܈ۑ 2 .6 .1
اܳޚ؇ڢ۰. اොຶڰ؇ظ ݁ٴڎأ ڢ؇َިن আॻ༟ لگ۰ اܳޚݠ ۱ڍه ّأٺ݄ڎ

:ሒᇿ؇ܳٺႤ၍ اၯၽܳ٭۰ ይዧޚ؇ڢ۰ اܳأ؇۰݁ اܳأٴ؇رة ّأޚް
E = T + U (8)

اࠍ੆ݠ܋٭۰. اܳޚ؇ڢ۰ T : ۋ٭ت
اႤၽܳ݁ٷ۰. اܳޚ؇ڢ۰ U :ۋ٭ت
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اࠍ੆ݠ ا୒ୖݞاز .1 اܳڰݱܭ

اݾষۑټמ١ ١ؓոاڤ܋ 1 .2 .6 .1
ڣ؆ن q(x, y, z, θ, φ) اৎ৊أ۰݄݄ ۰ਃುڎا༡৖৑؇ً ො੼ڎد ݁ިݪؕ و m ᄭᄥ঺঒ ݆݁ ݁ܝިن َޙ؇م ᄭᄟ؇༡ ሒᇭ

: ሒᇿ؇اܳٺ اܳٷۜި আॻ༟ ّܝٺص اࠍ੆ݠ܋٭۰ اܳޚ؇ڢ۰
T = 1

2mv2 = 1
2mq̇2

ڲ׭ոل:
.T = 1

2mẋ2 : ሒᇃوਵਦ َިاس ᄭᄟ؇༡ ـ
.T = 1

2ml2θ̇2 : ሒᇿ؇ٔگ َިاس ᄭᄟ؇༡ ـ

اڤပ࿮ڲר١ ١ؓոاڤ܋ 2 .2 .6 .1
আॻ༟ k ۬ਐ಻وਵਦ ೑ಸ؇ٔ َ؇ًݥ ޗݠف ݆݁ ݁ޚٴگ۰ ڢިة أي أن আॻ༟ ਍ಱݧ اᄳᄟي و ۱ިك ڢ؇َިن ሌᇿإ اݿྥٷ؇دا
وஓ୷ܝ݆ ،F = −kx ًـ اܳگިة ؜ٴ؇رة ّأޚް و݁ٷ۬ ،ఈః݁ټ x ا௱௯௫ިر وڣݑ ᄎცݠ੆اࠍ আॻ༟ ଫଊ᛻෠੼ة m ᄭᄥ঺঒

:ሒᇿ؇اܳٺ اܳٷۜި আॻ༟ اႤၽܳ݁ٷ۰ اܳޚ؇ڢ۰ َܝٺص أن

U(x) = −
∫ x

0

Fdx = −
∫ x

0

−kxdx

U(x) =
1

2
kx2 (9)

؜ٷڎ݁؇ U(q) اႤၽܳ݁ٷ۰ ؇ዛውޗ؇ڢ ො੼؇ڣޙ۰ ܋٭ڰ٭۰ ᄭᄥᆇᅹ ଫଊَأٺ q اৎ৊أ۰݄݄ ۰ਃುڎا༡৖৑ا أ༥ܭ ݆݁ ۰݁؇༟ ًݱڰ۰
෠ຳިار U(q) ܳـ ّ؇لߺࠊر ๤དྷྡྷྲྀ َگިم أن اৎ৊݄ܝ݆ ݆݁ ݬ؞ଫଃة، اܳٺިازن وݪأ٭۰ ؜݆ ا৕৑زا༡؇ت ّܝިن

:আॻ༟ ౫౜రݱܭ 2 ݆݁ ଫଊ܋৙৑ا ا৙৑س ً؇ᆇᆅ؇ل و q = 0 اܳٺިازن وݪؕ

U(q) = U(0) +
∂U

∂q

∣∣∣∣
q=0

q +
1

2

∂2U

∂q2

∣∣∣∣
q=0

q2 (10)

U(q) أ༥ܭ و݆݁ ،(U(0) = 0) ڣ؆ن اܳٺިازن وݪأ٭۰ ި۱ اႤၽܳ݁ٷ۰ اܳޚ؇ڢ؇ت ݁ٴڎأ ؇َଫଐ༠ا إذا
ا଩ଐ۱৖৑از. ๤ཇط ް݄૭૏ ؇݁ و۱ި ∂U

∂q

∣∣
q=0

= 0 ڣ؆ن q = 0 ؜ٷڎ ل۰ أݬ؞ݠ
:႟ၽاܳލ ݆݁ ّܝٺص اႤၽܳ݁ٷ۰ ڣ؇ܳޚ؇ڢ۰ و݁ٷ۬

U(q) =
1

2
b0q

2 (11)

. k اৎ৊ݠو۰َ ೑ಸ؇ٔ ሐᇭႤၽل ೑ಸ؇ٔ ި۱ و b0 = ∂2U
∂q2

∣∣∣∣
q=0

ۋ٭ت
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اࠍ੆ݠ ا୒ୖݞاز .1 اܳڰݱܭ

اڤ׫ءոۛڪמ١ ႞႐دո֔िऻا 3 .2 .6 .1
.(1 .6 .1) ሒᇭ اৎ৊ڎروس ௧ௌਃ಻Ⴄၽ٭ৎ৊ا اܳٷޙ؇م َڰݴ ଫଊَأٺ

ይዧٷޙ؇م. ࠍ੆ޙ۰ أل۰ ሒᇭ ؇ਐಸ؇ٔ اၯၽܳ٭۰ اܳޚ؇ڢ۰ ݁گڎار ਊಱࠔࠥ إذ اܳޚ؇ڢ۰ اොຶڰ؇ظ ݁ٴڎأ ً؇ݿٺأ݄؇ل

E = T + U = cste ⇒ dE

dt
= 0 (12)

:؇਍ಱᄴᄟ
U = 1

2kx
2 و T = 1

2mẋ2

و݁ٷ۬
(12) ⇔ dE

dt
=

dT

dt
+

dU

dt

=
d

dt

[
1

2
mẋ2

]
+

d

dt

[
1

2
kx2

]
=

[
1

2
m
(
2ẋẍ

)]
+

[
1

2
k
(
2ẋx

)]
= ẋ

(
mẍ + kx

)
= 0 (13)

෠ຶڎ: و༟ܹ٭۬
mẍ + kx = 0

ẍ +
k

m
x = 0 (14)

اܳٺިاڣگ٭۰ ᄎც࠯࠵࠺ݠ (3) اৎ৊أ۰݄݄ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ّިاڣݑ ۰ਃ಻؇اܳټ ۰༥رᄴᄟا ݆݁ ّڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟ݁أ؇د ሒሃ(14) ᄭᄟأ؇دৎ৊ا
(اܳٺިاڣࠔࠫ). اࠍ੆ݠ ا୒ୖݞاز ᄎცݠ੆ࠍ ௧ਤاܳޚٴ٭ اܳٷٴݥ ި۱ ω0 =

√
k
m ۋ٭ت اܳྟފ٭ޚ۰.

اݾষۑ اૃેۏاز ١ؓո܈ 4 .2 .6 .1
:ሒᇿ؇ܳٺႤ၍ لأޚް (4 .1) ݿٴݑ ڣ٭݄؇ ؜ਵڣٷ؇ه პაႰ اࠍ੆ݠ ۳ይዧݞاز ๴ཚ؇ل ීෂا اࠍ੆ܭ إن

x(t) = A cos(ωt + φ)
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اࠍ੆ݠ ا୒ୖݞاز .1 اܳڰݱܭ

و݁ٷ۬
T =

1

2
mẋ2 =

1

2
mω2A2 sin2(ωt + φ) (15)

U =
1

2
kx2 =

1

2
kA2 cos2(ωt + φ)

ω2 = k
m أن ألݯ؇ وَأ޺޾

E = T + U

=

[
1

2
mω2A2 sin2(ωt + φ) +

1

2
kA2 cos2(ωt + φ)

]
=

1

2
kA2

[
sin2(ωt + φ) + cos2(ωt + φ)

]
︸ ︷︷ ︸

=1

=
1

2
mω2A2

[
sin2(ωt + φ) + cos2(ωt + φ)

]
︸ ︷︷ ︸

=1

اࠍ੆ݠ ا୒ୖݞاز ޗ؇ڢ۰ ෠ຶڎ و݁ٷ۬
E = 1

2kA
2 = 1

2mω2A2 = cste

ො੼ڰިޖ۰. ؇ஓ୴دا ޗ؇ڣ۰ ሒሃو
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اࠍ੆ݠ ا୒ୖݞاز .1 اܳڰݱܭ

اॊूول اڤءۢڞ ႞႖۰ڪۻ
اॊूول: ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ

١ຒاूॆزا ూబပ྾ إذا ਫ਼ੇמ܋١ ׂܙاؔؠמ١ ၿၛബഏ ௠ொதۏ اڤܙزن ቌᒬڵڞ ּۖոॾ఩ ڲ֔ڪؠ١ m = 500g ႞႖फः જ੻ֿ֔׫
وأن ١ॴబոׅ 90 ᆃᅞ دورة 30 ൑สۑي ႞႖೏ಧاڤ ٢׾ه ان ֙ஈஃຐ اذا x(t) = A sin  ωt : ١ؓ୹୴֔ڤոּ ׂ֔܋ܡ

.ω =
√

k
m

: أؼۻ֦
.T اચઁ٢ेूازات دور .1

.ω ચઁ٢୹ቤቘازات (اڤרץۖ) اളൂاوي اڤ׫ܙ݊ݦ .2
.k اिऻۑو١ֿ ూ఩ոׅ .3

.١ຒاूेزا ൌ৭܋܅ ༯ີأر ، A = 2mm اڤؠמڵ١ اચઁ٢ेूاز ١֔۰ շང֍܋ոء .4
:ᆃᄴոاڤ׭ ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ

: أوຖ׿ x(t) = 20 sin  (15.7t + π
4) : اڤ׫ոڤמ١ ႞႐دո֔िऻոּ ոڲ ֿؠ܋١ اચઁ٢از ֵ֔܋ܡ

.ոቌሾ֔۰ .1
.ոودور٢ ոׂܙا݊ݦ٢ .2

.t = π/4 اޠަޫ܊١ ᆃᅞ ո܈ܙر٢ .3
.cm ּـ ׂؠ׿ر x أن ּءۑض ቬቘوذ اڤרؠ܋١ ٢׾ه ոֵح ا݇ݤ ڲؠ׿ار .4

اڤ׭ոڤ֛: ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ
:١ॴయोूا ႞႐دո֔ஈኬቘ ոوؔؠ ቞ቘۏڲڷ ոּڤ༓ۻץ١ જੴ֏ঁఢ ڲܙۛ֔ٝ اୠଡ଼ୢܙر، ࣷ࣬ຐ ਫ਼ੇמ܋١ ׂܙاؔؠמ١ ၿၛ്ۑฤ ચઁቌለ ༯ເـ

x(t) = 5 cos
(
25t + π

3

)
.જઁिऻոּ ١ຒواूॆزا ളոּൄادոֵن ١ֵ واളൂاو ١ॴబոڤ׭ոּ اളൂڲڷ ֵؠ׿ر ؼמ֛

.༯ເ঻اݾ ٢׾ا ၿၛۑষݾ اႥ႐وري واളൂڲڷ و݊ݦدد ١֔۰ ຒ׿د .1
زڲڷ. أي ֍ר׿ ༯ເ঻اݾ وոਫ਼੍رع ١ຐ෕ີ أوຖ׿ .2
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اࠍ੆ݠ ا୒ୖݞاز .1 اܳڰݱܭ

.ᆃᄧঁ׿ا఩ेूا اڤ܋ܙر أوຖ׿ .3
.t = 0.5s و t = 0s اޠަޫ܊١ ᆃᅞ واڤ༖ۻոرع ١ຐ෕ເاڤ و ١ຒاूॆزا أوຖ׿ .4

اॊू֍܊ڵܧ. واڤ༖ۻոرع اॊू֍܊ڵמ١ ١ຐ෕ເاڤ أوຖ׿ .5
:ֆּൄاളا ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ

اڤۢ֏જੴة اચઁ٢ेूازات وׂܙا݊ݦ دور أؼۻ֦ ،10cm ଄૯ؠ׿ار ۰ոؔ׫܋ոل 50g फःڪ׫ٝ ػءמ؉ ּۖոֿ ৠ৚ຐ
ؓמڵ١ ا༖۰ר׫د ᇆᆺ k = 5N/m ٝঁబوদগ ూ఩ոׅ أن اڤ֔ܫܯ ֆڲ ոቌሒׂܙاز ֆۛڲܙ ֍ڷ ոቌሾإزاؼ ֍ר׿ ႞႖೏ಧ቞ቘ

اॊू֍܊ڵܧ. اڤ༖ۻոرع
اݾոশڲۥ: ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ

اڤ׫ոڤמ١: ոּڤ֔ץոرة ׂ֔܋ܡ ബഏ ૃેۏاز ਫ਼ੇמ܋١ ׂܙاؔؠמ١ ၿၛബഏ
x(t) = A cos(ωt + ϕ)

ẋ(0) = ẋ0 و x(0) = A0 :ոॾఢႥ႐ ١ॴటঁ׿ا఩ेूا اڤ෕ໃوط ႞႐ոຒ ᆃᅞ
واڤרץۖ ١ॴటঁ׿ا఩ेूا ١ຐ෕ເواڤ ١ॴటঁ׿ا఩ेूا اڤۻ١֔ ႞႐ेूࠬࡇ ၿၛۑষاݾ ૃે׾ه اڤ܋ܙر و اڤۻ١֔ ֍ץոرة أوຖ׿ .1

.ၿၛޠަޫۑ ୘কاڤ܋ץמ
ూ఩اڤ׭ܙا ຒ׿د ᇆᆺ x(t) = B cos(ωt)+C sin(ωt) တ࿮اڤ۾ ڲڷ x(t) ֍ץոرة أټ׫֦ .2

.C و B
اڤۻոدس: ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ

اڤܙزن). (ቌᒬڵڞ ػءמ؉ ּۖոֿ ١ֵոቌሒ ֍ר׿ ਫ਼ੇמ܋١ ١ֵ اચઁ٢از ၿၛ്ۑฤ ႞႖फः ׂؠܙم
ոਫ਼੍وي ١ຒاूॆزا ׂڎܙن ոר׿ڲ֍ اڤ࿠࿮מ١ ١ؓոاڤ܋ ڲڷ اݾষۑټמ١ وၛႅا اڤပ࿮ڲר١ ١ؓոاڤ܋ ਫ਼੊ץ١ أؼۻ֦ .1

.ၿၛޠަޫۑ اڤ࿠࿮מ١ اڤۻ١֔ ؉ֿۢ
اڤ༖ۻոرع و اڤؠۢܙى ١ຐ෕ເاڤ اڤ࿠࿮מ١، ١ؓոاڤ܋ ᆃᅞ જੴ֏ঁఢ اႤ႐ي ոڲ ၿၛۑষاݾ ١֔۰ ոׂ۠֍ء֙ إذا .2

.ෟ໒ؓॊूا
.ቬቘႤ႐ ո֔ॻయ اચઁ٢ेूازات دور જੴ֏ঁఢ ٢ڞ .3
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اࠍ੆ݠ ا୒ୖݞاز .1 اܳڰݱܭ

:ֆּոاڤۻ ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ

 

1 တ࿮اڤ۾

ൌฤמ܅ দগּܙ܈١ m ႞႖फः ڲڷ ڲ׫ڎܙن ਫ਼ੇמ܅ ᆃᅰոׅؠ ֿܙاس જ੻ֿ֔׫
.႞႖೏ಧاڤ ቌᒬڵڞ و l ႚ႐܈ܙ

ֵؠ١ ܈ۑ ۰ոּ׫֔ڵոل ၿၛޠަޫۑ ୘কاڤ܋ץמ اڤרץۖ أوຖ׿ .1
.١ؓոاڤ܋ و ਗਈܙॴబ

.١ঁ఩ոׅ ؓמڵ١ اڤרܙاس ٢׾ا ١ؓո܈ أن ֙༐໰ا .2
اڤ׭ոڲڷ: ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ

ඒ൷اڤ اڤץાણة ႞႖फः M ؼמ֛ ،(2) တ࿮اڤ۾ ᆃᅞ അ೪ץिऻا ୘ଽॴబပ࿮מिऻا ቞ቘר܊ոم ၿၛޠަޫۑ ୘কاڤ܋ץמ اڤרץۖ أوຖ׿
.ո٢ଭଔদগ ؼܙل ࠲ࡇور

ػמ܅ ١ֵոቌሻᘤ m ႞႖೏ಧاڤ ৠ৚֔ঁయ ؼמ֛ (3) တ࿮اڤ۾ ᆃᅞ അ೪ץिऻا ୘ଽॴబပ࿮מिऻا اڤר܊ոم أຖڞ ڲڷ اڤۻ܎ال ֿءۥ
.J ֍܋ոڤ׫ٝ و֍তم M फःڪ׫ٝ അ೪اּ܋જઁڲ ਗ৻ؓ܋ۑ ذو ાણॻ఩ة ڲ׫ۢڞ

3 ႟ၽނ

 

2 ႟ၽނ
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2 اڤءۢڞ
اिऻ׫ոຢڲ׿ اૃેۏاز

ڲؠ׿ڲ١ 1 .2
ؓܙى ոڪרჸჶأ ฤ്מ֛ اूे֍׫ץոر അ೪ּ֔ ١ॴటոֵ ચੴاڤء اݾষؠոֲۂ ຑջֿ׾ ᇆᆙ (1) اڤۻոּۂ ቞ቘءۢڞ ոר༖۰درا ୹୴ຑل
أن ᅽᅰإ اચઁ٢ेूازات ١֔۰ ۘؓոॾయ ᅽᅰا ֵ܎دي ոᄊᄉ ոቌሾؓո܈ ոڲ ႞႖ჸც ؔؠ׿ان ᆃᅞ ֦༐ۻ༖໭ ඒ൷اڤ اूेؼ׫ပ࿮ك

: أֿܙاع ١ׅ୹୴ׅ اूेؼ׫ပ࿮ك ؓܙى و اളൂڲڷ، দগور ֆڲ ո௛்தڲ׿
.ֆֲոिऻا ၿၛബഏ ֍ר׿ ֵ܊٤ۑ :ᆃᅋൂوള اؼ׫ပ࿮ك ـ أ

ׂؠۑ༐໠מ١ ּۢܙرة ూ఩ոׅ ቎໐ּ֔ڵոوڲؠ׿اره ࣷ࣬ຐ അ೪ؔոຖ അ೪ຣ۰܋ ا݇ݤूेق ֍ר׿ ֵ܊٤ۑ ոຖف: اؼ׫ပ࿮ك ـ ب
اݾոষूेت. أ຋ڪ֦ ᆃᅞ

୼ቤቘـۻոم ੡੍ܙո٢ت ڤ܊٤ܙر ֵ܎دي ոᄊᄉ اոिऻدة ݾ঻ۏոॱఢت ࣽ࣬ຑدا اؼ׫ပ࿮ك و٢ܙ ༓໧מܙي: اؼ׫ပ࿮ك ـ ج
.١ֵ اચઁ٢ेूاز ၿၛۑষاݾ ֍ڷ ١൑สոֿ اڤۢڪץ١

١ؓոاڤ܋ ᆃᅞ اڤ۠מոع ֵڎܙن ਗ৻أ اڤ༐ۻמ܋١ ႞႐ոষاݾ ຒ׿ود ᆃᅞ ڤـڎڷ اڤؠܙى ٢׾ه જ੻ֿ֔׫ ۰ܙف اႥ႐را١۰ ٢׾ه ᆃᅞ
ا቞ቘۏج. اूेؼ׫ပ࿮ك ֦༐ਫ਼ੇ

اिऻ׫ոຢڲ׿ اૃેۏاز 2 .2
ոר׿ڲ֍ ոቌሒا݊ݤا ֆۛو ֍ڷ اिऻמॴబပ࿮ڎמ١ ႞႖०ग़॑ا ١ຒإزا ֍ڷ ١൑สոاڤר اચઁ٢ेूازات ኖኂঁ఩ اिऻ׫ոຢڲ׿ اૃેۏاز ֵ֔ۑف
و݊ݤداد ١ຐ෕ເاڤ ֆڲ ոֵ܈ۑد ၿၛޠަޫۑ اिऻؠոوڲ١ اڤؠܙة ٢׾ه ڲؠ׿ار ֦۰ոר༖໠و ളൂج، اؼ׫ပ࿮ك ڤؠܙة ֆ۠ൌส

وոभःؔ׫ٝ. ֆֲոिऻا ١ຖൂوള ոּزدոֵد ոቌሾؓמڵ
. f⃗d = −αv⃗ ١ຐ෕ເ቞ቘ ႞႐ႆاၛ اڤ׫ոຢڲ׿ ؓܙة ଄૵׭מڞ ֵߕߣ و

.١ຐ෕ເاڤ v و ూ఩ոׅ α જ੻ֿ֔׫ و቞ቘ׫༐ۻמ܅ ( Ns.m−1) وຒ׿ׂٝ ᆃᅋۏو቞ቘا اूेؼ׫ပ࿮ك ڲո֔ڲڞ α : ؼמ֛
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اৎ৊ٺ༱؇݁ڎ ا୒ୖݞاز .2 اܳڰݱܭ

اिऻ׫ոຢڲ׿ ٤቞ቘۏاز ၿၛۑষاݾ ႞႐دո֔ڲ 3 .2
اिऻ׫ոຢڲ׿. اૃેۏاز ၿၛۑষݾ اिऻڵચੴة ႞႐دո֔िऻا ո൑ฝेूد ਗਈܙॴబ ֵؠ١ ܈ۑ ༓۰ۻ׫ຢ׿م

ا۰׫܋ոڤ׫ٝ و L0 ᆃᄧঁ׿ا఩ेूا ႚ႐܈ܙ k ٝঁబوদগ ూ఩ոׅ ּۖոॾ఩ ڲ֔ڪؠ١ m ႞႖फः ڲڷ ڲڎܙن ୘ଽॴబပ࿮ڲמ ֿ܊ոم જ੻ֿ֔׫
.α ၻၛပ࿮اؼ׫ ڲո֔ڲڞ وჸ૊ૉ׿ ،႞႖೏ಧاڤ وزن જੴׅոׂ ്֙ส ∆L

 

 

                                                                                                                                                                                              𝐿0                                      𝑘                                                                                                                                                                                                                       

 

 

 

                                                                                                                                                                          ∆𝐿                                                                                                                                                        
        

 

 

 

 

                                                                                  𝑚 

   𝑥(𝑡)          

݁ٺ༱؇݁ڎ ሒᇃوਵਦ ۱ݞاز :1 .2 ႟ၽނ

اڤۻڎܙن ႞႐ոຒ ᆃᅞ∑
F⃗ = F⃗1 + F⃗2 = 0 (1)

mg − k(L0 +∆L) = 0

mg = k(L0 +∆L) (2)
ၿၛۑষاݾ ႞႐ոຒ ᆃᅞ∑

F⃗ = F⃗1 + F⃗3 + F⃗4 = ma⃗ F⃗4 = f⃗d = −αv⃗ (3)

mg − k((L0 +∆L) + x) + fd = mẍ

(mg − k(L0 +∆L))︸ ︷︷ ︸
=0

−kx− αv = mẍ

−kx− αẋ = mẍ

mẍ + αẋ + kx = 0

ẍ +
α

m
ẋ +

k

m
x = 0 (4)
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اৎ৊ٺ༱؇݁ڎ ا୒ୖݞاز .2 اܳڰݱܭ

:ᆃᅰոڤ׫ပ྾ (4) ႞႐دո֔िऻا ׂۢץث اिऻ֔ڵڵ١ اຒेू׿اոॴలت أຖڞ ڲڷ
q̈ + 2λq̇ + ω2

0q = 0 (5)
.(5) اिऻ֔ڵڵ١ ႞႐دո֔िऻا ׂܙاؔۂ ١ॴబոاڤ׭ ١ຖرႥ႐ا ڲڷ ׂءոۛڪמ١ ႞႐دո֔ڲ ᆃᅴ (4) ႞႐دո֔िऻا إذن

ẍ + α
mẋ + k

mx = 0 ⇐⇒ q̈ + 2λq̇ + ω2
0q = 0

൑ว׿: (5) و (4) അ೪دڤ׫ո֔िऻا و଄૯܋ոּؠ١
λ = α

2m و ω0 =
√

k
m

اिऻ׫ոຢڲ׿. اૃેۏاز ၿၛۑষݾ ୘কاڤ܋ץמ اڤרץۖ ٢ܙ ω0 ؼמ֛:
اڤ׫ոຢڲ׿. ూ఩ոׅ λ ؼמ֛

: اڤ׫ոຢڲ׿ ڲڷ أֿܙاع ١ׅ୹୴ׅ ٢רոك
اચઁ٢ازات. ֵܙຖ׿ وूे ڲ׫ոຢڲ׿ة ၿၛۑষاݾ ⇐ λ > ω0 ؓܙي: ոൌสڲ׿ ـ أ

اચઁ٢ازات. ֵܙຖ׿ وूे ڲ׫ոຢڲ׿ة ၿၛۑষاݾ ⇐ λ = ω0 ബഏج: ոൌสڲ׿ ـ ب
ոቌሾ֔۰ ۘؓոר༖໭ اચઁ٢ेूازات أن ؼמ֛ دوري ۳ץٝ ֿ܊ոم و٢ܙ ⇐ λ < ω0 ۛ֔מ؉: ոൌสڲ׿ ـ ج

اളൂڲڷ. ֆڲ
:ᆃᅰոڤ׫ပ྾ اिऻ׫ոຢڲ׿ ٤቞ቘۏاز ෥໋ոֵ ൄളا اݾষڞ ֵڎ׫֦ و

q(t) = Ae−λt cos(ωAt + φ) (6)
دوري. اڤ۾ץٝ اڤרץۖ ٢ܙ ωA =

√
ω2
0 − λ2 : ؼמ֛

 

اܳݯأ٭ژ اܳٺ༱؇݁ڎ ᄭᄟ؇༡ ሒᇭ ݆݁ෑෂا ᄭᄟ৖৑ࣖࢻ q(t) ᄭᄟاᄴᄟا ّ؞ଫଃات :2 .2 ႟ၽނ

ا଩ଐ۱৖৑ازات ل؇ء ଩ଃ22ڣᄭᄥ٭ዝང ؜ފଲ୍ي د.



اৎ৊ٺ༱؇݁ڎ ا୒ୖݞاز .2 اܳڰݱܭ

اڤݫݻո຋رಢಔ౞ܧ ۘؓոاڤ׫ר 4 .2
اڤ༓ۻץ١ اڤר༉ץજੴي اڤݫݻո຋رׂ߈ߣ و٢ܙ ୘ଽڲמոॾఢႥ႐ا اڤר܊ոم ᆃᅞ اڤ׫ոຢڲ׿ ڲؠ׿ار ո൑ฝेूد ֵؠ١ اڤ܋ۑ ٢׾ه ਫ਼੍׫֔ڵڞ

اिऻ׫ոຢڲ׿ة. ચઁ٢୹ቤቘازات അ೪ؓץ׫ո֔ڲ׫ അ೪۰֔׫ أي അ೪ּ
അ೪ڤמ׫ոڲ׫׫ അ೪ڤؠמڵ׫ اڤݫݻո຋رಢಔ౞ܧ ۘؓոاڤ׫ר ֵڎܙن وຐڪמٝ ،(6) اिऻ׫ոຢڲ׿ ٤቞ቘۏاز ෥໋ոֵ ൄളا اݾষڞ ຑջֿ׾

٢ܙ: ચઁ٢୹ቤቘازة TA اႥ႐وري اളൂڲڷ ոֵءۢڪ٤ڵ

δ = ln q(t1)

q(t2)
= ln Ae−λt1 cos(ωAt1 + φ)

Ae−λt2 cos(ωAt2 + φ)
(7)

շؔن: t2 = t1 + TA : أن ո଄૯
cos(ωAt2 + φ) = cos(ωA(t1 + TA) + φ) = cos(ωAt1 + φ)

وڲרٝ

δ = ln q(t1)

q(t2)
= ln Ae−λt1

((((((((((cos(ωAt1 + φ)

Ae−λt2
((((((((((cos(ωAt2 + φ)

= ln e−λt1

e−λt2

= ln eλ(t2−t1)

= λTA (8)
ളոּൂڲڷ ਫ਼ੀڵܡ ႞႐ոষاݾ ٢׾ه ᆃᅞ TA ؼמ֛ ، δ = λTA ١ؓ୹୴֔ڤոּ ֵ֔܋ܡ اڤݫݻո຋رಢಔ౞ܧ ۘؓոاڤ׫ר إذن

دوري. اڤ۾ץٝ
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3 اڤءۢڞ
اڤؠ෕ເي اૃેۏاز

ڲؠ׿ڲ١ 1 .3
اڤ۠מոع ٢׾ا وڤ׫֔ܙֵۖ اिऻמॴబပ࿮ڎמ١، ١ؓոاڤ܋ ᆃᅞ ۛמոع ᅽᅰا ۝ॊूոּڞ ֵ֔ܙد ١ֵ اચઁ٢ेूاز اݾষۑပ྾ت ոൌสڲ׿ إن
ոຑرـמ١ ؓܙة ୹୴ຑل ڲڷ ١ؓո܋቞ቘ ڲۢ׿ر ᅽᅰإ ١ຖո്ฤ ۰רڎܙن ၿၛۑষاݾ ١ֵ اચઁ٢از ࣷ࣬ຐ وոຣஈኬቘؔ܊١ ١ؓոاڤ܋ ᆃᅞ
ֵܙຖ׿ ոڲ ڲ׭ڞ ،ၿၛۑষاݾ اո൑สه ֿءۥ ᆃᅞ ׂڎܙن ոຑرـמ١ ּؠܙة ڲ׫ոຢڲ׿ة ոڲ ႞႖ჸც أي ࣷ࣬ຐ ۰ר܎ݍݦ ոॾబշؔ Ⴄ႐ا

...إݾྖ. اոຢ۠िऻت ᆃᅞ ၿၛޠަޫۑ ١ֵ اႥ႐ور اोूूेت أ຋ڪ֦ ᆃᅞ

اڤؠ෕ເي ٤቞ቘۏاز ၿၛۑষاݾ ႞႐دո֔ڲ 2 .3
(1 .3) أدոֿه တ࿮اڤ۾ ᆃᅞ ๴ڲܙߦ ٢ܙ ၏၁အ وჸ૊ૉ׿ ּۖոֿ ـ ႞႖फः ڲڷ اऻཻڎܙن ᆃᄴۑوिऻا اڤרܙاس ჸჃ׭ոل ຑջֿ׾

: اڤ׫ոڤמ١ اပ࿮۳ॊूل ڲڷ ୘ଽॴబပ࿮מिऻا اڤר܊ոم ٢׾ا ࣷ࣬ຐ Fext ׂܙاؔؠמ١ ١ֵ دور ոຑرـמ١ ؓܙة أݍݦت إذا
Fext = f0e

iωt

Fext = f0 cosωt
Fext = f0 sinωt

.N ոቌሕ׿ຒو اոׅेूرة ١֔۰ f0 ؼמ֛:
. اոׅेूرة ۖॻబ ω ്֦ว
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  𝐹(𝑡)            𝑥(𝑡)          

𝑚 

ڢ๤ཏي ۱ݞاز :1 .3 ႟ၽނ

୘ଽॴబပ࿮מिऻا ոּڤר܋ոم ١۝ոশاݾ ႞႐دո֔िऻا ൑ว׿ (2) اڤۻոּۂ اڤءۢڞ ᆃᅞ (4) ႞႐دո֔िऻا ࣷ࣬ຐ ոּूे֍׫ڵոد
اिऻ׿روس:

ẍ +
α

m
ẋ +

k

m
x =

Fext

m

ẍ +
α

m
ẋ +

k

m
x =

f0
m
eiωt (1)

:ᆃᅰոڤ׫ပ྾ (1) ႞႐دո֔िऻا ׂۢץث اिऻ֔ڵڵ١ اຒेू׿اոॴలت أຖڞ ڲڷ
q̈ + 2λq̇ + ω2

0q =
f0
m
eiωt (2)

.ూ఩ոׅ ܈ۑف وذات ١ঁ఩ոׅ ڲո֔ڲ୹୴ت ذات ١ॴబոاڤ׭ ١ຖرႥ႐ا ڲڷ ׂءոۛڪמ١ ႞႐دո֔ڲ ᆃᅴ (2) ႞႐دո֔िऻا

اڤؠ෕ເي ٤቞ቘۏاز اڤ׫ءոۛڪמ١ ႞႐دո֔ஈኬቘ ෥໋ոֵ ൄളا اݾষڞ 3 .3
:ᆃᅰոاڤ׫ တ࿮اڤ۾ ຑջֵ׾ (2) ႞႐دո֔िऻا ຒڞ إن

q(t) = qh(t) + qp(t) (3)
أي: ١ਫ਼੊ոວ׫िऻا (2) ႞႐دո֔ஈኬቘ اڤո֔م اݾষڞ ٢ܙ qh(t) أن ؼמ֛

q̈h + 2λq̇h + ω2
0qh = 0 (4)

أຖڞ ڲڷ (2) اڤۻոּۂ اڤءۢڞ ᆃᅞ اिऻ֔ۑف اݾষڞ ٢ܙ (4) ႞႐دո֔िऻا ຒڞ ջּن ֵ܊٤ۑ اݾոষूेت أ຋ڪ֦ ᆃᅞو
. λ < ω0 اڤ۠֔מ؉ اڤ׫ոຢڲ׿
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اܳگ๤ཏي ا୒ୖݞاز .3 اܳڰݱܭ

: ּـ ֵ֔܋ܡ ෥໋ոֵ ൄളا اݾষڞ وڲרٝ
qh(t) = Ae−λt cos(ωAt + φ)

دوري. اڤ۾ץٝ اڤרץۖ ٢ܙ ωA =
√

ω2
0 − λ2 و

:١ਫ਼੊ոວ׫िऻا જੴ຋ (2) ႞႐دո֔ஈኬቘ اݾոশص اݾষڞ ٢ܙ qp(t) ոأڲ
q̈p + 2λq̇p + ω2

0qp =
f0
m
eiωt (5)
:ᆃᅰոاڤ׫ တ࿮اڤ۾ ຑջֵ׾ ෥໋ոֵ ൄളا ոڪ٤ຒو

qp(t) = Aei(ωt+φ) (6)
.ω ոּڤרץۖ ৠ৚֔ঁయو ١ֵ෕ເاڤؠ اચઁ٢ेूازات ႞႐ոຒ ᆃᅞ اڤۻ١֔ ᆃᅴ A ؼמ֛

:ᆃᅰոاڤ׫ တ࿮اڤ۾ ࣷ࣬ຐ ׂڎ׫֦

A(ω) =
f0/m√(

ω2
0 − ω2

)2
+ 4λ2ω2

=
A0√(

ω2
0 − ω2

)2
+ 4λ2ω2

(7)

. f0/m = A0 : ؼמ֛
:ᆃᅰոاڤ׫ တ࿮اڤ۾ ࣷ࣬ຐ ֵڎ׫֦ ၿၛۑষاݾ ܈ܙر و

φ = arctan
[ −2λω

ω2
0 − ω2

] (8)
:ᆃᅰոڤ׫ပ྾ اݾոশص اݾষڞ ֵڎ׫֦ (6 ) اڤ֔ץոرة ᆃᅞ (8) و (7) അ೪دڤ׫ո֔िऻا ڲڷ တ྾ ఩ঁ֔ܙֵۖ

qp(t) =
A0√(

ω20−ω2
)2

+4λ2ω2
e
i

(
ωt+arctan

[
−2λω
ω20−ω2

])

اڤۻ١֔ ׂڎܙن ਗ৻أ اिऻ׫ոຢڲ׿ة اݾষۑة اચઁ٢ेूازات ଄૨׭ڞ qh(t) ոؔݾষڞ അ೪ֲപഓ ڲڷ ఢঁڎܙن q(t) اݾষڞ إن
ω ༓໧ץۖ ચઁቌሕ ඒ൷واڤ ١ֵ෕ເاڤؠ أو ١଄૥اႥ႐ا اચઁ٢ेूازات ଄૨׭ڞ qp(t) اݾষڞ അ೪ຒ ᆃᅞ اളൂڲڷ، ֆڲ ١ۢؓոڲ׫ר

اڤ׫ոຢڲ׿. وـܙد رֈگ اളൂڲڷ ֆڲ જੴ֏ঁయ ेू ١֔ਫ਼ੇ و
:ᆃᅰոڤ׫ပ྾ ֵڎ׫֦ ۛ֔מ؉ ոൌสڲ׿ ႞႐ոຒ ᆃᅞ اڤؠ෕ເي ૃેۏاز ෥໋ոֵ ൄളا اݾষڞ إذن

q(t) = Ae−λt cos(ωAt + φ) + A0√(
ω20−ω2

)2
+4λ2ω2

e
i

(
ωt+arctan

[
−2λω
ω20−ω2

])
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(അ೪ֿൄളا) اڤ׫ոວوب ܇٢ոۑة 4 .3
ω0 ڲڷ ω ూ఩જઁؓا շؔذا ،ω ఩ঁܙا݊ݦ ચઁቌሱ۰ ոຑرـמ١ ּؠܙة ຐڪמٝ ոֿأݍݦ إذا ω0 ୘কاڤ܋ץמ ఩ঁܙا݊ݦه اૃેۏاز ચઁቌለ

.അ೪ֿൄളا أو اڤ׫ոວوب ּ܊٢ոۑة اڤ܊٢ոۑة ٢׾ه ਫ਼੍ڵܡ ႞႐ոষاݾ ٢׾ه ᆃᅞ ո௠்஗وب اૃેۏاز أن ୹୴ֿؼ܄
ׂܙۛמٍמ١: ႞႖أڲ׭

܈ץמ֔מ١ ׂܙا݊ݦات ڲڷ ١ຐܙჸ૏ૉ ႚ႐ ୘ଽॴబပ࿮ڲמ ֿ܊ոم ٢ܙ ෕ເ঻اݾ أن ؼמ֛ ـ෕ເا اݾ঻רܙد ڲڷ ႞႖ؔۢמ ֆׂؠ܋ ոिऻ ـ
ׂܙا݊ݦ ༖໠ۻոوى ႞႐ոຒ ᆃᅞ ،ω ఩ঁܙا݊ݦات ෕ເ঻اݾ ٢׾ا ࣷ࣬ຐ ոຑرـמ١ ؓܙة أݍݦت أي اݾ঻רܙد ෟໃڲ շؔذا ،ω0

੡ੇ׿ة. اֿڎۻոره ᅽᅰا ֵ܎دي (അ೪ֿر) ո൑สوب ฝ്׿ث ෕ເޯަޠ اڤ܋ץמ֔מ١ اڤ׫ܙا݊ݦات أຒ׿ ֆڲ اݾ঻רܙد ၿၛബഏ
ֵءڪث ेू ൌ৭׫ڪء١ ݊ݦددات ոેૃ ڲܙոຖت ݊ݦ۰ڞ ᆃᄧոּ٤ۑᝥ ֿ܊ոم ᆃᅴو اളൄادֵܙ ৭്܋ոت ڲڷ اڤ֔׿ࠥࡇ إن ـ
اڤ׫ܙا݊ݦ ڲڷ أؓڞ أو જ੻أټ اոׅेूرة ׂܙا݊ݦ ပ྾ن շؔذا ،١ຖܙिऻا ׂܙا݊ݦ ֿءۥ أࠬࡇت ඒ൷اڤ إूे ոቌሻڲ اႥ႐ػܙل ᆃᅞ

൑൉מد. ոቌሏ اୠଡ଼ୢ܋١ أن ֿؠܙل ୘কاڤ܋ץמ

୘ଽॴబပ࿮٤ۑوڲמ᝷اڤـ ا߫ࠉոׅࠗڞ 5 .3
.ᆃᄧոּ٤ۑ᝷اڤـ اڤר܊ոم و ୘ଽॴబပ࿮מिऻا اڤר܊ոم അ೪ּ ا߫ࠉոׅࠗڞ (1 .3) اݾ঻׿ول ᆃᅞ ۰רڪٌۘ

௧ௌਃ಻Ⴄၽاܳـ۳᠌ݠو݁٭ اࡺ࢘ࢦ؇ٔܭ :1 .3 ༥ڎول

ᆃᄧոּ٤ۑᝥ ֿ܊ոم ୘ଽॴబပ࿮ڲמ ֿ܊ոم
RCL دارة اႥ႐وران اոຣਫ਼੊ेूب

q اڤ۾ٍר١ θ ١ֵ اളൂاو x ١ຒاूॆزا
q̇ اڤ׫מոر θ̇ ١ֵ اളൂاو ١ຐ෕ເاڤ ẋ ١ຐ෕ເاڤ

q̈ اڤ׫מոر ᆃᅞ જੴ֏اڤ׫ θ̈ اളൂاوي اڤ༖ۻոرع ẍ اڤ༖ۻոرع
L اڤܙ۳מ١֔ J ႞႐ոاڤ֔܋ ֍তم m ႞႖೏ಧاڤ

1
c اऻཻڎ׭ء١ ڲؠݫݻب C اڤء׫ڞ ూ఩ոׅ k ּۖոاڤר

R اिऻؠոوڲ١ λ اڤ׫ոຢڲ׿ ూ఩ոׅ λ اڤ׫ոຢڲ׿ ూ఩ոׅ
V اڤ׫ܙ݊ݦ M اڤ֔ۏم F اڤؠܙة

ټ۳જੴܙف ոֿؓܙن اڤ֔ۏوم ոֿؓܙن ਗਈܙॴబ ∑ոֿؓܙن
Vi = 0

∑
M = Jθ̈

∑
F⃗ = ma⃗

1
2Lq̇

2 اिऻ֏רո܈༉ۻמ١ ١ؓոاڤ܋ T = 1
2Jθ̇

2 ١ॴబوراႥ႐ا ١ؓոاڤ܋ T = 1
2mẋ2 اݾষۑټמ١ ١ؓոاڤ܋

U = ١ॴటոּ٤ۑ᝷اڤـ ١ؓոاڤ܋
1
2cq

2

U = mgh اڤ׭ؠոڤמ١ ١ؓոاڤ܋ U = 1
2kx

2 اڤပ࿮ڲר١ ١ؓոاڤ܋

ا଩ଐ۱৖৑ازات ل؇ء ଩ଃ27ڣᄭᄥ٭ዝང ؜ފଲ୍ي د.



اܳگ๤ཏي ا୒ୖݞاز .3 اܳڰݱܭ

ֆּൄاളوا اڤ׭ոڤ֛ اڤءۢڞ ႞႖۰ڪۻ
اॊूول: ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ

:അ೪ڤ׫ոষاݾ ᆃᅞ (1) တ࿮اڤ۾ ᆃᅞ അ೪ץिऻا ୘ଽॴబပ࿮מिऻا اڤר܊ոم ոॾఢႥ႐
അ೪ּܙ܈দগ അ೪ּ۠ոॾ఩ ڲ֔ڪؠ١ ႞႖೏ಧاڤ (ب) ႞႐ոষاݾ ـ اڤ༖ۻڪۻڞ ࣷ࣬ຐ അ೪ּܙ܈দগ അ೪ּ۠ոॾ఩ ڲ֔ڪؠ١ ႞႖೏ಧاڤ (أ) ႞႐ոষاݾ ـ

اڤ׫ءۑع. ࣷ࣬ຐ
.١ؓոاڤ܋ ֵؠ١ ܈ۑ ۰ոּ׫֔ڵոل ၿၛޠަޫۑ ୘কاڤ܋ץמ اڤרץۖ أوຖ׿ .1

. (ب) ႞႐ոষ(أ)واݾ ႞႐ոষاݾ ᆃᅞ ᆁᅞပ࿮िऻا ּۖոاڤר أوຒ׿ .2
.ոڲ ႞႖೏ಧּ اڤ׫ءۑع ࣷ࣬ຐ أو اڤ༖ۻڪۻڞ ࣷ࣬ຐ ּۖոֿ (N) رּ܅ ႞႐ոຒ ᆃᅞ ᆁᅞပ࿮िऻا ּۖոاڤר ا༖۰ר׫د .3

1 ႟ၽނ

 

 

:ᆃᄴոاڤ׭ ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ

 

2 တ࿮اڤ۾

႞႖೏ಧاڤ ቌᒬڵڞ l ႚ႐܈ܙ ոਫ਼ੇق ڲ֔ڪؠ١ m ႞႖फः જ੻ֿ֔׫
ڲڷ ո്ฤֲ܅ ֙༐ڲ׭ k1 ٝঁబوদগ ూ఩ոׅ ּۖոֿ ܽݦּ܅
l
3 ١ؔոڲۻ ॻయ֔׿ اڤۻոق ڲڷ A ॾ఩ؠ܋١ و ܈ۑف

ॻయ֔׿ B اڤרؠ܋١ .ᆃᄴոاڤ׭ اڤ܋ۑف ڲڷ O ଭଔۑिऻا ֍ڷ
ూ఩ոׅ ּۖոॾ఩ ոׂܙ۝מڪ٤ ֵߕߣ O ଭଔۑिऻا ֍ڷ 2l

3 ١ؔոڲۻ
അ೪׫༐ڲ׭ α ၻၛပ࿮اؼ׫ ڲո֔ڲڞ وჸ૊ૉ׿ k2 ٝঁబوদগ

.(2) တ࿮اڤ۾ أֿ܊ۑ ո്ฤֲ܅

اڤר܊ոم. ٢׾ا ၿၛۑষݾ اिऻڵચੴة اڤ׫ءոۛڪמ١ ႞႐دո֔िऻا أوຖ׿ .1
اڤרץۖ ،λ اڤ׫ոຢڲ׿ وոຐڲڞ ۛ֔מ؉، ոൌสڲ׿ ႞႐ոຒ ᆃᅞ اڤ׫ءոۛڪמ١ ႞႐دո֔ஈኬቘ ෥໋ոֵ ൄളا اݾষڞ أوຖ׿ .2

. ωA دوري اڤ۾ץٝ واڤרץۖ ω0 اႥ႐وري
ا଩ଐ۱৖৑ازات ل؇ء ଩ଃ28ڣᄭᄥ٭ዝང ؜ފଲ୍ي د.



اܳگ๤ཏي ا୒ୖݞاز .3 اܳڰݱܭ

اڤ׭ոڤ֛: ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ
ଊ്ר١ q(t) ؼמ֛ K اڤؠո܈١֔ ৠ৚֏ֿ ڲ۾ٍܙ١ֿ، اऻཻڎ׭ء١ اڤ༖ۻڪۻڞ ࣷ࣬ຐ RLC ᆃᄧոּ٤ۑᝥ دارة જ੻ֿ֔׫

.(3)တ࿮اڤ۾ ᆃᅞ അ೪ڲץ ٢ܙ ၏၁အ t اޠަޫ܊١ ᆃᅞ اऻཻڎ׭ء١
.ၿၛޠަޫۑ اڤ׫ءոۛڪמ١ ႞႐دո֔िऻا أوຖ׿ .1

ᆃᅞ ١ॴటոּ٤ۑ᝷اڤـ ஈኬቘؠոوڲ١ ١ຖۑষاݾ اڤؠמڵ١ ᆃᅴոڲ ચઁቌለ؟ أن ᆃᄧոּ٤ۑ᝷اڤـ ቞ቘר܊ոم ଄૨ڎڷ ႞႐ոຒ أي ᆃᅞ .2
اݾ႞႐ոষ؟ ٢׾ه

တ࿮ڤ ෥໋ոֵ ൄളا اݾষڞ أ֍܅ R = 500Ω و R = 200kΩ أຖڞ ڲڷ اڤ׫ոຢڲ׿ ڲոֿܙع .3
.႞႐ոຒ

L = 1H و C = 0.01µF ֵ֔܋ܡ:

3 ႟ၽނ
 

:ֆּൄاളا ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ

 

4 တ࿮اڤ۾

ּۖոֿ و M ႞႖फः ڲڷ اिऻ׫ڎܙن ୘ଽॴబပ࿮מिऻا اڤר܊ոم જ੻ֿ֔׫
ոቌሾؓמڵ ׂܙاؔؠמ١ ոຑرـמ١ ؓܙة ຐڪמٝ ׂ܎ݍݦ α ჸ૊ૉ׿ و k

.(4)တ࿮اڤ۾ أֿ܊ۑ Fext = f0e
iωt

.ၿၛޠަޫۑ اڤ׫ءոۛڪמ١ ႞႐دո֔िऻا أوຖ׿ .1
.φ واڤ܋ܙر A اڤؠ෕ເي اચઁ٢ेूاز ١֔۰ ຒ׿د .2
.ωR اڤ׫ոວوب ۖॻబو اڤ׫ոວوب ෕ຸط أ֍܅ .3

.୘ଽॴబပ࿮מिऻا اڤר܊ոم ૃે׾ا اပ࿮िऻؔכ١ اႥ႐ارة أ֍܅ ୘ଽॴబပ࿮٤ۑوڲמ᝷اڤـ ոּ߫ࠉոׅࠗڞ .4

ا଩ଐ۱৖৑ازات ل؇ء ଩ଃ29ڣᄭᄥ٭ዝང ؜ފଲ୍ي د.



اܳگ๤ཏي ا୒ୖݞاز .3 اܳڰݱܭ

اݾոশڲۥ: ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ

 

5 တ࿮اڤ۾

႞႖೏ಧاڤ ቌᒬڵڞ ո۰ق ڲڷ ڲڎܙ١ֿ ڲמပ࿮ֵڎמ١ ႞႖ჸც જ੻ֿ֔׫
ూ఩ոׅ ּۖոॾ఩ দগּܙ܈١ m ႞႖फः ּٝ ৠ৚֔ڲ L ႚ႐܈ܙ

اڤۻոق ڲڷ B ֿؠ܋١ ᆃᅞ ո്ฤֲ܅، ֙༐ڲ׭ k2 ٝঁబوদগ
ּ܅ ܽݦُ A اڤרؠ܋١ ᆃᅞو ،α ոൌสڲ׿ه ూ఩ոׅ ჸ૊ૉ׿ ໪༘ץ֙

ࣷ࣬ຐ ׂ܎ݍݦ ո്ฤֲ܅، ֙༐ڲ׭ k1 ٝঁబوদগ ూ఩ոׅ ּۖոֿ
f (t) = sin(ωt) တ࿮اڤ۾ ڲڷ ոຑرـמ١ ؓܙة ႞႖०ग़॑ا

.(5) တ࿮اڤ۾ ᆃᅞ ๴ڲܙߦ ٢ܙ ၏၁အ

اڤۢ֏જੴة. اूॆزاոຒت أຖڞ ڲڷ ၿၛޠަޫۑ اڤ׫ءոۛڪמ١ ႞႐دո֔िऻا أوຖ׿ .1
. δ اڤݫݻո຋رಢಔ౞ܧ ۘؓոواڤ׫ר TA دوري اڤ۾ץٝ اളൂڲڷ ، T0 اႥ႐وري اളൂڲڷ ؓמڵ١ أؼۻ֦ .2

.θp(t) اڤר܊ոم ૃે׾ا ᇆᆧاႥ႐ا ෥໋ոֵ ൄളا اݾষڞ أ֍܅ .3
.θ(t)مոاڤר܊ ૃે׾ا ෥໋ոֵ ൄളا اݾষڞ أ֍܅ .4

ا଩ଐ۱৖৑ازات ل؇ء ଩ଃ30ڣᄭᄥ٭ዝང ؜ފଲ୍ي د.



4 اڤءۢڞ
ඒ൷درـ ذو وأֿ܊ڵ١ ๸෾اদֈेू ֵؠ١ ܈ۑ

١ֵ ബഏ
ڲؠ׿ڲ١ 1 .4

അ೪ֿاڤؠܙا ٢׾ه ׂڎܙن و ڲ׫֏જੴة، ոቌሾ֍෕ີ ׂڎܙن ոר׿ڲ֍ ᆃᅰո܋֍ ڲ֔ܫܯ ᆃᅞ ႞႖ჸც ၿၛബഏ ਗਈܙॴబ അ೪ֿؓܙا ؉ׂۢ
ਫ਼੍׫֔ڵڞ اڤۢ֔ܙոּت ٢׾ه ࣷ࣬ຐ ቞ቘ׫֏ڪ֦ ബഎोूا اڤץ֔ۖ ᆃᅞ و۝֔ץ١ اݾոষूेت ּۖ֔ ᆃᅞ اڤ׫܋ץמۂ ႞႖቎ີ
ࣷ࣬ຐ اݾষۢܙل ࣷ࣬ຐ وਫ਼੍ڵث ਗਈܙॴబ അ೪ֿڤؠܙا ڲပ࿮ؔכ١ اڤ܋ۑق ٢׾ه ،ոڲ ႞႖ჸც ၿၛബഏ Ⴅ႐را١۰ أബഎى ܈ۑق

.๸෾اদֈेू ֵؠ١ ּ܋ۑ ਫ਼੍ڵܡ ၿၛۑষاݾ ႞႐دո֔ڲ

๸෾اদֈेू ֵؠ١ ܈ۑ 2 .4
ֵۢץث ոר׿ڲ֍ اिऻ֔ؠ׿ة اոॾఢႥ႐ڲמڎמ١ اॊूֿ܊ڵ١ Ⴅ႐را١۰ ֵؠ١ ܈ۑ ᇆᆪঁؠ׿఩ (1813 ـ 1736) ๸෾اদֈेू ոؓم
ֵؠ١ اڤ܋ۑ ٢׾ه ׂ֔׫ڵ׿ ո۝֔ץ ١ؓոاڤ܋ و ਗਈڤרמܙ اڤۻոּؠ١ اڤ܋ۑق ڲڷ ၿၛޠަޫۑ اڤ׫ءոۛڪמ١ اո֔िऻدूेت ࣷ࣬ຐ اݾষۢܙل
ֵؠ١ اڤ܋ۑ ٢׾ه ׂ܋ץמۂ ᆃᅞ ႞႐ܙ቎ເاڤ ಢಔ౫׭ڞ ،W واڤ֔ڵڞ U اڤပ࿮ڲר١ ١ؓոاڤ܋ و T اݾষۑټמ١ ١ؓոاڤ܋ ࣷ࣬ຐ
اոॾఢႥ႐ڲמڎמ١ ୼ቤቘֿ܊ڵ١ اڤ׫ءոۛڪמ١ اո֔िऻدूेت ࣷ࣬ຐ اݾষۢܙل ᆃᅞو اिऻ׫ո٤ّت، ेू اڤჸႱמոت ا۰׫ຢ׿ام ᆃᅞ

.١ֵ اݾষۑ درոຖت اिऻ׫֔׿دة

١ֵ اݾষۑ درոຖت و اڤؠמܙد 3 .4
႞႖०ग़॑ ١ֵ ബഏ ١ຖدر وਫ਼੊ڵܧ ،ոڲ ႞႖०ग़॑ اिऻ֔ڵڵ١ اຒेू׿اոॴలت അ೪ּ ܽݦּ܅ ஈஃ۰ܧ ֆּոׂ တ྾ ؓמ׿ا ਫ਼੊ڵܧ

.d ּـ ոેૃ তগܽݦ و ႞႖०ग़॑ا ٢׾ه ֆۛڲܙ ڤ׫ຣ׿ࠥࡇ ا୹ቤቘزڲ١ اຒेू׿اոॴలت

31



ل۰ රඞ มฆدرۏ ذو وأَޙ۰݄ ༇ຍاਵؗ৖৑ لگ۰ ޗݠ .4 اܳڰݱܭ

d = N − l :ؼמ֛ :١ؓ୹୴֔ڤոּ ١ֵ اݾষۑ ١ຖدر ׂ֔܋ܡ
ؼמ֙:

اिऻ֔ڵڵ١. اຒेू׿اոॴలت ຐ׿د N ؼמ֛
اڤؠמܙد. ڲո֔دूेت ຐ׿د l :ؼמ֛

ֵࣽ࣬ոिऻ ١ֵ اݾষۑ درոຖت ຐ׿د أوຖ׿ ڲ׭ոل:
.ᆃᄴوদগ ֿܙاس ႞႐ոຒ ـ أ

. ᆃᅰոׅؠ ֿܙاس ႞႐ոຒ ـ ب
ଯଔة. ۰܋ث ࣷ࣬ຐ ௜்தۑك ڲոد١ֵ ֿؠ܋١ ـ ج

اݾষڞ:
.l = 0 ؓמ׿ أي ֵܙຖ׿ وूे و N = 1 أي x ᆃᅴ ᆃᄴوদগ ֿܙاس ႞႐ոຒ ᆃᅞ اिऻ֔ڵڵ١ اຒेू׿اոॴలت ـ أ

. d = 1 ٢ܙ ١ֵ اݾষۑ درոຖت ຐ׿د d = 1− 0 وຐڪמٝ
θ ּـ x ݊ݦॻయ܅ ؼמ֛ N = 2 أي θ و x ᆃᅴ ᆃᅰոׅؠ ֿܙاس ႞႐ոຒ ᆃᅞ اिऻ֔ڵڵ١ اຒेू׿اոॴలت ـ ب

.l = 1 ٢ܙ اڤؠמܙد ຐ׿د أي x = Rθ ႞႐دո֔िऻոּ
. d = 1 ٢ܙ ١ֵ اݾষۑ درոຖت ຐ׿د d = 2− 1 وຐڪמٝ

N = 3 أي z و x ، y ᆃᅴ ଯଔة ۰܋ث ࣷ࣬ຐ ௜்தۑك ڲոد١ֵ ֿؠ܋١ ႞႐ոຒ ᆃᅞ اिऻ֔ڵڵ١ اຒेू׿اոॴలت ـ ج
٢ܙ اڤؠמܙد ຐ׿د أي x2 + y2 + z2 = R2 اႥ႐اܺݦة ႞႐دո֔଄૯ اոॴలոຒेूت ٢׾ه ݊ݦॻయ܅ ؼמ֛

.l = 1

. d = 2 ٢ܙ ١ֵ اݾষۑ درոຖت ຐ׿د d = 3− 1 وຐڪמٝ

๸෾اদֈेू ႞႐دո֔ڲ 4 .4
اڤ׫ոڤמ١: ոֵۛמ١ ൄളا ոּڤۢמ֏١ ๸෾اদֈेू ႞႐دا ׂ֔܋ܡ

L = T − U (1)
቞ቘר܊ոم. U اڤပ࿮ڲר١ ١ؓոاڤ܋ و T اݾষۑټמ١ ١ؓոاڤ܋ അ೪ּ اڤءۑق ଄૵׭ڞ ᆃᅴو ๸෾اদֈेू ႞႐دا ᆃᅴ L

اڤ׫ոڤמ١: ١ؓ୹୴֔ڤոּ ؔ׫֔܋ܡ ୘ଽڲמոॾఢد ڤר܊ոم ๸෾اদֈेू ႞႐دո֔ڲ ֍ڷ ոأڲ
d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
− ∂L

∂qi
= 0 (2)

ؼמ֙:
اिऻ֔ڵڵ١. اຒेू׿اոॴలت qi ؼמ֛

ا଩ଐ۱৖৑ازات ل؇ء ଩ଃ32ڣᄭᄥ٭ዝང ؜ފଲ୍ي د.



ل۰ රඞ มฆدرۏ ذو وأَޙ۰݄ ༇ຍاਵؗ৖৑ لگ۰ ޗݠ .4 اܳڰݱܭ

اिऻ֔ڵڵ١. اڤոຐ෕ເت q̇i :ؼמ֛
ຐ׿د ࣷ࣬ຐ اݾষۢܙل ڲڷ ոڎרר଄૨ ๸෾اদֈेू ႞႐دո֔ڲ ا۰׫ຢ׿ام أن ࣷ࣬ຐ ႞႐ेूد ٤ؔܧ i = 1− d ոأڲ

درا۰׫ٝ. اिऻۑاد ୘ଽڲמոॾఢႥ႐ا ቞ቘר܊ոم ١ֵ اݾষۑ درոຖت ڤ֔׿د ١ֵ اिऻۻոو اڤ׫ءոۛڪמ١ اո֔िऻدूेت
ပ྾ن: շؔذا اिऻ׿روس اૃેۏاز ؼۻ֦ ๸෾اদֈेू ႞႐دո֔ڲ ۝מ֏١ ൌส׫ڪ؉

d
dt

(
∂L
∂q̇i

)
− ∂L

∂qi
= 0 : ബഏ ٢ۏاز ـ

d
dt

(
∂L
∂q̇i

)
− ∂L

∂qi
= −∂D

∂q̇i
: ڲ׫ոຢڲ׿ ٢ۏاز ـ

d
dt

(
∂L
∂q̇i

)
− ∂L

∂qi
= −∂D

∂q̇i
+ Fext : ෕ເؓي ٢ۏاز ـ

واຒ׿ة ١ֵ ബഏ ١ຖدر ذو ڤר܊ոم ๸෾اদֈेू ႞႐دո֔ڲ 5 .4
୘ଽॴబပ࿮ڲמ ֿ܊ոم 1 .5 .4

ᆃᄴوদগ ֿܙاس 1 .1 .5 .4
.k ٝঁబوদগ ూ఩ոׅ ּۖոॾ఩ দগּܙط m ႞႖फः ڲڷ ڲڎܙن ᆃᄴوদগ ֿܙاس જ੻ֿ֔׫

.๸෾اদֈेू ႞႐دո֔ڲ ᇆᆺ ๸෾اদֈेू ႞႐دا ֍ڷ ֛௜ே஡

 

 

 

                                                                                                                                 

𝑘                                        

                 𝑚                                            𝑚      

ሒᇃوਵਦ ۱ݞاز :1 .4 ႟ၽނ

: ๸෾اদֈेू ႞႐دا ـ
L = T − U (3)
q = x ⇒ T =

1

2
mq̇2 =

1

2
mẋ2 (4)

ا଩ଐ۱৖৑ازات ل؇ء ଩ଃ33ڣᄭᄥ٭ዝང ؜ފଲ୍ي د.



ل۰ රඞ มฆدرۏ ذو وأَޙ۰݄ ༇ຍاਵؗ৖৑ لگ۰ ޗݠ .4 اܳڰݱܭ

U =
1

2
kq2 =

1

2
kx2 (5)

L =
1

2
mẋ2 − 1

2
kx2 (6)

:๸෾اদֈेू ႞႐دո֔ڲ ـ
൑ว׿: ๸෾اদֈेू ႞႐دո֔िऻ ոֵۛמ١ ൄളا اڤۢמ֏١ ۰ոּ׫ຢ׿ام

d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
− ∂L

∂qi
= 0 ⇔ d

dt

(
∂L

∂ẋ

)
− ∂L

∂x
= 0 (7){

d
dt

(
∂L
∂ẋ

)
= d

dt

(
∂
∂ẋ

1
2mẋ2

)
= d

dt

(
mẋ

)
= mẍ

∂L
∂x =

(
∂
∂x

1
2kx

2
)
= kx

(8)

:ᆃᅰոڤ׫ပ྾ ׂڎ׫֦ ๸෾اদֈेू ႞႐دո֔ڲ وຐڪמٝ
mẍ + kx = 0 (9)

൑ว׿: m ࣷ࣬ຐ ոּڤؠۻڵ١

ẍ +
k

m
x = 0 = 0 (10)

ၿၛޠަޫۑ (3) اिऻ֔ڵڵ١ ႞႐دո֔िऻا ׂܙاؔۂ ١ॴబոاڤ׭ ١ຖرႥ႐ا ڲڷ ׂءոۛڪמ١ ႞႐دո֔ڲ ᆃᅴ (10) ႞႐دո֔िऻا إذن
اڤ༐ۻמ܋١. اڤ׫ܙاؔؠמ١

ẍ + k
mx = 0 ⇐⇒ q̈ + ω²q = 0

൑ว׿: (3) و (10) അ೪دڤ׫ո֔िऻا و଄૯܋ոּؠ١

ω =
√

k
m = ω0

.ᆃᄴۑوिऻا اڤרܙاس ၿၛۑষݾ ୘কاڤ܋ץמ اڤרץۖ ٢ܙ ω0 ؼמ֛

ᆃᅰոׅؠ ֿܙاس 2 .1 .5 .4
.l ႚ႐܈ܙ ൌฤמ܅ দগּܙ܈١ m ႞႖फः ڲڷ ڲڎܙن ਫ਼ੇמ܅ ᆃᅰոׅؠ ֿܙاس જ੻ֿ֔׫

.๸෾اদֈेू ႞႐دո֔ڲ ᇆᆺ ๸෾اদֈेू ႞႐دا ֍ڷ ֛௜ே஡
ا଩ଐ۱৖৑ازات ل؇ء ଩ଃ34ڣᄭᄥ٭ዝང ؜ފଲ୍ي د.



ل۰ රඞ มฆدرۏ ذو وأَޙ۰݄ ༇ຍاਵؗ৖৑ لگ۰ ޗݠ .4 اܳڰݱܭ

 

ሒᇿ؇ٔگ ۱ݞاز :2 .4 ႟ၽނ

: ๸෾اদֈेू ႞႐دا ـ
L = T − U (11)
q = θ ⇒ T =

1

2
Jq̇2 =

1

2
ml2θ̇2 (12)

( J = ml2 ڲոد١ֵ ֿؠ܋١ ႞႐ո܋֍ ֍তم J (ؼמ֛
U = mg∆h = mgl(1− cos θ) (13)
L =

1

2
ml2θ̇2 −mgl(1− cos θ) (14)

:๸෾اদֈेू ႞႐دո֔ڲ ـ
൑ว׿: ๸෾اদֈेू ႞႐دո֔िऻ ոֵۛמ١ ൄളا اڤۢמ֏١ ۰ոּ׫ຢ׿ام

d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
− ∂L

∂qi
= 0 ⇔ d

dt

(
∂L

∂θ̇

)
− ∂L

∂θ
= 0 (15){

d
dt

(
∂L
∂θ̇

)
= d

dt

(
∂
∂θ̇

1
2ml2θ̇2

)
= d

dt(ml2θ̇) = ml2θ̈
∂L
∂θ = ∂L

∂θ

(
mgl(1− cos θ)

)
= mgl sin θ

(16)

sin θ ⋍ θ ౏ఢاڤ׫ؠۑ ਫ਼੊׫ຢ׿م اڤۢ֏જੴة اूॆزاոຒت أຖڞ ڲڷ
∂L
∂θ = mglθ ոॾఢႥ႐ ֵۢץث وڲרٝ

:ᆃᅰոڤ׫ပ྾ ׂڎ׫֦ ๸෾اদֈेू ႞႐دո֔ڲ وຐڪמٝ
ml2θ̈ +mglθ = 0 (17)

ا଩ଐ۱৖৑ازات ل؇ء ଩ଃ35ڣᄭᄥ٭ዝང ؜ފଲ୍ي د.



ل۰ රඞ มฆدرۏ ذو وأَޙ۰݄ ༇ຍاਵؗ৖৑ لگ۰ ޗݠ .4 اܳڰݱܭ

൑ว׿: ml2 ࣷ࣬ຐ ոּڤؠۻڵ١
θ̈ +

g

l
θ = 0 (18)

ၿၛޠަޫۑ (3) اिऻ֔ڵڵ١ ႞႐دո֔िऻا ׂܙاؔۂ ١ॴబոاڤ׭ ١ຖرႥ႐ا ڲڷ ׂءոۛڪמ١ ႞႐دո֔ڲ ᆃᅴ (18) ႞႐دո֔िऻا إذن
اڤ༐ۻמ܋١. اڤ׫ܙاؔؠמ١

θ̈ + g
l θ = 0 ⇐⇒ q̈ + ω²q = 0

൑ว׿: (3) و (18) അ೪دڤ׫ո֔िऻا و଄૯܋ոּؠ١
ω =

√
g
l = ω0

.ᆃᅰոاڤ׭ؠ اڤרܙاس ၿၛۑষݾ ୘কاڤ܋ץמ اڤרץۖ ٢ܙ ω0 ؼמ֛

ᆃᄧոּ٤ۑᝥ ֿ܊ոم 2 .5 .4
.L و۳מ١֔ و C ڲڎ׭ء١ ڲڷ ڲڎܙ١ֿ ਫ਼ੇמ܋١ ١ॴటոּ٤ۑᝥ دارة જ੻ֿ֔׫

.๸෾اদֈेू ႞႐دո֔ڲ ᇆᆺ ๸෾اদֈेू ႞႐دا ֍ڷ ֛௜ே஡

 

LC ۰ਃಮ؇ً۳ݠ៺ دارة :3 .4 ႟ၽނ

: ๸෾اদֈेू ႞႐دا ـ
L = T − U (19)

ؔ׫׫ڵ׭ڞ اݾষۑټמ١ ١ؓոاڤ܋ ոأڲ ،q اڤ۾ٍר١ ᆃᅴ ቞ቘר܊ոم اिऻ֔ڵڵ١ ١ॴల׿اຒेूا շؔن ٤ᝥۑا࢞ࢽࣨ ֿ܊ոم ႞႐ոຒ ᆃᅞ

ا଩ଐ۱৖৑ازات ل؇ء ଩ଃ36ڣᄭᄥ٭ዝང ؜ފଲ୍ي د.



ل۰ රඞ มฆدرۏ ذو وأَޙ۰݄ ༇ຍاਵؗ৖৑ لگ۰ ޗݠ .4 اܳڰݱܭ

.Eelc ١ॴటոּ٤ۑ᝷اڤـ ١ؓոاڤ܋ ᆃᅞ ؔ׫׫ڵ׭ڞ ႞႖ޠަޯڵ اڤပ࿮ڲר١ ١ؓոاڤ܋ و ،Emag اिऻ֏רո܈༉ۻמ١ ١ؓոاڤ܋ ᆃᅞ
T = Emag =

∫
VLdq =

∫
L
di

dt
dq =

∫
Lidi

=
1

2
Li2 =

1

2
Lq̇2 (20)

( dq

dt
= i و ڤݫݻ۳מ١֔ ᆃᄧոּ٤ۑ᝷اڤـ اڤჸႱܙن VL (ؼמ֛

U = Eelc =

∫
Vcdq =

∫
q

c
dq =

1

2c
q2 (21)

ஈኬቘڎ׭ء١) ᆃᄧոּ٤ۑ᝷اڤـ اڤჸႱܙن Vc (ؼמ֛
L =

1

2
Lq̇2 − 1

2c
q2 (22)

:๸෾اদֈेू ႞႐دո֔ڲ ـ
൑ว׿: ๸෾اদֈेू ႞႐دո֔िऻ ոֵۛמ١ ൄളا اڤۢמ֏١ ۰ոּ׫ຢ׿ام

d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
− ∂L

∂qi
= 0 ⇔ d

dt

(
∂L

∂q̇

)
− ∂L

∂q
= 0 (23){

d
dt

(
∂L
∂q̇

)
= d

dt

(
∂
∂q̇

1
2Lq̇

2
)
= d

dt(Lq̇) = Lq̈
∂L
∂q = ∂L

∂q

(
1
2cq

2)
)
= 1

cq
(24)

Lq̈ +
1

c
q = 0 (25)

൑ว׿: (25) ႞႐دո֔िऻا ᆃᅞ L ࣷ࣬ຐ ոּڤؠۻڵ١
q̈ +

1

Lc
q = 0 (26)

ၿၛޠަޫۑ (3) اिऻ֔ڵڵ١ ႞႐دո֔िऻا ׂܙاؔۂ ١ॴబոاڤ׭ ١ຖرႥ႐ا ڲڷ ׂءոۛڪמ١ ႞႐دո֔ڲ ᆃᅴ (26) ႞႐دո֔िऻا إذن
اڤ༐ۻמ܋١. اڤ׫ܙاؔؠמ١

q̈ + 1
Lcq = 0 ⇐⇒ q̈ + ω²q = 0

൑ว׿: (3) و (26) അ೪دڤ׫ո֔िऻا و଄૯܋ոּؠ١
ω =

√
1
Lc = ω0

.ᆃᄧոּ٤ۑ᝷اڤـ ቞ቘר܊ոم ୘কاڤ܋ץמ اڤרץۖ ٢ܙ ω0 ؼמ֛
ا଩ଐ۱৖৑ازات ل؇ء ଩ଃ37ڣᄭᄥ٭ዝང ؜ފଲ୍ي د.



ل۰ රඞ มฆدرۏ ذو وأَޙ۰݄ ༇ຍاਵؗ৖৑ لگ۰ ޗݠ .4 اܳڰݱܭ

(اચઁ٢ेूازات ١ֵ ബഏ ඒ൷درـ ذو ڤר܊ոم ๸෾اদֈेू ඒ൷دڤո֔ڲ 6 .4
اજઁिऻاּ܋١)

଄૨ڎڷ H2O ոஈኬቘء ႞࿾࿮۾िऻا اႤ႐رات اिऻ׭ոل ༐۰מڞ ࣷ࣬ຐ اॊूـۻոم ڲڷ ႞႖ჸც اચઁ٢ازات درا١۰ إن
ּۖոॾ఩ ॻయদগ܋١ ႞႖फः တ྾ ూబပ྾ إذا ֿܙاּۖ. ּܙا۰܋١ اڤץ֔ۖ ո቎໐֔ॻ఩ ॻయদগ܋١ फःڞ ႞႖ჸც ոቌሒأ ոر٢ոا֍׫ץ
ոأڲ اڤۻոּؠ١، اڤءۢܙل ᆃᅞ ႚ႐ ոׂ܋ۑؓר ၏၁အ اബഎॊूى ֍ڷ ۰ոּ׫ؠ୹୴ڤמ١ ચઁቌሕ ۰ܙف ႞႖फः တ྾ շؔن ຒ׿ى ࣷ࣬ຐ
٤ؔܙ ١ֵ ബഏ ඒ൷درـ ذو ֿ܊ոم ပ྾ن շؔذا ڲજઁاּ܋١. اચઁ٢ازات ਫ਼੍ڵܡ ոቌሻ༉໧ ոؔמڵ ॻయদগ܋١ اڤ೏ಧڞ ూబပ྾ إذا

.ၿၛޠަޫۑ അ೪۰ո۰أ അ೪܋଄૲ ႚ႐و ω2 و ω1 ਗ৻ঁܙا݊ݦ఩ ચઁቌለ و ๸෾اদֈेू ඒ൷دڤո֔ڲ ኖኂ׫଄૨
:1 ڲ׭ոل

ּܙا۰܋١ അ೪׫ڪءൌ৭ അ೪ֲ܋ո്ฤ അ೪׫༐ڲ׭ ոڵቌሱ࿠྾ ฤ്מ֛ اؼ׫ပ࿮ك، دون ոأؔؠמ ௜்தۑပ྾ن m2 و m1 അ೪ڪ׫फः જ੻ֿ֔׫
.k0 ٝঁబوদগ ూ఩ոׅ ּۖոॾ఩ ոڵ቎໐֔ॻ఩ അ೪ּܙ܈׫দগ അ೪ڪ׫೏ಧاڤ ،֦༉໭જઁاڤ ࣷ࣬ຐ k2 و k1 ոڵቌሕؓܙ ࣨ࣍࢞ոׅ അ೪ּ۠ոֿ

.(4 .4) တ࿮اڤ۾ ᆃᅞ ๴ڲܙߦ ٢ܙ ၏၁အ
.ၿၛۑষاݾ أո଄૲ط و ၿၛۑষاݾ ׂܙا݊ݦات أوຖ׿

 

ሒᇃوਵਦ ଫଐ݁اًޔ ௧ௌਃ಻Ⴄၽ݁٭ َޙ؇م :4 .4 ႟ၽނ

: ๸෾اদֈेू ႞႐دا
L = T − U (27)
T = T1 + T2 =

1

2
m1ẋ1

2 +
1

2
m2ẋ2

2 (28)

U = Uk1 + Uk0 + Uk2

=
1

2
k1x1

2 +
1

2
k0 (x2 − x1)

2 +
1

2
k2(−x2

2) (29)

ا଩ଐ۱৖৑ازات ل؇ء ଩ଃ38ڣᄭᄥ٭ዝང ؜ފଲ୍ي د.



ل۰ රඞ มฆدرۏ ذو وأَޙ۰݄ ༇ຍاਵؗ৖৑ لگ۰ ޗݠ .4 اܳڰݱܭ

L =
1

2
m1ẋ1

2 +
1

2
m2ẋ2

2 − 1

2
k1x1

2 − 1

2
k0 (x2 − x1)

2

− 1

2
k2x2

2 (30)
:๸෾اদֈेू ඒ൷دڤո֔ڲ ـ

൑ว׿: ๸෾اদֈेू ႞႐دո֔िऻ ոֵۛמ١ ൄളا اڤۢמ֏١ ۰ոּ׫ຢ׿ام

d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
− ∂L

∂qi
= 0 \i = 1, 2 (31){

d
dt

(
∂L
∂ẋ1

)
− ∂L

∂x1
= 0

d
dt

(
∂L
∂ẋ2

)
− ∂L

∂x2
= 0

(32)

(32) ⇔


d
dt

(
∂

∂ẋ1

1
2m1ẋ1

2
)
− ∂

∂x1

[
−1

2k1x1
2 − 1

2k0 (x2 − x1)
2
]
= 0

d
dt

(
∂

∂ẋ2

1
2m2ẋ2

2
)
− ∂

∂x2

[
−1

2k0 (x2 − x1)
2 − 1

2k2x2
2
]
= 0

(33)

(33) ⇔

{
m1ẍ1 + (k1 + k0)x1 − k0x2 = 0

m2ẍ2 + (k2 + k0)x2 − k0x1 = 0
(34)

:ᆃᅰاڤ׫ܙا ࣷ࣬ຐ ոڪ٤ڵຒ ١ॴబոاڤ׭ ١ຖرႥ႐ا ڲڷ അ೪ۛڪמ׫ոׂء അ೪دڤ׫ո֔ڲ ոჸჶو{
x1(t) = A cos(ωt)
x2(t) = B cos(ωt)

(35)

൑ว׿: (34) ᆃᅞ (35) ఩ঁ֔ܙֵۖ

(35) ⇔

{
−m1ω

2A cos(ωt) + (k1 + k0)A cos(ωt)− k0B cos(ωt) = 0

−m2ω
2B cos(ωt) + (k2 + k0)B cos(ωt)− k0A cos(ωt) = 0

(36)

(36) ⇔

{
(−m1ω

2 + k1 + k0)A− k0B = 0

−k0A + (−m2ω
2 + k2 + k0)B = 0

(37)

ا଩ଐ۱৖৑ازات ل؇ء ଩ଃ39ڣᄭᄥ٭ዝང ؜ފଲ୍ي د.



ل۰ රඞ มฆدرۏ ذو وأَޙ۰݄ ༇ຍاਵؗ৖৑ لگ۰ ޗݠ .4 اܳڰݱܭ

:ᆃᅰոاڤ׫ اڤ׫༐ۻמ܅ ֆֿ۠ (37) ݾষڞ
k0 = k1 = k2 = k , m1 = m2 = m

:ᆃᅰոڤ׫ပ྾ ׂۢץث (37) وڲרٝ

(37) ⇔

{
(−mω2 + 2k)A− kB = 0

−kA + (−mω2 + 2k)B = 0
(38)

:ᆃᅞۢءܙिऻا တ࿮اڤ۾ ࣷ࣬ຐ (38) ֿڎ׫֦ اोूن
(
−mω2 + 2k −k

−k −mω2 + 2k

)
︸ ︷︷ ︸

D

(
A

B

)
=

(
0

0

)
(39)

: detD = 0 ว്ۻ֦ (39) mω2−∣∣∣∣ݾষڞ + 2k −k

−k −mω2 + 2k

∣∣∣∣ = 0 (40)

(42) ⇔(2k −m1ω
2)2 − k2 = 0

(k −mω2)(3k −mω2) = 0 (41)k −mω2 = 0 ⇒ ω =
√

k
m

3k −mω2 = 0 ⇒ ω =
√

3k
m

(42)

:ᆃᅰاڤ׫ܙا ࣷ࣬ຐ ոჸჶ ω2 و ω1 ਗ৻اڤ׫ܙا݊ݦ وڲרٝ
ω = ω1 =

√
k
m

ω = ω2 =
√

3k
m

(43)

A = B ൑ว׿: (38) ᆃᅞ ω1 =
√

k
m ఩ঁ֔ܙֵۖ

A = −B ൑ว׿: (38) ᆃᅞ ω2 =
√

3k
m ఩ঁ֔ܙֵۖ

ا଩ଐ۱৖৑ازات ل؇ء ଩ଃ40ڣᄭᄥ٭ዝང ؜ފଲ୍ي د.



ل۰ රඞ มฆدرۏ ذو وأَޙ۰݄ ༇ຍاਵؗ৖৑ لگ۰ ޗݠ .4 اܳڰݱܭ

ا۰ո۰ॊूמ١: ၿၛۑষاݾ أո଄૲ط ـ

اॊूول: ا߫ࠆࠗ܅ •
A = B أຖڞ }ڲڷ

x1(t) = A cos(ω1t)

x2(t) = A cos(ω1t)
(44)

x1(t) = x2(t) أن أي
:ᆃᄴոاڤ׭ ا߫ࠆࠗ܅ •

A = −B أຖڞ }ڲڷ
x1(t) = A cos(ω2t)

x2(t) = −A cos(ω2t)
(45)

x1(t) = −x2(t) أن أي

 

ሒᇃ؇اܳټ اࡺ࢕ࢦޔ

 

ا৙৑ول اࡺ࢕ࢦޔ
ሒᇃوਵਦ ଫଐ݁اًޔ ௧ௌਃ಻Ⴄၽ݁٭ ܳٷޙ؇م ا৙৑ݿ؇ݿ٭۰ اஓ஁৙৑؇ط :5 .4 ႟ၽނ

:2 ڲ׭ոل
ᆃᄴոاڤ׭ اڤרܙاس ႞႖फः و m1 اॊूول اڤרܙاس ႞႖फः ؼמ֛ اڤץ֔ۖ ոڵ቎໐֔ॻ఩ അ೪܋ॻయদগ അ೪ڤמոׅؠ അ೪۰ֿܙا જ੻ֿ֔׫

.(6 .4) တ࿮اڤ۾ ᆃᅞ അ೪ڲץ ٢ܙ ၏၁အ m2

.ၿၛۑষاݾ أո଄૲ط و ၿၛۑষاݾ ׂܙا݊ݦات أوຖ׿

ا଩ଐ۱৖৑ازات ل؇ء ଩ଃ41ڣᄭᄥ٭ዝང ؜ފଲ୍ي د.



ل۰ රඞ มฆدرۏ ذو وأَޙ۰݄ ༇ຍاਵؗ৖৑ لگ۰ ޗݠ .4 اܳڰݱܭ

 

ሒᇿ؇ٔگ ଫଐ݁اًޔ ௧ௌਃ಻Ⴄၽ݁٭ َޙ؇م :6 .4 ႟ၽނ

: ๸෾اদֈेू ႞႐دا
L = T − U (46)
T = T1 + T2 =

1

2
J1θ̇1

2
+

1

2
m2v

2

=
1

2
m1l1

2θ̇1
2
+

1

2
m2(l1

2θ̇1 + l2
2θ̇2)

2

=
1

2
m1l1

2θ̇1
2
+

1

2
m2

[
l1
2θ̇1

2
+ l2

2θ̇2
2
+ 2l1l2θ̇1θ̇2 cos(θ2 − θ1)

]
(47)

U == U1 + U2 = (m1 +m2)gh1 +m2gh2

= (m1 +m2)gl1(1− cos θ1) +m2gl2(1− cos θ2) (48)
L =

1

2
m1l1

2θ̇1
2
+

1

2
m2

[
l1
2θ̇1

2
+ l2

2θ̇2
2
+ 2l1l2θ̇1θ̇2 cos(θ2 − θ1)

]
− (m1 +m2)gl1(1− cos θ1)−m2gl2(1− cos θ2) (49)

ּۖ֔ ا۰׫ຢ׿ام ਫ਼ੀ׫ܙـ֦ Ⴄ႐ا ڲ֔ؠ׿ا أদগا (49) ڲڷ ոؓ୹୴اֿ܋ ๸෾اদֈेू ᆃᄷेूدո֔िऻ اڤܙ۝ܙل إن
اڤ׫ؠۑոॻఢت.

അ೪׫֍෕ເواڤ θ2 و θ1 അ೪ঁఢൂاوളا أن أي اڤۢ֏જੴة اूॆزاոຒت أຖڞ ڲڷ اڤۢ֏જੴة ոֵൂواളا ౏ఢׂؠۑ ຑջֿ׾

ا଩ଐ۱৖৑ازات ل؇ء ଩ଃ42ڣᄭᄥ٭ዝང ؜ފଲ୍ي د.



ل۰ රඞ มฆدرۏ ذو وأَޙ۰݄ ༇ຍاਵؗ৖৑ لگ۰ ޗݠ .4 اܳڰݱܭ

:ᆃᅰոڤ׫ပ྾ (48) و (47) അ೪دڤ׫ո֔िऻا ༐໭ۻמ܅ ଄૨ڎڷ وຐڪמٝ اളൂڲڷ، જੴ֏ׂ ոڵቌᒬ ۝֏જੴة ॻయޅޜ θ̇2 و θ̇1

cos(θ2 − θ1) = 1 ⇒ T =
1

2
m1l1

2θ̇1
2
+

1

2
m2

[
l1
2θ̇1

2
+ l2

2θ̇2
2

+ 2l1l2θ̇1θ̇2
] (50)

cos θ1 = 1− θ1
2

2
, cos θ2 = 1− θ2

2

2
⇒ U =

1

2
(m1 +m2)gl1θ1

2

+
1

2
m2gl2θ2

2 (51)
:ᆃᅰոڤ׫ပ྾ ๸෾اদֈेू ႞႐دا ֍ץոرة ༐໭ۻ܅ (49) ႞႐دո֔िऻا ᆃᅞ (51) و (50) അ೪دڤ׫ո֔िऻا ֵۖ ఩ঁ֔ܙ

L =
1

2
m1l1

2θ̇1
2
+

1

2
m2

[
l1
2θ̇1

2
+ l2

2θ̇2
2
+ 2l1l2θ̇1θ̇2

]
− 1

2
(m1 +m2)gl1θ1

2 +
1

2
m2gl2θ2

2

=
1

2
(m1 +m2)l1

2θ̇1
2
+

1

2
m2l2

2θ̇2
2
+m2l1l2θ̇1θ̇2

− 1

2
(m1 +m2)gl1θ1

2 − 1

2
m2gl2θ2

2 (52)
:๸෾اদֈेू ඒ൷دڤո֔ڲ ـ

൑ว׿: ๸෾اদֈेू ႞႐دո֔िऻ ոֵۛמ١ ൄളا اڤۢמ֏١ ۰ոּ׫ຢ׿ام

d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
− ∂L

∂qi
= 0 \i = 1, 2 (53)

d
dt

(
∂L
∂θ̇1

)
− ∂L

∂θ1
= 0

d
dt

(
∂L
∂θ̇2

)
− ∂L

∂θ2
= 0

(54)

(54) ⇔



d
dt

(
∂
∂θ̇1

[
1
2(m1 +m2)l1

2θ̇1
2
+m2l1l2θ̇1θ̇2

])
−

∂
∂θ1

[
1
2(m1 +m2)gl1θ1

2
]
= 0

d
dt

(
∂
∂θ̇2

[
1
2m2l2

2θ̇2
2
+m2l1l2θ̇1θ̇2

])
− ∂

∂θ2

[
1
2m2gl2θ2

2
]
= 0

(55)

ا଩ଐ۱৖৑ازات ل؇ء ଩ଃ43ڣᄭᄥ٭ዝང ؜ފଲ୍ي د.



ل۰ රඞ มฆدرۏ ذو وأَޙ۰݄ ༇ຍاਵؗ৖৑ لگ۰ ޗݠ .4 اܳڰݱܭ

(55) ⇔

{
(m1 +m2)l1

2θ̈1
2
+m2l1l2θ̈2 + (m1 +m2)gl1θ1 = 0

m2l2
2θ̈2

2
+m2l1l2θ̈1 +m2gl2θ2 = 0

(56)
:ᆃᅰاڤ׫ܙا ࣷ࣬ຐ ոڪ٤ڵຒ ١ॴబոاڤ׭ ١ຖرႥ႐ا ڲڷ അ೪ۛڪמ׫ոׂء അ೪دڤ׫ո֔ڲ ոჸჶو{
θ1(t) = A cos(ωt)
θ2(t) = B cos(ωt)

(57)

൑ว׿: (56) ᆃᅞ (57) ఩ঁ֔ܙֵۖ

(35) ⇔


−(m1 +m2)l1

2ω2A cos(ωt)−m2l1l2ω
2B cos(ωt)

+(m1 +m2)gl1A cos(ωt) = 0

−m2l2
2ω2B cos(ωt)−m2ω

2l1l2A cos(ωt) +m2gl2B cos(ωt) = 0

(58)

(58) ⇔

{
(m1 +m2)(gl1 − l1

2ω2)A−m2l1l2ω
2B = 0

(m2gl2 −m2l2
2ω2)B −m2ω

2l1l2A = 0
(59)

:ᆃᅰոاڤ׫ اڤ׫༐ۻמ܅ ֆֿ۠ (59) ݾষڞ
l1 = l2 = l , m1 = m2 = m

:ᆃᅰոڤ׫ပ྾ ׂۢץث (59) وڲרٝ

(58) ⇔

{
(2mgl − 2ml2ω2)A−ml2ω2B = 0

(mgl −ml2ω2)B −ml2ω2A = 0
(60)

(60) ⇔

{
(2gl − 2ω2)A− ω2B = 0

−ω2A + (gl − ω2)B = 0
(61)

:ᆃᅞۢءܙिऻا တ࿮اڤ۾ ࣷ࣬ຐ (61) ֿڎ׫֦ اोूن
(2g

l − 2ω2 ω2

ω2 −g
l − ω2

)
︸ ︷︷ ︸

D

(
A

B

)
=

(
0

0

)
(62)

ا଩ଐ۱৖৑ازات ل؇ء ଩ଃ44ڣᄭᄥ٭ዝང ؜ފଲ୍ي د.



ل۰ රඞ มฆدرۏ ذو وأَޙ۰݄ ༇ຍاਵؗ৖৑ لگ۰ ޗݠ .4 اܳڰݱܭ

: detD = 0 ว്ۻ֦ (62) 2gl∣∣∣∣ݾষڞ − 2ω2 ω2

ω2 g
l − ω2

∣∣∣∣ = 0 (63)

(63) ⇔(
2g

l
− 2ω2)(

g

l
− ω2)− ω4 = 0 (64)

:ᆃᅰاڤ׫ܙا ࣷ࣬ຐ ոჸჶ ω2 و ω1 ਗ৻اڤ׫ܙا݊ݦ وڲרٝ
ω = ω1 =

√
(2 +

√
2)gl

ω = ω2 =
√
(2−

√
2)gl

(65)

A = −B ൑ว׿: (61) ᆃᅞ ω1 ఩ঁ֔ܙֵۖ
A = B ൑ว׿: (61) ᆃᅞ ω2 ఩ঁ֔ܙֵۖ

ا۰ո۰ॊूמ١: ၿၛۑষاݾ أո଄૲ط ـ

اॊूول: ا߫ࠆࠗ܅ •
A = −B أຖڞ }ڲڷ

θ1(t) = A cos(ω1t)

θ2(t) = −A cos(ω1t)
(66)

θ1(t) = −θ2(t) أن أي
:ᆃᄴոاڤ׭ ا߫ࠆࠗ܅ •

A = B أຖڞ }ڲڷ
θ1(t) = A cos(ω2t)

θ2(t) = A cos(ω2t)
(67)

θ1(t) = θ2(t) أن أي

ا଩ଐ۱৖৑ازات ل؇ء ଩ଃ45ڣᄭᄥ٭ዝང ؜ފଲ୍ي د.



ل۰ රඞ มฆدرۏ ذو وأَޙ۰݄ ༇ຍاਵؗ৖৑ لگ۰ ޗݠ .4 اܳڰݱܭ

 ሒᇃ؇اܳټ اࡺ࢕ࢦޔ
  

ا৙৑ول اࡺ࢕ࢦޔ
ሒᇿ؇ٔگ ଫଐ݁اًޔ ௧ௌਃ಻Ⴄၽ݁٭ َޙ؇م ᄎცݠ੆ࠍ ا৙৑ݿ؇ݿ٭۰ اஓ஁৙৑؇ط :7 .4 ႟ၽނ

ا଩ଐ۱৖৑ازات ل؇ء ଩ଃ46ڣᄭᄥ٭ዝང ؜ފଲ୍ي د.



ل۰ රඞ มฆدرۏ ذو وأَޙ۰݄ ༇ຍاਵؗ৖৑ لگ۰ ޗݠ .4 اܳڰݱܭ

اݾոশڲۥ اڤءۢڞ ႞႖۰ڪۻ
اॊूول: ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ

 

1 တ࿮اڤ۾

M അ೪ڪ׫೏ಧ቞ቘ واݾոষڲڞ 1 တ࿮اڤ۾ ᆃᅞ അ೪ץिऻا ֦༉۠اڤؠ ચઁቌለ
႞႐ոຒ ᆃᅞ ոأؔؠמ ֵڎܙن و O ּـ اոिऻر اୠଡ଼ୢܙر ؼܙل m و

ؼܙل ۝֏જੴة اચઁ٢ेूازات ոּ֍׫ץոر (φ = 0) اڤ׫ܙازن
اڤ׫ܙازن. ֆۛڲܙ

ֵؠ١ ܈ۑ ۰ոּ׫֔ڵոل ႞႖०ग़॑ا ၿၛۑষݾ ୘কاڤ܋ץמ اڤרץۖ أوຖ׿
.๸෾اদֈेू

:ᆃᄴոاڤ׭ ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ

 

2 တ࿮اڤ۾

M फःڪ׫ٝ ؓۑص ڲڷ ڲڎܙن ୘ଽॴబပ࿮ڲמ ֿ܊ոم જ੻ֿ֔׫
ڲۻ׫ܙي ࣷ࣬ຐ ا݇ݤूेق دون ࠥࡇور R ؓ܋ۑه ؉ֿۢ و
ూ఩ոׅ وჸ૊ૉ׿ k ٝঁబوদগ ూ఩ոׅ ּۖոॾ఩ দগּܙط اؔޅޜ،

.α ളൂوـ׫ٝ
اिऻ܋ݫݻب:

቞ቘר܊ոم. اݾষۑټמ١ ١ؓոاڤ܋ .1
቞ቘר܊ոم. اڤပ࿮ڲר١ ١ؓոاڤ܋ .2

቞ቘר܊ոم. اڤ׫ץ׿د ١ؓո܈ .3
.๸෾اদֈेू ႞႐دا .4

.ၿၛޠަޫۑ ୘কاڤ܋ץמ واڤרץۖ اڤ׫ءոۛڪמ١ ႞႐دո֔िऻا .5
اڤ׭ոڤ֛: ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ

 

3 တ࿮اڤ۾

ᆃᅞ (3)واिऻ׫ڵ׭ڞ တ࿮اڤ۾ ᆃᅞ ๴ܙߦिऻا ୘ଽॴబပ࿮מिऻا اڤר܊ոم જ੻ֿ֔׫
ոּոֵوا ոּոذ٢ ֿءۻٝ ؼܙل ոֵܙدჸთ ௜்஗ۑك ּۖոॾ఩ ৠ৚֔ڲ ؓۑص
اूेؼ׫ပ྾ပ࿮ت ୦ୠଡ଼ڵܙع তগ݇ݦ ոּݾ঻׿ار اոׂۢل ࣷ࣬ຐ ॻఢޅޖ ฤ്מ֛

اڤؠۑص. ଭଔদগ ࣷ࣬ຐ اिऻ܋ץؠ١ f = −αvdisque ոּڤؠܙة

ا଩ଐ۱৖৑ازات ل؇ء ଩ଃ47ڣᄭᄥ٭ዝང ؜ފଲ୍ي د.



ل۰ රඞ มฆدرۏ ذو وأَޙ۰݄ ༇ຍاਵؗ৖৑ لگ۰ ޗݠ .4 اܳڰݱܭ

. U اڤပ࿮ڲר١ ١ؓոاڤ܋ أوຖ׿ .1
. T اݾষۑټמ١ ١ؓոاڤ܋ أوຖ׿ .2

اूेؼ׫ပ྾ပ࿮ت. ؓܙة ֍ڷ ١൑สոاڤר D اڤ׫ץ׿د ١ؓո܈ أوຖ׿ .3
.ၿၛޠަޫۑ اڤ׫ءոۛڪמ١ ႞႐دո֔िऻا أوຖ׿ .4

ेू ඒ൷اڤ α ո֔ஈኬቘڲڞ اڤ֔܊ڵܡ اڤؠמڵ١ اوຖ׿ ،M = 1kg و k = 13.5N/m ان ոஈஃຐ .5
ּـ اڤۻ١֔ ॾయؠۘ ୘ଽڤـ ا୹ቤቘزم اളൂڲڷ أوຖ׿ اચઁ٢از. ႞႐ոຒ ᆃᅞ ॻఢޅޖ ᆃᄏ اڤר܊ոم ոֵۢڪ٤ ان ୘ঐץ༓໠
α = 3N.s/m أຖڞ ڲڷ ၿၛޠަޫۑ اڤݫݻո຋رಢಔ౞ܧ ۘؓոاڤ׫ר ؓמڵ١ أؼۻ֦ ᇆᆺ ،ոቌሾؓמڵ ڲڷ 1/5

:ֆּൄاളا ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ

 

4 တ࿮اڤ۾

႞႖೏ಧاڤ ቌᒬڵڞ ո۰ق ڲڷ ڲڎܙ١ֿ ڲמပ࿮ֵڎמ١ ႞႖ჸც જ੻ֿ֔׫
ూ఩ոׅ ּۖոॾ఩ দগּܙ܈١ m ႞႖फः ּٝ ৠ৚֔ڲ L ႚ႐܈ܙ

اڤۻոق ڲڷ B ֿؠ܋١ ᆃᅞ ո്ฤֲ܅، ֙༐ڲ׭ k2 ٝঁబوদগ
ּ܅ ܽݦُ A اڤרؠ܋١ ᆃᅞو ،α ոൌสڲ׿ه ూ఩ոׅ ჸ૊ૉ׿ ໪༘ץ֙

ࣷ࣬ຐ ׂ܎ݍݦ ո്ฤֲ܅، ֙༐ڲ׭ k1 ٝঁబوদগ ూ఩ոׅ ּۖոֿ
f (t) = cos(2t) တ࿮اڤ۾ ڲڷ ոຑرـמ١ ؓܙة ႞႖०ग़॑ا

.(4) တ࿮اڤ۾ ᆃᅞ ๴ڲܙߦ ٢ܙ ၏၁အ

اूॆزاոຒت أຖڞ ڲڷ ๸෾اদֈेू ֵؠ١ ּ܋ۑ اिऻמॴబပ࿮ڎמ١ ႞႖०ग़॑ا ٢׾ه ၿၛۑষݾ اڤ׫ءոۛڪמ١ ႞႐دո֔िऻا أوຖ׿ .1
اڤۢ֏જੴة.

m = 0.2kg, k1 = 9N/m, k2 = 5N/m,α = و ۛ֔מ؉ ոൌสڲ׿ أຖڞ ڲڷ .2
: 0.9kg/s, L = 0.5m, g = 10m/s2

.ωA دوري اڤ۾ץٝ اڤרץۖ و ω0 ၿၛޠަޫۑ ୘কاڤ܋ץמ اڤרץۖ ؓמڵ١ أؼۻۻ֦ أ -
اिऻמॴబပ࿮ڎמ١. ႞႖०ग़॑ا ૃે׾ه θh(t) ༦ණոວ׫िऻا اݾষڞ أوຖ׿ ب-

اिऻמॴబပ࿮ڎמ١. ႞႖०ग़॑ا ૃે׾ه θp(t) ᇆᆧاႥ႐ا اݾষڞ أوຖ׿ ـ ج
.θ(t) ࣽင࿮اڤ ෥໋ոֵ ൄളا اݾষڞ ا༖۰ר׫د ـ د

ࣷ࣬ຐ അ೪ڤמ׫ոاڤ׫ അ೪ׂرոڤ֔ץոּ اिऻמॴబပ࿮ڎמ١ ႞႖०ग़॑ا ૃે׾ه ١ֵ ෕ເاڤؠ ચઁ٢୹ቤቘازات اڤ܋ܙر ؔۑق و ١֔۰ ׂ֔܋ܡ :જੴ࠲ࡆټ
:֦༉໭જઁاڤ

ا଩ଐ۱৖৑ازات ل؇ء ଩ଃ48ڣᄭᄥ٭ዝང ؜ފଲ୍ي د.



ل۰ රඞ มฆدرۏ ذو وأَޙ۰݄ ༇ຍاਵؗ৖৑ لگ۰ ޗݠ .4 اܳڰݱܭ

A(ω) =
1

mL2√
(ω20−ω2)2+4λ2ω2

و
φ = − arctan

(
2λω

ω20−ω2

)
اݾոশڲۥ: ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ

 

5 တ࿮اڤ۾

x1 ոቌሾإزاؼ m1 ႞႖फः ڲڷ اऻཻڎܙن ୘ଽॴబပ࿮מिऻا اڤר܊ոم જ੻ֿ֔׫
ذو ჸ૊ૉ׿ و k2 و k1 അ೪ּ۠ոֿو ،x2 ոቌሾإزاؼ m2 ႞႖फः و
ոቌሾؓמڵ ׂܙاؔؠמ١ ոຑرـמ١ ؓܙة ຐڪמٝ ׂ܎ݍݦ ،α ոൌสڲ׿ ڲո֔ڲڞ

F (t) = F0 coswt
(5 တ࿮اڤ۾ (أֿ܊ۑ

቞ቘר܊ոم. T اݾষۑټמ١ ١ؓոاڤ܋ أوຖ׿ .1
቞ቘר܊ոم. U اڤပ࿮ڲר١ ١ؓոاڤ܋ أوຖ׿ .2

.ၿၛޠަޫۑ اڤ׫ءոۛڪמ١ اո֔िऻدूेت ᇆᆺ L ๸෾اদֈेू ႞႐دا أوຖ׿ .3
k1 = و m1 = m2 = m أຖڞ وڲڷ ، اڤ׫ոຢڲ׿ وڲո֔ڲڞ اݾոশرـמ١ اڤؠܙة ቌሒڵڞ .4

.ၿၛޠަޫۑ ١ֵ اളൂاو اڤ׫ܙ݊ݦات أوຖ׿ أ - : ႞႐ոষاݾ ٢׾ه ᆃᅞ k2 = k

اڤۻոدس: ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ

 

6 တ࿮اڤ۾

(L واڤ܋ܙل m ႞႖೏ಧاڤ (ֿءۥ അ೪ׅڪոڲ׫ڵ അ೪۰ֿܙا જ੻ֿ֔׫
๴ڲܙߦ ٢ܙ ၏၁အ k ٝঁబوদগ ూ఩ոׅ ּۖոֿ ּܙا۰܋١ അ೪اּ܋જઁڲ

.(6) တ࿮اڤ۾ ᆃᅞ
أຖڞ ڲڷ ႞႖०ग़॑ا ૃે׾ه ๸෾اদֈेू ֍ץոرة أوຖ׿ .1
ֆۛو ոּ֍׫ץոر ቬቘذ و اڤۢ֏જੴة اूेزاոຒت

.θ1 = θ2 = 0 ֍ר׿ اڤ׫ܙازن
.ၿၛۑষاݾ ඒ൷دڤո֔ڲ ا༖۰ר׫د .2

ၿၛޠަޫۑ ا۰ո۰ेूמ١ اڤ܋ץמ֔מ١ اո଄૲ॊूط أوຖ׿ .3
.ոوڲ׭ڪ٤

ا଩ଐ۱৖৑ازات ل؇ء ଩ଃ49ڣᄭᄥ٭ዝང ؜ފଲ୍ي د.



ل۰ රඞ มฆدرۏ ذو وأَޙ۰݄ ༇ຍاਵؗ৖৑ لگ۰ ޗݠ .4 اܳڰݱܭ

:ֆּոاڤۻ ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ

 

7 တ࿮اڤ۾

႞႖೏ಧاڤ ذو ֿܙاس ৠ৚֔ঁఢ ฤ്מ֛ (7) တ࿮اڤ۾ ᆃᅞ ႞႖०ग़॑ا જ੻ֿ֔׫
ոּ֍׫ץոر ቬቘوذ ബഏة ֵؠ١ ּ܋ۑ ၿၛۑষاݾ و଄૨ڎרٝ M ႞႖೏ಧڤոּ m

ؔــ: ۝֏જੴة اચઁ٢ेूازات
.T اݾষۑټמ١ ١ؓոاڤ܋ أوຖ׿ .1
.U اڤပ࿮ڲר١ ١ؓոاڤ܋ أوຖ׿ .2

.ၿၛޠަޫۑ اڤ׫ءոۛڪמ١ اո֔िऻدूेت ᇆᆺ ๸෾اদֈेू ႞႐دا أوຖ׿ .3
M = 2m و k = mg/l أن ֙ஈஃຐ اذا .4

.ၿၛޠަޫۑ ١ֵ اളൂاو اڤ׫ܙ݊ݦات اڤ׭ոڲڷ:ջؔوຖ׿ ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ

 

8 တ࿮اڤ۾

଄૯ڎ׭ء١ ոڵቌሻ༉໧ ոؔמڵ അ೪ּܙ܈׫দগ LC അ೪׫༉ໝոּ٤ۑᝥ അ೪ׂدرا જ੻ֿ֔׫
٢ܙ ၏၁အ L1 = L2 = L , C1 = C2 = C ؼמ֛

.(8) တ࿮اڤ۾ ᆃᅞ അ೪ڲץ
ᆃᄧոּ٤ۑ᝷اڤـ ቞ቘר܊ոم അ೪ۛڪמ׫ոاڤ׫ء അ೪دڤ׫ո֔िऻا أوຖ׿ .1

.q2 و q1 ႞႐ेूࠬࡇ ᇆᆺi2 و i1 ႞႐ेूࠬࡇ
اڤר܊ոم. ٢׾ا ݊ݦددات أوຖ׿ .2
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II اݾ঻ۏء
اिऻמॴబပ࿮ڎמ١ اॊूڲܙاج
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5 اڤءۢڞ
اिऻר෕ໃ༖ة اॊूڲܙاج

اिऻܙـמ١ ၿၛۑষاݾ 1 .5
ᆃᅞ တ࿮۾༖໠ ڲոدي و۰܅ ᆃᅞ أബഎى ᅽᅰإ ֿؠ܋١ ڲڷ أو ബഎآ ᅽᅰإ ༯ເـ ڲڷ اચઁ٢ेूازات اబঁؠڪ֙ إذا
اዤዏຆۑ ۰ؠܙط ڲပ࿮ن ᆃᅞ ฝ്׿ث راټۖ ڲոء ၿၛ݄ݦ ᆃᅞ ཞৈۑا ֿڪޅޜ ոר׿ڲ֍ ୹୴׭ჸნ ،١ຖܙ଄૯ ਫ਼ੀڵܡ ոڲ ١ֵոቌሻاڤ

اոिऻء. أڲܙاج တ࿮۾༖໭ أي ո൑ส֍מ׿ တ࿮۳ ࣷ࣬ຐ ༓໠׫ؠڞ اոिऻء ۰܋ث ᆃᅞ ੡੍ܙه

اॊूڲܙاج ༓ׂۢמءոت 2 .5
:ո٤ჸჶأ ا֍׫ץոرات ຐ׿ة ؼۻ֦ اॊूڲܙاج ׂۢר؉

اڤץ֔׿: ؼۻ֦ .1
و݊ݦ. ᆃᅞ ١ຖڲܙ ا༖໪۾ոر ڲ׭ڞ واຒ׿: ּ֔׿ ذات •

.١ॴటոिऻا اॊूڲܙاج ڲ׭ڞ :ਗ৻ּ֔׿ ذات •

.١ॴయاڤۢܙ اॊूڲܙاج ڲ׭ڞ أոּ֔د: ١ׅ୹୴ׅ ذات •

اڤܙ۰܅: ؼۻ֦ .2
اूेڤـڎજઁوոֿت...إݾྖ. و واݾ঻ۏոॱఢت اႤ႐رات ݊ݦاؔۂ ڲܙոຖت ᆃᅴو ڲոد١ֵ: •

ပ྾ڤ۠ܙء. ոેૃոঁؠబेू ڲոدي ڤܙ۰܅ ส്׫ոج ेू ٤ᝥۑوڲ֏רո܈༉ۻמ١: •

.ոેૃոঁؠబेू ڲոدي و۰܅ ᅽᅰإ وส്׫ոج اिऻۑ١ֿ اॊूوո۰ط ᆃᅞ Ⴅ႐ঁܙయ ڲמॴబပ࿮ڎמ١: •

52



اৎ৊ٷ๤དྷྥة ا৙৑݁ިاج .5 اܳڰݱܭ

اिऻמॴబပ࿮ڎמ١ ١ຖܙिऻا 3 .5
اચઁ٢ازات ؔמٝ ส്׿ث اႤ႐ي اոिऻدي اڤܙ۰܅ ،١ؓո܈ ڲ֔ٝ ୹୴ؓոֿ ڲոدي و۰܅ ᆃᅞ ෕ໃ༖ॾఢ اۛ܋ۑاب ᆃᅴو
ၿၛ്ۑฤ ׂؠܙم ּڞ ոቌሒပ࿮ڲ ڲڷ ௜்தۑك ेू اݾ঻ۏոॱఢت ٢׾ه أن ؼמ֛ اજઁिऻاּ܋١ اݾ঻ۻמڵոت ڲڷ ႞႖۰ڪۻ ٢ܙ

اચઁ٢از. ڲۢ׿ر ٢רոك ֵڎܙن أن ֦൑ฝ ڲמॴబပ࿮ڎמ١ ١ຖڲܙ Ⴅ႐ঁܙయ ୘ଽوڤـ ،ոቌሒׂܙاز ֆۛو ؼܙل ١ֵ اચઁ٢از
اिऻܙոຖت: ڲڷ ֿܙոຐن و٢רոك

.١ຖܙिऻا ا༖໪۾ոر ـ١٤ ࣷ࣬ຐ ոֵܙدჸთ ચઁቌሕ اոिऻدي اڤܙ۰܅ ոॱఢപഓت ֍দۛמ١: ڲܙոຖت .1
.١ຖܙिऻا ا༖໪۾ոر ١٤঻ݾ ١ֵ ڲܙاز ચઁቌሕ اոिऻدي اڤܙ۰܅ ոॱఢപഓت ܈ܙڤמ١: ڲܙոຖت .2

ચઁቌᒬ ؼץڞ ذو ١ຖܙஈኬቘ ا༖໪ेू۾ոر ႞႐دո֔ڲ 4 .5
.T0 ١ॴటঁ׿ا఩ إ ۳׿ ּؠܙة ܈ۑؔמٝ ڲڷ ڲ۾׿ود ڲոد١ֵ ֿؠ܋١ m ڲڷ ڲڎܙن (ؼץڞ) و݊ݦ જ੻ֿ֔׫

أن: ֿءજઁض
.λ ١ຖܙिऻا ܈ܙل ڲڷ જੴּڎ׭ أ܈ܙل y اूॆزاոຒت •

۝֏જੴة. اूे݊ݤان ৭്ܙر ֆڲ اڤܙ݊ݦ ոֵۢר٤֔ ඒ൷اڤ ոֵൂواളا •

اڤܙ݊ݦ. ܈ܙل ࣷ࣬ຐ ١ঁ఩ոׅ ॻయޅޖ T0 •

.ٝঁఢࠬࡇا ڲڷ x ּ֔׿ ࣷ࣬ຐ ∆x ႚ႐܈ܙ و ∆m फःڪ׫ٝ اڤܙ݊ݦ ڲڷ જੴ֏۝ ෕໒ר֍ ຑջּ׾

 

଩ଐዛᔻ ۋٴܭ ݆݁ ඹජء :1 .5 ႟ၽނ

ا଩ଐ۱৖৑ازات ل؇ء ଩ଃ53ڣᄭᄥ٭ዝང ؜ފଲ୍ي د.



اৎ৊ٷ๤དྷྥة ا৙৑݁ިاج .5 اܳڰݱܭ

:٪ֵ ቞ቘ׫ٍۑ ෥ີո۰ॊूا اिऻץ׿أ ∑఩ঁ܋ץמۂ
F⃗ = ma⃗

T1 = T2 = T0

ox : T⃗1 + T⃗2 = 0 ⇒ T0 cos(α)− T0 cos(β) = 0

oy : T2 sin(β)− T1 sin(α) = mÿ

T0 sin(β)− T0 sin(α) = mÿ

T0 sin(β)− T0 sin(α) = ∆mÿ

T0 [sin(β)− sin(α)] = ∆mÿ (1)
.sin(α) = tan(α) و sin(β) = tan(β) اڤۢ֏જੴة: ոֵൂواളا أຖڞ ڲڷ

:ոֵ۠أ ոॾఢႥ႐ တ࿮اڤ۾ ڲڷ

sin(α) = tan(α) =
(
∂y

∂t

)
x1

(2)

sin(β) = tan(β) =
(
∂y

∂t

)
x2

(3)

ؼמ֛: اݾশ܋מ١ ႞႖೏ಧاڤ ᆃᅴ ρ ոॾఢႥ႐ أബഎى ـ١٤ ڲڷ
∆m = ρ∆x (4)
൑ว׿: (1) ᆃᅞ (4) و (2) ،(3) ڲڷ ୹ည྾ ఩ঁ֔ܙֵۖ وڲרٝ

T0

[(
∂y

∂t

)
x1

−
(
∂y

∂t

)
x2

]
= ρ∆x

∂2y

∂t2

T0

ρ

[(
∂y
∂t

)
x1

−
(

∂y
∂t

)
x2

]
∆x

=
∂2y

∂t2
(5)

:ᆃᅰոڤ׫ပ྾ ႞႐دո֔िऻا ١ּոफः ଄૨ڎڷ ֿٝշؔ (∆x = x2 − x1 ≪ ) ո଄૯أن
∂2y

∂t2
=

T0

ρ

∂2y

∂x2
(6)
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اৎ৊ٷ๤དྷྥة ا৙৑݁ިاج .5 اܳڰݱܭ

ا༖໪ॆू۾ոر. ႞႐دո֔ڲ أو ١ຖܙिऻا ႞႐دո֔ڲ ᆃᅴو (6)
ոּڤۢמ֏١: ׂڎ׫֦ ոຐم တ࿮੡ੇ

∂2y

∂t2
= v2

∂2y

∂x2
(7)

أن: ؼמ֛
൑ว׿ ႞႐ոষاݾ ٢׾ه ᆃᅞو ١ॴటոֵ ચੴاڤء ֲٝۢոۢوػ ચઁ٤िऻا اڤר܊ոم ܈ץמ١֔ ࣷ࣬ຐ ׂ֔׫ڵ׿ ᆃᅴو ا༖໪ॆू۾ոر ١ຐ෕ີ v

.v =
√

T0
ρ

١ຖܙिऻا ႞႐دո֔ڲ 5 .5
:တ࿮اڤ۾ ڲڷ ١ؓ୹୴֔ڤ ոـ׫רոຒ ඒ൴ֵ֔ ոᄊᄉ ،ո٤࿠࿮۳ ׂ֔܋ܧ ႞႐دո֔ڲ اո൑ฝد ֦൑ฝ ١ຖڲܙ أي ڤܙ۝؉

y = f (x± vt) ، y = f (x, t)

y(x, t)︸ ︷︷ ︸
اబेूঁؠոل

= ym︸︷︷︸
اڤۻ١֔

sin(kx + ωt + φ)︸ ︷︷ ︸
ચઁ٤िऻا اݾষ׿

(8)

ؼמ֛:

اڤ׫ոڤמ١: ١ؓ୹୴֔ڤոּ ֵ֔܋ܡ و ᆃᅋܙिऻا اڤ֔׿د k

k =
2π

λ
(9)

.ᆃᅋܙिऻا اڤ܋ܙل λ و

١ຖܙिऻا ႞႐دո֔ڲ ຒڞ 6 .5
أပ࿮۳ل: ١ׅ୹୴ׅ ١ຖܙिऻا ႞႐دո֔ڲ ຒڞ ຑջֵ׾

.ox اୠଡ଼ୢܙر اո൑สه ᆃᅞ അ೪ࠗا߫߼ ว്ܙ ၿၛڲ׫ٍۑ ١ຖڲܙ •

y(x, t) = f (x− vt)

ا଩ଐ۱৖৑ازات ل؇ء ଩ଃ55ڣᄭᄥ٭ዝང ؜ފଲ୍ي د.



اৎ৊ٷ๤དྷྥة ا৙৑݁ިاج .5 اܳڰݱܭ

.ox ஈኬቘٍܙر اո֔िऻټۥ اո൑สेूه ᆃᅞ اڤ༉ۻոر ว്ܙ ၿၛڲ׫ٍۑ ١ຖڲܙ •
y(x, t) = g(x + vt)

:ᆃᅰոاڤ׫ ෥໋ոֵ ൄളا တ࿮اڤ۾ وຑջׂ׾ اڤ༉ۻոر ว്ܙ وأബഎى അ೪ࠗا߫߼ ว്ܙ ၿၛڲ׫ٍۑ ١ຖڲܙ അ೪ּ ๸෴তগ •

y(x, t) = f (x− vt) + g(x + vt)

١ຖܙिऻا ܈ۑف ڲڷ ႞႐ୢڵܙୠଡ଼ا ١ؓոاڤ܋ 7 .5
.١ঁ఩ոׅ ؓמڵ١ ١ຖܙिऻا ܈ۑف ڲڷ ႞႐ୢڵܙୠଡ଼ا ١ؓոاڤ܋ أن ۰ר٢જ੻ڷ dm फःڪ׫ٝ اڤܙ݊ݦ ڲڷ જੴ֏۝ പഓء أຖڞ ڲڷ

.E = T + U اڤ࿠࿮מ١: ١ؓոاڤ܋ أن ֿ֔ܫܯ
اڤ׫ոڤמ١: ١ؓ୹୴֔ڤոּ ؔ׫֔܋ܡ اڤܙ݊ݦ ڲڷ જੴ֏۝ പഓء أຖڞ ڲڷ T اݾষۑټמ١ ١ؓոاڤ܋ ոأڲ

dT = 1
2dmv2

:တ࿮اڤ۾ ڲڷ ١ຖڲܙ જ੻ֿ֔׫
y(x, t) = A sin(kx− ωt)

وڲרٝ:
ẏ(x, t) =

∂y

∂t
= −ωA cos(kx− ωt) (10)

:ոॾఢႥ႐ أബഎى ـ١٤ وڲڷ
dm = ρ dx (11)

:ᆃᅰոڤ׫ပ྾ ׂۢץث اݾষۑټמ١ ١ؓոاڤ܋ շؔن
dT =

1

2
dmv2 =

1

2
dm ẏ(x, t)2

=
1

2
ρ dx [−ωA cos(kx− ωt)]2

=
1

2
ρω2A2 cos2(kx− ωt)dx

⇒T =

∫ λ

0

1

2
ρω2A2 cos2(kx− ωt)dx

=
1

2
ρω2A2λ

2
(12)
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اৎ৊ٷ๤དྷྥة ا৙৑݁ިاج .5 اܳڰݱܭ

:ᆃᅰոڤ׫ပ྾ اڤܙ݊ݦ ڲڷ જੴ֏۝ പഓء أຖڞ ڲڷ U اڤပ࿮ڲר١ ١ؓոاڤ܋ ൑ว׿ ႞႖ׅոᄊᄉ ֵؠ١ ּ܋ۑ

dU =
1

2
dk y2 =

1

2
dmω2y(x, t)2

=
1

2
ρω2 [A cos(kx− ωt)]2 dx

⇒U =

∫ λ

0

1

2
ρω2A2 cos2(kx− ωt)dx

=
1

2
ρω2A2

[
λ

2

]
(13)

൑ว׿: (13) و (12) അ೪دڤ׫ո֔िऻا ֆჸ๧ํ

E =
1

2
ρω2A2

[
λ

2

]
+

1

2
ρω2A2

[
λ

2

]
=

1

2
ρω2A2λ (14)

.١ঁ఩ոׅ ٤ؔܧ E = cste اڤ࿠࿮מ١ ١ؓոاڤ܋ أن أي

ا଩ଐ۱৖৑ازات ل؇ء ଩ଃ57ڣᄭᄥ٭ዝང ؜ފଲ୍ي د.



6 اڤءۢڞ
اिऻۻ׫ؠۑة اॊूڲܙاج

اिऻۻ׫ؠۑة اॊूڲܙاج 1 .6
:١ॴయोूا ֲۘոۢশاݾ ֿءۥ ոૃેڵ ڲܙـ׫ոن ׂڪ׫ޅޜ ݾষץڞ അ೪ׂڲؠמ׿ ոቌሒࢗ࣍ࣨ ֍ר׿

.അ೪ټۻ׫ո֔ڲ׫ അ೪ـ٤׫ ᆃᅞ اబঁؠոل ـ اڤרץۖ ֿءۥ ـ اڤۻ١֔ ـ
പഓոষاݾ ࣷ࣬ຐ ١ຖڲܙ اပ࿮ֿ֔س ١ວמ༖໪ ٢׾ا ֵڎܙن ڲܙؓܙ١ؔ ١ຖڲܙ أو ڲۻ׫ؠۑة ١ຖڲܙ ࣷ࣬ຐ ௜்஡ۢڞ ոؼ׫ڵ ոॾబշؔ

ڲۻ׫ؠۑة. ١ຖڲܙ ूॆ֍܋ոء اिऻר֔ڎۻ١ ١ຖܙिऻوا اڤܙاردة ١ຖܙिऻا ؔ׫׫׿୹୴ຑن
اॊूڲܙاج: ׂٝո٢ ؉ׂۢ ႞႐دո֔ڲ ࣷ࣬ຐ ոۛמոֵ ر اݾষۢܙل ଄૨ڎڷ

اڤܙاردة: ١ຖܙिऻا •
yi(x, t) = A sin(kx− ωt)

اिऻר֔ڎۻ١: ١ຖܙिऻا •
yr(x, t) = A sin(kx + ωt)

اिऻۻ׫ؠۑة: ١ຖܙिऻا •
yi(x, t) + yr(x, t)

y(x, t) = yi(x, t) + yr(x, t)

= A sin(kx− ωt) + A sin(kx + ωt)

= A
[
sin kx cosωt− cos kx sinωt + sin kx cosωt + cos kx sinωt

]
= 2A sin kx︸ ︷︷ ︸

A(x)

cosωt (1)
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اৎ৊ފٺگݠة ا৙৑݁ިاج .6 اܳڰݱܭ

اिऻۻ׫ؠۑة. ١ຖܙஈኬቘ اڤۻ١֔ ଄૵׭ڞ A(x) أن ؼמ֛
൑ว׿: A(x)max أ֍܊ڵמ١ ١֔۰ أຖڞ ڲڷ •

A(x)max ⇒ sin kx = 1 ⇒ 2A sin kx = 2A

kx = (2n + 1)
π

2
⇒ x = (2n + 1)

π

2k

x = (2n + 1)
π

2

λ

2π

x = (2n + 1)
λ

4
(2)

n = 0 ⇒ x = λ
4

n = 1 ⇒ x = 3λ
4

n = 2 ⇒ x = 5λ
4

ᅽᅰإ ࣷ࣬ຐॊूا ڲڷ ચઁቌሕ.... 5λ
4 ، 3λ

4 ،λ4 ּـ اݾষץڞ ࠬࡇا١ֵ ֍ڷ ॻయ֔׿ ඒ൷اڤ اڤרؠոط တ྾ أن أي
اڤץ܋ڷ. اڤרؠոط ٢׾ه ਫ਼੍ڵܡ 2A ١֔ਫ਼ੇ ا۰ॊूءڞ

൑ว׿: A(x)min ոॴబد ١֔۰ أຖڞ ڲڷ •

A(x)min ⇒ 2A sin kx = 0

kx = nπ ⇒ x =
nπ

k

x = nπ
λ

2π

x = n
λ

2
(3)

n = 0 ⇒ x = 0

n = 1 ⇒ x = λ
2

n = 2 ⇒ x = λ

٢׾ه ਫ਼੍ڵܡ ڲ֔׿وڲ١ ոቌሾ֔۰.... λ ، λ
2 ،0 ּـ اݾষץڞ ࠬࡇا١ֵ ֍ڷ ॻయ֔׿ ඒ൷اڤ اڤרؠոط တ྾ أن أي

اڤ֔ؠ׿ة. اڤרؠոط

ا଩ଐ۱৖৑ازات ل؇ء ଩ଃ59ڣᄭᄥ٭ዝང ؜ފଲ୍ي د.



اৎ৊ފٺگݠة ا৙৑݁ިاج .6 اܳڰݱܭ
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𝜆 

 

 

 

݁ފٺگݠة ۰༥ި݁ :1 .6 ႟ၽނ

اႤ႐ࠬࡆ١ּ أո଄૲ط 2 .6
.x = 0 و x = L അ೪ঁఢոቌሒ ڲڷ ڲؠמ׿ L ႚ႐܈ܙ ؼץڞ જ੻ֿ֔׫ اႤ႐ࠬࡆ١ּ أո଄૲ط ո൑ฝेूد

y(x, t) = 2A sin kx cosωt

اݾষ׿١ֵ: اڤ෕ໃوط }఩ঁ܋ץמۂ
y(0, t) = 0

y(L, t) = 0

⇒

{
y(0, t) = 0

y(L, t) = 2A sin kL cosωt = 0

وڲרٝ
kL = nπ ⇒ λ = 2L

n

vT = λ ⇒ T = 2L
nv

f = 1
T ⇒ f = nv

2L

ω = 2π f ⇒ ω = nπv
L

൑ว׿: n = 2 و n = 1 أຖڞ }ڲڷ
n = 1 ⇒ λ = 2L, T = 2L

v , f = v
2L, ω = πv

L

n = 2 ⇒ λ = L, T = L
v , f = v

L, ω = 2πv
L

ا଩ଐ۱৖৑ازات ل؇ء ଩ଃ60ڣᄭᄥ٭ዝང ؜ފଲ୍ي د.



اৎ৊ފٺگݠة ا৙৑݁ިاج .6 اܳڰݱܭ

.n + 1 اڤ֔ؠ׿ ຐ׿د ոأڲ n اڤץ܋ܙن ຐ׿د أن ୹୴ֿؼ܄

 

اܳټ؇ܳت اࡺ࢕ࢦޔ

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  ينتبها بطن وعقدذبذبة نمط 

 n=1من أجل 
 

 

 

ሒᇃ؇اܳټ اࡺ࢕ࢦޔ

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 n=0مسقرة من أجل ذبذبة نمط 
 

 

 

 

 

 

 

 

ا৙৑ول اࡺ࢕ࢦޔ
اᄳᄟࢻ۰ًࣕ أஓ஁؇ط :2 .6 ႟ၽނ

ؼץڞ ᆃᅞ أڲܙاج اֿڎۻոر و اပ࿮ֿ֔س 3 .6
ቬቘذ ୹୴ຑل ฝ്׿ث ֍רٝ، ൌ৭׫ڪ؉ ᆃᄴոׅ و۰܅ ᅽᅰإ أول و۰܅ ڲڷ ١ຖܙिऻا బոּঁؠոل أڲܙاج ༖໪ոּ۾ոر ֿؠۢ׿
അ೪ׂدոڲ ڲڷ അ೪ؼץڪ જ੻ֿ֔׫ اڤ܊٢ոۑة ٢׾ه وڤ׫ܙۛמث ،ബഎآ പഓء اֿڎۻոر و اॊूڲܙاج ڲڷ ݾ঻ۏء اပ࿮ֿ֔س
ᆃᄴոاڤ׭ ڤݫݻ۰܅ اݾশ܋מ١ ႞႖೏ಧاڤρ2 و اॊूول ڤݫݻ۰܅ اݾশ܋מ١ ႞႖೏ಧاڤρ1 ؼמ֛ ،ρ1 ̸= ρ2 أي അ೪׫ڪء׫ൌ৭

.x = 0 ႞႖۝ոاڤء ֍ר׿ ਗ৻ڲ۾׿ود അ೪ץڪষاݾ જ੻ֿ֔׫
 

۰༥ި݁ اَܝފ؇ر و اَأႤၽس :3 .6 ႟ၽނ

اڤܙاردة: ١ຖܙिऻا •
yi(x, t) = Ai sin(ωt− k1x)

اिऻר֔ڎۻ١: ١ຖܙिऻا •
yr(x, t) = Ar sin(ωt + k1x)

اिऻۻ׫ؠۑة: ١ຖܙिऻا •
yt(x, t) = At sin(ωt− k2x)

ا଩ଐ۱৖৑ازات ل؇ء ଩ଃ61ڣᄭᄥ٭ዝང ؜ފଲ୍ي د.



اৎ৊ފٺگݠة ا৙৑݁ިاج .6 اܳڰݱܭ

١ֵ اఔఆᓝेूۑار ոֿؓܙن ڲڷ
y1(x, t) =y2(x, t)

yi(x, t) + yr(x, t) =yt(x, t) (4)
:അ೪ּ ١ؓ୹୴֔اڤ շؔن

اڤۻո֔ت: .1
Ai + Ar = At

اिऻܙـמ١: اຐॊू׿اد .2
2k1

k1 + k2
=

At

Ai

ا଩ଐ۱৖৑ازات ل؇ء ଩ଃ62ڣᄭᄥ٭ዝང ؜ފଲ୍ي د.



اৎ৊ފٺگݠة ا৙৑݁ިاج .6 اܳڰݱܭ

ֆּոواڤۻ اڤۻոدس اڤءۢڞ ႞႖۰ڪۻ
اॊूول: ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ

ڲ׫ܙاؔؠ١: اݾ঻מ༐מ١ ١ຖܙஈኬቘ اڤ׫ոڤמ١ اڤ֔ץոرات أن ส്ؠۂ
y(x, t) = A sin 2πν(xv ∓ t) .1
y(x, t) = A sin 2π(xλ ∓

t
τ ) .2

y(x, t) = A sin(kx∓ ωt) .3
:ᆃᄴոاڤ׭ ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ

y2(x, t) و y1(x, t) ჸ૏ૉܙع շؔن ١ຖܙिऻا ႞႐دո֔िऻ അ೪ڪຒ y2(x, t) و y1(x, t) ပ྾ن إذا أֿٝ ݄ݦ٢ڷ
ຒڞ. ոֵ۠أ ٢ܙ

اڤ׭ոڤ֛: ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ
ڲոدي: و۰܅ ᆃᅞ ڲר෕ໃ༖ة ١ຖڲܙ ႞႐دո֔ڲ ֍ץոرة ׂ֔܋ܡ

y(x, t) = 30 sin 2π( x
50

− t

150
)

.١ຖܙिऻا ૃે׾ه واڤۻ١֔ اႥ႐ور اڤ׫ܙا݊ݦ، ،ᆃᅋܙिऻا اڤ܋ܙل ،ո٤٢ո൑สوا ا༖໪ेू۾ոر ١ຐ෕ີ أوຖ׿ .1
.١ຖܙिऻا ૃે׾ه اॊू֍܊ڵמ١ ١ຐ෕ເاڤ .2

.١ຖܙिऻا ႞႐دո֔ڲ y(x, t) ส്ؠۂ ٢ڞ .3
:ֆּൄاളا ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ

.١ຖڲܙ ႞႐دո֔ڲ ส്ؠۂ ոቌሒأ ႆၛջׂ ᇆᆺ ၿၛڲ׫ٍۑ ١ຖڲܙ ଄૵׭ڞ y(z, t) = Ae−(3z−7t)2 ႞႐اႥ႐ا أن അ೪ּ
اݾոশڲۥ: ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ

ոּڤ֔ץոرة: ڲ۾׿ود و݊ݦ ࣷ࣬ຐ ၿၛڲ׫ٍۑ ֍দۛמ١ ١ຖڲܙ ׂ֔܋ܡ

y(x, t) =
b3

b2 + (3x + 5t)2

.ո٤٢ո൑สوا ١ຖܙिऻا ٢׾ه ا༖໪۾ոر ١ຐ෕ີ أوຖ׿ .1
.١ຖܙिऻا ܈ܙل أؼۻ֦ .2

ا଩ଐ۱৖৑ازات ل؇ء ଩ଃ63ڣᄭᄥ٭ዝང ؜ފଲ୍ي د.



اৎ৊ފٺگݠة ا৙৑݁ިاج .6 اܳڰݱܭ

.vy = ∂y(x, t)/∂t ؼמ֛ vy ١ຖܙिऻا ૃે׾ه اڤ֔ۑۛמ١ ١ຐ෕ເاڤ ֍ץոرة أوຖ׿ .3
.x = 1 و t = 0 اޠަޫ܊١ ֍ר׿ اڤ֔ۑۛמ١ ١ຐ෕ເاڤ ֍ץոرة أوຖ׿ .4

اڤۻոدس: ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ
ֿءۥ ոૃેڵ أن ฤ്מ֛ ڲר֔ڎۻ١ واബഎॊूى واردة ոჸჶ׿اຒا ڲܙـ׫ոن ׂڪ׫ޅޜ ݾষץڞ അ೪ׂڲؠמ׿ അ೪ঁఢոቌሒ ֍ר׿
ڲۻ׫ؠۑة. ١ຖڲܙ ༓໭׫د اिऻܙـ׫ոن ոڪ׫ຑ࠲ࡇا إذا അ೪ټۻ׫ո֔ڲ׫ അ೪ـ٤׫ ᆃᅞ وబոּঁؠոل ،ۖॻబو ١֔۰ ֲۘոۢশاݾ

: ᆃᅰոاڤ׫ တ࿮ڤ۾ոּ اڤܙاردة ١ຖܙिऻا ֍ץոرة ూబပ྾ إذا
y1(x, t) = A sin(kx− wt)

.y2(x, t) اिऻר֔ڎۻ١ ١ຖܙिऻا ֍ץոرة ا༖۰ר׫د .1
.y(x, t) اिऻۻ׫ؠۑة ١ຖܙिऻا ֍ץոرة أوຖ׿ .2

.λ ႞႐ेूࠬࡇ n = 0, 1 اຖڞ ڲڷ واڤ֔ؠ׿ اڤץ܋ܙن ֍ץոرة أوຖ׿ .3

ا଩ଐ۱৖৑ازات ل؇ء ଩ଃ64ڣᄭᄥ٭ዝང ؜ފଲ୍ي د.



III اݾ঻ۏء
اڤץոֵ෕໒ت
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7 اڤءۢڞ
اڤ۠ܙء اֿڎۻոر و اပ࿮ֿ֔س

ڲؠ׿ڲ١ 1 .7
أ١֔۳ اټ༖۾ոف وּ֔׿ ،അ೪֔اڤ ոቌሏ ௜்தۻۥ ඒ൷اڤ اڤ܊٢ոۑة أي ᆃᄧۑिऻا اڤ۠ܙء ࠬࡇرا١۰ ࠬࡇأ اڤץոֵ෕໒ت ຐܫܯ

اڤـ٤᝷ۑوڲ֏רո܈༉ۻמ١. اॊूۛܙاء တ྾ ڤ༉۾ڵڞ اڤ֔ܫܯ ٢׾ا ֆ۰ׂܙ (.... γ، β ، α) ١ॴటদগ જੴ຋ أബഎى
،ոቌሾᘝرؤ ١ֵ෕ໃ༐اڤ അ೪֔቞ቘ ଄૨ڎڷ ෥ເ༉܈ո٤ۑوڲ֏ר᝷اڤـ اո֔۳ेूع ڲڷ പഏڲ١ ֍ڷ ֍ץոرة ٢ܙ ෥ີاૃેר׿ اڤ۠ܙء
ڲڷ ոּڤ֔׿ࠥࡇ ચੴಢಔ౫و اૃેר׿۰מ١، اڤؠܙاຐ׿ ڲڷ ١ຐڵܙ୦ୠଡ଼ ֆ۠ൌส ൌ৭׫ڪء١ ڲոد١ֵ أوո۰ط ڲڷ ௜்தۑك أ١֔۳ أي
ᆃᅋڲܙ ۰ݫݻك അ೪ݫݻټਫ਼ੇ اڤ۠ܙء ચੴಢಔ౞ ၏၁အ ، ا༖໪ेू۾ոر.... ـ اूेֿڎۻոر ـ اပ࿮ֿ֔ेूس : ڲ׭ڞ ֲۘոۢশاݾ

اڤץոֵ෕໒ت. ຐܫܯ ڲ܎۰ۥ (1039 ـ 965) اૃેמߗߣ ਗਂا જ੻ֵ֔׫ و ـۻמڵܧ، و۰ݫݻك

ᆃᄧاڤ۠ܙ اिऻۻոر 2 .7
ا༖໪۾ոره ١ຐ෕ີو اڤ۠ܙء ؉ֵ ׂ֔ۑ 1 .2 .7

،...١ॴటոּ٤ۑ᝷اڤـ ١ؓոاڤ܋ ـ ١ֵ اݾষۑار ١ؓոاڤ܋ ـ اिऻמॴబပ࿮ڎמ١ ١ؓոڤ܋ပ྾ اिऻ֔ۑو١ؔ اڤ܋ոؓոت أֿܙاع ڲڷ ֿܙع اڤ۠ܙء
.ֵٝ اളൄؤ ֦༐ਫ਼ੇ അ೪֔اڤ ࣷ࣬ຐ ׂ܎ݍݦ ඒ൷اڤ اո֔۳ेू֍מ١ ١ؓոاڤ܋ ۝ܙر ڲڷ ۝ܙرة ᆃᅴ ١ॴటاڤ۠ܙ ١ؓոاڤ܋ وڤـڎڷ

c = 3.108m/s ּـ ոેૃ তগوܽݦ 299796000m/s ոؓ׿ر٢ ١ຐ෕඿ඨ اڤءۑاغ ᆃᅞ اڤ۠ܙء ෕ໃ༖ॾఢ
.1877 ڲמ࿠࿮ۻܙن أڤજ੻ت ܈ۑف ڲڷ اټ༖۾ء֙
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اܳݯިء اَܝފ؇ر و اَأႤၽس .7 اܳڰݱܭ

اूेֿڎۻոر) ١ॾఢؓۑ) اڤܙ۰܅ ڲո֔ڲڞ 2 .2 .7
ׂ֔܋ܡ v اڤܙ۰܅ ١ຐ෕ີ ࣷ࣬ຐ c اڤ۠ܙء ١ຐ෕ີ അ೪ּ اڤ༓ۻץ١ ᆃᅴو n اֿڎۻոر ١ॾఢؓۑ ڲոدي و۰܅ တ࿮ڤ

اڤ׫ոڤמ١: ١ؓ୹୴֔ڤոּ
n =

c

v
(1)

ڲ୹୴ؼ܊ոت
اڤܙ۰܅. ١ຐ෕ີ ڲڷ જ੻أټ ոدوڲ اڤ۠ܙء ١ຐ෕ີ ॊूن n ⩾ 1 ـ

.١ঁ఩ոׅ n اूेֿڎۻոر ١ॾఢؓۑ ॻయޅޖ ༦ණոວ׫िऻا اڤܙ۰܅ ᆃᅞ ـ

ᆃᄧاڤ۠ܙ اिऻۻոر 3 .2 .7
و۰܅ ᆃᅞ ᆃᄧۛܙ ڤ۾ո֔ع R اिऻۻոر ᆃᅞ܈ۑ B و A ڤ׫ڎڷ ،v و෕ີ֍׫ٝ n اֿڎۻոره ڲո֔ڲڞ و۰܅ ᆃᅞ

.MM ′ ڤـ اڤ֔ר෕໒ي اڤ܋ܙل dl ڲոدي،
: ٢ܙ dl જੴڲۻ زڲڷ

dt =
dl

v
=

n

c
dl (2)

١ؔոۻिऻا اڤءۑاغ ᆃᅞ ֆֵؠ܋ اڤ۠ܙء اڤܙؓ֙ ٢׾ا ୹୴ຑل
dL = c dt = n dl (3)

ּـ: R اिऻۻոر ܈ܙل ࣷ࣬ຐ B ᅽᅰا A ڲڷ LR ᆃᄧاڤ۠ܙ اिऻۻոر ࠯ࡇ֍ܙ
LR =

∫
AB

n dl = nAB (4)
.B ᅽᅰا A ڲڷ اिऻۻոر ܈ܙل ٢ܙ AB ؼמ֛

 

B ሌᇿا A ݆݁ ሒᆶިاܳݯ اৎ৊ފ؇ر :1 .7 ႟ၽނ

ا଩ଐ۱৖৑ازات ل؇ء ଩ଃ67ڣᄭᄥ٭ዝང ؜ފଲ୍ي د.



اܳݯިء اَܝފ؇ر و اَأႤၽس .7 اܳڰݱܭ

ڲ୹୴ؼ܊ոت
.LR = AB أي n = 1 اڤءۑاغ ᆃᅞ ـ

ຐڎۻٝ. وո۰ڤ֦ اڤ۠ܙء اո൑สه ᆃᅞ ڲܙـ֦ ֵڎܙن ᆃᄧاڤ۠ܙ اिऻۻոر ـ
اڤ׫ոڤמ١: ١ؓ୹୴֔ڤոּ ֵ֔܋ܡ ᆃᄧاڤ۠ܙ اिऻۻոر շؔن أوո۰ط ຐ׿ة اڤ۠ܙء જ੻ຐ إذا ـ

LAD = n1AB + n2BC + n3CD (5)

 

D ሌᇿا A ݆݁ أوݿ؇ط ًأڎة اৎ৊؇ر ሒᆶިاܳݯ اৎ৊ފ؇ر :2 .7 ႟ၽނ

اڤ۠ܙء ڲץոدئ 3 .7
ڲץոدئ: ڤ׭୹୴ث ֆ۠ൌฝ اڤ۠ܙء ڲۻոر

اिऻۻ׫ؠ߈ߣ: ا༖໪ेू۾ոر ڲץ׿أ .1
တ࿮۳ ᆃᅞ n = cst ༦ණոວڲ׫ و۰܅ ᆃᅞ B و A അ೪اڤרؠ܋׫ അ೪ּ ᆃᄧاڤ۠ܙ اڤ۾ո֔ع ෕ໃ༖ॾఢ

ڲۻ׫ؠ߈ߣ. ػ܅ وؔۂ ෥ີ٢ר׿
:෥ເاڤ֔ڎ اളൄـܙع ڲץ׿أ .2

(n1→n2 (n2→n1أو ا༖໪ेू۾ոر ո൑สոּه ৠ৚֔ঁఢ ेू ᆃᄧاڤ۠ܙ اڤ۾ո֔ع ڲۻոر
:ոڲજੴؔ ڲץ׿أ .3

ളൂڲڷ اिऻܙاؔۂ اिऻۻոر وؔۂ B و A അ೪ּ ༓໭׫ؠڞ ١ॴటاڤ۠ܙ ١֔۳ॊूا أن ࣷ࣬ຐ اिऻץ׿أ ٢׾ا ۘॾఢ
ڲ֔׿وم. જੴ֏اڤ׫ ڲ֔׿ل ຒ׿ي ١ஈ࿦྾ ඒ൴ׂ֔و ո൑৭ورة ଄૯ۻոرات ڲؠոر١ֿ ຒ׿ي

dLAB = 0 (6)

ا଩ଐ۱৖৑ازات ل؇ء ଩ଃ68ڣᄭᄥ٭ዝང ؜ފଲ୍ي د.
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دပ࿮ֵرت ۰רոل അ೪ֿؓܙا 4 .7
اिऻۻ׫ܙي. ֿءۥ ᅽᅰإ ༓໠׫ڵܙا واڤרո܇گ ෕ເרڎिऻوا واिऻר֔ڎۥ اڤܙارد اڤ۾ո֔ع ـ

اڤ׫ոڤמ١: ١ؓ୹୴֔ڤոּ ֵ֔܋ܡ اပ࿮ֿ֔ेूس ոֿؓܙن ـ
i1 = i

′
1 (7)

اڤ׫ոڤמ١: ١ؓ୹୴֔ڤոּ ֵ֔܋ܡ اूेֿڎۻոر ոֿؓܙن ـ
n1 sin i1 = n2 sin i2 (8)

ؼמ֛:
.֦༉໭જઁاڤ ࣷ࣬ຐ ᆃᄴոواڤ׭ اूेول اڤܙ۰܅ اֿڎۻոر ١ॾఢؓۑ n2 و n1 ؼמ֛:

اूेֿڎۻոر. ١ֵ زاو i2 و اပ࿮ֿ֔ेूس ١ֵ زاو i′1،اڤܙرود ١ֵ زاو i1 ؼמ֛:

 
ඔ൹ٺܹڰෛ੼ ඔ൹وݿޚ ඔ൹ً ሒᆶިݪ ނأ؇ع اَܝފ؇ر و اَأႤၽس :3 .7 ႟ၽނ

ࣽင࿮اڤ اပ࿮ֿ֔ेूس 1 .4 .7
շؔن (n1 > n2) ቞ቘ۠ܙء ټ෕ເا أؓڞ و۰܅ ᅽᅰإ ټ෕ເا જઃأټ و۰܅ ڲڷ ᆃᄧۛܙ ո֔۳ع ༓໠׫ؠڞ ոר׿ڲ֍
١ؓ୹୴֔اڤ ᆃᅰոڤ׫ոּو 90◦ اूेֿڎۻոر ١ֵ زاو ׂۢڞ ոר׿٢֍ اڤרո܇گ ֍ڷ ڲץ׫֔׿ا ෕ເڎॾఢ ۰ܙف જੴຑॊूا ٢׾ا

:ᆃᅰոڤ׫ပ྾ ׂۢץث (8)

n1 sin ic = n2 ⇒ ic = sin−1

(
n2

n1

)
(9)

ا଩ଐ۱৖৑ازات ل؇ء ଩ଃ69ڣᄭᄥ٭ዝང ؜ފଲ୍ي د.



اܳݯިء اَܝފ؇ر و اَأႤၽس .7 اܳڰݱܭ

ֵۢץث ेू ᆃᅰոڤ׫ոּو ࣽင྾ اပ࿮ֿ֔س ฝ്׿ث ֿٝշؔ ic ١ຖۑষاݾ ١ֵ اളൂاو ؓמڵ١ i1 اڤܙرود ١ֵ زاو ׂ֔׿ت إذا
.෕ເڲרڎ ո֔۳ع ٢רոك

اݾষ׿ي اूेֿڎۻոر 2 .4 .7
շؔن (n2 > n1) ቞ቘ۠ܙء ټ෕ເا જઃأټ و۰܅ ᅽᅰإ ټ෕ເا أؓڞ و۰܅ ڲڷ ᆃᄧۛܙ ո֔۳ع ༓໠׫ؠڞ ոר׿ڲ֍
اूेֿڎۻոر ١ֵ زاو շؔن i1 اڤܙرود ١ֵ زاو ׂۢڞ ոو֍ר׿ڲ اڤרո܇گ ڲڷ ոּ જઁڲؠ ௜ொ஗ۑف ۰ܙف જੴຑॊूا ٢׾ا

اݾষ׿١ֵ. اڤؠמڵ١ ᅽᅰا ׂۢڞ i2
:ᆃᅰոڤ׫ပ྾ (8) ١ؓ୹୴֔اڤ ׂۢץث وڲרٝ

sin il =
(
n1

n2

)
(10)

୹ቤቘֿڎۻոر. اݾষ׿١ֵ ١ֵ ളոּൂاو il وਫ਼੍ڵܡ

اिऻܙ۳ܙر 5 .7
اिऻܙ۳ܙر ؉ֵ ׂ֔ۑ 1 .5 .7

ႚ႐و A رأس ١ֵ زاو ոڵቌሻ༉໧ അ೪ֵ ڲ׫ܙاز જੴ຋ അ೪ֵ ڲۻ׫ܙ ਗ৻෕ີပ࿮ּ ৭്׿ود ༦ණոວوڲ׫ ۳ءոف و۰܅ ٢ܙ
.n اֿڎۻոر ڲո֔ڲڞ

 

݁ިނިر :4 .7 ႟ၽނ

ؼמ֛:
اڤܙرود. ١ֵ زاو i ؼמ֛:

اॊूول. اڤܙ۰܅ اֿڎۻոر ١ֵ زاو r ؼמ֛:
.ᆃᄴոاڤ׭ اڤܙ۰܅ ۰ؠܙط ١ֵ زاو r′ ؼמ֛:

.ᆃᄴոاڤ׭ اڤܙ۰܅ ֿءոذ ١ֵ زاو i′ ؼמ֛:
ا଩ଐ۱৖৑ازات ل؇ء ଩ଃ70ڣᄭᄥ٭ዝང ؜ފଲ୍ي د.
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اिऻܙ۳ܙر જੴׂո۰د 2 .5 .7


sin i = n sin r I ֍ר׿ دပ࿮ֵرت ոֿؓܙن
n sin r′ = sin i′ I

′ ֍ר׿ دပ࿮ֵرت ոֿؓܙن
A = r + r

′
A اളൄأس ١ֵ زاو

D = i + i
′ − A D اिऻܙ۳ܙر اว്ۑاف ١ֵ زاو

اڤજ੻وز ෕ຸوط 3 .5 .7
:ոჸჶو അ೪܈෕ໃاڤ ਗ৻׾ቌሏ إूे ఢঁܙاຖ׿ أن ଄૨ڎڷ ेू I ′ ֍ר׿ اڤץոرز اڤ۾ո֔ع

.sin il = (
1
n

) ּـ وׂ֔܋ܡ ୹ቤቘֿڎۻոر اݾষ׿١ֵ ١ֵ اളൂاو il A ⩽ 2il ∗

sin i0 = n sin(A− il) ּـ وׂ֔܋ܡ ڤݫݻرود اڤۢ֏ۑى ١ֵ اളൂاو i0 i ⩾ i0 ∗

اڤ׫ץ׿ࠥࡇ ࣷ࣬ຐ اڤؠ׿رة 4 .5 .7
١ؓ୹୴ຐ ׂ֔܋ܡ ،n اڤܙ۰܅ ڲո֔ڲڞ ֆڲ જੴ֏ঁఢ D اวेू്ۑاف ॊूن िऻոּܙ۳ܙر ༖໠ץ׿د اॊूڤܙان ڲ׫֔׿د اڤ۠ܙء

:ᆃᅰոڤ׫ပ྾ اڤ׫ץ׿د ࣷ࣬ຐ اڤؠ׿رة
dD

dn
=

sinA
cos r cos i′ (11)

ڲ୹୴ؼ܊١
.n ֍ڷ ڲۻ׫ؠ୹୴ن ո٤ؔڵ A و i ຐ׿ا ոڲ n ּـ ৠ৚֔ঁయ D و i′ ، r′ ، r ոֵൂواളا တ྾

ا଩ଐ۱৖৑ازات ل؇ء ଩ଃ71ڣᄭᄥ٭ዝང ؜ފଲ୍ي د.



8 اڤءۢڞ
اڤۢܙر اո੡੊ء

١ֵ اڤـાણو و ١ֵ اिऻۻ׫ܙ اڤۻ܋ܙح 1 .8
أ٢گ ڲڷ ᆃᅴو ଯଔوي، أو ڲۻ׫ܙي ෥ີ٢ר׿ တ࿮۳ ذو ෕ີပ྾ة أو ոຐټۻ١ ۰܋ܙح ֍ڷ ֍ץոرة ᆃᅴو
ᆃᄴدورا ոॾయ܇ۑ اڤۻ܋ܙح ૃે׾ه ڲոֵڎܙن ոڤץո຋و ،١ֵ اୠଡ଼ୢܙر ١ॴటاڤ۠ܙ ا०ग़॑ڞ ݊ݦټמ֦ ᆃᅞ ࠲ࡇຑڞ ඒ൷اڤ ෕ໍոاڤ֔ר
ڲרٝ ൌสۑج ٝຖوو اႥ႐ػܙل ٝຖو ਫ਼ੀڵܡ ١֔۳ॊूا ڲרٝ ࠲ࡇຑڞ ٝຖو അ೪وـ٤ ոેૃ ၏၁အ ڲ۾જઁك، ৭്ܙر ؼܙل

اݾশۑوج. ٝຖو ਫ਼ੀڵܡ ١֔۳ॊूا

اिऻۻ׫ܙي ෕ີပ࿮اڤ 1 .1 .8
اिऻۻ׫ܙي ෕ີပ࿮اڤ ؉ֵ ׂ֔ۑ 1 .1 .1 .8

.n′ و n അ೪׫ڪءൌ৭ ոჸჶرոاֿڎۻ ڲո֔ڲڞ അ೪ؔո۳ء അ೪و۰܋ അ೪ּ ֵءۢڞ ڲۻ׫ܙي ۰܋ث ٢ܙ

اڤ׫ܙاؔۂ ١ؓ୹୴ຐ 2 .1 .1 .8
:ᆃᅴ ڲۻ׫ܙي ෕ີပ࿮ڤ ༯ເـ أي ۝ܙرة അ೪ঁ֔מ఩ ոڤר ਫ਼੍ڵث ඒ൷اڤ ١ؓ୹୴֔اڤ
n

p
+

n
′

q
= 0 ⇒ n

p
= −n

′

q
(1)

ؼמ֛:
.༯ເ঻اݾ ֆۛڲܙ p ؼמ֛:

اڤۢܙرة. ֆۛڲܙ q ؼמ֛:
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اिऻۻ׫ܙي ෕ີပ࿮቞ቘ જੴاڤ׫ڎץ ١ؓ୹୴ຐ 3 .1 .1 .8
اڤ׫ոڤמ١: ١ؓ୹୴֔ڤոּ اिऻۻ׫ܙي ෕ີပ࿮቞ቘ જੴاڤ׫ڎץ ١ؓ୹୴ຐ ׂ֔܋ܡ

γ =
h
′

h
= − nq

n′p
(2)

ؼמ֛:
.༯ເ঻اݾ ܈ܙل h ؼמ֛:

اڤۢܙرة. ܈ܙل h
′ ؼמ֛:

اڤـાણوي ෕ີပ࿮اڤ 2 .1 .8
اڤـાણوي ෕ີပ࿮اڤ ؉ֵ ׂ֔ۑ 1 .2 .1 .8

ࣷ࣬ຐ n′ و n ոჸჶرոاֿڎۻ ١ॾఢؓۑ അ೪׫ڪءൌ৭ അ೪و۰܋ അ೪ּոڲ ֵءۢڞ R ؓ܋ۑه ؉ֿۢ တ࿮اڤ۾ ଯଔوي ۰܋ث
৭്׿ب. أو ڲؠ֔ۑ اڤـાણوي ෕ີပ࿮اڤ ֵڎܙن وؓ׿ ،֦༉໭જઁاڤ

 

      اتجاه الضوء                        اتجاه الضوء                 

 

 

 

 

             

 محدبكاسر                       كاسر مقعر           

ாணوي ๤ངႤ၍ :1 .8 ႟ၽނ

اڤ׫ܙاؔۂ ١ؓ୹୴ຐ 2 .2 .1 .8
:ᆃᅴ ଯଔوي ෕ີပ྾ أي ּܙا۰܋١ ༯ເـ أي ۝ܙرة അ೪ঁ֔מ఩ ոڤר ਫ਼੍ڵث ඒ൷اڤ ١ؓ୹୴֔اڤ

n

p
+

n
′

q
=

n
′ − n

R
(3)

.෕ີပ࿮اڤ ۰܋ث ּؠܙة
(
n
′−n
R

)
اिऻؠ׿ار ਫ਼ੀڵܡ

ؼמ֛ ຖ׿ا، ּ֔מ׿ة اڤۢܙرة أຖڞ ڲڷ F ′ و ຖ׿ا، ּ֔מ׿ ༯ເ঻اݾ أຖڞ ڲڷ F അ೪ּׂ܎ر اڤـાણوي ෕ີပ࿮቞ቘ
ا଩ଐ۱৖৑ازات ل؇ء ଩ଃ73ڣᄭᄥ٭ዝང ؜ފଲ୍ي د.
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:ᆃᅰոڤ׫ပ྾ ١ֵ اڤץ܎ر اոּ֔ॊूد ١ؓ୹୴ຐ ׂ֔܋ܡ
f = n

n
′−n

R :(q→∞) اݾ঻ۻڵܧ اڤץ܎ري اڤץ֔׿ ـ
f

′
= n

′

n
′−n

R : (p→∞) اڤۢܙري اڤץ܎ري اڤץ֔׿ ـ

اڤـાણوي ෕ີပ࿮اڤ ڲڷ ႞࿾࿮۾िऻا اڤۢܙرة 3 .2 .1 .8
တ࿮اڤ۾ ৭്׿ب وڤמڎڷ ଯଔوي ෕ີပ྾ ֍ڷ p ١ؔոڲۻ ॻయ֔׿ O ֿؠ܋١ ֍ר׿ ቞ቘ۠ܙء ֿؠ܋ܧ ֆڲרץ ֿءۑض
اֿڎۻոره ١ॾఢؓۑ ټ෕ເا જઃأټ و۰܅ ᅽᅰا n اֿڎۻոره ١ॾఢؓۑ ټ෕ເا أؓڞ و۰܅ ڲڷ ༓໠׫ؠڞ اڤ۠ܙء وոּ֍׫ץոر
ॻయ֔׿ و اڤۢܙرة ֆۛڲܙ ส്׿د ඒ൷اڤ I اڤרؠ܋١ ᆃᅞ وׂڪ׫ޅޜ ෕ເڎॾయ O ڲڷ اڤܙاردة ١֔۳ॊूا ֆמჸც շؔن n′

اڤـાણوي. ෕ີပ࿮اڤ ֍ڷ q ١ؔոۻ଄૯

 

اܳـଲ୍وي ๤ངႤၽܳا ݆݁ ᄭႍၽލৎ৊ا اܳݱިرة :2 .8 ႟ၽނ

١ֵ اڤـાણو ෕ີـڎܙا቞ቘ اո۳ेूرة ڲۢ܋ڪոຣت 4 .2 .1 .8
ل۰ اܳـଲ୍و ๤ངـܝިاይዧ ا৖৑ނ؇رة ݁ݱޚ༲ܹ؇ت لܹۛݧ :1 .8 ༥ڎول

ڲؠݫݻ١ּ ႞႐ڲ֔׫׿ ޠަުڪ؉ ୼ቤቘڲոم তগൄളا اڤჸႱמ١
- + p ༯ເ঻اݾ ֆۛڲܙ
+ - q اڤۢܙرة ֆۛڲܙ
- + R اวेू്רոء ؓ܋ۑ ؉ֿۢ
- + f اڤץ܎ري اڤץ֔׿

- + h
′ اڤۢܙرة ارׂءոع

ا଩ଐ۱৖৑ازات ل؇ء ଩ଃ74ڣᄭᄥ٭ዝང ؜ފଲ୍ي د.
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١ֵ اिऻۻ׫ܙ ոֵۑاिऻا 3 .1 .8
١ֵ اिऻۻ׫ܙ ոֵۑاिऻا ؉ֵ ׂ֔ۑ 1 .3 .1 .8

၏၁အ ،ոڲ٤֔ وڲ׫ո֔ټۻ١ اिऻۑآة िऻۻ׫ܙي ոּڤ༓ۻץ١ ༯ເ঻اݾ ֆڲ ڲ׫רո܇ۑة ۝ܙرة ֵ֔܋ܧ رؓמۂ ֿؠ܋ܧ ֿ܊ոم ᆃᅴ
቞ቘ۠ܙء. ոຐټۻ١ ո଄૯دة ۰܋ٍמٝ أຒ׿ ڲۢؠܙل ڲۻ׫ܙي زոຖج ֍ڷ ֍ץոرة ոቌሒأ

١ֵ اिऻۻ׫ܙ اिऻۑآة ڲڷ ႞࿾࿮۾िऻا اڤۢܙرة 2 .3 .1 .8
ॻ఩֔׿ ١ؔոۻिऻا ٢׾ه ਫ਼੍ڵܡ ١ֵ اिऻۻ׫ܙ اिऻۑآة ֍ڷ p ١ؔոڲۻ ॻయ֔׿ O ֿؠ܋١ ֍ר׿ ቞ቘ۠ܙء ֿؠ܋ܧ ֆڲרץ ֿءۑض
ڲڷ ոؓدڲ١ ոቌሒဘ྾و ቞ቘרո܇ۑ وׂ܊٤ۑ ༖໭ץຐո׿ ᇆᆺ اिऻۑآة ࣷ࣬ຐ ֆרץஈኬቘ اո֏िऻدرة ١ॴటاڤ۠ܙ ١֔۳ॊूا ॾయ֔ڎۥ ،༯ເ঻اݾ

.O ֍ר׿ اिऻܙـܙدة ༯ເ঻اݾ ּۢܙرة I ਫ਼੍ڵܡ اिऻۑآة وراء I ֿؠ܋١
I ոؔڤרؠ܋١ ᆃᅰոڤ׫ոּو ոቌሻڲ ոؓدڲ١ ոቌሒဘ྾ وׂ܊٤ۑ ١֔۳ॊूا ոר׿٢֍ ֆ܈ոঁؠయ ඒ൷اڤ اڤרؠ܋١ ֍ר׿ اڤۢܙرة တ࿮۾༖໭

.q তগൄളոּ ႚ႐ তগوܽݦ اڤۢܙرة ּ֔׿ ਫ਼ੀڵܡ اिऻۑآة وراء ڲڷ اڤץ֔׿ ոأڲ اڤۢܙرة، ֆۛڲܙ ส്׿د
واຒ׿ة. ֿؠ܋١ ᆃᅞ ׂڪ׫ޅޜ اڤܙاردة ١֔۳ॊूا တ྾ أي اڤ׫רոؓ܋מ١ ෕ຸط ส്ؠۂ I اڤרؠ܋١ ቞ቘ֔ܫܯ

 

ل۰ اৎ৊ފٺި اৎ৊ݠآة ݆݁ ᄭႍၽލৎ৊ا اܳݱިرة :3 .8 ႟ၽނ

ػמոڤמ١. أو ؼؠמؠמ١ അ೪ؓۻڵ ᅽᅰإ ١ֵ اिऻۻ׫ܙ اिऻۑآة ڲڷ ႞࿾࿮۾༖िऻا اڤۢܙرة ׂۢר؉
֍ڷ وڤـڎڷ അ೪֔ڤոּ ݊ݦى وूे ᆃᄧاڤ۠ܙ ոּڤר܊ոم ոور٢দগ ּ֔׿ ١֔۳ॊूا ֆჸ๧๓ ֿؠ܋١ ᆃᅴ : اݾষؠמؠמ١ ∗

.١۳ոاڤ۾ ֵۂ ܈ۑ
.അ೪֔ڤոּ ոቌሾᘝرؤ و଄૨ڎڷ ᆃᄧاڤ۠ܙ اڤר܊ոم ڲڷ اڤոۢدرة ١֔۳୼ቤቘ إڲ׫׿اد ٤ؔܧ : (اڤܙჸჶמ١) اݾশמոڤמ١ ∗

ػמոڤמ١. ۝ܙرة ᆃᅴ ١ֵ اिऻۻ׫ܙ اिऻۑآة ڲڷ ႞࿾࿮۾༖िऻا اڤۢܙرة إن

ا଩ଐ۱৖৑ازات ل؇ء ଩ଃ75ڣᄭᄥ٭ዝང ؜ފଲ୍ي د.
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١ֵ اिऻۻ׫ܙ ஈኬቘۑآة اݾশ܋ܧ જੴاڤ׫ڎץ 3 .3 .1 .8
ڲڷ ႞࿾࿮۾༖िऻا اڤۢܙر ચੴᄊᄉات िऻ֔ۑ١ؔ ڲؠ׿ار أ٢گ જ੻ֵ֔׫ و ،༯ເ঻اݾ و܈ܙل اڤۢܙرة ܈ܙل അ೪ּ اڤ༓ۻץ١ و٢ܙ

اڤ׫ոڤמ١: ١ؓ୹୴֔ڤոּ ֵ֔܋ܡ ،١ֵ اिऻۻ׫ܙ اिऻۑآة
γ =

h
′

h
(4)

ؼמ֛:
.༯ເ঻اݾ ܈ܙل h ؼמ֛:

اڤۢܙرة. ܈ܙل h
′ ؼמ֛:

.༯ເ঻اݾ ڲڷ أ۝֏ۑ اڤۢܙرة |γ| < 1 ∗

.༯ເ঻اݾ ڲڷ જ੻أټ اڤۢܙرة |γ| > 1 ∗

.༯ເޯަޠ ոּڤ༓ۻץ١ (١ຣ്מോ) ႞႐ڲ֔׫׿ اڤۢܙرة ڲܙـ֦ γ > 0 ∗

.༯ເޯަޠ ոּڤ༓ۻץ١ (ڲؠݫݻ١ּ) ڲ֔ڎܙ١۰ اڤۢܙرة ո۰ڤ֦ γ < 0 ∗

١ֵ اڤـાણو ոֵۑاिऻا 4 .1 .8
ոֵاদগ ـ ۝רءոن: ոેૃو ոּڤء١۠، اݾոশرج أو اႥ႐اຑڞ ڲڷ ڲ܋ڪמ١ ଯଔة ڲڷ പഓء တ࿮۳ ոેૃ ١ֵ اڤـાણو اिऻۑآة

৭്׿١ּ. ١ֵ ଯଔو ոֵاদগ ـ ڲؠ֔ۑة ١ֵ ଯଔو
(اिऻؠۑ١ּ) ١ֵاिऻؠ֔ۑة اڤـાણو ոֵۑاिऻا 1 .4 .1 .8

اว്רոء ଭଔদগو R إว്רոء ؓ܋ۑ ؉ۢॾ఩ ચੴಢಔ౫ ڲؠ֔ۑ တ࿮۳ ذات ոּڤء١۠ اႥ႐اຑڞ ڲڷ ڲ܋ڪמ١ ١ֵ اڤـાણو اिऻۑآة
ਫ਼ੀڵܡ ڲۻ׫ؠ߈ߣ ฝ്׿د S ᅽᅰإ C ڲڷ اूेڲ׫׿اد ؼמ֛ اڤـાણوي اݾ঻ۏء ڲר׫ۢ؉ S اڤרؠ܋١ ڤ׫ڎڷ ،C

اڤץ෕໒ي. ୠଡ଼ոּୢܙر ڲոֵ֔ۑف أو ෥ເ༉ໝൄളا اୠଡ଼ୢܙر

 

ل۰ ாணو ਵਦآة :4 .8 ႟ၽނ

ا଩ଐ۱৖৑ازات ل؇ء ଩ଃ76ڣᄭᄥ٭ዝང ؜ފଲ୍ي د.
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أڲڪۥ. أؔۂ ࣷ࣬ຐ اڤـાણوي اڤۻ܋ث ارပ࿮ׂز ֿؠ܋١ ᆃᅴو اिऻۑآة ּؠ܋֦ ׂ֔ۑف S
أ຋ڪ֦ ،C ֍ڷ وൌส׫ڪ؉ ෥ເ༉ໝൄളا اୠଡ଼ୢܙر ࣷ࣬ຐ ႞႐ܙჸોૉ O اڤרؠ܋١ ֍ר׿ ֿؠ܋ܧ ᆃᄧۛܙ ֆڲרץ اोूن ֿءજઁض
۝ܙرة ᆃᅴو اڤۢܙرة ֆۛܙ଄૯ ਫ਼੍ڵܡ I اڤרؠ܋١ ֍ר׿ وׂڪ׫ޅޜ اिऻۑآة ֍ڷ ॾయ֔ڎۥ O ڲڷ اڤܙاردة ١֔۳ॊूا

ؼؠמؠמ١.

 

݁گأݠة ل۰ ாணو ਵਦآة ݆݁ َگޚ޶ ྾ཏ੊ࠍ ᄭႍၽލৎ৊ا اܳݱިرة :5 .8 ႟ၽނ

اڤ׫ܙاؔۂ ١ؓ୹୴ຐ 2 .4 .1 .8
:ᆃᅴ ١ֵ ଯଔو ոֵۑاिऻا ּܙا۰܋١ ༯ເـ أي ۝ܙرة അ೪ঁ֔מ఩ ոڤר ਫ਼੍ڵث ඒ൷اڤ ١ؓ୹୴֔اڤ

1

p
+

1

q
=

2

R
(5)

ပ྾ن إذا ඌ൴֔଄૯ q = R
2 շؔن 1

p = 1 وڲרٝ p→∞ أي اिऻۑآة ֍ڷ ຖ׿ا ּ֔מ׿ا ༯ເ঻اݾ ပ྾ن إذا
١ֵ ڲܙاز أ١֔۳ ؓ׿وم ոຒل ᆃᅞ إذن ،SC اिऻר׫ۢ؉ ֍ר׿ ׂڎܙن ༯ເ঻اݾ ۝ܙرة շؔن ຖ׿ا ּ֔מ׿ا ༯ເۻ঻اݾ

.f = R
2 ոਫ਼ੀوي f اڤץ܎رة ּ֔׿ ؼמ֛ F ոּڤץ܎رة اڤۢܙرة ֆۛڲܙ ਫ਼ੀڵܡ اڤץ෕໒ي ஈኬቘٍܙر

:ᆃᅰոڤ׫ပ྾ (5) ႞႐دո֔िऻا ׂۢץث ᆃᅰոڤ׫ոּو
1

p
+

1

q
=

2

R
=

1

f
(6)

(اिऻץ֔׿ة) ١ֵاୠଡ଼ୢ׿١ּ اڤـાણو ոֵۑاिऻا 3 .4 .1 .8
R إว്רոء ؓ܋ۑ ؉ֿۢ اिऻؠ֔ۑة اिऻۑآة ڲܙا۝ءոت ֿءۥ ոેૃو ոּڤء١۠، ᆃᅋرոশاݾ ոوـ٤٤ ڲ܋࣬ࣽ দগآة ᆃᅴو
༐໭׫֔׿ اिऻۑآة ٢׾ه ࣷ࣬ຐ ༯ເ঻اݾ ڲڷ ֿؠ܋١ ڲڷ اڤܙاردة ١֔۳ॊूا တ྾ ،S দগآة ؓ܋֦ و C اว്רոء ଭଔদগ ،

ػמոڤמ١. ႞႐ոষاݾ ٢׾ه ᆃᅞ اڤۢܙرة وׂڎܙن اिऻۑآة، وراء ڲڷ ոؓدڲ١ ոቌሒဘ྾ ׂ܊٤ۑ ؼמ֛ اပ࿮ֿ֔ेूس ּ֔׿
ا଩ଐ۱৖৑ازات ل؇ء ଩ଃ77ڣᄭᄥ٭ዝང ؜ފଲ୍ي د.
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ො੼ڎ۰ً ل۰ ாணو ਵਦآة ݆݁ َگޚ޶ ྾ཏ੊ࠍ ᄭႍၽލৎ৊ا اܳݱިرة :6 .8 ႟ၽނ

١ֵ ଯଔو দগآة ڲڷ ۝ܙرة اո੡੊ء ټמءמ١ 4 .4 .1 .8
اڤ׫ոڤמ١: اݾশ܋ܙات ֆץ༖໪ ١ֵ ଯଔو দগآة ּܙا۰܋١ ༯ເـ ۝ܙرة ո੡੊ेूء

.F ոּڤץ܎رة ڲոر ॾఢ֔ڎۥ ෥ເ༉ໝൄളا ஈኬቘٍܙر ڲܙاز ༯ເ঻اݾ ڲڷ ᆃᄷջֵ ո֔۳ع တ྾ .1
.෥ເ༉ໝൄളا ஈኬቘٍܙر ڲܙاز ॾఢ֔ڎۥ F ոּڤץ܎رة ଄૨ۑ ༯ເ঻اݾ ڲڷ ᆃᄷջֵ ո֔۳ع တ྾ .2

ֿءۻٝ. ࣷ࣬ຐ ॾఢ֔ڎۥ ֿٝշؔ C ଭଔۑिऻոּ ڲոر ༯ເ঻اݾ ڲڷ ᆃᄷջֵ ո֔۳ع တ྾ .3

 

ل۰ ாணو ਵਦآة ݆݁ ྾ཏ੊ࠍ ᄭႍၽލৎ৊ا اܳݱިرة :7 .8 ႟ၽނ

ا଩ଐ۱৖৑ازات ل؇ء ଩ଃ78ڣᄭᄥ٭ዝང ؜ފଲ୍ي د.
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١ֵ اڤـાણو ոֵۑاஈኬቘ اո۳ेूرة ڲۢ܋ڪոຣت 5 .4 .1 .8
ل۰ اܳـଲ୍و గጻዧݠال؇ ا৖৑ނ؇رة ݁ݱޚ༲ܹ؇ت لܹۛݧ :2 .8 ༥ڎول

ڲؠݫݻ١ּ ႞႐ڲ֔׫׿ ޠަުڪ؉ ୼ቤቘڲոم তগൄളا اڤჸႱמ١
- + p ༯ເ঻اݾ ֆۛڲܙ
- + q اڤۢܙرة ֆۛڲܙ
+ - R اวेू്רոء ؓ܋ۑ ؉ֿۢ
- + f اڤץ܎ري اڤץ֔׿

- + h
′ اڤۢܙرة ارׂءոع

(اളൄؓמؠ١) اڤ֔׿ո۰ت 2 .8
اڤ֔׿ո۰ت ؉ֵ ׂ֔ۑ 1 .2 .8

ڲڷ പഓء တ࿮۳ ࣷ࣬ຐ ਗ৻෕ີပ྾ അ೪ຣ۰܋ ոેૃ ༖۰୹୴ּמ٪ أو زոຖج ؓ܋١֔ ڲڷ اളൄؓמؠ١ اڤ֔׿ո۰ت ջঁయڤ؉
وຐ׿ո۰ت ڲؠۑ١ּ، ຐ׿ո۰ت ᆃᅴ ոؼܙا٤ؔ ֵءܙق ոأو۰܋٤ ٪ᄊ჻ ඒ൷اڤ അ೪۝רء ቞ቘ֔׿ո۰ت ڲۻ׫ܙي، أو ଯଔة

ڲץ֔׿ة. ຐ׿ո۰ت ᆃᅴ ոأو۰܋٤ ֵءܙق ոؼܙا٤ؔ ٪ᄊ჻

 

اෂීڢ٭گ۰ اܳأڎݿ؇ت :8 .8 ႟ၽނ

۝ܙرة إո੡੊ء وټמءמ١ ቞ቘ֔׿ո۰ت اڤ׫ܙاؔۂ ١ؓ୹୴ຐ 2 .2 .8
اڤ׫ոڤמ١: اݾশ܋ܙات ֆץ༖໪ رؓמؠ١ ຐ׿١۰ ּܙا۰܋١ ༯ເـ ۝ܙرة ո੡੊ेूء

.അ೪ׂاڤץ܎ر أຒ׿ ֍ר׿ ෕ເڎॾఢ ෥ເ༉ໝൄളا ஈኬቘٍܙر اिऻܙاز اڤ۾ո֔ع .1
.෕ເڎॾఢ ेू ڲۻ׫ؠ߈ߣ ػ܅ وؔۂ ਫ਼ੀ׫ڵۑ اڤ֔׿١۰ ଭଔۑ଄૯ اոिऻر اڤ۾ո֔ع .2

ا଩ଐ۱৖৑ازات ل؇ء ଩ଃ79ڣᄭᄥ٭ዝང ؜ފଲ୍ي د.
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.෥ເ༉ໝൄളا ஈኬቘٍܙر ڲܙاز اڤ֔׿١۰ ڲڷ ൌฝۑج ոּڤץ܎رة اոिऻر اڤ۾ո֔ع .3

 

݁گݠ۰ً ༟ڎة ًިاݿޚ۰ ྾ཏ੊ࠍ ᄭႍၽލৎ৊ا اܳݱިرة :9 .8 ႟ၽނ

١ֵ اिऻܙاز ١֔۳ॊूا ׂڪ׫ޅޜ ؼמ֛ ،ոֵۑاஈኬቘ ոּڤ༓ۻץ١ ּٝ ຒ׿د اႤ႐ي اिऻרܙال ॾ఩ءۥ ส്׿د അ೪ּׂ܎ر ቞ቘ֔׿ո۰ت
༯ເ঻اݾ ֍ڷ اڤۢܙرة ּ֔׿ ٢ܙ ቞ቘ֔׿ո۰ت f اڤץ܎ري اڤץ֔׿ ،F اڤץ܎رة ᆃᅴو ֿؠ܋١ ֍ר׿ ෥ເ༉ໝൄളا ஈኬቘٍܙر

.∞ ᆃᅞ ༯ເ঻اݾ ֵڎܙن ոר׿ڲ֍

 

اෂීڢ٭گ۰ اܳأڎݿ؇ت ሒᇭ F اܳٴޝرة :10 .8 ႟ၽނ

اڤ׫ոڤמ١: ١ؓ୹୴֔ڤոּ ׂ֔܋ܡ ،അ೪اڤܙـ٤ ৭്׿١ּ ຐ׿١۰ ຑջּ׾ اڤ׫ܙاؔۂ ١ؓ୹୴ຐ ոأڲ
1

p
+

1

q
=

1

f
(7)

ؼמ֛:
اڤ֔׿١۰. ֍ڷ ༯ເ঻اݾ ּ֔׿ p ؼמ֛:

اڤ֔׿١۰. ֍ڷ اڤۢܙرة ּ֔׿ q ؼמ֛:
ا଩ଐ۱৖৑ازات ل؇ء ଩ଃ80ڣᄭᄥ٭ዝང ؜ފଲ୍ي د.
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቞ቘ֔׿١۰. اڤץ܎ري اڤץ֔׿ f ؼמ֛:
اૃેܙاء: ᆃᅞ ١ຐڲܙۛܙ ቞ቘ֔׿ո۰ت اڤץ܎ري اڤץ֔׿ ֵ֔܋ܡ

1

f
= (n− 1)

(
1

R1
− 1

R2

)
(8)

ؼמ֛:
اॊूول. اڤۻ܋ث اว്רոء ؓ܋ۑ ؉ֿۢ R1 ؼמ֛:
.ᆃᄴոاڤ׭ اڤۻ܋ث اว്רոء ؓ܋ۑ ؉ֿۢ R2 ؼמ֛:

ڲؠۑ١ּ. ຐ׿ո۰ت f > 0 ؼמ֛:

ڲץ֔׿ة. ຐ׿ո۰ت f < 0 ؼמ֛:

اո۳ेूرة ڲۢ܋ڪոຣت 3 .2 .8
اෂීڢ٭گ۰ ይዧأڎݿ؇ت ا৖৑ނ؇رة ݁ݱޚ༲ܹ؇ت لܹۛݧ :3 .8 ༥ڎول

ڲץ֔׿ة ڲؠۑ١ּ ޠަުڪ؉ ୼ቤቘڲոم তগൄളا اڤჸႱמ١
- + p ༯ເ঻اݾ ֆۛڲܙ
+ - q اڤۢܙرة ֆۛڲܙ
+ - R2،R1 اวेू്רոء ؓ܋ۑ ؉ֿۢ

- + f اڤץ܎ري اڤץ֔׿

ا଩ଐ۱৖৑ازات ل؇ء ଩ଃ81ڣᄭᄥ٭ዝང ؜ފଲ୍ي د.



اܳݱިر ا૰૙؇ء .8 اܳڰݱܭ

ֆ۰ոاڤ׫ و اڤ׭ոڲڷ اڤءۢڞ ႞႖۰ڪۻ
اॊूول: ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ

واूेֿڎۻոر. اပ࿮ֿ֔ेूس അ೪ֿؓܙا أوຖ׿ ոؔۑڲ ڲץ׿أ ۰ոּ׫֔ڵոل
:ᆃᄴոاڤ׭ ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ

١ֵ زاو ്֙ส ਫ਼ੀؠ܅ ոר׿ڲ֍ 17◦ ١ֵ ݄ݤاو ௜ொ஗ۑف اֿٝ ୹୴ֿؼ܄ ٤൑৭ܙل ո۰ֲڞ ᇆᆺ اૃેܙاء ൑ฝ׫ոز ᆃᄧۛܙ ո֔۳ع
.50◦ ورود

اݾষ׿ي اूेֿڎۻոر ١ֵ زاو أؼۻ֦ .1
اڤ׭ոڤ֛: ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ

.A رأ۰ٝ ١ֵ زاو و n اֿڎۻոره ١ॾఢؓۑ ڲܙ۳ܙر ոॾఢႥ႐ ڤמڎڷ
اڤۻؠܙط ١ֵ زاو r′ و اूेول اिऻۻ׫ܙي ֍ר׿ اूेֿڎۻոر ١ֵ rزاو ؼמ֛ A = r+r

′ ان ֙༐໰ا .1
.ᆃᄴոاڤ׭ اिऻۻ׫ܙي ࣷ࣬ຐ

؟ D ١ֵ اളൂاو ؓמڵ١ જੴ֏ঁయ ո଄૯ذا ، A و i′ ، i ႞႐ेूࠬࡇ D اวेू്ۑاف ١ֵ زاو ؓמڵ١ ا༖۰ר׫د .2
.n ႞႐ेूࠬࡇ D ׂ֏જੴات ֍ץոرة اوຖ׿ .3

:ֆּൄاളا ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ
اૃેܙاء. ᆃᅞ وଭଔদগه 0.15m ؓ܋ۑه ؉ֿۢ واոຖൂളج اૃેܙاء അ೪ּ ֵءۢڞ ଯଔوي ෕ີပ྾

ڲڷ ෕ໃ༖ॾఢ اڤ۠ܙء وոּ֍׫ץոر ෕ີပ࿮اڤ ؓ܋֦ ֍ڷ 0.2m ١ؔոڲۻ ॻఢ֔׿ ༯ເـ ۝ܙرة ܈ץמ١֔ أوຖ׿ .1
.(nجոຖز = 1.5) اոຖൂളج ᅽᅰا اૃેܙاء

اૃેܙاء. ᅽᅰا اոຖൂളج ڲڷ ෕ໃ༖ॾఢ اڤ۠ܙء ႞႐ոຒ ᆃᅞ اڤۻ܎ال ֿءۥ .2
اݾոশڲۥ: ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ

: ပ྾ن اذا ༯ເـ ۝ܙرة ܈ץמ١֔ اوຖ׿ ، 1m ոؓ܋ۑ٢ ؉ֿۢ ৭്׿١ּ ١ֵ ଯଔو দগآة
اिऻۑآة. ڲڷ 0.7m ١ؔոۻिऻոּ وॻఢ֔׿ ؼؠמޅޜ .1
اिऻۑآة. ڲڷ 0.4m ١ؔոۻिऻոּ وॻఢ֔׿ وჸჶܧ .2

ڲؠ֔ۑة. ١ֵ ଯଔو দগآة اຖڞ ڲڷ ႞႖ا۰ेूכ ֿءۥ .3
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اৎ৊ܹۜݑ

اڤۻոدس: ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ
۝ܙرة: وټܙن 1.4m ּ֔׿ ࣷ࣬ຐ ༯ເـ ֆۛو اذا ،١ֵ ଯଔو দগآة و܈ץמ١֔ اڤץ܎ري اڤץ֔׿ أوຖ׿

اिऻۑآة. ڲڷ 0.9m ١ؔոۻिऻոּ وॻయ֔׿ ؼؠמؠמ١ .1
اिऻۑآة. ڲڷ 3.3m ١ؔոۻिऻոּ وॻయ֔׿ وჸჶמ١ .2

.༯ເ঻اݾ ؉֔ۛ ոਫ਼ੀوي ܈ܙل وذات ؼؠמؠמ١ .3
.༯ເ঻اݾ ؉֔ۛ ոਫ਼ੀوي ܈ܙل وذات وჸჶמ١ .4

:ֆּոاڤۻ ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ
അ೪ຐ ، ոቌሻڲ 0.8m ١ؔոڲۻ ࣷ࣬ຐ 0.03m ႚ႐܈ܙ ༯ເوـ 0.5m اڤץ܎ري ոּ֔׿٢ رؓמؠ١ ຐ׿١۰ ոॾఢႥ႐

: اڤ׫ոڤמ١ اݾոষूेت ᆃᅞ ոቌሾ֔و܈ץמ ոેૃو܈ܙ اڤۢܙرة ֆۛڲܙ
ڲؠۑ١ּ. ຐ׿١۰ .1
ڲץ֔׿ة. ຐ׿١۰ .2
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اिऻڪٍۂ
١ॴబոاڤ׭ ١ຖرႥ႐ا ڲڷ ׂءոۛڪמ١ ႞႐دո֔ڲ ຒڞ

.١ॴబոاڤ׭ ١ຖرႥ႐ا ڲڷ ׂءոۛڪמ١ ႞႐دո֔ڲ ຒڞ ֍ڷ ոּڤץٍ֛ ۰רؠܙم

q̈ + 2λq̇ + ω2
0q = f (t) ⇒

{
f (t) = 0 −→ ١ਫ਼੊ոວڲ׫ ႞႐دո֔ڲ
f (t) ̸= 0 −→ ١ਫ਼੊ոວڲ׫ જੴ຋ ႞႐دո֔ڲ (1)

١ਫ਼੊ոວ׫िऻا ႞႐دո֔िऻا ຒڞ ֍ڷ اڤץٍ֛ .1
႞႐ոষاݾ ٢׾ه ᆃᅞ (1) ႞႐دո֔िऻا ׂڎ׫֦ وຐڪמٝ qh(t) ٢ܙ ١ਫ਼੊ոວ׫िऻا ႞႐دո֔ஈኬቘ ෥໋ոֵ ൄളا اݾষڞ إن

: ֵࣽ࣬၏၁အ
q̈h + 2λq̇h + ω2

0qh = 0 (2)

:ᆃᄷोूပ྾ ׂۢץث (2) ႞႐دո֔िऻا շؔن qh(t) = est જੴ֏׫िऻا જੴמ֏ׂ ۰ոּۻ׫֔ڵոل
s2 + 2λs + ω2

0 = 0 (3)

٢ܙ: (3) ႞႐دո֔िऻا ຒڞ

s2+2λs+ω2
0 = 0 ⇒


∆ > 0 ⇒ qh(t) = A1e

s1t + A2e
s2t

∆ = 0 ⇒ qh(t) = (A1 + A2t)e
−λt

∆ < 0 ⇒⇒ qh(t) = Ae−λt cos(ωAt + φ)

ؼמ֛:
.١ॴటոֵ ચੴاڤء ႞႐ջۻஈኬቘ اݾষ׿١ֵ اڤ෕ໃوط ڲڷ ส്׿د φ و A ، A2، A1 •
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s1,2 =
−b±

√
∆

2a •

ωA =
√
ω2
0 − λ2 •

qp ٢ܙ ١ਫ਼੊ոວ׫िऻا જੴ຋ ႞႐دո֔ஈኬቘ ෥໋ոֵ ൄളا اݾষڞ إن ١ਫ਼੊ոວ׫िऻا જੴ຋ ႞႐دո֔िऻا ຒڞ ֍ڷ اڤץٍ֛ .2
: ֵࣽ࣬၏၁အ ႞႐ոষاݾ ٢׾ه ᆃᅞ (1) ႞႐دո֔िऻا ׂڎ׫֦ وຐڪמٝ

q̈p + 2λq̇p + ω2
0qp = f (t) (4)

٢ܙ: (4) ႞႐دո֔िऻا ຒڞ
f (t) = cst ⇒ qp(t) =

A0

ω20

f (t) =


f0e

iωt ⇒ qp(t) = q0e
i(ωt+φ)

f0 cosωt ⇒ qp(t) = q0 cos(ωt + φ)

f0 sinωt ⇒ qp(t) = q0 sin(ωt + φ)
ؼמ֛:

q0 =
A0√(

ω20−ω2
)2

+4λ2ω2
•

φ = arctan
[ −2λω
ω20−ω2

] •
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