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Notations

: L’ensemble des nombres réels.

: L’ensemble des nombres réels positifs ou nuls.

: Espace vectoriel de dimension n construit sur le corps des réels.

: ’ensemble des fonctions continues de E dans F'.

: Ouvert dans R".

: Deux ensembles dans 2, pour chaque t € R™.

: 'ensemble des applications linéaires continues de E dans F.

: 'ensemble des opérateurs compacts de E dans F.

c= lim z(t)

+
tﬂtj

c= lim z(t)

t—)tj



Introduction

E nombreux processus d’évolution se caractérisent par le fait qu’ils subissent soudaine-
ment un changement d’état a certains moments.Ces processus sont sujets a des per-
turbations a court terme dont la durée est négligeable par rapport a la durée du processus
[2],[16].Par conséquent, il est natural de supposer que ces perturbations agissent instantané-
ment, c’est a dire sous la forme d’impulsions.Ainsi, les équations différentielles impulsives,
intervient naturellement dans la modélisation de plusieurs phénomenes d’évolution observés
dans le monde réel, tels que : des modeles de rythme de rupture en médecine et en biologie,
des modeles de controle optimaux en économie, la pharmacocinétique et les systemes a mo-

dulation de fréquence [2],[16].

Il n’est pas une nouvelle idée de faire une étude exhaustive des équations différentielles
ordinaires avec impulsions. ces problemes ont été considérés au début du développement de
la mécanique non linéaire et a attiré 'attention des physiciens parce qu’ils ont donné la
possibilité de décrire adéquatement les processus dans les systemes oscillants non linéaires.
Un exemple bien connu d’un tel probleme est le modele d'une horloge Kruylov et Bogo-
lyubov ont montré en 1937 dans leur monographie classique Introduction a la mécanique
non linéaire que pour une étude des systemes d’équation différentielle avec impulsions, il est

possible d’appliquer des méthodes d’approximation utilisées en mécanique non linéaire.

Une équation différentielles impulsive est décrite par trois composantes, a savoir : une
équation différentielles a temps continu qui régit 1’état du systeéme entre les impulsions, une
équation d’impulsion qui modélise un saut impulsif défini par une fonction de saut a I'instant
ou une impulsion se preduit, et un critere de saut qui définit un ensemble d’événements de

saut dans lesquels I’équation d’impulsion est active [1].

Les spécificités liées a I’étude des équations différentielles impulsives et les difficultés ren-
contrés dans leurs investigations, on rendu ce domaine de recherche beaucoup plus riche, en

comparaison avec les équation différentielles sans effets impulsifs [4],[16].



Le theme de recherche abordé dans ce mémoire s’inscrit dans cette branche de la théorie
des équation différentielles, et précisément nous traitons la question d’existence des solutions
pour les équations différentielles impulsives soumises a différents types de condition aux li-
mites.L’approche employée dans ce travail, est fondée principalement sur la théorie du point

fixe.

Ce mémoire se compose de trois chapitres divisé comme suit :

Le premier chapitre est consacré aux rappels de quelques notions, propriétés et théoremes
dont ont a besoin dans la suite de ce travail.

Dans le deuxieme chapitre, nous présentons une lecture détaillé de quelques résultats d’exis-
tence, connus dans la littérature mathématiques [8],[9],[10], pour les équations différentielles
impulsives (linéaires et semi-linéaires) du premier ordre avec condition aux limites pério-
diques.

Dans le troisieme chapitre, et en se basant sur le travail [8], ou plusieurs résultats d’exis-
tence pour certaines équations différentielles impulsives dans le cas vectoriel sont obtenus,
nous allons expliciter et présenter avec plus de détail deux résultats d’existence, apres les

avoir adaptés au systeme de deux équation différentielles impulsives du premier ordre suivant

) te it#ty,k=1,...,p
) : tedtttnk=1,...,p
Az(t)=a () =z () = ha (@ (t) y(t), k=1,....p
Ay(t) =y () —y () = La (@ (t) y (b)), k=1,...p

Soumis a la condition aux limites non-périodique suivante

(S.1)

{ a12(0) + b12(T) =
azy(0) + boy(T) = g

Notons que les auteurs dans [8] on considéré le cas d’une seule impulsion, et 'étude faite
dans ce chapitre porte une légere généralisation dans ce contexte, ou nous allons considéré le
cas de plusieurs impulsions. De plus, et a titre d’application, nous allons employé cette étude
pour tirer des résultats d’existence pour une classe d’équations différentielles impulsives du

deuxieme ordre avec conditions aux limites anti-périodiques.



Chapitre 1
Préliminaires

Nous allons introduire des notions, des définitions et des théorémes qui nous seront utiles

dans les différents chapitres de ce mémoire.

1.1 Notions et propriétés élémentaires sur les opéra-

teurs compacts

Définition 1.1. Voir [13] (Page 75 )
Sotent (X, d) et (Y,d') deux espaces métriques, f: X — Y wune application et a un élément

de X . On dit que f est continue en a si, et seulement si
Ve>0,3n>0 VzeX, dza)<n=d(f(zx),fla)<e

Définition 1.2. Voir[13/(Page 78)
Soient (X, d), (Y,d') deuzx espaces métriques et f: X — Y une application.

1. On dit que [ est uniformément continue si pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que
pour tout x,z € X vérifiant d(x,z) <n, on ait d'(f(x), f(z)) < e.

2. On dit que f est lipschitzienne s’il existe une constante k > 0, appelé rapport de f,
tel que pour tout x,z € X, on ait d'(f(x), f(2)) < k d(z,z). Si de plus k € [0,1], on

dit que f est contractante.

Proposition 1.1. Voir/13/(Page 76)
Soient (X,d) et (Y,d') deux espaces métriques et f : X — Y une application. On considére
a un élément de X. L’application f est continue en a si et seulement si pour toute suite

(23),en de X convergente vers a, la suite (f (x,)),cy converge vers f(a) .



Préliminaires

Théoréme 1.1. Voir[13](Page 232)
Soient (E1,||||1), (B2, ||||2) deuz espaces normés et f : Ey — Ey une application linéaire. Les

propriétés suivantes sont équivalentes.
(i) Il existe un nombre M > 0 tel que pour tout x € Ey, on ait || f(z)||2 < M||z||; -
(ii) f est bornée sur la sphére S = {x € Ey;||z|, = 1}.
(iii) [ est lipschitzienne.
(iv) f est uniformément continue.
(v) f est continue.
(vi) f est continue en 0.
Définition 1.3. (équicontinu) Voir[3] (Page 29)
Soit (E,||.||) un espace Banach, un sous-ensemble B C C([0,T], E) est appelé équicontinu

si, pour tout € > 0, il existe 5(e) > 0 tel que ||z (t1) —x (t2)|| < € pour tout x(-) € B et
tl,tg € [O,T] vériﬁant ’tl - t2| < 0.

Définition 1.4. Voir[13] (Page 120)
Soient X un espace topologique et A une partie de X. On dit que A est relativement compacte

si A est compact.

Corollaire 1.1. Voir[13]/(Page 125)
Soient (X,d) un espace métrique et A une partie de X. Les propriétés suivantes sont équi-

valentes.

(i) A est relativement compacte.

(ii) Il existe une partie compacte de X contenant A

(iii) Toute suite dans A posséde une sous-suite convergente dans X.
Théoréme 1.2. (Ascoli-Arzela) Voir[3] (Page 29)

Soit (E, ||.||) un espace Banach, un sous-ensemble M C C([0,T], E) est relativement compact

s1 et seulement si

(1) M est équicontinu et

(2) pour chaque t € [0,T], M(t) = {x(t) : 2(-) € M} est relativement compact dans E.
Corollaire 1.2. (Arzela-Ascoli). Voir[15] (Page 15)
Soit (X,d) un espace métrique compact et soit F C C'(X,R™). Alors on a

(i) F est relativement compact si et seulement si il est bornée et équicontinu.

(ii) F est compact si et seulement si il est fermé, borné, et équicontinu.

Y



Préliminaires

Définition 1.5. (Opérateur compact) Voir/3] (Page 28)
Soit E est espace normé.une application T : D(T) C E — E est appelé compact si T
transforme chaque sous-ensemble borné de D(T) da un sous-ensemble relativement compact

dans E. On dit que T est completement continu si T est continu et compact.

Proposition 1.2. Voir[7] (Page 90)
Soient E, F et G trois espaces de Banach .
SiTe LEF)etSel(F,G)[respTeK(E,Flet SeL(F,G)],alors SoT € K(E,F).

1.2 L’espace des fonctions continues par morceaux

Définition 1.6. Voir [2, 16]
Soient (tx)ren une suite de nombres réels qui satisfait ty, < tx1 et limg_,o0 t, = 400, J un
intervalle fermé de R.

On note par PC(J,R"), lespace des fonctions ¢ : J — R™ qui vérifient :
1) 1 est continue pour tout t € J tel que t # ty.
2) 1 est continue d gauche pour tout t € J.

3) 1 posséde une discontinuité de premiére espéce pour tout ty € J.

De méme, on dit que 1 € PC'(J,R™), si1) et ) appartiennent a PC(J,R").
Ce qui suit, résulte directement de la définition précédente.

Conséquence 1.1. Avec les notations introduite dans la Définition1.6, ¢ € PC(J,R™) si :
- Pour chaque ty tel que |tg, tip1[C J, 00 € C(Jtr, tsa[, R™).
- Pour chaque t, € J, les deuz limites suivantes (la limite a droite et la limite a gauche) :

Tim () = p(t) et lim () U(t))

existe et de plus ¥ (t; ) = ¥ (tx).

Théoréme 1.3. Voir [2, 16]

PC (J,R"™) est un espace de Banach muni de la norme
lz|lpc = sup{|z(t)|t € J} ,z € PC(J,R")
PC' (J,R™) est un espace de Banach muni de la norme

|zllper = lzllpe + 12/lpcx € PCT (J,R™)



Préliminaires

Définition 1.7. Voir[5](page 24)
Soit F C PC (J,R"), on dit que l’ensemble F est quasi-équicontinu dans J si pour tout € > 0

il existe un 6 > 0 tel que pour tout x € F, et tout 1,7y € |tg, tp1]NJ, si |1 — 12| <9, Alors
|z (1) —x ()| <€

La version du théoreme d’Ascoli-Arzela dans I'espace PC (J,R"), est donné par le théo-

réme suivant.
Théoréme 1.4. (Critére de compacité) Voir[5](page 24)
L’ensemble F C PC (J,R™) est relativement compact si et seulement si :
1. F est uniformément borné, c’est-a-dire ||x|| < ¢ pour chaque x € F et certains ¢ > 0 ;

2. F est quasi-équicontinu dans J.

1.3 Quelques théoremes de point fixe

Définition 1.8. Voir [12] (page 141)

On dit que a est un point fixe pour une application f si l'on a :

fla)=a

Théoréme 1.5. (Théoréme du point fixe) Voir [13] (page 93)
Soient (X,d) un espace métrique complet et f : X — X une application contractante de
rapport k. Alors on a

1. L’application f possede un unique point fize a € X.

2. Pour tout v € X, on a a = nl_lgloo fM(x) et d(a, fM(z)) < £5d(z, f(x)), pour tout n > 0,
ot fO =idx et f* = fo fo---of Uapplication f composée avec elle-méme n fois.
T
Théoréme 1.6. (Schaefer) Voir[6](page 29)
Soit E un espace normé, et T : E — E un opérateur compact. Alors, soit

(i) Uéquation x = \T'xz a une solution pour A =1 ot

(ii) Uensemble {x € E, © = Tz, X €]0,1[} est non borné.

1.4 La dérivation sous le signe intégrale

Théoréme 1.7. (fondamental du calcul différentiel) Voir [1}] (page 2)

Soit f : [a,b] = R une fonction continue, alors la fonction F : [a,b] — R définie par
b

F(z) = / f(t)dt est dérivable et F'(x) = f(x).



Préliminaires

Théoréme 1.8. (Théoréme de Leibniz) Voir [11] (page 177)

Soit A C R ouvert, soit I = [a,b] C R un intervalle compact et soit f un fonction continue

de A x I dans R alors
b
9@) = [ fla,t)dt

0
est continue dans A. Si de plus, la dérivée partielle —f existe et continue sur A X I, alors g

ox

est continument différentiable sur A et

bOf
() = | ==(z,t)dt
g@)= [ St
Remarque 1.1. Si f est continue par morceaux sur tout intervalle de [a,b], alors :
1. F (définie si-dessus) est bien définie et de plus elle est continue.

2. F est dérivable en tout xy € [a,b] ou f est continue et F'(zq) = f(xo).

3. Si f n’est pas continue en xqg, alors F' n’est pas dérivable en x.

En appliquant la lois de dérivation d’une fonction composé a la fonction
- @)
F(a(x), b(z), z) = /( S )

on déduit du Théoreme 1.8, le théoreme suivant

Théoréme 1.9. Voir [14] (page 3)

0
Soient a,b : R — R deux fonctions continiment différentiable, f : R> — R et 8f sont
x
continus, alors

d b() () e b)) — () £ al b(z)@lx
M(meuﬁﬁ)—u>ﬂ7m» @) + [ 5w



Chapitre 2

Equations différentielles impulsives du
premier ordre a valeurs aux limites

périodiques

2.1 Description d’un systeme différentiel impulsif et

types typiques

Nous présentions dans cette section, une description générale d’un processus évolutif
soumis a des effets impulsifs . Nous donnons ensuite deux types typiques de ces systemes.
On doit noter que toutes les informations fournies dans cette partie, sont un résumé tiré des

livres [2], [16].

2.1.1 Composantes caractérisant un systeme différentiel impulsif

Un systeme différentiel impulsif, est caractérise par la donné des trois composantes sui-

vantes :

(a) un systeme d’équations différentielles

dx
pri (t,x) (2.1)

ou f:RT xQ — R" QCR"” est un ensemble ouvert, R" est 'espace euclidien de

dimension n et R™ Pensemble des réels positifs.
(b) les ensembles M (t), N(t) C Q pour chaque t € RT, et
(c) Popérateur A(t) : M(t) — N(t) pour chaque ¢t € RT.

Pour z(t) = x (t, to, ¥¢) une solution de (2.1) de condition initiale z(ty) = xo.

9



(EDI) du premier ordre a valeurs aux limites périodiques

Le processus d’évolution se comporte comme suit :

Le point P, = (t,z(t)) commence son mouvement & partir du point initial P, = (¢g, zo) et
se déplace le long de la courbe {(t,z) : t > tg,z = x(t)} jusqu’a l'instant t; > t, auquel le
point P;, rencontre I'ensemble M ().

En t = t;, 'opérateur A(t) transfere le point P, = (t1,x (t1)) en un point

Py = (tl, xf) € N (t;) ou z{ = A(t;)x (t;). En suite, le point P, continue & avancer sur la
courbe avec x(t) = x (t, t1, a:f) comme solution de (2.1) de condition initiale P,, = (tl, :Bf)

jusqu’a ce qu'il rencontre ’ensemble M (¢) a I'instant suivant to > ¢;.

Puis, encore une fois, le point P, = (t2, x (t3)) est transféré au point
Fyy = (t2.07) € N (1) ot af = A (1) 2 (t2).
Comme précédemment le point P, continue d’avancer avec z(t) = x (t, ty, T3 ) comme solu-
tion de (2.1) de condition initiale Pt (tg, a:j)
Ainsi, le processus d’évolution continue & avancer tant que la solution du systeme (2.1) existe.
Les moments ¢; pendant lesquels le point P, rencontre l'ensemble M (t) sont appelés

moments d’'impulsions.

2.1.2 Systémes avec temps d’impulsions fixés

Pour ce type de systéme, 'ensemble M (t) représente une suite de plan t = ¢; ou {¢;} est
une suit de temps telle que t;, — oo quand k — oo
L’opérateur A(t) est alors défini seulement pour ¢t = ¢, par la donné d’une suite d’opérateurs
A(k) défini par :
Ak) Q= Q, z— Alt)r =z + I)(x)
ou I : Q2 — Q.
Par conséquence, I'ensemble N (t) est aussi défini pour t = ¢, par N(k) = A(k)M (k).
Ainsi, avec le choix décrit ci-dessus des ensembles M (k), N (k) et de 'opérateur A(t), un mo-
dele mathématique d'un systeme différentiel impulsif dans lequel des impulsif se produisent
dans des instants fixés, est décrit par :
{ = f(tx), tEt k=12

Ax = Ik(x),t = tk (22)

oll pour t = ty, Ax (t,) = x (t;) —x (t,:) et (t;:) = hlir(% z (ty + h),x (t,:) = hli}r(lgl+ x(ty — h)
La solution z(t) de (2.2) satisfait :

(1) 2'(t) = [t x(t),t €ty thya],

2) Az(ty) =L (x(t), t=t, k=12

10



(EDI) du premier ordre a valeurs aux limites périodiques

2.1.3 Systémes avec temps d’impulsions variables

Ce type de systeme est caractérise par la donnée d’une suite de surfaces
Sk it =Tm(x),k =1,2,..., telle que 7 (x) < Tpy1(x) et limg_ o T(z) = o0. Alors, on a le

systeme différentiel impulsif suivant

dx

a = f(t,CE),t 7é Tk('r)

Az = I(z),t = 7(2), k = 1,2, - -

(2.3)

Remarque 2.1. Notons que la dépendance des temps d’impulsion ty, da la solution x, exprimé
par la relation t, = 1i(xy), rend l'étude de ce type de systéme (a temps d’impulsion variable)

plus difficile par rapport aux systéme da temps d’impulsion fizés.

2.2 Quelques résultats d’existence

Cette section est une explicitation et une lecture détaillé de quelques résultats d’exis-
tence, connus dans la littérature mathématiques [9, 10, 8], pour les équations différentielles
impulsives (linéaires et semi-linéaires) du premier ordre avec conditions aux limites pério-

diques.

2.2.1 Position des problemes et notations

Considérons l'intervalle J = [0,T], tel que T'> 0 et 0 =ty <t < -+ <1, < tpy1 =T,
pENet J/:J—{thtg,...,tp}
On s’intéresse par la suite, a I’étude de I’équation différentielle impulsive du premier

ordre a valeurs aux limites périodiques suivante :

W'(t) = F(tut), teJt#t,j=1,...p (2.4)
u(0) = u(T) (2.5)
u(t) =u(t;)+Li(uty), j=1,....p (2.6)

On; € C(R,R),j=1,....p.

On considere 'espace de Banach

PC(J,R) = {u P = Ry, € C(t,t41) , Ju (t;) =u(t;),u (t*) J=1,... ,p}

J

menu de la norme

[ull o = sup [u(?)]
ted

11



(EDI) du premier ordre a valeurs aux limites périodiques

De plus, on considere I’espace de Banach
PCY(JR) = {u € PC(JR) : w10 € C* (t,t541), 30/ () o (£]) 5 =1,....p}

menu de la norme
[ull per = llullpe + 1] pe

On commence par I’étude du probleme (2.4)-(2.5)-(2.6) dans le cas linéaire, c’est a dire,
lorsque
Ft,u(t) = £() = Mult), te s, 2.7

ou f € PC(J,R), et A € R, A # 0. On note le probléme dans ce cas, par (PL)

Remarque 2.2. Notons que (PL) n’est pas vraiment un probléme linéaire puisque les fonc-
tions d’impulsion ne sont pas nécessairement linéaires.

Cependant, si 1;,j =1,...,p, sont linéaires, alors (PL) est un probleme impulsif linéaire.
Ensuite, nous considérons le cas semi linéaire, c’est a dire lorsque
F(t,u(t)) = g(t,u(t)) — u(t), te.J, (2.8)

oug(.,u) € PC(J,R), et A € R, A # 0. On note le probléme dans ce cas, par (PSL)

2.2.2 Le cas linéaire

Lemme 2.1. u € PC*(J,R) est une solution de (PL) si, et seulement si u € PC(J,R) est

solution de

T p
u(t) = /U K(t,s)f(s)ds+ S K () I (u(ty), te.d (2.9)
j=1
Ou
e At=s), 0<s<t<T
1
e MTH=s)  0<t<s<T
Preuve. Soit u € PC'(J,R) une solution de (PL).
On pose y(t) = eMu(t),t € J
On a e’ € C°°(J) alors y € PC'(J,R)
Ainsi y satisfait le probléeme a valeurs aux limites impulsives suivant
y(t)=frt),teJ (2.11)
y(0) = y(T)e ™ (2.12)
y(t) =y(t) + I (y) (2.13)

12



(EDI) du premier ordre a valeurs aux limites périodiques

Ou  f*(t) =eMf(t) et IH(z) = M, (e—”jx)
Siteltj,tiza],j=1,...,p, Vintégration de I'équation ( 2.11 ) sur |¢;,¢] , donne

y(t) =y () + /tt F*(s)ds (2.14)

De méme, I'intégration de I'équation ( 2.11 ) sur |t;_;,¢;] , donne

v () =u(t) +/t%j1 [ (s)ds (2.15)

En introduisant de (2.13) dans (2.14), on obtient donc

o) =y (5)+ 1 ) + [ £(s)ds

La substitution de (2.15) dans ’équation précédente, donne

vy =y (i) + [ FEds+ L)+ [ e

ti—1

Donc, si t € |tj,t;41],j =1,...,p on obtient

s =y () + [ s+ I (1) (2.16)

Jj—1

Nous avons aussi, en intégrant (2.11) entre ¢,_o et t;_4

st =y (i) + [ F (s

ti o
avec
Y (tj—1> =Y (tj_—1> + I;—l (y (tj—l))

L’utilisation des deux équations précédentes dans (2.16) nous donne alors

o(0) =y (62) + [ £ s+ I (1) + T (3 (150)

j—2

En répétant successivement la procédure ci-dessus, on obtient

y(t +/f s+ > I (y teJ (2.17)

t;<t

Ainsi cette formule pour ¢t = T avec ( 2.12 ), donne

el RO ZI*

y(0) =
En substituant cette valeur dans (2.17), nous obtenons pour chaque t € J

T—l/o f(s)ds+€>\T_1j;Ij( +/f Js + 3 I (y

ti<t

y(t) =

13



(EDI) du premier ordre a valeurs aux limites périodiques

donc
At p

e~ M T e~ .
u(t):m/o Fr&)ds + =3I (y (; At/f (s)ds + e 3 I (y

j=1 t;<t

e T e [f s
:e/\T—l/o e f(s)ds+e /Oe f(s)ds

Ml (u(ty) +e M M (u(t

<t

o~ AE+T) o~ ME+T)

t T ¢
— As As Y As
—W/e f(5>d$+wft M f(s)ds + e t/oe f(s)ds

0

—A(t4T)

At € Y - At
+1_6_)\Tzetjj<u<t>> 1_6_)\T Z tI( tzetl

<t t<t;<T <t

—)\ (t+T—s)

t e—A(t—s—l-T) A
::Al1_64$4%3 ]f ds+/ Ti;jff(ms

- o AEHT—t)
{—oar € Ry )+ D 1—e—AT ——— 1 (u(t)))

t<t; <T

t A(t—s) T e —A(t+T—s)
/ol—e"T dSJr/ 1—e T f(s)ds

). o~ Mt+T—t;)

c C I (ul(ts
+Zl—6)‘T +t<tz;T 1 — ¢—)T ](u(]))

—/ (s)ds + 3 K (t,4,) T (u (t))

7=1
Maintenant, supposons que u € PC(J, R) satisfait (2.21).
Soit
T
uwz/’K@@ﬂ@w,teJ
0
Et pour j=1,...,p

w;i(t) = K (t,t;) L; (u(ty), teJ

Ainsi v € PC'(J,R) et c’est la solution du probléme linéaire

(2.18)
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En effet, on a

1 d b —s T — —s
dt/ dS_ W% [/0 e At )f<5>d3+ (& AT+t )f(S)dS

1 d [t d T
= W % / 67/\(t78)f<8)d3 + — ei)\(TthiS)f(S)dS
— 0

dt Ji
A2
On a d’apres le Théoreme 1.9
Al(t) o Mt= t +/ o At=s) ds— /\/ “A(t—s)
Et
Ag(t) — —A(T—i—t t)f +/ at AT+t— s)f( )dS _ —ATf / MT+t—s) )dS
Donc
V(L) = — e—AT l )\/ —eTE() / A(T-+t—s) )ds]
1 ) iy )
:1_€—AT[(1_€ /\T)f(t)—)\</ A(t— d8+/ AT +t— )dS)]
T
- A/O K(t,s)f(s)ds = f(t) — Mo(t)
Alors

V(t) + A(t) = f(1)
v vérifie la condition aux limites, on a

T e—/\(T—s)

0(0) —/OTK(O,s)f(s)ds—/o Nf(s)ds—/oTK(T, $)f(s)ds = v(T)

— e

La fonction wj,j = 1,...,p est la solution du probléme

WH(8) + huy(t) = 0.t € J — {t;}
w;(0) = w;(T)
w; (1) =w; () + I (u(t)))

En effet,c(l)n a i i
(K (8, 15)L (ulty))] = L (ulty)) —

/

wi(t) = awj(t) =7
Et
d -
—K(ttj) = ———
e ANTH=L) 0<t<t; <T



(EDI) du premier ordre a valeurs aux limites périodiques

= —A\K(t,t;)
Donc
wi(t) = =AK(t, ;)1 (u(t;)) = —Aw;(t)
Alors
wi(t) 4+ dw;(t) = 0
w; satisfait la condition aux limites, an effet

e*)\(Tftj)

w;(0) = K(0,8))1; (uty) = 7=z s (uty)) = K(T,8))1; (ulty)) = wy(T)

w; vérifie la condition d’'impulsion, en effet

. . 1
w;(t)) = tli{ftg w;(t) = tli{% K(t, ;)1 (u(ty)) = 1ol (u(t;))
Et o
w;(t;) = thi?f w;(t) = thi?f K(t, ;)1 (u(ty)) = T orli (u(ty))
Donc
1 e AT 1 —e

w;(tF) —wy(ty) = T ool (u(ty)) — T ool (u(t;)) = ool (u(ty)) = 1; (u(t;))

P
En conséquence u = v + Y _wj; est une solution de (PL) ]
j=1

Le lemme suivant découle immédiatement du Lemme 2.1

Lemme 2.2. Les solutions du probléeme (PL) sont les points fizes de ['opérateur
A: PC(J,R) —» PC(J,R)

défini par , ,
[Au] (1) :/0 K(t,s)f(s)ds + S K (t,4;) I; (u(t;))

j=1
Remarque 2.3. Bien que le probléme différentiel linéaire (2.4)-(2.5) posséde une solution
unique v € PCY(J,R) U C(J,R) pour toute f € PC(J,R) le probléeme impulsif (PL) n’est

pas toujours résolu méme pour f =0

Exemple 2.1. Considérons le (PL) avec A\=1,f=0,j =1 et [(z) =
La solution générale de l'équation u'+u = 0 soumis a l"impulsion u (tf)

est

a(t) = { u(0)e ™, te0,t]
| [u(0)et + I (u(0)e ) e 1) ¢ ey, T

16



(EDI) du premier ordre a valeurs aux limites périodiques

Cette solution satisfait la condition auzx limites périodique (2.5) si et seulement si
w(0) = [u(0)e™ + Iy (w(0)e )] =)

C’est-a-dire
u(0)e ™ (eT — 1) =1 (u(O)e_“)
Par la définition de Iy, il n'existe pas de condition initiale u(0) satisfaisant cette derniére

égalité. par conséquent, le probleme n’a pas de solution .

Dans cet exemple, la fonction d’impulsion n’est pas linéaire. Nous présentons mainte-
nant un autre exemple avec impulsion linéaire, de sorte que le probleme (PL) vraiment un

probleme linéaire, mais sans solution .

Exemple 2.2. Nous définissons maintenant le probléme (PL) avec A = 1,5 =1,
et I1(x) = cx,c = (eT - 1), et f € PC(J,R), el fi + fo #0 ou
t1 T
fi= [T T fs)ds, fo= [T f(s)ds
0 t1

Dans ce cas, la solution générale de (2.4) et (2.5) est

t
R [ e rwds, refon]
u(t) = t
w(th)e 4 [ (s)ds, teln,T]

t1
ol
w(th) =u(ty) + L (u(t))
t1
u (tl_) =u(t;) =u(0)e ™™ +/ e~ (1= f(s)ds
0
Ainsi, u satisfait a la condition (2.5) si et seulement si
t1 T

u(0) = (¢ + u(0)e T + F / e~ T f(s)ds + [ e T f(s)ds

0 t1

Cette condition n'est pas remplie pour aucune condition initiale u(0) puisque e fi + fo # 0.

Théoréme 2.1. Supposons qu’il existe des constantes positives l;,j =1,...,p, telles que
(@) = Li(y)| < ile —yl, zyeR (2.19)
Si )
PNl < 1= e (2.20)
j=1

alors le probléme (PL) posséder une solution unique pour tout f € PC(J,R).

17



(EDI) du premier ordre a valeurs aux limites périodiques

Preuve. Soit u,v € PC(J,R), et t € J.on a donc

p

< Y osup [K (¢, )| L [u (t;) — v ()]
j=1 teJ

AT

p
ST ogllu— vllpe D01
[1— e j=1

et par suite
AT s~
€ =1
|Au — Avl|pc < HTJ,AUJHU —v||pc

Ainsi, A est une contraction et il admet un point fixe unique qui est la solution unique
du probléme (PL). O

2.2.3 Le cas semi-linéaire

En suivant la méme démarche utilisé dans la preuve du Lemme 2.1, on démontre le

résultat suivent :

Lemme 2.3. v € PC'(J,R) est une solution de (PSL) si et seulement si u € PC(J,R) est

une solution de

u(t) = /OT K(t,s)g(s,u(s))ds + Xp: K (t,t;) 1 (u(ty), teld (2.21)

Jj=1

ou K est définit par l'équation (2.10).
Lemme 2.4. Les solutions de (PSL) sont les points fizes de l’opérateur

B: PC(J,R) — PC(J,R)

défini par
T p
[Bu] (t) = /0 K(t,s)g(s,u(s))ds + > K (t,t;) I; (u(t;)) (2.22)
j=1
Lemme 2.5. On suppose que g, I; , (j =1,...,p) sont des fonctions continues, de plus, il

existe des constantes positives c;, l, telles que

lg(t,v)| < ]v| weERte S
|Ij('U)|SCj|U| 7U€R7j:1>"'7p

Alors Uopérateur B définit par 'équation (2.22) est continue et compacte.

18



(EDI) du premier ordre a valeurs aux limites périodiques

Preuve. (i) B est continue

soit u,, une suite qui converge vers u dans PC(J,R) On a

| Bun(t) = Bu(t) |= | [ K(t, 5)g(s, un(s))ds + 3" K(t,,)1; (un(t;))

~ [ Kt 9)g(s, u(s))ds ~ S Kt <u<tj>>‘
= [ 51,9 g5, () — g5, uls)] ds+ 3K (1) 1 (1)) = I <u<tg>>]|

< /OT K (¢, 5) [9(s,un(s)) = g(s,u(s))]l ds + D 1K (8 1) [ (un(t) — I (u(t)]]

i=1

< [ sup 1 (1 5) s 10 (9) = g5 ()] d+ 3 s | (1 5) 11 (1) — L ()

j=1 teJ

el AT T AT
STT= e o |g(8,un(8))—9(8,U(s))|d8+| AT|Z|f un(t5)) — I (u(t;)))|

eIAIT P
[T—e 7| [/ 19(s,un(s)) = g(s,u(s))ds + D |1 (un(t;)) — I (u(tj))|]

j=1
Donc
e\)\|T P
|| Bun—Bul|pc ST T / 19(s, un(s)) = g(s,u(s)) ds + Y |1 (ualty)) — L (u(ty))|
j=1
Puisque ¢,I; , (j =1,...,p) sont continus, alors

l9(s, un(s)) — g(s,u(s))] — 0 , quand n — +oo

|1; (un(t;)) — L; (u(tj))| — 0, quand n — 400
par suite, on a

| Bu, — Bul|[pc — 0, quand n — +00

Soit D C PC(J,R) un ensemble borné , alors il existe M > 0
tel que, Vu € D, ||lul]| < M
Alors

lg(t

Ju)| <KUM =L Yue D, teJ
|7;(w)]

<CjM$Mj, Yue D,j=1,...,..,p

19



(EDI) du premier ordre a valeurs aux limites périodiques

(ii) B(D) est uniformément borné.

(B0 <| [ () (s, u() ds + 3K (441, (u(1)

=1

< [0 99 (s, u(sD) s + 31K (1 5) 1 (e, )

J=1

T p
< /0 LIK(t,s)|ds + 3" |K (¢, ;)] M;

Jj=1

L/ sup|Kt s |ds+Zsup|K(tt)|M

1t€
L €|)\\T p
<4+ — Y M
ST &t
J_
Ainsi, on obtient
B 1) e|>\|T p v
< 4= .
1Bullee < 13+ fr— ey 24 M

(iii) B(D) est quasi-équicontinu
Pour tout 7,7 € |tj_1,t;]NJ,u € D, On a

|(Bu) (1) — (Bu)(m)| = ‘/ (11, 8)g(s,u) ds—i—ZK Ty, t;) 1 (u)

7=1

P

—/ (72, 8)g(s,u)ds — Z (12, t5)1; ()

j=1

1
= ’1_6/\T

T1 T2
/ g(s,u)e M=) ds — / g(s,u)e N9 s
0 0

Z ] e~ MTi—tj) _ Z ] e~ Mm2—t5)

0<t <71 0<t <72

e —A(T1—9) —A(m2—5)
+|1—e)‘T|/o ‘g(s,u) (e —e )‘ds
o~

ZI ( —A(m1—tj) _ €_>\(T2_tj))

+‘1_6—>\T

e e

T1 .
< / g(s, U)e_)\(Tl—S)dS _ / g(s, u)e—A(Tg—s)dS
0 0
+ Y M) — A
0<t;<71
e T T ,
+m L/ ‘e—)\(n—S) _ e Mm=9)| g + Z M, ‘e—A(Tl—tj) _ g Am2ty)
—e 0 .
7=1

20
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(EDI) du premier ordre a valeurs aux limites périodiques

Ceci implique que
|(Bu)(11) — (Bu)(m2)| = 0, quand |7 — 7| — 0
Par suit B(D) est relativement compact, alors B opérateur compact. Il

Théoréme 2.2. On suppose que g, I; , (j =1,...,p) sont des fonctions continues, de plus,

il existe des constantes positives oy, 3, telles que

lg(t,v)] < Blv], veRteJ
L) <aj, veRj=1,...,p

et

p
R 1 (2.23)

Alors le probléme (PSL) admet au moins une solution.

Preuve. On a d’apres le Lemme 2.4, les solutions de (PSL) sont les points fixes de I'opé-

rateur B, pour u € [0, 1],considérons 1'équation
u = pBu (2.24)

Si u est une solution d’équation (2.24), pour t € J, on a

)] = JuBu)] < [ V(1 )os,u(s))ds + 32 K (,85) I, (1)

=1

u/ sup K (1, 5)llg (s, uls)) !d5+uZSUPIK(t )1 (u (t5))]

j= 1t

T
< [ sup Kt s>rm\uupcczs+uzsupu<<t )l ay
S

j=1 t€J

uBllullre peNT Do
DY [1—e ]
Par conséquent
pBllullpe | peMTIE_ o

<

HUHPC X ’>‘| |1 — e—)\T’
< Bllullpe MY a
DY |1 — e

on a ﬁ < 1 implique que

R

eIAITz T

||u||pc <
B _
<1_|)\‘ |1—e AT|

Ainsi, les solutions de (2.24) sont bornés indépendamment de p, puisque de plus B est

compact d’apres Lemme 2.5 ; le théoreme de Schaefer garantie alors ’existence, au moins

d’un point fixe de 'opérateur B, Alors le probleme (PSL) admet au moins une solution . [J

21



(EDI) du premier ordre a valeurs aux limites périodiques

Théoréme 2.3. Supposons qu’il existe des constantes positives N, l; telles que
lg(t,u) —g(t,v)] < Nlu—v|, teJ uveR.

[I;(u) — L;(v)] < llu—v], ,u,veRj=1,...,p

et
P
E—i— z:: <1 (225)
A L= e '

alors le probléme (PSL) admet une solution unique.

Preuve. Pour u,v € PC(J,R) et t € J, on a

[Bul(t) = [Bu](t)| = | [ K(t, s)g(s,u(s))ds + 2_: K (t,t5)1; (u(ty))
—/ 0(s)) ds—itht]((t]))

< / K (t.9)]lg(s. u(s)) = g(s, v(s))Ids
FS K I (1)~ 1 (0 1)

j= 1

w\lu vac+Z —m lu = vllpo

donc B est une contraction.

Par conséquent B admet un point fixe unique, alors le probleme (PSL) admet une solution

unique O
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Chapitre 3

Systeme de deux equations
différentielles impulsives a valeurs aux

limites non-périodiques et application

Le travail [8] présente plusieurs résultats d’existence pour une classe d’équation différen-
tielle impulsives du premier ordre avec conditions aux limites non périodiques. Différemment
de [10, 9] les auteurs dans [8] ont considéré le cas vectoriel mais avec une seule impulsion.

En se basant sur ce travail, nous allons présenter dans ce chapitre, deux résultats d’exis-
tence, mais sous une forme différente et avec une légere généralisation. Ceci est en expli-
citant le Théoreme 4.1 et Théoreme 4.2 dans [8], apres les avoir adaptés a un systeme de
deux equations différentielles impulsives du premier ordre dans le cas de plusieurs impul-
sions. Cette adaptation va nous permettre ensuite, de tirer des résultats d’existence pour
une classe d’équations différentielles impulsives du deuxieme ordre a valeurs aux limites

anti-périodiques.
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Systéme de deux (EDI) a valeurs aux limites non-périodiques et application

3.1 Position du probleme et hypotheses considérés

Soient J =[0,7],T>0et 0=ty <t; <---<t, <tpp1 =T
Dans ce chapitre, on s’intéresse a ’étude du systeme de deux équations différentielles

impulsives suivant :

'(t) = fi(t, z(t),y(t)), te it#ty,k=1,...,p

y'(t) = falt,x(t), y(1)), tedt#tnk=1,...,p
(S.1)

Azt =a () = (tp) = e (@ (t),y (), k=1,....p

Ay (tr) #y(tﬁ) —?/<t;§) = log (2 (te),y (tr)) k=1,...,p

Oupouri=1,2,k=1,....,p, Ly € C(RAR) et fi(.,,z,y) € PC(J,R) pour chaque

(z,y) € R? soumis & la condition aux limites non-périodique suivante :

a12(0) + b1z(T) = oy
azy(0) + bay(T) = s
ou ai,bi,ozi eR s 1= ]_,2

On considere 'espace de Banach PC (J,R) x PC (J,R) menu de la norme

Iz, y)llpexre = [zl po + [lyllrPo

z][pc = sup [z(t)] ,|lyllpc = sup [|y(?)]
te[0,T] te[0,T]

Nous présentons ici, les hypotheses sous lesquelles ces résultats d’existence du systéme (S.1)

seront obtenues

e Hypotheses

(Hy) 1l existe des constantes positives [;, l;, w; telles que :

Pour tout (u,v) e R:t € St #tp,k=1,...p, i=1,2 ona

(Hz) 1l existe des constantes positives r; ., 75, Vi telles que :

Pour tout (u,v) e R:  k=1,...,p, i=1,2, 0ona

ik (w, 0)] < i [ul + Tog [0] + vig
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Systéme de deux (EDI) a valeurs aux limites non-périodiques et application

(Hs) 1 existe des constantes positives w;,@;, telles que :

Pour tout (u,v),(a,9) e R:Et € J, t £, k=1,....,p ,i=1,2,0ona
|fi (t,u,v) — fi (t,0,0)| < w; lu—a| +@; |v— 17|

(H4) 1l existe des constantes positives n; x, 7k, telles que :

Pour tout (u,v), (,0) € R%,k=1,...,p ,i=1,2,0ona

| Lik (u,v) — L (0, 0)] < Mg |u— @] + fig v —

3.2 Systeme d’équations intégrales équivalent et forme
opérationnel

Lemme 3.1. (x,y) € PC'(J,R) x PC'(J,R) est une solution de (S.I) si et seulement si
(x,y) € PC(J,R) x PC(J,R) est solution de

1 T -
z(t) = a; — by 1(s,x(s),y(s))ds I g (x(ty), y(ts
0 a1+b1L ([ Atsa(6)ss+ X s altaton) )| -
+ f1<s7x(8)>y(5))ds+tzt[1,k ( (tk)vy(tk»
Et
1 T "
0= g o= (] o6+ 3 s 00,0600 ) -
+ [ s, (5) s + 3 Do o) (1) |
Preuve. Soit (z,y) € PC' (J,R) x PC"' (J,R) une solution du probléme (S.7)
Alors z € PC"' (J,R) est une solution du probléme suivant :
#(t) = flt,x(t),y(t), teStFt (3.3)
x(tﬁ) :I(tlz)_’_jl,k (x(tk)7y(tk))v k= 17"'ap (34)
a12(0) + b1z(T) = oy (3.5)

On a, sit €)0,tg1[,k=1,...,p l'intégration de I’équation (3.3) entre 0 et ¢, donne

/Ot T'(s)ds = /Ot fi(s,z(s),y(s))ds

D’autre part
t2

¢
2(s)ds+ -+ / x'(s)ds
t1 ty

/Ot r'(s)ds = /0t1 z'(s)ds +

25



Systéme de deux (EDI) a valeurs aux limites non-périodiques et application

= [(t7) = 2(0)] + |a(ty) — 2(t))| + - + [2(t) — 2(t)]
Alors

[0(65) = (O] + [o(tz) = 2t)] + -+ o) = 26D)] = [ (s 2(5), ()

Donc

)+ [ 1o, 20), w(9))ds + [0(6) — (e + [a65) = 2le)] -+ [a(e) = (07

Ainsi

+/ Fuls,a(s), y(s))ds + 3 Tig (x(t), y(t)) (3.6)

tL<t

Ainsi cette formule pour ¢t = T avec (3.5) , donne

o(T) = (0 + [ s as),yls))ds + 3 D (o) (1)

k=1

Donc

bix(T) = byx(0) + by /T fi(s,x(s),y(s))ds + by Z I (2(ty), y(te)) = can — a12(0)

Par suite
0 L b ! ))d I t
o0 = on = ([ 095 + 3 Dot )
En substituant cette valeur dans (3.6), nous obtenons pour chaque ¢t € J
) = — [a —b</Tf(sx() s+ 3 o el )
_a1+b1 1 1 0 1 kllk Y(lk (37)
+/ fi(s,x(s ds—i—lek (tr),y(tr))

te<t
Réciproquement, si x € PC(J,R) satisfait (3.7 ), on a

alibli[&l‘bl</Tfl<”<> y(s) ds+2hk >y<tk>>)]

_|_jt /Ot fi(s,z(s),y(s))ds + % Y Lok (2(te), y(te)

<t

2'(t) =

— (jt/ot fi(s,z(s),y(s))ds
= fi(t,z(t),y(t))

Ainsi (3.3) est vérifie de plus, on a

o0 = o= [ ssator s + 3 ottt )|

CL1+bl 1
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Et

o) = o= ([ A6 + 3 Dottt )

T

+ 0 fl(sax(‘S)?y(S))dS_'—kz_:[l,k (x(tk)ay(tk))

(@51 5]

— + /T fi(s,x(s),y(s))ds + o

a1+b1 a1+b1 0

2 D (), ()

Et par suite

C’est a dire (3.5) est vérifié

Maintenant, on a

o(tf) = lim x<t>:a1ib1 [al—bl (/fms s + 31y o >y<tj>>)]

+/ fi(s,2(s), y(s))ds + Zjlj )]yaj))
§
i) = Jim o) = - on b ( [ it w), (510 + if <x<tj>,y<tj>>)]
[ Al uo)ds + X 1 Galt)ut)
Alors o
o(t) — (1) qu () - Zr (2(t5),y(t3)) = e (o(te) (1)

De méme méthode, on montre que

y € PC* (J,R) est solution du probléme :
yl(t) :fg(t,l’(t),y(t)), te [O7T]at7étk:

azy(0) + bay(T) =
Si et seulement si, y € PC (J,R) est solution de

0 = o on 0 ([ o6 + 3 (ot v(00) )
+ [ ol (), y(s)ds + 3 L (alt). ()

tp<t
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Compte tenu du Lemme 3.1, la question d’existence des solutions du probleme (S.7), se

transforme a un probléme du point fixe formulé par le lemme suivent .

Lemme 3.2. Les solutions du probléeme (S.1) sont les points fizes de l'opérateur

A: PC(J,R) x PC (J,R) — PC (J,R) x PC (J,R)

défini par
A(I7y):<‘41(xay) ) AQ(xay>)
01
A )0) = g o= ([ Ao yl6s + 3 Dlotoaton) ) e
SR ° =1 3.8
+ fl(S,:v(S),y(S))ds+tZt11,k (@ (), y(te))
Et
A )0) = g = ([ ol a6 + 32 B ot aton) ) -
2L ° =1 3.9
ot a(o)s + 3 B (a0

3.3 Quelques résultats d’existence

Cette section présente les résultats d’existence et d’unicité pour le solution du probléme

(S.1).

Proposition 3.1. On suppose que f;, I, (i=1,2, k=1,...,p) sont des fonctions conti-
nues, sous les hypothéses (Hy), (Hy), l'opérateur A définit dans le Lemme 3.2 est continue

et compacte.

Preuve. e A est continue
Soit (2, yn) une suite qui converge vers (z,y) dans PC(J,R) x PC(J,R)
Puisque

[A(zn, yn) — Az, Y)l|Pexre = [| (A1(Tn, yn), A2(zn, yn)) — (Ai(z,y), A2(z, y)) [[Pexpe
= || (A1(zp, yn) — Ar(2,y), As(Tn, yn) — As(2,9)) || Poxpe

= | AL (0, yn) — AL (2, ) [[pe+[| A2 (20, yn) — A2 (2, ) || Pc

il suffit donc de montrer que

|Ai (20, yn) — A (2,9) ||lpc — 0, quand n — +o00 ,pouri =1,2
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Pour fixer les idées, on considéré ¢ =1 . On a :

| Av (@0, yn) (1) =As (2,9) (1) |=

O e ST RATA)

a1+b1

4 [ il 2a5)svnl5)ds + X T (onlte), vt

tp<t

by
s+ I (2 (ts), y(t
a1+b1/ fils, z(s al—i—bl;l’k<x(k> y(tr))

_ /ot f1(s,x(s),y(s))ds — Z I (2(te), y(te))

tp<t

by
a1 + bl

Z L1 (@n (), yn(tr)) — Tk (2(te), y(tk))]

[ 1105200 90() = i, (5), (5))] ds

a1+b

+/0 [f1(s,2n(5), yn(s)) — f1 (s, 2(5),y(s))] ds

+ > [k (@n(te), yn(te)) — T (2(tr), y(te))]

Alors
| Ay (20, ) (8) — Ay (z,9) (1) |< - +b1 / 105, 2 (8), yn(8)) — f1(s, 2(s), y(s))| ds
alibl Zu” (@n(t), yn(t)) — Tog (2(te), y(t)]

UG (8),0n(5)) = (s, 2(), 0(s)) ds
+ D 1Tk (@ (te), ya(t)) — T (2(t), y(t))|

k=1

:(afhh+&)éﬁﬁ@wdﬁwd)) fi(5,2(5), (s))] ds
+ ( a, + by ) [k (20 (t), yn () — Log (2(te), y(tr))|
:<ay+h )L/|ﬁsxn)yd)) fi(s, 2(5), u(s)) | ds

P
+ D Mk (@n(te), yn(tr)) — Tip (2(te), y(tr))]
k=1
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Donc

1) = A1 e < (|21 ) | [ 10605 = Aot o)) s

a, + by

Dk (@ (tr), yn(tr) — Die (2(te), y(tr)|

k=1

Puisque fi, I , (k=1,...,p) sont continus, alors
105, 20(5),5(5)) — £1(5,2(), ()| — 0, quand n —> +oo

ul,k (xn(tk)a yn(tk)) - [l,k (m(tk)a y(tk))’ —0 ) quand n — +00
et par suite

| A1 (zn, yn) — A1(z,9)||pc — 0, quand n — +o0

De méme, on montre que
|’A2($myn) - A2($,y)HPC — 0, quand n — +o00

e A est un opérateur compact

Soit D un ensemble bornée dans PC (J,R) x PC (J,R), alors il existe M > 0
tel que
lzllpc <M et [lylpc <M

Notons que

[2(t)] < sup [x(t)] = ||zllpc < M et |y(t)] < sup [y(t)] = [lylpc <M
te[0,T7] t€[0,T

Par suite, et d’apres les hypotheses (H;) et (Hz), on a
pour tout (z,y) € D,i=1,2

it (), yO)] < (L4 1) M+ i = M; Vet At k=1, p

ik (2(te), y(te)| < (rig + Fin) M +vig = Ciy, k=1,....p
(i). A(D) est uniformément bornée, en effet, on a V(z,y) € D
|A (z,9) [[poxpe = || (Ai(z,y), A2(z, ) | Pexpe

= [[Ai(z, y)lpctlA2(z, y) | pc = sup | Ai(z,y)(t) | + sup | As(z,y)(?) |
te[0,T] te[0,T]
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Et on a
P
a0 = | o = ([ (500606t + 32 D). o))
+/ Filo2(s).ylo))ds + 3 T (v ),y(tk))|
T b
< e s s ys) st — 1), y(t)|
[ Ui, 2(8), w)l ds + 3 1 (elts). ()
aq T
< | | [ s a(s)p()] dst kzlulku 0, (t)|
T p
[ UG () yls) ds + 3 1 (a(te) (b))
k=1
b T
= (] ) [ e
i 1) S I (elte), (e
(o 1) s o)
o 1) [ M 1Y c
- al—l—bl a1+b1 + /0 165 + CL1+b1 + Z Lk
P
- CL1+bl <a1+b1 +1> (TMI_F];Cl’k)
Alors
— . z
|A1(z,v) || pc 77&2}3}’;] | Ay (z,y)(t) |< p—— —i—( o b +1> (TMl —l—kz:;CLk) (3.10)
De la méme méthode, on a
e gllre = s | Asrao) <[ 225 (|2 1) (T4 3 o) 3

Donc, V(z,y) € D

1A (z,y) [[poxpe = [[As(z, y)llpe + [|A2(2, )l po

R T B T +1 TM+ZPjC
“lag + b as + by a1+b1 ' k=1 o
P
1) {TM- C
() (P o)
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(ii). A(D) est quasi-équicontinue dans J, en effet, on a

V711, T2 € Jtk—1,tk] , (x,y) € D, on suppose que 1, < T
[A (2, y) (1) — A2, y) (12) IRz = || (A1(@, y)(71), A2z, ) (11)) — (Ai (2, y)(72), A2(2,y)(T2)) ||r2

= || (As(z, y)(11) — As(2,y)(72), Az(2, y)(11) — Aa(z,y)(72)) |2
=| Ai(z,y)(11) — Ai(2,y) (1) | + | Az(z,y)(11) — Aa(z,y)(72) |

On a
| Av (z,y) (1) — A (2, ) (12) |[=

52! by T
B d
ar + by a1+bl/ fi(s,2(s),y(s))ds

g ((t), y(t) / d
al—i—blzlk k), y(tk)) + Ji(s,z(s),y(s))ds

(651

+ > Lk (x(te), yltr) —

t<T1 ax + bl

by /Tfl(s,x(s) y(s))ds+

+
a1+b1 0

lek y(tr))

a1+b1

_ /OT2 fl(s,x(s),y(s))ds — Z [l,k (:C@k)vy(tk))

<72

(s,z(s),y(s ds—/TQflsazs) y(s))ds

— / fi(s,z(s),y ds+/ fi(s,z(s),y(s))ds

=/ fi(s,z(s)

[ fils.a(s).y(s)ds

S /Tl MldS
T2

= M, |7'1 - 7’2’

IA

Donc

| Av (z,y) (1) — A (2,9) (72) [< My |1 — 7o

De méme, on montre que

| Ay (2,y) (1) — Az (2,9) (12) [ Ma |71 — T
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Ainsi

Ve > 0,36, = Mi tel que, si | 1 — 7o |< 0y alors | Ay (z,y) (11) — A1 (z,y) (1) |< g
1
De méme

Ve > 0,30 = Mi tel que, si | 1 — 72 |< d9 alors | Ay (z,y) (1) — Az (2,y) (12) |< %
2

Donc

Ve > 0,3 = min {6, E} tel que, si | 71—y [< 0 alors ||A(z,y) (11)—A(x,y) (12)||re < €
M, M,

]

Remarque 3.1. Notons que la compacité de ['opérateur dans la Proposition 3.1, peut étre

établit sous les hypotheses plus faibles suivante :

(H*1) 1l existe des constantes positives l;, l;, telles que :

Pour tout (u,v) e R*t € J it #t,k=1,...,p, i=1,2,0na
|fz (t,u,v)| <1 |u| +l~i|v|

(H*3) Il existe des constantes positives r;, Tiy, telles que :

Pour tout (u,v) e R*  k=1,....p, i=1,2, ona

[T (u,0)| < 7o |ul + o |v]

3.3.1 Premier résultat : Existence

Théoréme 3.1. On suppose que f;: J X R* — R, et I, : R? — R
(1t = 1,2, k = 1,...,p) sont des fonctions continus, sous les hypothéses (Hy) , (Ha), le

probléme (S.I) admet au moins une solution, pourvu que
p

<1+ ) (Tl+Zal,k>+<1+
k=1

| = max {ll, ll} , | =max {lg, lg} o1 =max {r g, Tk}, 0ok =max{rox, Tox}

by
a) + bl

by
as + b2

) (Ti+ iam) <1 (3.12)

k=1

Ou

Preuve. Rappelons d’abord que d’apres le Lemme 3.2, les solutions de (S.I) sont les points
fixes de 'opérateur A définit par A(x,y) = (A1(z,y), A2(x,y)) et Ay, As définit par les deux
équations (3.8)-(3.9)

La preuve du résultat d’existence formulé dans le Théoreme 3.1 est basé sur le théoréme
Schaefer
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Soit
(ry) = M(z.y) Ae 01 (3.13)
On a, pour chaque t € [0, 7]
M) 0) 1< | B T I (s as) ) st | 2| S AT (o) )
1Y = oy + by a1+ byl Jo 15, Y a1 + by P 1,k k), Yllk

+1A”Af1@7x@)ﬁms»|ds+-§:’Ah$($@k%y@k»‘

tp<t
aq
+
a + bl

Z|>\[1k s y(t))]

k=1

/OT IAf1 (s, 2(5),y(s))] d$+

Cl1+b1 1

[T (suas) ) ds + z Mo (k). y(t)|
+ (1 +
i (1 "

D’apres (Hy), (Hz), on a

a; + bl

>/|M}sx) y(s))| ds

CL1+b1

by
a; + by

+<1+

p
)z e 2t + e ()] + v

) S A (a(t), y(t)|

k=1

by
a, + b1

651

G1+b1

| A (2,9)(t) |<

) /OT {ll |z(s)| + I ly(s)| + ﬂl} ds

#(e]!

Cll—l-bl

Notons que
[z()| + ly()] < sup |z(@)]+ sup |y(t)] = [zlpc + lyllpc = I (z,9) lpoxrc
t€[0,T] t€[0,T]

Rappelons que

[ = max {ll, ll} , | =max {lg, lg} co1p =max {ry g, Tk}, 0ok =max{roy, fox}
Alors

b
ap + bl

(AL (2, ) (1) <

wih ( + |)Twu (@) [ rexre + ]

b p
+ <1 +|— > > lovell (@,9) | pexpe + vig]

aq + b1 b—1
1 p
= Tl +
ot h ) (4 S o)

by
ay + by

[+ ) e (14

) 50
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Donc
by P
MG, )le < | S| + 1 @) lrexee 1+ Ti+Y o
+ b aj + bl k=1
) (3.14)
+(1+ Ty +
() (e )

De la méme méthode, on montre que

Ma(a, ) e < | =22

o)

@) 14|t
x

,Y) llPexpPC s + by
by

p
T o +
s + by ) ( H2 ];VQ,k>

w14

En conséquence

H(ﬂ:, y)HPCXPC - ”)\A({L’, y)”PCXPC

= [[Ma(z,y)llpe + [[AM 2 (2, y) | po

<[ 1@ lenre (14 2 ) (71 S o)
by N 2
s —|—b ‘4‘“ x y)HPCxPC<1+| 2+b2><Tl+kz::laz,k>
(s O o () e )
ay + by = as + by =
by P O
e resre (14| 2] ) (70 o)+ (14 ) (174 S o)

b
aq + bl

aq

+—=22
ay + by

as + bo

_|_

p b p
(] (s a1 25 ) (s o)
k=1 az + by k=1

Ainsi, le réarrangeant des termes dans la formule précédente, donne
by

p b2 p
+{1+ Ty + +(1+ Ty +
atal () (e B (s ) (e )

1— <1 + b1 ) (Tl+§:1017k) - (1 + ) (TH;;@,,C)

Ainsi, les solutions de (3.13) sont bornés indépendamment de A, puisque de plus A est

[z, y)llPexpc <
651
ay +b1

(%)

as + by

compact d’apres Proposition 3.1 , le théoreme de Schaefer garantie alors ’existence, au moins

d’un point fixe de 'opérateur A.
O
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3.3.2 Deuxiéme résultat : Existence et unicité

Théoréme 3.2. On suppose que f;: J x R* — R , et I, : R* — R
(1 =1,2, k=1,...,p) sont des fonctions continus, sous les hypothéses (Hg) , (Hy), le

probléme (S.1), admet une seul solution pourvu que

([t ) (o o)+

N; = max {w;,0;} M;x =max{n, Mix} ,pouri=12

by
a; + bl

by

a2+b2

+ 1) <TN2 + zpj MM) <1  (3.16)

k=1

Ou

Preuve. Les hypotheéses (Hs), (Hy4) impliquent que
Pour tout (z(t),y(t)) e R:te Jt#t,k=1,....,p, i=1,2,ona
|fi (&, x(8),y(t) — fi (£,0,0)] < wi|z(t) — 0] + @i [y(t) — O] = w; |z ()] + @i |y ()]

Et pour tout (z(t),y(t)) e R*  k=1,....p, i=1,2,ona

| Tik (2 (i), y(t)) = Tik (0, 0)] < i [(ti) = Of + ik [y (te) — OF = i [ (i) + Tk |y (te)]

Un réarrangement des deux inégalités ci-dessus conduit a (Hy) et (Hz) avec

i = SElp |fi (¢,0,0)|, v = |1 (0,0)], ; = wi, I = @i, Tik = NiksTik = Nig , 1= 1,2
te(0

Ainsi, puisque (3.12) est valable, toutes les conditions du Théoreme 3.1 sont satisfaites.
Dong, le probléme (S.I) admet au moins une solution.

Soit maintenant (x,y) et (Z,7) deux solutions de (S.I) . On a pour chaque t € J
1z, y) = (&, 9) | pexpo = [|A(2z,y) = A(Z, 9) || poxpe

= || (Ai(,y), Aa(,y)) — (AL(Z, ), A2(T, 7)) [l Pexpe
= || (Ai(z,y) — A1(2,7), Ao(z,y) — A(Z, 7)) || Pexpe

= HAl (xay) - Al (jag) ”PC + HAQ (3379) - A2 (:Z'Jj) HPC

I e SN A R

+ A fi(s,x(s),y(s))ds + > Iy (x(te), y(tr))

tp<t

I SN CAR )
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_/Otfl(s,f ),0(s))ds — > L (% (t))
=P [ il (9,05 — o761, 565D ds
—&ﬁbl Z_: (1 ((tn), y(te)) — Tng (Z(tk), §(tx))]

Alors
A (2,9) () — Ay (3,9) (1) |< ib [ 1fils,2(5),u(s)) = Fi(s, 705, 3(5)  ds
. b+1 | 22 1 (0, wtw)) = T (), 0))
+ [T 11l (), 905)) — il 7(5), 75)) ds
+ z_: (L1 (2(tr), y(te)) — Dok (2(t), §(tk)))|
:(alﬁbl )/ (s, 2(5),5(s)) — fuls, 3(s), 3(s)] ds
+<a1b+1b1 +1>;ul,k<x< ) y()) — o ((t), 5(10))]

D’apres (Hg) et (Hy), on a

1) (0= A @) O] = (|25 1) [ anlols) = 20+ lo(s) - 701 s
(o 1) 32 o) 0]+ ) 00

Notons que Vt € J, on a

[z(t) — 2()|+[y(t) — 4(¢)| < sup |a(t) — Z(¢)[+ sup [y(t) — §(t)| = [z —Z[ pc + [ly — ¥l rc
te[0,T] te[0,T]

= ” (35 -2,y —9) HPC><PC

= [1(z,y) = (2,9) [ poxpo
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Rappelons que

Ny = max {w;, @;}  M; ), = max {ny, fix} ,pour i =1,2

Donc
L b o
| Ax (z,y) (1) — A1 (2,9) (1) < |+ 1) TN| (2, 9) = (&,9) | poxpe
ar + by
|0 ) S M - @9l
a, + by Pt 1,k Y »Y) llPCxPC
by o P
= +1 || (x,y) - ($)y) ||PC><PC TNl + Z Ml,k
a, + b1 =
En conséquence
L by s P
141 (z,y) — A1 (2,9) [lpe < +1) | (z,9) = (7 9) |l poxpe [ TNy + 3 My,
a+b k=1

(3.17)

De la méme maniere, on a

I420.) = A2 .0) e < (| =25 1) 1) = @) e (T80 + 3 0 )
o @as)

Alors
|(z,y) — (Z,9)||pcxpPc

<[ (|52 + 1) (e o) +

k=1
Ainsi, le réarrangeant des termes dans la formule précédente, donne

by
ao + b2

b
ap + bl

#1) (T3 > Mo )| 1) ~(2.) Irere

k=1

by " by r -
1— 1) | TN M — 1) TN M. —
[ <a1+b1 + > ( 1+k§1 17’“) <a2+b2 + ) ( 2+k§1 2k || 11 (2, 9)=(Z,9) [ Pexpc
<0
Ainsi, la condition (3.16) assure que || (z,y) — (Z,9) ||[pcxpc = 0, ce qui implique
(x,y) = (Z,7). Alors le probleme (S.I) admet une seule solution .
[l
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3.4 Application a une classe d’équations différentielles

impulsives du deuxieme ordre

A titre d’application, nous allons dans cette section, employé 1’étude précédente pour
tirer des résultats d’existence pour une classe d’équations différentielles impulsives d’ordre 2
avec condition aux limites anti-périodique.

On considere 1’équation différentielle impulsive du deuxiéme ordre suivante

u’(t) + f(t,u(t)) =0 te Jt#te,k=1,...,p

Au(ty) = u(ty) —u(ty) = I (u(ty), k=1,...,p
(P)3 AW (t) =/ () — /() = Je (u(ty)), k=1,...,p

u(0) +u(T)=0
w'(0)+u/(T)=0

Dans ’étude du probleme (P), nous aurons besoin de supposer quelques hypotheses utiles

pour obtenir les résultats visés.
e Hypotheses

(Hs) 1l existe des constantes positives L, R, telles que :

Pour tout v e Rt € J it #£t,,k=1,...,p,on a
|f(tv) < Llv|+ R

(Hg) 11 existe des constantes positives [k, Bak, Y1k, Yok » telles que :

Pour tout v e R,k =1,...,p, on a

[T (V)| < B |v] + 71k
|Ji (V)| < Boge |v] + Yok

(H7) 1l existe constante positive m, telle que :

Pour tout u,v e Rt € J,t #t,,k=1,....,p, on a
|f(t,u)—f(t,v)| Sm‘u_v|

(Hg) 11 existe des constantes positives p; x, pax, telles que :

Pour tout u,v e R,k =1,...,p, on a

[ (u) — I, (v)| < prg|u— v
| (u) = Ji (V)] < pop|u — v
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Nous commengons par réduire le probleme (P) a un systéme de deux équations différen-
tielles impulsives d’ordre 1

Pour cela, posons :

U=z
utu=uy
Ainsi, (P) est équivalent &
x’(t):y(t)—x(t) ,tEJ,t?étk,k’:L...,p
y'(t) = y(t) = F(tx(t)) teJtFtk=1,..p

z(0)+2(T)=0
y(0) +y(T) =0
avec F(t,x(t)) = f(t,x(t)) + x(t) et Hp(z(tr)) = Ji(x(tr)) + L(z(ty)), k=1,...,p

Le premier résultat d’existence, est formulé dans le théoreme suivant.

Théoréme 3.3. On suppose que f, Iy, Ji , (k=1,...,p) sont des fonctions continues, sous

les hypotheses (Hg) ,(Hg), le probléme (P) admet au moins une solution, pourvu que
p 3 p
3 (T +> Bl,k> +3 (TL +3 Bg,k> <1 (3.19)
k=1 k=1

Preuve. La preuve de ce théoreme est basé sur le Théoreme 3.1

En effet, avec

filts x(t), y(t) = y(t) — x(t)
falt, x(t), y (1)) = y(t) — F(t,2(1))

et
Log(x(te), y(te) = Te(x(te)
L(z(tr), y(tr)) = Hi(z(tk))
Puisque f, Iy, Ji, sont continues, il est clair que f;, I;x, ¢ = 1,2,k =1,...,p, sont conti-
nues

De plus, on vérifie sans peine que les hypotheses (Hg)-(Hg) impliquent (H;)-(Hsz) avec
h=h=lh=1letfipg="For=m=0lb=L+1,pu=R =Pk, k= Nk
Tok = Pk + Bok » Vo = Y1k + Y2 - De plus, la condition (3.19), conduit a (3.12 ).
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Systéme de deux (EDI) a valeurs aux limites non-périodiques et application

En conclusion, toutes les conditions du Théoréme 3.1 sont remplit. Par suite (S) admet

au moins une solution, qui n’est autre qu’'une solution de (P)
O

Le théoréme suivant fournit un résultat d’existence et d’unicité du probleme (P).

Théoréme 3.4. On suppose que f, I, Ji , (k=1,...,p) sont des fonctions continues, sous

les hypothéses (Hz) ,(Hg), le probléme (P) admet une seule solution, pourvu que

p 3 P
3 (T +2. Pm) +3 (Tm +> p2,k> <1 (3.20)
k=1 k=1

Preuve. La preuve de ce théoreme est basé sur le Théoreme 3.2

En effet, avec

f1<t,$(t),y(t)) = y<t) - I<t>
fo(t, x(t), y(t)) = y(t) — F(t,2(t))

et
Log(x(te), y(te) = Te(2(te)
Le((tr), y(te)) = Hi(2(tr))
Puisque f, Iy, Ji, sont continues, il est clair que f;, [;x,7 = 1,2, k =1,...,p, sont conti-
nues

De plus, on vérifie sans peine que les hypotheses (Hz)-(Hg) impliquent (Hs)-(Hy) avec

wy=wy =Wy =1, T =7Tor=0,ws=m-+1, 0= pir, Mo = Pk + p2i -De plus,
la condition (3.20), conduit a (3.16).

En conclusion, toutes les conditions du Théoréme 3.2 sont remplit. Par suite (S) admet

une seule solution, qui n’est autre qu’'une solution de (P)
]
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous abordons la question d’existence des solutions pour les équations
différentielles impulsives, soumise a différent types de conditions aux limites. L’approche
employé dans ce travail est basé sur la théorie du point fixe.

Quelques résultats d’existence pour les équations différentielles impulsives du premier ordre
avec conditions aux limites périodiques, et qui sont connus dans la littérature, sont exposés
avec plus de détail dans la premiere partie de ce travail.

Dans une deuxieme partie, nous explicitions d’autres résultats qui existent aussi dans le
cas vectoriel, apres les avoir adapter a un systeme de deux équations différentielles impulsives
avec conditions aux limites non-périodiques. A titre d’application, nous tirons des résultats
d’existence pour une classe d’équations différentielles impulsives du deuxiéme ordre a valeurs

aux limites anti-périodiques.
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Résumé

Dans ce mémoire, nous traitons la question d’existence des solutions pour les équations différentielles
impulsives : (EDI), soumise a différents types de conditions aux limites. L’approche employée dans ce
travail est basé sur la théorie du point fixe.

La premiere partie de ce travail est une lecture détaillé de quelques résultats d’existence, connus dans
la littérature mathématiques, consacrés aux (EDI) du premier ordre a valeurs aux limites périodiques.
Dans une deuxieme partie, nous présentons d’autres résultats d’existence, aussi existant, mais sous une
forme différente et avec une légere généralisation. Ceci est en explicitant des résultats obtenus pour
des (EDI) a valeurs aux limites non-périodiques et avec une seule impulsion dans le cas vectoriel, apres
les avoir adapter a un systeme de deux (EDI) avec plusieurs impulsions. Cette adaptation, et a titre
d’application, nous a permis de tirer des résultats d’existence pour une classe d’(EDI) du deuxiéme
ordre a valeurs aux limites anti-périodiques.

Mots clés : Equations différentielles impulsives, conditions aux limites, existence de solution, point
fixe.
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Abstract

In this memory, we deal with the question of existence of solutions for impulsive differential equations :
(IDE), subject to different types of boundary conditions. The approach used in this work is based on
fixed point theory.

The first part of this work is a detailed reading of some results of existence, known in the mathematical
literature, devoted to the (IDE) of the first order with periodic boundary conditions. In a second part,
we present other results of existence, also existing, but in a different form and with a slight generaliza-
tion. This, is by explaining results obtained for (IDE) with a single impulse and non-periodic boundary
conditions in the vector case, after having adapted them to a system of two (IDE) with several impulses.
This adaptation, and as an application, allowed us to derive existence results for a class of second-order
(IDE) with anti-periodic boundary conditions.

Keywords : Impulsive differential equations, boundary conditions, existence of solution, fixed point.
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