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Résumé

Certains calculs effectués sur I’hypothese de Riemann et en particulier, la
vérification que les zéros appartiennent a la ligne critique et I’extension de la
région sans zéro sont utiles pour obtenir de meilleures estimations efficaces
des fonctions classiques de la théorie des nombres qui sont étroitement liées
aux zéros comme (), ¥(z), m(z) ou le k — iéme nombre premier py.

Abstract

Some computations made about the Riemann Hypothesis and in particu-
lar, the verification that zeroes belong on the critical line and the extension of
zero-free region are useful to get better effective estimates of number theory
classical functions which are closely linked to zeroes like ¥ (x), ¥(zx), 7(x) or
the k' prime number py,.
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Notations

Dans ce mémoire nous utiliserons les notations suivantes :

U(x)
Y(x)
m(X)

s=otit
F(s)
S(s)

¢(s)

f(x) = o(g(x))

f(x)=0(gkx))

un entier positif,

le k-iéme nombre premier tel que p; =2, p, = 3
I'ensemble des nombres premiers

désigne le logarithme Népérien.

désigne la partie entiere du nombre réel x.

désigne la fonction de Tchebychefon a : ¥(z) = Z In(p) pour x > 0

p<z

désigne la fonction de Tchebychefon a: ¢(x) = Z pour z > 0

pe <z ln(p)
désigne la fonction qui compte le nombre de nombres premiers plus petits que =,
ona

m(x) = Z 1 ,pourz >0

p<z

désigne un nombre complexe
: désigne la partie réelle de s tel que :R(s) = o.
désigne la partie imaginaire de s tel que (s) = t.

désigne la fonction zéta de Riemann on a :

1
C(s) =>_,°, — pour R(s) > 1 Pour deux fonctions réelles f et g,
nS

signifie que f est asymptotiquement équivalente a g, autrement dit

lim £2) —1
00 9()

si et seulement si, pour tout nombre réel strictement positif e, il existe un nombre
réel xg , tel que I'on ait,

Vo > wo,  [f(2)] < €lg(x)].

Si et seulement s’il existe deux constantes o et C > 0, tel que on ait

Vi > wo,  [f(2)] < Clg(x)]

i
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> f(x) =g (x)

siil existe zp > 0,eta > 0etb > 0tel que:

Vo > xg,af(x) < g(x) <bf(x).

désigne le logarithme intégral,on a :

1—e dt T
Li(z) =1 — + Li( 0 Li(2) = 1.045...
i(z) 1m(/0 0 /+€1nt / 1nt+ i(2) ou Li(2) 045...,

il



Introduction

La théorie des nombres est une branche des mathématiques pures qui traite des
propriétés des nombres en général et des entiers en particulier, et a également une
histoire tres longue et variée dans laquelle certains des plus grands mathématiciens
de tous les temps, tels qu'Euclide, Euler et Gauss, ont apporté des contributions si-
gnificatives a cette discipline.

La théorie moderne des nombres est divisée en sous-sujets tels que la théorie des
nombres premiers, la théorie algébrique des nombres, la théorie analytique des
nombres, la théorie géométrique des nombres, la théorie probabiliste des nombres,
et de nos jours la théorie des nombres est considérée pour ses applications en cryp-
tographie et en échange sécuris¢ d'informations.

Un changement significatif dans ses applications s'est produit au milieu des années
1970, et avec des progres technologiques importants, I'avéenement des ordinateurs
numeériques et des communications numériques a révelé que la théorie des nombres
pouvait apporter des réponses inattendues aux problemes du monde réel, en méme
temps que les améliorations de la technologie informatique permettaient de faire
des progres significatifs dans I'analyse de grands nombres, la détermination des
nombres premiers, le test des conjectures, la résolution de problémes numériques
considérés comme insolubles , et ce que nous avons mentionné plus tot est ce qui
nous a incités a présenter une étude sur certaines fonctions importantes de la théo-
rie des nombres, telles que les fonctions de Tchebychef ¢ () et () et la fonction
qui compte les nombres premiers pi(x) et p; Qui détermine le nombre initial de
rang k , ce qui rend ces fonctions importantes, c'est qu'elles étudient les propriétés
des nombres premiers.

Soit ¢(z) et J(z) des fonctions de Tchebychef définie pour x > 0; par ¢ (z) =

Inz

p’a
pr<x

V(x) = Z Inp, et w(z) la fonction qui compte le nombre de nombres premiers

p=z
inférieurs ou €gaux a x , on désigne par py le £ — 1iéme nombre premier .

Dans ce travail ; nous €tudions des minorations et des majorations plus précises
pour les fonctions de Tchebychef ¢(z), J(x).

I1 est utile d'avoir des encadrements explicites dans le theoréme des nombres pre-
miers. Rosser

( cf [18,19] ) a développe une méthode analytique qui combine une vérification

v
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numérique de I'hypothése de Riemann avec une région sans z€ro et des estimations
explicites de certaines fonctions théoriques des nombres.
Le théoréme des nombres premiers donne les estimations :

Y(z) =24+ 0(z) z+— +00

Cette formule équivalent a :
pour tout € > 0 il existe =, = z,(€) tel que

V(z) — x| < ex pour x>z

ou
|U(z) — x| < ex pour x> xy.

Sous 1'hypothese de Riemann (RH), Schoenfeld ( cf [23] ) donne des résultats in-
téressants et les résultats ne sont pas aussi précise et dépendent de la connaissance
de la fonction Zéta Riemann .

Ce mémoire est bassé sur certains resultats connus et les travaux les plus importants
sur les résultats efficaces ont ét€ montrés par Rosser et Schoenfeld ( cf[20, 21, 23]
), Robin (¢f[16] ) & Massias ( cf[12] ) et Costa Pereira ( cf[13] ). Les preuves des
estimations de v(x) dans ( c¢f [21] ) sont basées sur la vérification de I'hypothése
de Riemann a une hauteur donnée et une région explicite sans zéro pour ((s) dont
la forme est essentiellement que le classique de De La Vallée Poussin, Rosser &
Schoenfeld ont montré que les 3 502 500 premiers zéros de ((s) sont sur la bande
critique. Van De Lune et al [cf(11)] ont montré que montré que les premiers 1 500
000 000 zerros sont sur la bande critique Récemment, Wedeniwski( cf [24] ) puis
Gourdon( cf[19] ) parviennent a calculer les zéros de maniere parallele et prouvent
que I'hypothése de Riemann est vraie au moins pour les 10'® premiers zéros non
triviaux,

Dans le premier chapitre de ce mémoire , nous avons rappelé quelques notions
de la théorie des nombres premiers : les définitions des fonctions 7(x) , J(x) , la
définition de la fonction Zéta ( de Riemann ainsi que les formules de sommations
d'Abel et d'Euler .

Nous avons fait dans le deuxieéme chapitre sur 1’explication de la preuve de cer-
taines théories de fonctions de Tchebychef qui prouvées par Pierre Dusart parmi
eux :

1

36260
T
In® x

V(x) —x <

x pour x>0,

[U(x) — x| <0.2 pour x>0
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Nous appliquons ces résultats sur le k& — iéme nombre premier py, et ¥(py).

Dans le troisiéme chapitre, nous sommes consacré sur la comportement asymp-
totique de 7 () sous divers hypothéses sur le p; et ¥(x) . et nous présentons et dé-
taillons les démonstrations des résultats aux encadrements de 7(x) da a P.Dusart

(1+ ! )<azso0 w(T) <pm1
Inx Inx’—"~

).
Avec quelques précisions sur ces résultats .
Enfin nous terminons cette étude par conclution et un annexe représenté par des
tableaux que nous avons utilisées pour prouver les théories présentées par les cal-
culs numériques .

1.2762
Inx

a a
E(H

vi
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8 Chapitre un : Rappels de qulelques définitions et résultats

1.1 Fonction arithmétiques

Définitions 1.1.1 : Une fonction arithmétique est une application de N a valeurs dans C.
Définitions 1.1.2 On dit qu'une fonction arithmétique f est multiplicative, si pour tous m et n en-
tiers positifs premiers entre eux on a,

flm-n)=f(m)-f(n) et f(1)=1

On dit qu'elle est complétement multiplicative si pour tous m et n entiers positifs on a,

fm-n) = f(m) - f(n) et f(1)=1

1.2 Formules de sommation d’Abel et d’Euler

La formule de sommation d'Abel est le procédé consistant a transformer une somme finie de
produits de deux termes en faisant apparaitre les sommes partielles de I'un des deux facteurs de ce
produit.

Théoreme 1.2.1 (Identité d'Abel)
Soientxz,y € Rtelsque 0 < y < z, soit «(n) une fonction arithmetique et f une fonction de classe
C' on pose,

A(t) = a(n),t > 0.(A(t) =0, pourt < 1)

n<t

alors ,

S a(n)f(n) = A2)f(2) — A@) S (y) - / T ()

y<n<z

Démonstration(cf[31])
Corollaire 1.2.1 Soient z,y € R tel que 0 < y < x etf une fonction de classe C! sur [y, x] alors,

> ) = lalf @) - s ) - [ £ (1)t (L1)

y<n<z

Démonstration
En prenant a(n) = 1 dans le théoréme 1.2.1 on obtien

A)y=>"1=> 1=t

n<t n<[t]

I'identité d'Abel implique alors la formule (1.1).
Théoréme 1.2.2 (Formule de sommation d'Euler) Soient z,y € R tel que 0 < y < z etf une
fonction de classe C! sur [y, x] alors,
> s = [ s+ [ =)@+ -5 - (o] - 2@

y<n<z Y Y

preuve :(cf[25])




9 Chapitre un : Rappels de qulelques définitions et résultats

1.3 Les fonctions J(x) et w(x)

Soit x un nombre réel strictement positif et p un nombre premier
Définition 1.3.1 La fonction de Tchebyche ¥(x) est définie pour x > 0, par :

Zlnp

Définition 1.3.2 La fonction 7(z) compte le nombre de nombres premiers plus petits que z, autre-

ment diton a :
=> 1

p<z

1.4 Le théoréme des nombres premiers.

En 1896, Hadamard et de la Vallée Poussin, ont démontré pour la premicre fois indépen dam-
ment l'un de l'autre le théoréme :
Théoréme 1.4.1 Lorsque x tend vers l'infini on a :

T
7'('(.1') ~ E

Preuve.(cf.[26]et[27])
Théoreme 1.4.2 Les assertions suivantes sont équivalentes,

(1) m(x) ~ ﬁ lorsque x* — 400
(7))  Y(x)~x lorsque x —> 400
(1ii)  pr~klnk lorsque k — 400

Ce théoréme est une conséquence du théoréme suivant :
Théoréeme 1.4.3 pour z > 2 on a,

(1)  Ix)= 7r( )lnx— x@dt (1.2)
(i1)  m(z) j; . 2 (1.3)

Démonstration. (cf[28])
Théoréme 1.4.4

lnx

(i) Y(pr) > klnk pour tout & > 13, (ef[20])
(i)  I(px) > k(Ink +1Ingk — 1) pour tout k£ > 5106, (ef[12])
(1ii)  Y(pr) > k(lnk +1Ingk — 1+ lnik—k_c) , ¢ =2.145 pour tout k > 3, (cf[12])
(v) V(pr) < k(lnk+1Ingk — 1+ lnﬁ—k_Q) pour tout &k > 198, (cf[20])
(i)  Hpr) < k(Ink + Iny k) pour tout &k > 3. (cf[12])




10 Chapitre un : Rappels de qulelques définitions et résultats

1.5 La fonction zéta de Riemann

Soit s = o + it une variable complexe telle que o = Re(s) > 1, alors la série
~+00 1
n=1 n?

est absolument convergente En effet, la valeur absolue de son terme général est égal a,

qui est le terme général d'une série de Riemann convergente pour Re(s) = o > 1
Définition 1.5.1 On appelle fonction zéta de Riemann et on note ((s) la somme de la série conver-
gente,

[e. 9]

C(s) = Z %, pour Re(s) >1

n=1

1.6 L’hypothese de Riemann

L'hypothése de Riemann est une conjecture formulée en 1859, par le Mathémation Bernhard
Riemann. I1 a conjecturé que les zéros non triviaux de la fonction zéta de Riemann ont une partie
réelle égale a § .

Cette conjecture posséde des conséquences importantes en théorie analytique des nombres. Plu-
sieurs résultats dii a Schoenfeld (c¢f[23]) sont démontrés sous cette hypothése parmi ces résultats
nous citons le :

Théoréme 1.6.1 . Sous I'hypothése de Riemann on a,

1
|m(x) — Li(x)| < S—ﬁlnx, pour x> 2657
T
Théoréme 1.6.2 . Sous I'hypothese de Riemann on a,

1
10(z) — 2| < 8—\/5(11130 —2)lnz  pour x> 23.10°
™

1
[0(x) — x| < 8—\/Eln2x pour z > 599
™

Plusieurs autres résultats ont ét¢ démontrés sous I'hypothese de Riemann.
Théoréme 1.6.3 .
pour o > 1

10
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12 Chapitre deux :  Estimation des fonctions (x) , ¥(x) et py

2.1 Introduction

Soient k£ un entier positif, z un nombre réel positif et p;, le £ — iéme nombre

premier. Soient ¥J(x) et 1(x) des fonctions de Tchebychef, 7(z) la fonction qui
compte le nombre des nombres premiers inférieurs ou égaux a .
Dans le chapitre 2, nous avons étudié la déffirence ¢(z) — ¥(z) pour obtenir 1'es-
timation de la déffirence ¥(z) — « en utilisant la définition de ¢ (x) et quelques
des inégalité classique sur 7(x) ont été démontré par J . B . Rosser et L . Schoen-
feld dans [9] . Dans ce qui suit nous intéressons aux encadrements explicites de
Y(px) lorsque py, est la suite des nombres premiers grace aux travaux des G . Robin
(cf[4]) et P. Dusart (cf[1]) . Nous reprenons ces résultats et nous détaillons leurs
démonstrations. Dans (cf [1]) P. Dusart ont prouvé que.

12



13 Chapitre deux :  Estimation des fonctions (x) , J(x) et p;

2.2  Sur la différence ¢ (x) — J(x)

Comme la sommation ¥(27) = 0, ( 2.1) se termine par

Lln(z)J Ll“(z)J

In(2) In(2)

Y)= > O(ak) =9(@) +I(Va) + Y b

k=1 k=3

2.2.1 Des bornes inférieures.

Théoreme 2.1.1. nous avans ,

2V < p(x) —9(x) pour 121 <o <10
(x) —I(z) <2+ 323 pour 0 <z <10

Proposition 2.1.1. Pour x > 121, nous avons
0,9999z < 9(x) — I(x)
Preuve. Par le théoréme 2.1.1 , (2 .1) est vérifié pour 121 < x < 10, ou
0,9999z < v < (x) —9(x) pour 121 <z <10

Maintenant de 1’identité bien connue

nous en déduisons

ce qu’implique (2.3) avec (2.2) on a,

Y(z) = 9(x) +p(a) + Y I(a7)

k>1
alors , ) 1
Y(a) = I(w) = Pp(x2) + Y O(x7)
k>1
donc ,

et nous avons , )
I(z) >z — 222 pour 1423 <z <108

donc nous trouvons ,
W(xs) >z — 26 pour (1423)* <z < (10%)?
et on a pour z > e%,

b(VT) > VT — ep/T = (0,9999 4+ 0,0001)v/Z — e/
= 0,9999/7 + (0,0001 — &,)/z

(2.1)

13



14 Chapitre deux :  Estimation des fonctions (x) , ¥(x) et py

de (2.5), (2.6) nous obtenons
W(VT) + 9(z5) > 0,9999v/Z + (0.0001 — ,)v/Z + /x — 23
ou ¢, peut étre trouvé dans le tableau 4.3 ( ou le tableau p.358 de [cf(23)]). On vérifie
(0,0001 — €,)v/Z + /7 — 25 > 0

pour 100 < z < €% par intervalles (on utilise b = 18,42, 20, 22). Pour y < €%, le tableau (4.3)
donne ,
| ¥(y) — y |< 0,00007789y (2.8)

et nous avons
U(x) —I(z) < 1.426202"%  pour x>0 (2.9)

par utiliser (2.8) et (2.9) trouvons
| 9(y) —y [<| vy) —y | + | ¥(y) —I(y) |< 0,00007789y + 1.43\/y < 0.00009y
donc
y — 0.00009y < ¥(y) < y + 0.00009y
0.9999y < Y(y) < 1.00009y
Pour z > €%, on applique le résultat précédent avec y = / pour obtenir
| ¥(z) — 9(x) |> (V) > 0.9999z

2.2.2 Des bornes supérieures.

Lemme 2.2.1. Pour z > 0, nous avons
W(x) — I(z) — (/) < 177774523 (2.10)
Preuve. Pour z > 0, nous avons ¥(z) < 1,000081z d'aprées (¢f[23]) p .366.On a,
l1g L1g

> 9(at) < 1.000081 Yk
k=3

k=3

< 1.000081 (x5 + (LE—;J — 4)zh)

<1.22% pour x> (10M)?

Pour les petites valeurs, nous avons (2.12) par calcul direct (la valeur maximale atteint pour x
=2401).
Proposition 2.2.2. Pourz > 0,

Y(z) —9(x) < 1.00007/x + 1.78/x
Preuve. par utilise (2.12) et Proposition 5.1 on trouve ,
W(x) — I(z) — 9(/T) < 1.7774525
W(x) — 9(x) < O(v/x) + 17823

et
9(z) < 1.000027578x
9(vz) < 1.00003+/z

alors ,
Y(z) —9(x) < 1.00007y/x + 1.78/x

14



15 Chapitre deux :  Estimation des fonctions (x) , J(x) et p;

2.3 Limites utiles .

Corollaire 2.3.1. Nous avons :

z/lnx < w(x) pour x> 17, (2.11)
m(x) < 1.25506z/Inz  pour x> 1, (2.12)
propsition 2.3.1
pr < klnpy pour k>4, (2.13)
Inpy <Ilnk+1Ingk+1 pour k>2. (2.14)

Preuve. en remplagant x par py dans la corollaire 2.3.1 on (2.13)

z/Inz <7w(x) pour x> 17,

pe/Inpr < m(py) pourk >4
pr < klnp, pourk >4

D’apres le théoreme 3 de [¢f(20)], nous avons pr < k(lnk +Ing k + 1 — 1/2) donc py, < ekInk
pour k> 2.

2.4  Sur la différence J(z) — x

Proposition 2.4.1.9(z) — = < x pour x>0.

36260
Preuve. D'aprés le tableau ( 4.4 ) , nous avons ¥(z) < x pour 8 - 10! . Avec (2.1) et pour

8- 10" <z <e®ona,

I(z) < (x) —0,9999/x(1,00002841 — 0,9999/ve?)x < 1,00002758z.
en prenant eog tel que eag < 0, 00002224.
Théoréme 2.4.1. Nous avons

x
| zx) —x ’< Moy o Pour >z, (2.15)
avec
k{0 1 1 2 2 2 2
e |1]1.2323|  0.001  [3.965| 0.2 0.05 0.01
e |1l] 2 908994923 | 2 [3594641|122568683|7713133853

et

E| 3 3 3 3 4
M, |20.83| 10 1 0.78 1300
T | 2 3232189967803 158822621 | 2
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16 Chapitre deux :  Estimation des fonctions (x) , J(x) et p;

Preuve. Nous utilisons les estimations de | ¢(z) — = | avec Proposition (2.2.2). En particulier
, on peut choisir 7, = 0,05 car

0.00006788 + 1.00007 /v 1011 + 1.78/(10)%/3 % 262 < 0.04809

On obtient les Tableaux 4.4 et 4.5 pas a pas jusqu'a b = 5000. Pour chaque ligne, la valeur est
valable entre b; et b;; 1 Il faut donc choisir par exemple , 1, = 4.42F — 3 devrait étre choisi pour
x> e32,

En utilisant Théoréme 1.1 sur ( cf[7] ), nous avons 7, > /8/7(y/In(xg)/R)Y/? . e~ VIn(@o)/R) .
In"(x4) on obtenir pour  >= 27 = exp(5000),

no = 1.1967494479413249688148958471F — 12,
n = 0.000000005983747239706624940744792353,
12 = 0.0000299187361985331240372396176,

N3 = 0.14959368099626656235186198088,

Ny = 747.9684049633281175930990441.

Constantes spéciales :

pour z>1, < (1—=9(17))/1=(1-9(27))/2=1.

pour x>2, n < (11 —9(117))/11 - In(11) ~ 1.23227674

pour x> 2, 15 <(59-19(597))/59 - In*(59) ~ 3.964809

pour x> 2, n3 < (1423 —9(14237))/1423 - In*(1423) =~ 20.8281933

2.5 Quelques applications sur de théorie des nombres.

2.5.1 Estimations de 9(py) .

Proposition 2.5.1. On a un développement asymptotique de J(py) :
I(pr) = Li~t (k) + O(EY*1n®? k)
dont les derniers termes (cf[3]) sont

gk —2  Injk —Glngk + 11
Ink 21n* k

In} k:)
In k

I(pr) = k(lnk +1Ingk — 1+ )+ 0(

Remarque .On a,

ank:—Q

< _
I(pr) < k(Ink+Ingk — 1+ o

) pour k> 198

par Théoreme 1.4.4 .
Proposition 2.5.2.

Ins &k — 2.050735
Ink

1I12 k—2.04
Ink

O(pr) > k(Ink +Ingk — 1+ ) pour pj > 10"

P pg) > k(lnk—i—lmk —1+ ) pour pp > 107

16



17 Chapitre deux :  Estimation des fonctions (x) , J(x) et p;

Preuve. soit fz défini par

Inon —f

n»—)n(lnn—i—ann—l—l— ]
nn

)

Nous voulons prouver que ¥(p) > fg(n). On défini h, par h,(n) :=n(lnn + Inon — «).
Supposons qu'il existe « tel que py, > h, (k) pour kg . D'ou,

I(pe) = V(o) = Y, Ipn> Y Inha(n).

n=ko+1 n=ko+1

Ona f; <Inh, ,ou

1 _
fé:(n(lnn—i—lngn—l—i—%nﬂ))/
1 1 Ingn — Ingn —
=Inn+Ingn+ — + —— + — f_ 2 S i1
Inn  In“n Inn In“n
alors ,
Ingn—F+1 Ingn—pg—1
f/g =In g+ Inn a In*n
ainsi ,
fs <Inhg
donc,
1 — 1 1 —p—1
Inn+Ingn + mn=-ftl Imn 26 <In(n(Inn +Ingn — a))
Inn In“n
alors,

lngn—ﬁ—i—l_ann—ﬁ—l

<Inn+In(lnn+Ingn —a) —lnn —Inyn

Inn In’n
Ingn—F+1 Ingn—pg—1 Ingn — a
— <In(lnn(l4+———)) —1
Inn In’n < Inlnn(l + Inn )) ~ o
1 — 1 1 - -1 1 —
ton =l _Ian— Pl g en ey s
Inn In“n Inn
Ingn—pF+1 Ingn—pg—1 Inon —
— <Ihn(l+—— 2.16
Inn In®n <In(1+ Inn ) (2.16)
de (2.16) on a,
6] 6] 1 Inon  Ingn 1 Ingn — «
— > — — —In(l4+———
Inn ann_—'—lnn Inn  1n®n I1n®n n( + Inn )
16 1 1 Inon  Ingn 1 Inon — o
1— > — — —In(l4+———
lnn( lnk)_lnn Inn  In*n  In’n n( * Inn )
1 Inon —1 Inon — «
l1——)>1+1 ———— —In(l14+ ———)1
Bl lnk) = inen Inn n( + Inn ) nr
en placant n par k
In, £ — o Ing k—1
1-1/1 >14+Ingk—(1+ ———)Ink— ————. 2.1
BA=1/k) =14+ k= (14— ——)Ink - —— (2.17)

17



18 Chapitre deux :  Estimation des fonctions (x) , J(x) et p;

Pour v € [0.95, 1] et ¢ > 22, la fonction

Int — « Int—1

t+— (Int —tIn(1 + ; ) — .

)/(1=1/t)

est décroissant .
Par [6], on peut choisir & = ag = 1. pour k > €% | la valeur 8 = 2,048 vérifie (2.18).

Pour 71(10M) < k < €% 1a valeur 8y = 2,094 vérifie (2.18) . D'ou la minoration

1112]{3—50)'

> _
O(pk) > k(Ink+Ingk — 1+ E

Puis ,

k
> O(pg) — Ta
e > V(pr) — N2 E

par (2.17) et (2.15) , donc , py > hq, (k) avec,

Ing & — (Bo + 12)
Ink

Oélzl—

En divisant l'intervalle de k, on utilise différentes valeurs de v avec des valeurs adaptées de 7,. En
itérant le processus, on obtient 3 = 2,050735 pour k > k, = w(10'!) . Cette valeur de /3 vérifie

Dpry) = fo(ko) -
De la méme maniére, on obtient 3 = 2.038 pour &k > 10'° .

Proposition 2.5.3. pour k£ > 781,

Ino k — 2 B 0.782)
Ink In? k

O(pr) < k(Ink+Ingk — 1+

Preuve. On utilise le lemme 2.5.2 et le Lemme 2.5.1., ou

Ing k — 2 o
Ink In? k

O(pr) < (Ink +1Ingk — 14 ) Vk>ky et =0.78217325...

Lemme 2.5.1. Soit deux entiers kg, k et v > 0 réels. Supposons que cela soit pour ky < n < k,

Inpgn —1.95

pkgn(lnn+ln2n—1+ o ) (2.18)

Soit ,
Ing b —2 v
k) =k(lnk +1Iny k — 1 —
s(k) (Inf + In, + Ink ln2k)
et
f(k) =s(k) — (Ink+1Ins k+ 1)
si,
V(pro—1) < f(ko)

alors ,

U(pr) < s(k) pour tous k > k.

18



19 Chapitre deux :  Estimation des fonctions (x) , J(x) et p;

Preuve. Soit S, (n) une borne supérieure pour p,, tel que k, < n < k ou

1n2 k—a
Sa(n) =n(1 1 14—
(n) =n(Inn+Inyn + o )
Maintenant, pour 2 < kg < k, on écrit
k—1 k—1 k
V(pr — V(Prg—1) = Z Inp, < Z InS,(n) < / In S, (n)dn
n:kO Tl:kg k‘()
Il faut prouver que In S(n) < f'(n).
nous avons :
InS,(n) =Inn+Ingn + In(1 + u(n))
avec ,
(n) Inon—1 Ingn—«
u(n) =
Inn In®n
et

Ingon—1 Ingn+~vy—3 2y 1

f'(n)=Inn+Ingn+ 3

——(14+1/1 )
Inn In’n In°n n( +1/Inn)
Soit # < 1/2 tel que,

(1 +u(n)) < u(n) — Bu*(n)
pour n > ko Alors In S, (n) < f'(n) si,

1 -1 1 — 21 — o0 —
ﬁ<n2n No 7 04)2_ nen+vy—3 O‘+27/ln3n—1/n—1/(nlnn)20

que l'on peut simplifier en ,

Inn In’n In’n

In3n — 2alnyn + o

A B
— +2——+7 —1/n—=1/(nlnn) >0

In“n In"n In*n
ou,
A=pInsn -2+ 1DInpn+3+a+p—7
B=pBInjn—Bla+1)lngn+af+~
nous avons ,

1/n+1/(nlnn) <0.02/In*n
pour n > 10°.
Nous ¢étudions chaque étape, désignant In, n par X :
X =26+ 1)X+3+a+p—~v2>20 pourchaque X si y—a—1+1/8<0,
X2 —(a+1) X +(at+y/B+0.02) > 0 pourchaque X si a®—2a*—2a+1-4(y/3+0.02) <0
X?*—2aX+a*=(X—-0a)*>0

19



20 Chapitre deux :  Estimation des fonctions (x) , J(x) et p;

Nous choisissons v tel que
y—a—-14+1/=0
et

v (k)

avec ,

a=195 et ky=178974, nousavons [ =0.461291475... et

alors ,
v(pr—1) — f(k) < vlpg, — 1) — f(ko).
Comme ,
U(pko - 1) g f(kO):
nous avons ,

v(pr, — 1) = f(K) < 0.
On obtient la borne supérieure
v(pe) = v(pp—1) + Inp, < f(k) +Inp < S(k)

par (2.16).
Lemma 2.5.2. ( Estimations de py) .pour & > 178974,

Ing k — 1.95
pe < k(nk+1Ingk — 1+ #).
Preuve. on remplace x par p; dans
x
[0(z) — 2| <1
In“x
on obtient ,
Pk
P — V(pr) <25
In
par (2.15) nous avons ,
Pk k
- < -
2’ S Ik
et
T
Pk Pr)l X T2 Ik

On utilise la limite supérieure pour J(py,) et (2.19) nous avons ,

k
<9 —_
e < V(pr) + 02 R

1 -2
V(pp) < k(lnk +1Ing kb — 1+ %) Vk > 198.
2
donc ,
Ino, b — 2
n

v = 0.78217325...

(2.19)
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21 Chapitre deux :  Estimation des fonctions (x) , ¥(x) et py

Nous utilisons 7, = 0.05 pour z > 10!

Proposition 2.5.6. pour k£ > 688383,

1112]{}—2

<k(lnk + Ik — 1
P < k(Ink 4 In; Y

)

Preuve. On Utilise la proposition 2.5.3 avec 13 = 0.78 du théoreme 2.4.1 pour In p; > 27. Et pour
les petites valeurs on utilise la vérification informatique conclut la preuve.

Proposition 2.5.7. pour k > 3,

ln2 k—2.1
> k(lnk+1Ingk — 14+ ————
Pr (Ink + Ing * Ink )
Preuve. En utilisant (2.17) , nous avons
> v(p) :
2 v(pk) — 27—
Pk Pk 12 ok

Par la proposition 2.5.2 et n, = 0.04913, nous concluons la preuve.

21



22 Chapitre deux :  Estimation des fonctions (x) , ¥(x) et py

2.5.2 Le plus petit intervalle contenant des nombres premiers.

Nous connaissons déja le résultat de Schoenfeld (cf[23]) montrant que, pour z > 2010759.9,
l'intervalle |z, x 4+ /16597 contient au moins un nombre premier.
Nous améliorons ce résultat avec la proposition suivante.

Proposition 2.5.8. Pour tous x > 396738, il existe un nombre prime p tel que

1
251In? a:)
Ce résultat est meilleur que Rosser & Celui de Schoenfeld pour z > €2>77. La méthode utilisée
dans (cf[14]) donne de meilleurs résultats (si on compare avec le méme ordre de k, i.e.k = 0).

r<p<a(l+

Preuve. Soit 0 < f(x) < 1 pour z > x.

by 1 N =@ T
@) T T T M () )
1 1 €T
> Vi
On choisie, )
@)=
ainsi ,
1
19(1_%“6_x)—19(x)>0

pour k£ = 2, nous avons 7, = 0.0195 et

1

<1+1/(251n?
=2 00105l < L /(%)

pour Inz > 28 Selon (¢f[23]) p. 355,

Pni1 — Pn <652 pour p, < 2.686 - 102,

donc le résultat est également valable a partir de z > 3.8 - 10°.
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Le troisieme Chapitre

~ Estimation de 7(x)
N7,

N
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24 Chapitre trois : Estimation de 7(x)

3.1 Introduction

Soient k£ un entier positif,  un nombre réel positif et p; le £ — iéme nombre

premier. Soient ¥J(x) la fonction de Tchebychef, 7(x) la fonction qui compte le
nombre de nombres premiers plus petits que x .
Dans ce chapitre, nous démontrons que lorsque & tend vers I’infini on a, le compor-
tement asymptotique de la fonction de Tchebychef ¥(x) et la fonction 7 () sur le
k — 1éme nombre premier p; dans le théoréme 3.2.2 et nous démontrons les enca-
drements du théoréme 3.3.1 en utilisant essentiellement la formule de sommation
d’Abel et le théoréme des nombres premiers .
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25 Chapitre trois : Estimation de m(x)

3.2 Comportement asympotique de 7(x)

Le théoréme 3.2.1 .( Le théoréme de Tegebchef (cf.[30]))

x
m(r) < —, lorsque = — 400
Inx
Preuve (cf.[30])
Le théoréme qui suit donne I'estimation de ¥/(py) lorsque & tend vers l'infini on a,
Le théoreme 3.2.2 . Soit x un nomadre veel strictement positif et £ un entier naturel.
Alors les assertions suivantes sont équivalentes,

X

(1) w(x) = o lorsque  x =+ 00
(i1) Y(z) =<z lorsque X —+ 00
(13i) pr < klnk lorsque  k —+ oo
(

iv) (py) = k(lnk +1Ing k + O(1)) lorsque  k —+ oo
Preuve .

Démonstration de (ii) implique (i) :

Soit k > 2 et (p;)1<i<k » la suite des nombres premiers tel que p; < pa < ... < pi
On suppose (i7), c'est a dire qu'il existe a > 0,b > 0 et z, > 0 tels que 1'on ait,
ar <z < bx pour x > x,

ce qui implique pour z > x, > 2,
Tt Tt Tt
am—l—/ Mdtﬁﬁ(m)—F/ Mdtébm_‘_/ Mdt,
9 1 9 1 9 1

en utilisant la formule (1.2) on obtient,
T (t To(t
ax —i—/ ydt <m(x)nz < bz +/ #dt, (3.1)
2 2

comme on a,

OS/ ydtgbx‘i‘/ dt =2z —2 (car 7r(t)<§t—1<t,0f[11])
2 2

alors (3.1) a'écrit,
ar < m(z) € x < (b+ 1)zquad pour x> xo > 2 (3.2)

ce qui est équivalent a,

x x
< < el
a _7r(:c)_(b+1)lnx

pour x > xy > 2
d'ou l'assertion (i).
Démonstration de (i) implique (iii) :
On suppose (i), c'est-a-dire qu'il existe a > 0, b > 0 et xg > 0 tels que,
x x
a— < 7(z) < b— pour 1 > x,

Inz Inz

25



26 Chapitre trois : Estimation de m(x)

alors ceci équivalent a ,
ar < 7(z)lnzx < bx pour x > x, (3.3)

en prenant le logarithme népérien dans (3.2) on obtient,
Ina+Inz <lnn(z)+Ingz <Ilnb+Inz, (3.4)

et en divisant (3.3) par In z il vient,

Ina | < Inm(x) Ingx < Inb

— 1
Inx ~— Inz Inx _lnx+ ’
par passage a la limite lorsquez x — 400 on obtient,
im 2% 1 puisque lim 2% — g
im = uisque lim =
z—+oo In () » pulsque A Inx
ceci implique,
Inx
Ve >0,dJA > 0telque V> A: —11<e€
In7(z)

en posant ¢ = ¢y < 1, on obtient,
(1—¢e)Innm(z) <lnzx < (1+¢)lnn(x) pourx > A,
en prenant = pj, nous obtenons,
(1 —€)Ink <lnp, <(1+e€)lnk pourp, > A, (3.5)

et I'encadrement (3.2) s'écrit alors,

apr < klnp, < bp, pour p, > o,

ce qui est équivalent a,
1 1
gklnpk <pr < —klnpy pourp; > o, (3.6)
a

les inégalités (3.5) et (3.6) impliquent alors,

(1 — 60)
b

Elnp, < pp < klnp, pourk > ky tel que py, > maxzg, A

(1 + 60)
a
d'ou la relation (iii).

Montrons 1'équivalence de (iii) et (iv) :
Supposons ( iii) verifice alors,

aklnk <p, <bklnk pourk>ky telquea>0,b>0 et ky>1,
comme la fonction = — In z est croissante sur |0, 400, alors,
Ina+Ink+Inpk <lnpp <Inb+1Ink +1Iny k

ce qui est équivalent a,
Ina<Inp, —Ink —1Iny k <Inb,
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27 Chapitre trois : Estimation de m(x)

en posant, C' = max{|Inal, |Inb|} on obtient,
—C<Ilnppy—Ink—Iny k < +C,

autrement dit on a .
|Inpy —Ink —Ing k| < C,|

donc,
Inpy —Ink —Ing k = O(1),
d'ou
hlpk =Ink+ 11’12 k= O(l),
par suite,
k k k k
W pr) = Z Inp = Zlnpi =Inp, = Zlnpi =In2+ Z(lni +1Ing4) + ZO(I) (3.7)
P<pi i=1 =2 i=2 i=2
k
= (Ini+1Inyi) + (k — 1)O(1) (3.8)
i=2

posons, f(t) =Int +Inyt,ona f € C'[2, k] .
en utilisant la formule de sommation (1. 1) pour x = k et y = 2 il vient,

k

> f(i) = k(lnk +Iny k) = O(k)
=2
c'est -a - dire ,
k
D (Ini+1Inyi) = k(lnk + Iny k + O(1)), (3.9)
=2

En utilisant (3.8) et (3.9) on obtient ,
Y(pr) = k(Ink + Iny k + O(k), (3.10)
d'ou l'on déduit I'estimation ,
Y pr) = k(Ink + Iny k 4+ O(1)), (3.11)

Montrons que (iv) implique (iii) :
L'inégalité,
k

V(pk) = Zlnpi < klnpy

i=1
et I'hypotheése (iv) impliquent,

Ink+1Ins k4 O(1) < Inpy (3.12)

ceci d'une part,
D'autre part on a,

I(por) — I(pr) = 2k(In 2k + Ing 2k + O(1)) — k(Ink + Ing k + O(1))
=2k(n2+Ink+In(In2+Ink)+0O(1)) — k(Ink +Iny &+ O(1))
In2

=k(lnk +1Ing k) + (2In2 + 21In(1 + m) + O(1)k)
n
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28 Chapitre trois : Estimation de m(x)

c'est-a-dire ,

In2

I(par) — I(px) — k(Ink +Ing k +2In2 + 21In(1 + mk)) = O(k)

il existe donc deux constantes C' > 0 et ky > 2 tels que 1'on ait,

In2
|9 (pax) —V(pr) —k(Ink+1ng k) — [2In 2+ 21In(1 + li—k)]kl < Ck pour k>ky>2 (3.13)

d'ou I'on déduit que,

In2
10(pax) — D(pi) — k(Ink + Ing k)| < [2In2+ 2In(1 + —)]k + Ck

Ink
<(4ln24+C)k

donc,
V(par) — Ipx) = k(lnk + Iny k + O(1)),

Commeona:
2%k

V(par) — V(px) = Zlnpz- > klnpy,

k+1

alors ,
Ink+Ingk+ O(1) > Inpy,

de (3.12) et (3.14) on déduit que :

Pe
In Ik o(1)

il existe donc C' > 0 et ky > 2 tels que 1'on ait,

Pk
—C<
G

< 4+C'pour k > ky
d'ou,
e CkInk <p, <eklnk

ce qui prouve (iii) .
Démonstration de (iv) implique (ii) :
L'hypothese (iv) implique,

V(pr)
k

Ink+Inok—C < <lnk+Ingk+C pour k=ky>2

comme,

lim Ing k= +o00
k— 400

alors pour tout A > 0, il exicte k4 > 2 tel que

Ing k > A pourtout k > Ky

(3.14)

(3.15)
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29 Chapitre trois : Estimation de m(x)

pour A=C'ona:

Ing & > C pour tout k > K¢

I'encadrement (3.15) implique alors pour £ > max kg, k¢,

19(1%)
In k
nk < 2

<Ink+Ingk+ Ing K,
d'ou I'on déduit I'inégalité,
kElnk < 9(px) < 3klnk pour k> k; = maxky, K¢
comme (iv) implique (iii), alors il existe a > 0,b > O et ky > 2
aklnk <p, <bklnk pour k=>ky

l'inégalité (3.16) et (3.17) impliquent alors :

1 3
Epk < I(pk) < apk pour k= max{pk1, P, }
Soit z > 0 tel que,
Pk
P ST < Prpp1 = Hpk,
i

alors,

k
JI(pr) = Zlnpz’ = Z Inp =J(z)

PSPESZT

Les inégalités (3.17) et (3.19) impliquent,

b
Pe ST <A4-py
a
grace a (3.18) . (3.20) et a (3.21) on obtient,

3
<0<k o 3 st

d'ou l'assertion (ii).

3.3 Estimation de 7(z)

Asyptotiquement nous avons

x 1 2 1
-1 0] | —
(z) 1nx< i+ NG + (lngx)) orsque = — 400
Theorem 3.3.1. 1 1.2762
X X :
lnx( + lnx) 2590 T(2) Sa>1 lnx( + Inz )
T x

<u>s393 T(T) <u>60184 ]

Inz —1 nr—1.1

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)
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30 Chapitre trois : Estimation de m(x)

x 1 2 x 1 2.334

1 <I <50
(1+ - + = :z:) >g8783 () <u>2053652287 ln:z:(

3.24
Inz nz | Inlz ) ( )
Preuve. Nous considérons la derniére inégalité.
soit ,
)
Ty = 1011,k = 77(1’0) — ﬂ
In To

posons,

x x Tl Mk
J =k+ — o d
() + Inx + T T " /xo (any " lnk+2?J) g’

D'aprés I'equalité 72 de théoréme 1.4.3 on a,

o) | ), (S

Inzy  In(z) . yln?y

et on sois que ,
[9(x) — 2| < m

In* =
pour x = xo hous avons, pour T = T,

J(z; —nr) < m(w) < J(@5m).

on écrie |
T 1
M(x;c) = (1+ +

Inx lnz I’z

)

pour encadrer de 7(z) écrivons les dérivées de J(x;a) et de M (x; ) par rapport a x :

1 Mk M
J(x;a) = —k
(z;a) Inz + I L "2 2

et,
1 c—2 3¢

4

M'(z;¢) = ——
(w5¢) lnz Iz In*z

pour k£ = 2 nous devons choisir ,
c=2 (24 n—2n/Inxy) /(1 —3/Inx)

ontrouve J' < M'pourz > xq.avec 7, = 0.05, on choisit ¢ = 2.321 Nous vérifions par ordinateur
que J(10';0.05) < M (10';2.321).
Par calcul direct pour les petites valeurs de x pour obtenir :

x 1 2.334

m(z) < —(1+ ) pourz > 2953652287.

maintenant on pose ,

Inx Inx In

x 1 d
1 .
lnx( +lnx+ln2x)
On étudie les dérivées : on choisit k = 3,d = 2 et n3(1 — 3/Inx) < 6 pour avoir J' > m/
Comme m(xg; 2) < J(xo; —6) et par calcul direct pour les petites valeurs, on obtenir

m(x;d) =

i

2
5—) pourz > 88783.

1
( +ln:c+lnx

m(x) > o

Les autres inégalités sont les suivantes : (3.14) = (3.13) = (3.12) pour x grand.

30



Annexe

TABLE 4.1. valeurs de 9(z) pour 10 < z < 100

x J(x) U(z) — ()
1E + 06 998484.175026 1102.422470
2E + 06 1998587.722137 1527.324070
3E + 06 2998107.530452 1892.449541
4E 4 06 3997323.492084 2167.364713
5E + 06 4998571.086801 2400.053428
6L + 06 5996983.791998 2665.785692
TE + 06 6997751.998535 2823.187880
8E + 06 7997057.246292 3064.486910
9E + 06 8997625.570065 3224.678815
1E + 07 9995179.317856 3360.085490
2F +07 19995840.882153 4759.143006
3E + 07 29994907.240152 5797.041942
4F + 07 39994781.014188 6699.200805
oF + 07 49993717.861720 7489.482783
6E +07 59991136.134174 8172.843038
TE +07 69991996.348980 8786.853393
8E +07 79988578.197461 9388.261229
9F + 07 89985867.940581 9992.336337
1E 408 99987730.018022 10512.778605
2E + 08| 199982302.435783 14725.068769
3E+08| 299981378.219200 18000.443659
4F + 08139999993533724.316829 | 6359550.652121
5E 4 08]49999992543194.263655 | 7109130.001413
6E + 08| 599976282.577668 25426.013243
TE+08| 699976911.639135 27402.910397
8E + 08 799969331.209833 29215.380561
9 + 08 899953849.181850 30963.754721
1E+09| 999968978.577566 32617.412861
2E+09| 1999941083.684486 46075.813369
3E+09| 2999937036.966284 56255.144708
4FE 4+ 09| 3999946136.165586 64858.831531
5E+09| 4999906575.362844 72411.275590
6E +09| 5999930311.133705 79301.775139
TE+09] 6999917442.519773 85715.065356
8E+09| 7999890792.693956 91420.172461
9E 4+ 09| 8999894889.4975-41 97066.566501
1E4+10| 9999939830.657757 | 102289,175716
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Chapitre trois :

Estimation de 7(z)

TABLE 4.2. valeurs de 9(z) pour 100 < z < 1015

x d(z) U(z) — d(z)
1E 410 9999939830.657757 102289.175716
2E +10 19999821762.768212 144339.622582
3E +10 29999772119.815419 176300.955450
4E + 10| 39999808348.775748 203538.541084
5E 4 10| 49999728380.731899 227474.729168
6E + 10| 59999772577.550769 249003.320704
TE+ 10| 69999769944.203933 268660.720820
8E + 10| 79999718357.195652 287365.266115
9E + 10 89999644656.090911 304250.688854
1411 99999737653.107445 320803.322857
2E + 11| 199999695484.246439 453289.609568
3E + 11| 299999423179.995211 554528.646163
4E + 11| 399999101196.308601 640000.361434
S5E + 11| 499999105742.583455 715211.001138
6E + 11| 599999250571.436655 783167.715577
TE+ 11| 699998999499.845475 845911.916175
8E + 11| 799999133776,084743 904203.190001
9E + 11| 899998818628.952024 958602.924046
1E 4 12| 999999030333.096225 1009803.669232
2FE + 12| 1999998755521,470649 | 1427105.865316
3E + 12| 2999997819758.987859 | 1746299.820070
4E + 12| 39999993533724.316829 | 6359550.652121
5E + 12| 4999998073643.711478 | 2253672.042145
6F 4 12| 5999997276726.877147 | 2467566.593710
TE 4+ 12| 6999996936360.165729 | 2665065.541181
8E + 12| 7999997864671.383505 | 2848858.049155
9E + 12| 8999996425300.244577 | 3021079.319393
1E 4 13| 9999996988293.034200 | 3183704.089025
2E + 13| 19999995126082.228688 | 1499685.436490
3E + 13| 29999995531389.845427 | 5509328.368277
4E + 13| 39999993533724.316829 | 6359550.652121
5E + 13| 49999992543194.263655 | 7109130.001413
6E + 13| 59999990297033.626198 | 7785491.725387
TE + 13| 69999994316409.871731 | 8407960.376833
8E + 13| 79999990160858.304239 | 8988688.375101
9E + 13| 89999989501395.073897 | 9531798.550749
1E 4 14| 99999990573246.978538 | 10045400.569463
2E + 14| 199999983475767.543204 | 14201359.711421
3E 4 141 299999956702246,281944 | 17388356.540338
4E + 141 399999982290901.055038 | 20074942.600622
5E + 14 499999974019856.236519 | 22439658.012185
6E + 14| 599999983610646.997632 | 24580138.242324
TE + 14| 699999971887332.157455 | 26545816.027402
8E + 14| 799999964680836,091645 | 28378339.693784
9E + 14| 899999961386694.231242 | 30098146.961102

1E 415

999999965752660.919540

31724269.567843
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Chapitre trois : Estimation de 7(x)

TABLE4.3. valeurs de €(z) pour v et ¥

b € €9 b €y €9
20 |6.123E —4|6.606FE —4|| 100 | 2.903E-11 |2.903E- 11
21  |4.072E — 4| 43636 —4 || 200 2.838E-11 | 2.838E-11
22 2.706E-4 | 2.881E-4 || 300 2.7728-11 | 2772E - 11
23 1.792E-4 1897E-4 400 |2*7n*6k-11| 2.706E-11
24 1.183E-4 1247E-4 500 2.641E-11 | 2.641E-11
25 7.789E-5 | 8.172E-5 || 600 | 2.575E-11 | 2.5758-11
In(1011) | 6.788E-5 7.112E-5 || 1000 | 2.3158-11 |2.315E-11
26 5.121E-5 | 5.352E-5 || 1250 | 2.153E-11 | 2.153E-11
27 3368E-5 | 3.507E-5 || 1500 | 1.991E-11 |1.991E- 11
28 2.224E-5 | 2.308E-5 || 2000 | 1.671E-11 1.671E-11
29 1.451E-5 | 1.502E-5 || 2200 1.5448-11 | 1.544E - 11
30 9.414E-6 | 9.724E-6 || 2500 | 1355E-11 |1.355E- 11
31 6.099E-6 | 6.287E-6 || 2800 | 1.169E-11 1.169E-11
32 3.944E-6 | 4.057E-6 || 3000 1047E-11 1047E-11
33 2.545E-6 | 2.614E-6 || 3200 | 9.267E-12 | 9.267E-12
34 1.640E-6 1.682E-6 || 3300 | 8.658E-12 | 8.658E-12
In(10%%) | 1.293E-6 1325E-6 || 3400 | 8.083E-12 | 8.083E-12
35 1.055E-6 1.080E-6 || 3455 | 7.750E-12 |7.750E - 12
36 6.7756-7 | 6.928E-7 || 3500 | 7.488E-12 | 7.488E-12
37 4348E-7 | 4441E-7 || 3600 | 6.930E-12 | 6.930E-12
38 2.7938-7 | 2.849E-7 || 3700 | 6.351E-12 |6.351E-12
39 1.805E-7 | 1.839E-7 || 3750 | 6.080E-12 | 6.080E-12
40 1.163E-7 | 1.184E-7 || 3800 | 5.821E-12 |5.821E-12
41 7414E-8 | 7.539E-8 || 3850 | 5.533E-12 | 5.533E-12
42 4723E-8 | 4.799E-8 || 3900 | 5.259E-12 | 5.2598-12
43 3.011E-8 | 3.057E-8 || 3950 | 4.999E-12 |4.999E - 12
44 1.932E-8 1.960E-8 || 4000 | 4.751E-12 | 4.751E-12
45 1.234E-8 | 1.251E-8 || 4050 | 4.496E-12 |4.496E - 12
46 7.839E-9 | 7.941E-9 || 4100 | 4231E-12 | 4.231E-12
47 5.026E-9 | 5.088E-9 || 4150 | 3.981E-12 | 3.981E-12
48 3.19E-9 | 3.228E-9 || 4200 | 3.746E-12 |3.746E - 12
49 2.038E-9 | 2.0618-9 || 4300 | 3.305E-12 | 3.308E-12
50 1.301E-9 1.35E-9 || 4400 | 2.8448-12 | 2.844E-12
55 1.481E-10 | 1.492E-10 || 4500 | 2.445E-12 |2.445E-12
60 3.917E-11 | 3.926E-11 || 4700 | 1.774E-12 | 1.774E-12
70 2.929E-11 | 2.929E-11 || 5000 | 9.562E-13 | 9.562E-13
75 2.92E-11 | 2.92E-11 || 10000 | 6.341E-18 |6.341E-18
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Chapitre trois :

Estimation de 7(z)

TABLE4.4. valeurs de k) valable pour exp(b;) <

z < exp(bit1)

iy, M rh h M
| 1GERE -2 [20014E — 1 | 6.118E +0 | 1.285E + 2
2] [0507E -3 | 21126 — 1 | 46d5E + 0 | 1022E +2
# | GEISE -3 | L5ME — 1 | 3505E + 0 | S061E + 1
23 | 4553 — 3 | LOUZE — 1 | 2623E + 0 | 6204 + 1
2 | 3116E -3 | 7.T90E — 2 | 1.dRE + 0 | 4869E + 1
25 | 207T0E — 3 | 5.243E — 2 | 1L328E + 0 | 3364 + 1
In{10%*) | 1.849E — 3 | 4.808E — 2 | 1.250E + 0 | 3.250E + 1
B | 1A45E — 3 | 2002E — 2 | 1L0G4AE + 0 | 2845E + 1
27 |oEHE — 4 | 27506 — 2 | 700K — 1 | 256K + 1
8 | GAOGE — 4 | LOd1E — 2 | 529K — 1 | 1633E + 1
| 450K — 4 | LE352E — 2 | AUDG4E — 1 | 1216E + 1
M | 30155 — 4 | 034E — 3 | 2807E — 1 | 8980E + 0
31 | 2.012E — 4 | 6.437E — 3 | 2060 — 1 | 6592 + 0
32 | 1.330E — 4 |4 418E — 3 | 1.458E — 1 | 4811E + 0
13 | BRETE — 5 | 2.022E — 3 | 128E — 1 | 3493E + 0
| 5E0TE -5 | 2.006E — 3 | 6.028E — 2 | 2303 +0
In{10'%) | 4.637E — 5 | 1.623E — 3 | 5.680E — 2 | 1.988E +0
15 | 3.8R8E — 5 | LADOE — 3 | 500K — 2 | 1814E +0
i | 2564E — 5 | 0484E — 4 | A500E — 2 | 1.290E + 0
47 | 16E8E — 5 | 6.412E — 4 | 2437 — 2 | 9.250FK — 1
| 1L112E -5 | 453936 — 4 | 1L690E — 2 [ 65091K — 1
B0 | TARME —6 | 2042E — 4 | 1L1TTE -2 [ 4T0TE — 1
A0 | 4855 — 6 | LoU0E — 4 | B1STE — 3 [ 3345E — 1
41 | 3.06TE — 6 | 1.330E — 4 | 5.586E — 3 | 2.346E — 1
42 | 204K — 6 | EET2E — 5 | AEIGE — 3 | 1641E — 1
43 | 1.345E — 6 | 5.018E — 5 | BEME — 3 | 1.146E — 1
44 |BRIBE — T | 3.068E — 5 | L.T86E — 3 | 8.036E — 2
45 | 5.752E — 7 | 2.646E — 5 | 1.218E — 3 | 5.500E — 2
A6 [37HE—-T) L755E -5 | BM5E — 4 | 3875E -2
T|2442E -7 | 1.1T3E -5 | 5.627E — 4 | 2.701E - 2
48 | 15R2E — T 7.740E — 6 | .TO7E — 4 | 1861E — 2
49 | 1.031E -7 | 5.151E — 6 | 2.576E — 4 | 1.288E — 2
a) | T2HE -8 | 3.976E — 6 | 2.187E — 4 | 1.203E — 2
55 |Bon2E —0 | 53T1IE -7 | 3298E — 5 | 1934E — 3
i) | 2748E —0 | 1LoE — 7| 19M7E — 5 | 9.425E — 4
T | 208TE — 8 | LG4RE — 7| 1.396E — 5 | 9.268E — 4
75| 2o0mE —o | 2o0E — 7| 2020E — 5 | 20920F — 3
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Chapitre trois :

TABLE4.5. valeurs de 7, ( continued )

by M ] h M
1N | 5.E05E —9 | 1L161E — 6 | 2322 — 4 | 4604E -2
M) | B.512E — 9 | 2554F — 6 | 7.661F — 4 | 2200 — 1
00 | 1.109E —8 | 4434 — 6 | L7T4E — 3 | T E — 1
400 | 1.353E —8 | 67655 — 6 | 3383 — 3 | L692E +0
500 | 1.585E —8 | 9.505F — 6 | 5.708E — 3 | 2422E +0
600 | 2575 —8 | 25758 — 5| 25758 —2 | 25T5E + 1
10 | 2.E03E — 8 | 3.616F — 5 | 4.520E — 2 | 5.650E + 1
1250 | 3.220F — 8 | 4.849E — 5 | 7.265E — 2 | 1L000E + 2
1500 | 3.982E — 8 | 7T963E — 5 | 1L.593E — 1 | 3.185E + 2
200 | 3.675E — 8 |BORE -5 L7T90E — 1 | 39135 + 2
2H0 | 3ES0E — 8 | 9.646E — 5 | 2412E — 1 | G020 + 2
2500 | 3.7T4E — 8 | L.OGIE — 4 | 29756 — 1 | BA28E + 2
2800 | 3.50TE — 8 | LOG3E — 4 | 3.157E — 1 | 9460 + 2
3000 | 3.951E —8 | LOTIE— 4| 34315 -1 | LI0&E + 3
300 | 3068E — 8 | LOIOE — 4 | 33315 — 1 | 1009k + 3
3300 | 2044F — 8 | LO0IE — 4| 34035 — 1 | L.15TE + 3
3400 | 2703 — 8 | 9648E — 5| 3334 — 1 | 1L.152E + 3
3455 | 2T13E — 8 | 040ME — 5| 3.323E — 1 | L.163E + 3
3500 | 2.696E — 8 | 9.7TME — 5 | 34ME — 1 | 1.258E + 3
3600 | 2565E — 8 | 9488E — 5| 35116 -1 | 1.799E + 3
3700 | 2.382F — 8 |Bo31E -5 | 33508 -1 | 12568 + 3
3750 | 2311E -8 |BTROE - 5| 3.337E - 1 | L%68E + 3
SR00 | 2.M1E — 8 |B628E — 5| 33226 — 1 | 12795 + 3
3850 | 2.158E — 8 | BAI6E — 5 | 3.262E — 1 | 1.280E + 3
TW0 | 207RE —8 | B205E -5 | 32418 -1 | 12818+ 3
3050 | 2.000E — 8 | 7.997E — 5| 31905 — 1 | 1.280E + 3
4000 | 1924E —8 | 7.7T0E -5 | 3156 -1 | 1.270E + 3
4050 | 1844E — 8 | T55TE— 5| 30006 — 1 | 1.2T1E + 3
4100 | 1.756E — 8 | 7286 — 5 | 3.0ME -1 | 1L.255E + 3
4150 | 1.672E —8 | 7T.022E — 5| 29506 — 1 | 1.239E + 3
40 | 1611E -8 |692TE -5 29705 — 1 | 1.281E + 3
4300 | 1456E — 8 | 6AME — 5| 28186 — 1 | 1.240E + 3
4400 | 1.380E — 8 | 5.70E — 5] 25026 — 1 | L167TE + 3
4500 | 1.150E — 8 | 540 E -5 25305 — 1 | L1ME + 3
4700 | B EGEE — 0 |4 4B4E -5 2217E -1 | L.109E + 3
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Chapitre trois : Estimation de 7(x)

TABLEA4.6. valeurs de 9(x)

iy 'I"u i by il 'bu

1E£ + 08 || 0.990985 | 0.994995 § (0.00275 | —0.00044 § (L0062 | —0uss]
2E + 08 || 0.9%95% | 0.994997 g 0.00201 | —0.00065 § 0GEdT | —001275
45+ 08 || 0.95499] | 0.994998 § (LOG165 | —0.00057 § (LKEZ56 | —0.01131
4£ + 08 || 0.950991 | 0.99998 § (LOG12] | —0.0004% § (02447 | —( N85
al + 08 || 0.954992 | 0.994998 § (0.00152 | —0.00052 g (L0G0E9 | —0uD161
GE + 08 || 0.95994 | 0.999959 & (L0010 | —0.0003S g 0U020E5 | —0umTas
vE 4+ 08 || 0.954991 | 0.99998 § (L0013 | —0.00051 § 002577 | —0.01054
BE + 08 || 0.95499d | 0.994998 8 0.00110 | —0.00044 § 02368 | —0ml6
AL + 08 || 0.99994 | 0.094998 8 0.00117 | —0.000500 § 0023498 | —001050
LE + 09 || 0.99499% | 09949550 § (LO00%G | —0.0002]1 § (U209 | —0xk55
25 + 09 || 0.954996 | 1.0M000O0 g 0.0006T | —0.00015 g (.01427 | —duki]
G+ 09 || 0.95997 | 1O g 0.00062 | —0.00015 § 0ublidn | —0omkiss

45+ 0% || 0.954997 | 1O g (L0005 | —0.00017 § 0.000ET | —0xkiE0
al + 09 || 0.959997 | 1.0 g 0.00046 | —0.00015 g Guiii2s | —0omkdlo

GE + 09 || 0.95998 | 1O g (LO00040 | —0.00013 § (0.00%0 | —0mkE1E
TE 409 || 0.954998 | 10K g 0.00045 | —0.00015 g 0.0nnll | —0uxk1s
BE + 09 || 0.95998 | 1.0 g 0.00034 | —0.00016 g 00774 | —0umkas
SE + 0% || 0.954998 | 1.0 g 0.00037 | —0.00010 g (.00E4D | —0uZ249
LE + 10 || 0.994998 | 1O g (L0008 | —0.00008 § (.0ETE | —( 3K
25+ 10 || 0.99998 | 1.0 g O.00025 | —0.00006 g 000584 | —0umiL 52
SE 4 LD || 0.9%99% | 1.0 @ .00 | —0.0000s g 0004738 | —0umi22
4£ 4+ 10 || 0.9999% | 1.0 g 0.O0018 | —0.00000 § (.00431 | —0.183
af 4+ 10 || 0.9599% | 100000 g O.00019 | —0.0000d g (u0458 | —0umi 18
GE 4+ 10 || 0.9999% | 100000 g 0.00015 | —0.00006 g 000356 | —0umi 6y

TE 4+ 10 || 0.9999% | 1.OMKKK) g 0.00014 | —0.00004 § 0000338 | —0x117
Bl 4 10 || 0.9%909% | 1L.OMENE) g (L0001 | —0.0000G g o276 | —d0omil6d

S 4+ 10 || 0.9999% | 1.0 g 0.O0011 | —0.00004 § 0.0362 | —0.114
1E + 11 || 0.9%99% | 100000 g 0.00014 | —0 00002 g 0uioddl | —0uxNss
2+ 11 || 0.95499% | 10000 g (L0000, | —0.000H0E2 g (u03lG | —0umNsT
S5+ 11 || 0.99499% | 100 g (L0007 | —0.00001 g (.00170 | —{N]
4£ 4+ 11 || 0.9999% | 10000 g (LO000S. | —0.00002 g (L0185 | —( sG]
af + 11 || 0.9%99% | 1.00d0K g O.00006 | —0.00001 g U0138 | —0mNGS
GE 4+ 11 || 0.9599% | 1.0 g 0uO000G | —0.00002 g (.0131 | —0.NT0
vE 411 || 0.95099% | 1000 @ (L0000 | —0.00000 § (.0144 | —0NGe

ot les constantes satisfont pour n - 10F < 2 < (n +1) - 10%
aor < ¥(z) < box
CC—OQ@ < ¥(z) §x+b1@
T — o < ¥(z) <z tbop
jusqua 8- 101t
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Chapitre trois : Estimation de 7(x)

TABLEA4.7. valeurs de pg et 9(pg) -

- g g by a4 By

1£ + 08 || 207947 | 2.07506 g 0.95665 | 0.95433 § 200307 | 2085783
2E 4+ 08 || 207517 | 2.07280 § 085517 | 095405 § 2.06:330 | 2004341
S5 + 0B || 207281 | 2.07122 § (.8545G | 0895579 § 206236 | 204535
it + 08 || 207123 | Z.07005 § 0.95458 | LBs40E | 206210 | 205123
ab + 08 || 20706 | 2.0650F § 0.85448 | 095557 | 2206065 | 204534
G5 + 0B || 206510 | 2.068.53 § 0.85448 | 095574 | 206271 | 205150
1L+ 08 || 206854 | 2.067T67 g (0.9542] | 0895542 § 206976 | 204701
AL+ 0B || 206768 | 2.06T10 g 0.85411 | 095542 § 206599 | 20ET]
9L + 08 || 206711 | 2.06660 § 0.855595 | 095536 | 206808 | 204762
1£ + 0% || 206661 | 2.06330 g 0095408 | 0595519 § 206245 | 2045925
26 + 0% || 206351 | 2.06153 § 0L85:555 | 085511 § 206515 | 205126
S+ 0 || 206184 | 2.06070 § 0085586 | 095257 | 206821 | 205086

15 + 0 || 206071 | 2.004985 g 095323 | (055205 § 206684 | 205158
Ak 4+ 0 || 2054986 | 2.05917 g 0.85514 | LOS2E8 § 206600 | 205108

6L + O0f || 2058918 | 2.05862 Q 0.85:3513 | D9G2ET | 206645 | 205149
TE 409 || 205863 | 2.05815 g 0.95505G | 095276 § 206517 | 2049494
L+ 0% || 206816 | 2.05774 § 0.05.50 | 095283 | 206489 | 205168
9L + 0% || 206775 | 2.0575 § 0.05.5 | 095277 § 206540 | 205003
1E£ + 10 || 205740 | 2.05515 g 0.95301 | 095264 § 206571 | 204968
25+ 1 || 206516 | 2.05385 f 0.85253 | 095263 | 206364 | 204583
SE + 1 || 205396 | 2.05313 § 0L85275 | 095262 | 206225 | 204564
A5+ 10 || 205314 | 2.05252 g 0.85272 | 0895260 § 206143 | 204899
ot + W || 206253 | 2.05203 § 0.85272 | 095258 | 206127 | 2A04B60
G 4+ 10 || 205204 | 2.05163 § 085269 | 095260 § 206060 | 204875

TE 4+ 10 || 205164 | 2.05129 g 0.95270 | (L8526 § 206060 | 204865
SE 4+ 1 || 205150 | 2.05054% g 095267 | L5262 | 204978 | 2AMETT

9L + 1 || 205100 | 2.05073 § 0.85269 | 095262 § 204582 | 2AMETD
1£ 4+ 11 || 206074 | 2.04900 g 0.95271 | 0595254 § 206014 | 204734
28+ 11 || 204911 | 2.0482] Q 0.85273 | 095266 | 2.04E5]1 | 20668
S5+ 11 || 204822 | 2.0476]1 g 0.85276 | 095270 § 204775 | 206621
4L + 11 || 20762 | 2.04716 g 0.95278 | 095271 § 2.04692 | 204601
af + 11 || 20717 | 2.04680 g 0.95282 | 095276 § 204670 | 2057
6L + 11 || U681 | 2.0465]1 f (L85283 | 0895279 § 2617 | 204543

L4+ 11 || 206652 | 2.04625 @ 0.95286 | 0.95280) § 20454897 | 204524

ou les constantes satisfont pour n - 10™ < z < (n + 1) - 10™
k(Ink +1Ingk — 14 225208y < 9(p,) < k(Ink +Ing k — 1+ %
k(lnk +Inok — ag) < px < k(Ink +Ing k — bz
k(lnk+1Ingk — 1 4 22k=04) < p < k(Ink +Ingk — 1 +
jusqu’a 8 - 1011 .

)

Ino k — by
Ink

)
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Chapitre trois :

Estimation de 7(z)

TABLE 4.8. valeurs de py et ¥(pg) -

g fy, Ty by, ot he
15 +08 || LL1237% | 113005 g 2.56474 | 240986 § 16139 | 106514
28+ 08 || 112103 | L1242 g 235044 | 208213 § 1.06022 | 106184
GJE 4+ 08 || 1.11922 | 1.12]158 g 2353851 | 237715 § 106917 | 106074
4 + 08 || 1.1130Z | 1.11954 § 2.35815 | 236977 | 106ETS | 105964
SE4O0E || 111642 | 111808 @ 234704 | 206727 § 106793 | 10596
Gk + 08 || 1.11556 | LL11T046 g 235087 | 206678 | 106756 | 105858
TE 408 || LL11455 | 111587 g 2.34345 | 206058 | 106696 | 105793
EE 4+ 0B || 1.11363 | 111492 g 234205 | 235791 § 106656 | 1056745
O + 08 || 1.11327 | 1.11405 g 234153 | 235390 § 106647 | 105700
15 4+09 || 110903 | 111346 § 2.33374 | 235650 | 106441 | 105673
25 4+ 00 || 1T | 110028 @ 2353043 | 204118 § 106336 | 105467
SE 4+ 00 || LING2T | LIGSS g 252501 | 23353514 § 106365 | 105342
i+ 09 || 1.10695 | LI035 g 2.32169 | 232929 § 1.05195 | 105272
SE 400 | 1L10S06E | 110408 g 231000 | 22487 § 105152 | 105308
G + 00 || L1226 | 1L.10G1d g 231746 | 22381 § 105114 | 1056162
TE 409 || L1150 | 110235 g 231325 | 2232076 § 106074 | 1056124
BE 400 | 1.109G | 110161 g 231378 | 231516 § 1.05043 | 105084
O + 0% || 1154 | 110105 g 231191 | 231673 § 105084 | 105067
1 4+ 1 || LO9706 | 100062 g 250064 | 2031683 § 104ESE | 105041
25 4+ 10 || LisS20 | 1.09708 § 2. 2665 | 230469 § 104764 | 104858
SE 4+ 10 || 19396 | 1.09524 § 229508 | 220516 § 104703 | 14767
AE + 10 || 109295 | 1.09398 § 2.280455 | 2279441 | 104651 | 104706
SE 4+ 10 || 109220 | 1.09298 § 228517 | 2.29108 § 104616 | 104655
Gl 4+ 10 || Lo9l1ST | 1093223 g 228576 | 2.28017 § 104585 | 1AMG19
TE 4+ 10 || L0f100 | 1.09]158 g 2.28458 | 228741 | 1.M556 | 104587
BE 4+ 10 || 10o90s0 | 1.09102 g 2. 28282 | 228500 § 1.04531 | 10558
L 4+ 10 || 109000 | 1.09)52 § 2282065 | 2.28347 § 1.04511 | 104532
1+ 11 || LOSTIE | 1.0S12 g 227812 | 2228311 § 10375 | 144514
2E + 11 || 1.0e5E: | 1.0ET30 g 2268100 | 2.27413 § 10437 | 1A4377
AE 4+ 11 || 108477 | 1.OB585 § 226471 | 2206552 § 104244 | 104209
4 + 11 || 1L.OS39E | 1.0B47TS @ 226238 | 2206507 | 1435 | 144245
SE 4+ 11 || 108335 | 1.OES99 @ 2. 36052 | 2.06261 § 104174 | 14306
G + 11 || 108281 | 1.0B33T f 225875 | 2.06085 § 104147 | 1AM175
TE 4+ 11 || 1L.O82356 | 1.0E252 @ 225747 | 2225901 § 104124 | 144148

oil les constantes satisfont pour n - 10 < z < (n + 1) - 10%

x

Inz

T « T b
(4 ) <m(@) S (1 )
Inzx Inz Inx

1+

1 " Qg
Inz In“z

Inx — a7

<m(z) <

o 1
2 )Sw(m)gm(l+m+l 2

T

Inzx
be

n-x

" Inx — by
jusqua 8- 10t

)
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Conclution

L'étude de 1'éstimation des fonctions de Tchebychef 1(x) et ¥(x) sur le k — iéme nombre premier qu'équivalent a
hyporthéses sur () a fait 'objet de plusieurs articles .
Nous citerons ceux de J.B Rosser et L.Schoenfeld , G.Roben ,P.Dusart , a dans I'article de base amélioré sensiblement
les résultats de ces auteurs , en donnant des encadrements explicites de py, et de J(py).

Nous avons repris les résultats de celui-ci et détaillé les démonstrations .Nous sommes inspirés des méthods et des
idées dévloppées par les auteurs cités précédemment pour prouver certains de ces résultats d'une autre fagons
,cependant , les résultats que nous avons obtenus n'ont pas apporté d'améliorations pour le moment . notre ambition
dans la suite de notre travail de recherche dans le cadre du doctorat est de préciser et d'améliorer quelques-uns des
résultats das a P.Dusart.
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