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Introduction

La théorie des distributions généralise les fonctions et fournit de plus, un cadre
approprié pour de nombreux concepts, la ou la notion de fonctions usuelles
échoue, ou est trop restrictive.

La notion de fonction usuelle, rencontre pas mal de limitations, et ne répond pas
a plusieurs exigences en pratique. Par exemple la distribution (au sens physique)
de charge dans un fil [0, L], peut étre modélisée par une fonction f : [0, L] — R.

L
La charge totale est alors / f(z)dz. On suppose que la charge totale est égale
0

a 1 et toute la charge est concentrée en un point zo € [0, L]. Or, il n’existe pas
L

de fonction f telle que / f(z)dz =1 et f =0 presque partout sur [0, L]!

En effet, dans ce cas, lao charge est représenté par, comme I’appelle les physi-
ciens, "fonction” de Dirac en zg : d,,. En fait, c’est une distribution qui n’est
méme pas une distribution associée a une fonction, mais, comme 'appelle les
mathématiciens, une distribution singuliere.

C’est la théorie des distributions, qui propose un cadre rigoureux et suffisament
)

générale, qui permet entre autres, d’inclure a la fois, les fonctions usuelles et ce

nouvau objet &, .

L’une des principales motivations dans la théorie des distributions est la généralisation
de la notion de dérivée pour les fonctions "non dérivables”. Ce qui permet a son
tour, d’aborder les problemes différentielles avec moins de restrictions sur la
régularité. Dans ce context, on considere I’équation des ondes dans R :

(0% 0%u

(PB) §u(0,7) = f(z)

ou
\5(0737) =0

Si f est réguliere (f € C*(R)), alors la solution de (PB) est donnée par :
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u(t,2) = 3 [+ 1) + (o = 1)
Or, cette formule a un sens, méme si f ¢ C?(R), et il sera mieu, si on peut
considérer cette formule comme solution de (PB) dans un sens a préciser. C’est
I’'une des réalisations les plus importantes de la théorie des distributions. En effet,
sachant qu’on peut dériver une distribution autant de fois que ’on veut, en met-
tant (PB) dans le cadre des distributions (Considérer f et u comme distributions
régulieres associées aux fonctions f et u respectivement et non pas des fonctions
usuelles), on a plus besoins de conditions de régularités sur f. L’idée ici, da a
L. Schwartz, est basée sur le fait, que la dérivation au sens des distributions, est
reporter par dualité, sur les fonctions tests, qui sont suffisamment régulieres par
définition.

Le contenu de ce plycopié de cours porte sur une introduction a la théorie des
distributions et ’analyse de Fourier. Il est destiné aux étudiants de la premiere
année master en mathématiques. Il peut servir aussi les enseignants de cette
matiere ou d’autres matieres liées.

Ce document est organisé en cinq chapitres. Etant donné que le matériel scien-
tifique traité dans ce plycopié est profond et nécessite beaucoup de résultats,
en particulier dans la théorie de l'intégtation au sens de Lebesgue, nous avons
estimer qu’il sera utile de présenter un chapitre a ce propos. Ceci a fait 'objet
du premier chapitre intitulé : "Rappels sur I'intégration au sens de Lebesgue et
les espaces LP”.

Dans un deuxieme chapitre intitulé ”Espaces de fonctions et propriétés”, On a
abordé les espaces C* () et on a présenté leurs topologie. On s’est intéréser d'une
maniere particuliere de 'espace des fonctions tests D (£2), oli on a préciser le sens
de convergence dans cet espace, et ces importantes propriétés. On a introduit
aussi le produit de convolution de deux fonctions, la partition de 'unité et les
théoremes de densités.

Le troixieme chapitre intitulé : ”Introduction a la théorie des Distributions”, est
consacré a la définition et les premiers exemples sur les distributions. On a ensuite
préciser le sens de convergence dans cet espace et sa relation avec d’autre types
de convergence pour les distributions régulieres. On a introduit aussi I’espace des
distributions a support compact et on a donné le résultat de son identification
avec le dual topologique de I'espace des fonctions indéfiniment dérivables.

Le quatrieme chapitre intitulé : ”Opérations sur les distributions”, est consa-
crer a introduire les importantes opérations sur les distributions : dérivation,
multiplication par une fonction de classe C* (£2), convolution et d’autres (moins
importantes) tel que la translation et la dilatation.

Le dernier chapitre, intitulé : ” Transformation de Fourier : Fonctions et distri-
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butions”, comme son nom l'indique, est destiné a I’étude de la transfomée de
Fourier. On I’a commencer par un exposé détaillé de cette théorie pour les fonc-
tions intégrable sur R. On a donné ensuite un apercu sur l'extension de cette
théorie dans L?(R). Je tiens & noter ici, que ce choix pour les fonctions & une
seule variable, est du a des raisons a ne pas alourdir les notations. Cependant, on
a résumé 'approche de la transformée de Fourier pour les fonctions a plusieurs
variables. Avant de définir la transformée de Fourier pour les distributions, on a
introduit le plus grand sous-espace de L'(IR™), stable par cette transformée : c’est
I’espace de Schwartz. On a ensuite définit un type de distributions, intermédiere
entre les distributions et les distributions a support compact, et qui convient
pour définir la transformée de Fourier : se sont les distributions tempérées. On a
enfin introduit la transformée de Fourier pour une distribution tempérée.




Chapitre 1

Rappels sur 'intégration au sens
de Lebesgue et les espaces L”

Dans ce chapitre nous rappellons quelques résultats de la théorie de 'intégrations
au sens de Lesbegue dans R" et les espaces LP (1 < p < 00) qui sont indispen-
sables par la suite. Les preuves sont omises dans ce chapitre, le lecteur intéressé
peut consulté [3, 2].

1.1 Queques résultats sur les fonction intégrables

Avant de donner queques résultats d’intégration, nous commencons par un rap-
pel tres bref sur I'intégrale au sens de Lesbegue d'une fonction mesurable. On
considere dans toute cette section (E, X, ;1) un espace mesuré.

Intégrale d’une fonction simple positive

On note par Sy, I'ensemble des fonctions simples de £ dans R ne prenant que
des valeurs positives ou nulles :

fESy <= f=) aixa, (a;>0)
=1

ou: A; € (i =1,..m) tels que A, NA; =0, Vi # j, et xa, est la fonction
caractéristique de A;.

Notons que toute fonction simple est mesurable.

Définition 1.1.
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On définit l'intégrale d’une fonction f € Sy, par :

[ fdn=>" a4 € 0. +0

Si f=0, on pose [ fdu=0.
Propriétés 1.2.
Soit f,ge Sy eta,f € Ry. Alors :
(1) af+5g € Sy et /(af—l—ﬁg)d,u = a/fdu—i—ﬁ/gd,u (Linéarité positive)

(i) Si f < g, alors /fdu < /gdu (Monotonie)
(i1i) Pour tout f € Sy, on a :

/fdu=sup{/gdu,965+,g§f}

Intégrale d’une fonction mesurable positive

On note par M, 'ensemble des fonctions mesurables positives.

Pour définir I'intégrale d’une fonction f : E — [0, +00] € M, on utilise un
procédé d’approximation justifié par le lemme suivant.

Lemme 1.3.

Soit f: E — [0, +o0| une fonction mesurable positive. Alors, il existe une suite
de fonctions simples positives croissante {f,}, <, qui converge simplement vers

£, ca.d

(i) 0< fn < for1 < f pour tout n € N
() Jim fu(a) = f(a), Ve B

Définition 1.4.

Soit f : E — [0, +00] une fonction mesurable positive. On définie 'intégrale de

f par :
[ fdn=tim [ pdu

ot {fn},>1 C S, croissante qui converge simplement vers f.

St A € %, alors on définie /fd,u par
A

/Afdu = /fodu
5
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Propriétés 1.5.
Soit f,g e M, et a,f € R,. Alors :
(i) af+Bg € M, et/(af+5g)du = oz/fdu+ﬁ/gdu (Linéarité positive)

(i) Si f < g, alors /fdu < /gdu (Monotonie)
(iii) Pour tout f € M., on a :

/fdu=sup{/gdu,963+,g§f}

(iv) Si f =g p—p.p. alors /fd,u = /gdu, en particulier, si f =0 p — p.p.

alors /fdu =0

(v) Si /fdu< oo alors f < 400 pu—p.p
Théoréme 1.6. (Convergence monotone)

Soit {fn}nZl une suite de fonctions mesurables positives et croissante, tel que
lim f,(z) = f(x), Yo € E. Alors f est mesurable et on a :
n—o0

lim nwz/fw
n—oo

Exemple 1.7.
On considére la suite de fonctions réelles définie sur (R, B(R),m) (mesure de
Lebesgue sur R), par : fo(x) = xp,1(x) (1 + %)ne_%.

Pour tout n > 1, f,, est mesurable comme étant produit de deuz fonctions me-
surables : X[,1) qui est une fonction simple et (1 + ;)ne_z' qui est continue,
donc mesurable. Il est claire que f, > 0. Montrons maintenant que {f,}, -, est
croissante. -

On a:
n —1
= Lotz )+’ -2+
+ham(1—1)(1—2)..(1 -1

n

< l4z+ 5221 - =7) + 3231 — =7) 1 — 25) + ..

n+1 n+1 n+1
+2a™(1 — #1)(1 — n%l)...(l - Z—;})
o1 - ) = ) (1= )
- (1+ 250"
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Donc :

n n+1
vxeR+:<1+f) §(1+ - )
n n+1

Pour x € [0,n] C [0,n+1], on a :

T
n-+1

n n+1
= (4 2) e < (10 2) e =

Pour x €jn,n+ 1], on a :

n+1
Fulz) =0 < (1 + - i 1) e2 = £ (x)

Pour x < 0 ou bien x €ln+ 1,400, on a :

fu(@) = fropa(z) =0

Ainsi, YVx € R, Vn > 1: fr1(x) > fu(2)
De plus
Vr € R, 7}1_)1210 Jn(2) = Xjo,400((x) €77 == f(2)

Donc toutes les conditions du Théoreme 1.6 sont satisfaite, ainsi :

lim [ (1+2)"e>de = lim [ fudm= [ fdm
n—o0

n—oo
= f X[07+OO[<$> e_x dm

= fOJrOO e Pdr=1

Remarque 1.8.
(1) Le Théoréme 1.6 ne s’applique pas lorsque {f,}, ., est décroissante (au
lieu de croissante). En effet, fn(z) = %Xm +oo] est un contre ezemple.
(11) Le résultat du Théoréme 1.6 reste valable quand { f,,},~, est décroissante,
si de plus [ fidp < co. -

Lemme 1.9. (de Fatou)
Soit {fn}n21 C M+.

On pose pour tout x € E : f(z) =lim inf f,(x) = lim (inffp(x)> eR,

n—00 n—oo \ p>n

Alors f € My et de plus :

/fdu:hm inf /fndpJ: lim (ir;f/fpdu)
n—00 n—oo \ p>n

7
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Fonctions intégrables

Nous allons maintenant étendre la notion d’intégrabilité aux fonctions a valeures
réelles de signe quelconque.

Soit f une fonction mesurable & valeures réelles. On note par f* et f~ les fonc-
tions suivantes :

[T =max(f,0) et [~ =max(—f,0)
Remarque 1.10.

Notons que [T et f~ sont des fonctions mesurables, car f lest, et a valeurs
positives. De plus, on a les relations suivantes :

f=f"—f e |fl=f"+f
Définition 1.11.

Soit f une fonction mesurable. On dit que f est intégrable et on note f € L' si

/ fldu < oo (L1)

[ tan= [ rran [ £ au (1.2)

Notons que (1.1) implique que [ fTdp et [ f~du sont finis et par suite la relation
(1.2) est bien définit.

Dans ce cas, on pose :

Remarque 1.12.

Propriétés 1.13.
(i) L' est un espace vectoriel sur R et lapplication f /f du est une forme

linéaire de L dans R.
(11) Si f,g € L telles que f < g alors /fd,u < /gdu

(iii) Pour tout f € L', on a : ’/fdu‘ < /]f\ du

(iv) L’application f s || fll1 := [ |f| du est une semi-norme sur L.
(v) Soit f € L, alors ||f]1 =0 < [f=0u—pp.
(vi) Soit f,g € L' telles que f =g u— p.p., alors /f dp = /gdu

Théoreme 1.14. (Convergence dominée dans L)

Soit {fn}n21 une suite de fonctions réelles intégrables définis sur R™. On suppose
que :
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(i) 1l existe une fonction f : R* — R tel que {f,},~, converge presque
partout vers f -
(i) 1l existe une fonction intégrable g : R" — R, tel que
Vn > 1:|f.| <g persque parout.
Alors, f est intégrable et on a :

lim /|fn—f|d,u:O et lim /fndp:/fdu
n—0o00 n—00

Exemple 1.15.
On considére la suite de fonctions réelles définie sur ([0, 1], B([0, 1]), m) (mesure
1+ na?

de Lebesque sur [0,1]), par : f,(z) = 1+ 22"
€T n

On a lim f,(0) =1 et Vx €]0,1] : lim f,(z) = 0. Ainsi : f,, convergence vers
n—oo n—oo

zéro presque partout. De plus :

Vo €[0,1]: (1+2*)" > 1+ na’
amst :

Ve e[0,1],Vn>1: |fulx)|<1:=g

/ gdm = ldm =m([0,1]) =1 < o0
[0,1] [0,1]
Par suite, g € L([0,1]). Donc, d’aprés le Théoréme 1.14, on a :

1 1 3
im [ — " gy = tim [ f,dm =0

n—o00 J (1—|—x2)” n—00 0,1]

Continuité et dérivabilité sous le signe [

Théoréme 1.16. (Continuité sous [ )

Soit (E,%, 1) un espace mesuré et f une fonction définie sur E X R a valeurs
dans R, telle que
f,t)yeLlt vteR

et to € R. On suppose de plus que :
(i) L’application f(x,.) définie pour presque tout x € E par : t — f(x,t) est
continue en ty pour presque tout x € E.
(ii) 1l existe € > 0 et g € L tels que |f(.,t)] < g p.p., pour tout t €|ty —
€, + €]
Alors F' définie de R dans R par F(t) = [ f(.,t)dp = [ f(z,t)du(z), est conti-

nue en tg
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Théoréme 1.17. (Dérivabilité sous [ )

Soit (E, %, 1) un espace mesuré et f une fonction définie sur E X R a valeurs
dans R, telle que
f,tyeLl', vteR
et tg € R. On suppose de plus qu’il existe ¢ > 0, A € X et g € L, tels que
u(A) =0 et
(i) L’application t — f(x,t) est dérivable pour tout t €ty — €ty + €| et pour
togt r e A°
(i) |Gr o)
Alors F' définie de R dans R par F(t) = [ f(.,t)du= [ f(x,t)du(z), est
dérivable en ty et on a :

< g(z) pour tout t €]ty — €ty + €| et pour tout x € A°.

Fto) = [ Fie.t0) duto)

Théorémes de Tonelli et Fubini

Dans les théoremes suivants, on considere €27 et 2y des ouvert de R"™ et R™
respectivement et F': 2; X {25 — R une fonction mesurable.

Théoréme 1.18. (Théoréme de Tonelli)

On suppose que

|F(z,y)|dy < 0o, pour presque tout x €
Qg

et que
/ dv [ |F(x,y)|dy < oo,
O

Qo
alors F € LY x Q)
Théoréme 1.19. (Théoréme de Fubini)

On suppose que F € LY (Qy x Qy), alors, pour presque tout x € Qy, on a :

F(a,y) € £,(Q) et / F(a,y)dy € L,()
Qo
De méme, pour presque tout y € 2o, on a :

F(x,y) € LL(Q) et /Q F(x,y) dz € L,(Ss)

10



Nisse.K.

1.2 Les espaces L”

Dans toute la suite, €2 désigne un ouvert de R™ muni de la mesure de Lebesgue
dz.

Soit 1 <p < oo. Si f:Q — R est une fonction mesurable, alors |f|? I’est aussi
car |f|P = ¢ o f ou ¢ est la fonction continue, donc mesurable définie sur R par
¢(x) = 2P. La quantité [, |f(z)[P dz est donc bien définie et appartient & R.

Définition 1.20.

On note par LP(Q), ensemble des fonctions mesurables f : Q — R, et qui
vérifie :

/ |f(x)|P dz < +00
Q

On note par LP(Q2), Uespace des classes de fonctions dans LP()) qui sont égales
presque partout. Plus précisemment, on définie la relation d’équivalence ~ dans

LP() par :
f~ge=f=9g m-pp.
et on définie LP(Q) = LP(Q)\ ~. On identifie la classe d’equivalence de f €

LP(Q) qui est un élément de LP(Q)) avec son représentant f.

Pour f € LP(Q2), on pose :

It = ([ |f(x)|”dx); (13)

LP(Q) (1 < p < oo) muni de ||.||» définie par (1.3) est un espace de Banach.

Théoréme 1.21.

Définition 1.22.

L>®(Q) est lespace vectoriel des fonctions mesurables telles qu’il existe M > 0
tel que |f| < M p.p.. La borne inférieure de tous les M vérifiant cette propriété
est noté par || f||r~ :

|fllzee = inf{M : |f(z)| < M p.p. sur Q} (1.4)

On définit ensuite
L=(Q) = LX)\ ~

en identifiant les fonctions essentiellement bornées qui sont égales presque par-
tout.

Théoréme 1.23.

L>®(Q) muni de ||.||p~ définit par (1.4), est un espace de Banach.

11
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Remarque 1.24.

On appelle L>(Q2) lespace des fonctions essentiellement bornées, et on dit que
| fllze est le Sup essentiel de f :

Supess(f) = ||fllr
Théoréme 1.25.

Si f est une fonction continue sur R, alors :
1z = sup [ f(x)]
zeR

Théoréme 1.26. (Inégalité de Holder)

1 1
Soient (1 < p < o0) et q le conjuguée dep : —+ — =1
P q

Si felr(Q)etge LYQ) alors f.g € L'(Q) et on a :
1f-gllee < A fllev-llgllze

Remarque 1.27.

Sip=q =2 dans le Théoreme 1.26, on obtient l'inégalité de Cauchy Schwartz :

[ @t < ([ u@ras) ([ oera)
Corollaire 1.28. (Généralisation de l'inégalité de Holder)

Soit fi, fa, ..., fr des fonctions telles que :
. ) 1 1 1
e P(Q)(1<i<k) avec —=—+...+— <1,

alors, = fifo...fx € LP(QQ) et de plus :

1A llp < 1 Fullps [ Fellps

Théoréme 1.29. (Théoréme de convergence dominée dans LP )

Sotent (1 <p < o0) et {f,},>; une suite d’éléments dans LP telle que :
(i) {fu},>, converge presque partout vers f
(ii) 1l existe une fonction g € LP tel que
Vn > 1:|f.| <g persque partout.
Alors, f € L? et {f,},~, converge vers f dans LP, c’est a dire :

lim / falz) = f@)P dz =0

n—o0

12
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Remarque 1.30.
Le Théoréme 1.29 ne s’applique pas pour p = oo. En effet :

On considére la suite de fonctions réelles { fu},~, définie sur ([0,1], B([0,1]),m)
par : f, = X[o,1]- On a pour toutn >1 :

{M>0:|fu(x)] <M pp}=][1+00]
Ainsi :
Wl = inf{M > 0: [fu(@) <M pp} =1
De plus :
o <Xp1 pp- Yn>1 et xpo1 € L%
D’autre part :
Ve e [0,1]: lim f,(z) =0= f(z)

n—oo
Donc toutes les hypothéses du Théoréeme 1.29 sont vérifiés, mais
Hm [ fn|e =170 = [ f]lLe
n—oo

Théoréme 1.31. (Réciproque partielle de la convergence dominée)

Sotent (1 <p<oo) et {fn},>; une suite d’éléments dans LP et f € LP. Si
{fu}, >, converge vers f dans LP, alors :
(i) 1l existe { fy, },>, une suite extraite de {f,},~, qui converge presque par-
tout vers f -
(i) 1l existe une fonction F € LP tel que
Vk>1:|fn,| < F persque parout.

Théoréme 1.32. (Comparaison entre les espaces LP)

Soientp,q € R, tels que 1 < p < q < oo et E un sous ensemble de R, mesurable
et de mesure fini. (m(E) < co, m est la mesure de Lebesque dans R™).

Alors :
LY(F) C LP(E)

De plus, cette injection est continue :

3Cpqm(p) N fllee < Clflla  Vf e LYE)

Démonstration.

On distingue deux cas :

q < 400

13
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Soit f € L. Pour tout x € E/, on a :

[f@I" <[f@)]" st [f(x)] =1

Donc
f@) <[f(x)|"+1, Vexek

Ainsi :
[ 1@ de< [ 1@r o+ mie) (1)
Le terme de droite dans (1.5) est fini, puisque f € L9 et m(E) < +oc. Par suite
felr, dou Li C LP.
Montrons maintenant la continuité de l'injection.
(i) Si || fllre = 1, alors d’aprés (1.5), on a :
1
[fllr < Clfllee avec C = (1+m(E))»

(ii) Si ||fllre = 0, alors f = 0 p.p. et par suite ||f||» = 0, d’ott ||f||pe <
C Nl

(iii) Si ||f|lLs > 0, on pose f; = W Alors || fille = 1 et d’aprés (i) , on
La

| fillzr < C| f1]lLa

a .

c’est a dire
| f]] v
| £l La

<Clfillea =C

d’oti
1A llze < Cll s
q=+o0

Soit f € L. Donc |f| < || f|lLe p.p., ainsi

1P < W flZ~ pp-

Donc

[ 11@p ds < £ m(E) < +oc
d'ou f € L? et de plus :

1fllze < (m(E))? || £l

14
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1.3 Les espaces L}

loc

Définition 1.33. (L’espace L} ()

Sotent Q0 un ouvert de R™ et f une fonction réelle définie sur ). f est dite
localement intégrable, et on note f € L},.(Y), si elle est intégrable sur tout sous-
ensemble borné et mesurable de €.

L) ={f: Q= RtqgVK CQ avec K borné et mesurable : /K |f(z)|dx < oo}

Remarque 1.34.

Si f € L},.(Q), alors pour tout compact K dans Q (K est fermé et borné, donc

mesurable et borné) :
[ 1@ <o
K

La proposition suivante est une conséquence immédiate du résultat d’inclusion
entre les espaces LP.

Proposition 1.35.

Pour tout 1 <p < o0, on a:
LP(Q) C Ly ()
Théoreme 1.36.

Toute fonction continue sur €2 est localement intégrable, ¢.a.d.

C(Q) C Ly ()

Démonstration.

Soient K un compact de § et [ € C(2). Puisque toute conction continue sur un
compact est borné, alors :

dM >0: fxx < Mxg

Donc :

Jlf(@)|dz = J1f (@) xx(z
< | Mxk(z)dx

= Mm(K) < oo (Kest borné)
DOU f € LZOC(Q>

15
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Remarque 1.37.

Notons qu’en générale, une fonction continue sur €2 n’est pas forcément intégrable.
Mais, si Q) est borné (de mesure finie), alors on a :

C() c LY(Q)

De méme, on définit les espaces L} (€2) pour 1 < p < oo.

Définition 1.38. (L’espace L} (Q)) (1 <p < 0))

loc

Sotent € un ouvert de R™ et f une fonction réelle définie sur 2. On note par

LY (), Uespace suivant :

Lp

loc

(Q)={f: Q=R tqVK CQ avec K borné et mesurable : / |f(2)]P dz < oo}
K

Remarque 1.39.
Lp

1 () est un espace vectoriel.

Soit { Ny} i 1a famille de semi-normes défine sur L (€2) par :

v e L@ M) = ([ rop dx)’l’ (1.6)

ou K est I’ensemble de tous les compacts de €.

{Np. } g exc génere une topologie sur Ly, (€2) (localement convexe). Cette toplogie,
peut etre aussi définie par une famille dénombrable de semi-normes définie par

(1.6) avec K € {Kj} oy, ot K C Kiyy et Q= J;cn K (voir Lemme 2.7)
Proposition 1.40.

LP(Q) s’injecte continuement dans LY (€2).

Démonstration.

Soit f € LP(Q2). Pour tout compact K de (), on a :

1P X < [fIP
d'oti

[ r@p e < [ 5P

| t@prds< [ i@ ds

16
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Puisque f € LP(Q)), la terme de droite dans I'inégalité précédente est fini, et par
suite f € LV (2). Donc LP(Q2) C L} () et de plus :

loc loc

VK compact de Q: N,g(f) <[l

d’ou, la continuité de l'injection. O
Remarque 1.41.

(i) Puisque tout compact de Q est borné, donc de mesure fini, alors d’aprés
le Théoréme 1.32, on a :

Si p<q alors L}

loc

(€2) C Li, ()
En particulier :
P

loc

(Q) C Lipe(?), Vp>1
(i) En tenant compte de (i) et le résultat de la Proposition 1.40, on déduit :

LP(Q) C LL.(Q), ¥p>1

loc

17



Chapitre 2

Espaces de Fonctions et
Propriétés

Notations

Soient € un ouvert non vide de R" (n > 1), @ = (g, as, ...a;) € N” un multi-
entier.

On appelle longueur de « et on note par |a|, Uentier :
lal = a1+ as + ... + .

Si a et [ sont deux multi-entiers, on dit que a < 3 si et seulement si a; < f;
pour tout ¢ = 1,2, ...,n.

On pose
a\ a!
(5) - Bl a—-p)

ou la factorielle de o qu’on note par ! est définie par :

al = ajlag!...ap,!

Si z = (z1,x9,...x,) € R" on pose :

« ay

% =14 as «a

To “.. Ty "

Soit f une fonction définie sur ) a valeurs dans R, @ € N". On note D*f la
dérivée d’ordre o de f définie par :

. olely o\ (9™
Df_a%fa%;..ﬁs:_(ﬁxl) (87) /

18
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2.1 Les espaces C* (ﬁ)

On note par C* (ﬁ) I’espace des fonctions dérivables jusqu’a 'ordre k sur €2, dont
les dérivées d’ordre k sont continues et prolongeables par continuité a Q. ¢.a.d :

feck (ﬁ) s VYaeN' |a| <k, D*f se prolonge continument & Q.

La topologie de C* (ﬁ) est définie par la norme :

[flle="sup [D"f(x)| (2.1)

z€Q,|a|<k
Théoréme 2.1.

C* () muni de la norme ||.||x définie par (2.1), est espace de Banach.

2.2 Les espaces C" () (0 < k < c0)

Définition 2.2.
(i) On note par C* (Q) lespace des fonctions dérivables jusqu’a l’ordre k, dont
les dérivées d’ordre k sont continues. ¢.a.d :

fech(Q) &vVaeN" |a| <k, Df existe et est continue

(i) On note par C*® (Q) lespace des fonctions indéfiniment continument dérivables.
c.a.d :

fecC®(Q)eVae N Df existe et est continue.
Propriétés 2.3.
Soient f,g € Ck(Q) et A€ R (ou C).

Alors, f+ g, fg, \f et g (g(x) # 0, Vo € Q) appartiennent a C* ().

Formules de Leibniz et Taylor avec reste intégrale

La formule suivante, dite de Leibniz, se démontre par récurrence, a partir de la
formule de la dérivée d’'un produit, qui est un cas particulier.

19
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Proposition 2.4. (Formule de Leibniz)
Soient k > 1, ¢, € C*(Q). Alors, pour tout o € N™ tel que |a| <k, on a
(6% « a—
D (p.1)) =Z( )D%D 0
g

B<a
Proposition 2.5. (Formule de Taylor)
Soient k > 1 et o € CF(Q).
Pour tous z,y € Q2 tels que [x,y] CQ, on a :

1 [0} (07 n (67 ! — (67
P = 3 LD+ Y D) [ Q-0 Dttty dt
jal<k—1 lal=k 0

Remarque 2.6.
(i) Dans le cas de la dimension 1 (c’est a dire pour, Q2 C R), on a la formule
sutvante :

k—1
o) = Z

(ii) En dimensionn > 1, et a lordre k =1, on a la formule suivante :

| —

!gp(j)(y)(x —y) +(x—y)" /0 %dk)(m—i— (1—t)y)dt

3

o) = () + Do) [ G2+ (1= )

2.2.1 La topologie de C* (Q)

Lemme 2.7.

Pour i € N*, on pose :

| =

Ki:{xeR”:\x|§i}ﬂ{x€Q:d(aj,Qc)_ } (2.2)

~

ou d est la distance euclidienne sur R™ définie par :

d(x,y) = \/(xl - 91)2 + (xn - yn)2

Alors : .
(1) K; est compact et K; C K;yq

(2) Q= Ufil K; = Uz‘oi2Ki

(8) Pour tout compact K de S, il existe ig € N tel que K C K,

20
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Démonstration.
I est claire d’apres (2.2) que K; C B(0,1), donc K; est borné.
D’autre part, 'application :
D: Q — R
r — d(z,Q°)

est continue, et puisque :

K; = B#(0,i)n D™ (|:%,+OO D

donc K; est fermé comme étant intersection de deux fermés. Par suite K; est
compact (borné et fermé dans R™).

De plus :

1 o
K, Cc{x e R": |z <i+1}ﬂ{x€Q:d(m,Qc) > ,+1} C Ky
i
Ce qui prouve (1).
Il est claire d’aprés (2.2), que ;= K; C 2.
Soit x € Q, il existe i, € N* tel que |z| < i,.

D’autre part, d(z, Q) > 0 (car, sinon d(z,Q°) =0 < z € Q° = Q°).

1

Donc, il existe i' € N* tel que d(z,Q°) > 7 Alors, © € Kyax(i,,i), par suite
xX

Q c U2, K;. D’ou I'égalité. Ceci prouve (2).

Notons d’abord que puisque K est borné, on a :

Jig e N*: K C {z e R": |z| < ip}

Puisque K est compact alors D est borné sur K et atteint ses bornes :

o € K inf d(x, Q%) = d(zo, Q%)

Puisque d(zg, Q) > 0, car 2y € Q, alors :

1
Jiy € N* : d(x, Q%) > -
1
On a: X
K C {x €Q:d(z,Q% > inf d(z, Q) = d(z, Q%) > ,—}
S Zl
Ainsi : K C Kax(ioir), €€ qui prouve (3). O
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Le Lemme 2.7, permet donc de définir la topologie de C*(€2), de la maniere
suivante :

Pour 2 € N*, on pose

PAH) = L swp [D°f(@)] si f€CHO). ke N
PA$) = Sige sup ID"F@)] i f € C=()

On vérifie facilement que {P;}, . satisfait les propriétés suivantes

Vf,g € CHQ), VA€ R: P(0) =0, B(\f)=|AP(f) et Pi(f+g) < P(f)+P(g)

Notons que si P;(f) = 0, alors f = 0 sur Kj;, non pas sur §.
Par suite, {P;},.y. est une famille de semi-normes sur C*(€2).

Soit € > 0, i € N* et f € C*(Q2). On note par V;(f) le sous-ensemble de C¥(),
définit par
Vie(f) ={g €C*(Q) - P(f —g) <¢}

On dit que V est un voisinage de f et on note par V(f), s’il existe i € N* et
e > 0 tels que V; .(f) C V(f).

On dit que © C C*(2) est ouvert, si O est un voisinage de tous ces points. C'est
la topologie de C*(€2) engendrée par la famille de semi-normes {P;},_y..

Proposition 2.8.

Soit (fn)n>1 une suite de C*(Q) et f € C*(Q). Les deuz assertions suivantes sont
équivalentes
(i) La suite (fn)n>1 converge vers f pour la topologie engendrée par la famille

de semi-normes { P;}, -

(ii) Pour tout |oo| < k (tout o si k = 00) et pour tout compact K de ), la
suite {Do‘fn}n21 converge uniformément sur K vers D*f.

Démonstration.
Montrons que (i) implique (i7). On considére le cas le plus générale : k = co.
Soit | € N et K compact de ). D’aprés le Lemme 2.7,

Jip € N*: K C K,,. Posons i = max(l, i)
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Soit € > 0, on a V; (f) est un voisinage de f.

D’apreés (1),
AN e N*, ¥n > N : f, € Vi(f)

C’est a dire :

P(fo—f) =Y sup |[D*fu(x) = D*f(x)| < e

|O¢|§Z rzeK;

Puisque 1>l et K C K;, on a :

sup |Df.(z) — D*f(z)| <e, VYn>N

zeK

(03 o 5 (03
Donc, {D fn}n21 converge uniformément sur K vers D f.

On suppose maintenant que (ii) est vérifié. D’aprés ce qui précéde :

Ve > 0,3ng, Yn > ng: sup |Df,(x) — Df(z)| < ‘

zeK; F

Ce qui implique que :
(e} o - 6
Ve > 0,3ng, Vn > nyg : Z 5;1}() | D% fr(z) — D*f(2)| < Z ST = €
jal<i “EK i=1
Ainsi :
Ve > 0,3ng, Vn > ng: Df, € Vi (f)

D’ou (1) est vérifié. O

Théoréme 2.9.

La topologie de C*(Q) engendrée par la famille de semi-normes {Pi}iene est
métrisable. Plus précisément, en posant :

vh9 €CQ) Z1+Pf 9)

est une distance sur C*(Q) qui engendre la méme topologie. De plus, C*(2) muni
de cette distance est complet.
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Remarque 2.10.

La topologie de C*(Q) n’est pas normable.

La convergence dans C'™ ()

Soient (,,),>1 une suite de C* (2) et p € C* (2). On dit que la suite (¢p)n>1
converge vers ¢ dans C* (§2), si :

Pour tout compact K dans €2, et tout m € N, on a

lim { sup  |D%n(x) — Daga(x)|} =0

N0 | zeK |al<m

2.2.2 Les espaces D" ()

Définition 2.11. (Support d’une fonction)

Soient Q) un ouvert de R™ et f une fonction défine sur ). On appelle support de
la fonction f, et on note par Suppf, l’ensemble suivant :

Suppf ={x € Q: f(z) # 0}

Remarque 2.12.

(i) Supp(f) est le plus petit fermé qui contient l’ensemble des éléments ot f
est non nul.

(i) f(zo) = 0 nimplique pas que xo & Supp(f). Par exemple, pour f = xjo1],
on a Supp(f) =10,1[ = [0,1]. Ainsi : 0,1 € Supp(f), bien que f(0) =
f(1) =0.

Proposition 2.13.

Soit f une fonction défine sur Q. Alors
(i) xo & Supp(f) <= IV,, (voisinage de xy) tel que f(x) =0, Yo €V,
(ii) (Supp(f))° est le plus grant ouvert ou f est nulle.

Démonstration.

Par défintion (en tenant compte de la définition de I'adhérence), on obtient :
xg € Supp(f) <= VV,, (voisinage de xg) : Vo N{x € Q: f(z) #0} #0

= V V., (voisinage de xg), 3z € V,, : f(x) #0
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Ce qui n’est autre que le contre opposé de (1).

1l est claire que (Supp(f))€ est ouvert (comme étant compément d’un fermé) qui
contient des élément ou f est nulle.

Si on suppose qu’il existe un ouvert © qui contient des élément ou f est nulle tel
que :

(Supp(f))© C ©
Ceci implique que :

0% C Supp(f)

Donc ©¢ est un fermé qui contient des élément oti f est non nulle et plus petit
que Supp(f). D’ot la contradiction (Voir Remarque 2.12). OJ

Il n’est pas difficile de verifier les propriétés suivantes.

Propriétés 2.14.

Soit f et g deux fonctions défines sur ). Alors, on a :
(i) Supp(f) =0 <= f(z) =0, Ve
(i1) Supp(fg) C Suppf N suppg
(1) Si f € CH(Q) alors pour tout i =1,...n : Supp (%) C Supp(f)

Définition 2.15.

On note par D* (Q) Uespace des fonctions de classe C* () a support compact.

2.3 L’espace D (1)

2.3.1 Notions et exemples

Dans la définition suivante et dans toute la suite, on garde les notations introduite
dans la section ci-dessus.

Définition 2.16.

On note par D () et on Uappelle espace des fonctions test (ou fonctions d’essai),
lespace D> (). Autrement dit :

D(Q)={feC>®(Q): Supp(f) est compact }

Notations et Conséquence

(i) Soit K une partie compacte de . On note par Dk (2), 'ensemble des
fonctions de classe C* (§2) a support dans K :

Di () = {f € C=(Q) : Supp(f) C K}
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(ii) Par conséquent, on a
D) ={feC®(Q):3IK Compact, K CQ,fe€Dg(Q)}
Exemple 2.17.
(i) Soit o la fonction définie sur Q =R par o(z) =22+ 1. On a :
Supp(p) ={z €R: p(z) #0} =R =R

Donc ¢ ¢ D(R), bien que ¢ € C*(R).
(ii) Soit ¢ la fonction définie sur Q =| — 1,1[ par ¢(x) = Xgn-1,1]- On a :

Supp(¢) = {w €] ~ L[ 9@ £0} = Q- L1 cQn]-1L1|
=  RA[-L1=[-1,1]

Ainsi, Supp(p) est compact, mais il est connu que ¢ est discontinu. Donc

v ¢ D(—-1,1])
(1ii) Soit Q = R", la fonction réelle ¢ définie sur R™ par la formule donnée

ci-dessous, est une fonction de classe C*° () avec Supp(p) = B(0,1), et
par suite ¢ € D ().

1
e 1-leP si |zl <1
€Tr) =
#(@) { 0 s |z >1

ou |z = />, a7
(iv) Soient Q@ un ouvert de R™ , zp € Q et € > 0 tel que B(xg,e) C
. La fonction réelle p définie sur €2 par la formule donnée ci-dessous,

appartient a D () avec Supp(p) = By(xo, €).

S T
o= { CTTEE i <
0 si|r— x| > €

Remarque 2.18.

(i) Si ¢ € D(]a,b]), ot la,b| est un intervalle ouvert de R, alors il existe
a,B R tels quea < a< <D, et

Vr €la, aU]B,b]: ¢(x) =0

(ii) Si Q est un ouvert de R™ et ¢ € D(QY), alors la fonction ¢ se prolonge
par zéro o D(R™). Plus précisemment, la fonction @ définie par :

() stz €S
0 stz e R"—Q

appartient a D(R™).
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Plus généralement, sild est un ouvert de R™ tel que Q C U, la fonction @
définie par :

~ o () stz €
SO(I)_{O sixeU—

appartient a D(U).

2.3.2 Premieéres propriétés

L’Exemple 2.17 (iv), permet d’obtenir le résultat suivant.
Proposition 2.19.

Soit Q) un ouvert de R™ et f une fonction continue sur 2. On a :

Si / f(x)p(x)de =0, Vo € D(Q) alors f =0 sur Q
0

Démonstration.
Raisonant par I'absurde. On suppose qu’il existe xy € ) tel que f(zg) # 0.

Puisque f est continue, il existe alors un voisinage V,, de x, tel que :
Ve e Vo flx)#0
Ce qui implique, que :
de > 0, Vo € B(xg,€): f(x)#0

Notons que 'existence d’une telle boule ouverte, ou f est de signe constant est
garantie par la continuité de f. On suppose donc que f(x) > 0 sur B(xzg,¢€) (le
méme raisonement est valide pour f(x) < 0 sur B(zo,€)).

Soit ¢ € D(S2), donnée dans L’Exemple 2.17 (iv), avec ¢ > 0 et Supp(p) =
By(z,€). Ainsi :
[rap@i= [ fa)ps >0
Q Bf(zo,e)

D’oti la contradiction. O
Remarque 2.20.

Une généralisation de la Proposition 2.19 dans le cas ou f € L}, (), est donnée
par le Lemme de Dubois-Reymond.

Proposition 2.21.
(i) Si ¢ € D(R), alors lim ¢(z) =0, et on note par ¢(+oo) =0

r—+o0
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(ii) Sip € D(Q) et feC®(Q), alors fp € D(N)
(iii) Si p € D(Q), alors pour tout a« € N, D*p € D(Q)
Démonstration.
Soit ¢ € D(R), avec Supp(yp) C [—M, M], (M > 0). Donc :
Ve > M, ¢(z)=0
D’ou :
lim p(z)=0

T—+00

De méme, on montre que lim ¢(x) = 0. Ce qui prouve (7).
T——00

Soit ¢ € D(Q2) et f €€ C®(R2). On a Supp(p) C K, ou K est un compact de Q.
D’abord, fp € C*(f)), comme produit de deux fonctions de classe C*.

D’autre part, d’aprés les Propriétés 2.14 (ii), on a :

Supp(fg) C Supp(f) N supp(g) C K
D’ou fg est a support compact, et (ii) est prouvé.

Si ¢ € D(Q), il est claire que pour tout a € N", D% € C>*(Q2). De plus les

Propriétés 2.14 (iii) montre que D®p est a support compact. Ce qui prouve
(i4). O

Remarque 2.22.

La propriété (i) dans la Proposition 2.21, se généralise pour les fonctions ¢ €
D(R)", comme suit :

Vi<i<n: lim o(x,.., 2.2, =0

x;—+o0
Proposition 2.23.

() IO EDR) : o = 0 <= v € D(R) el /w(x)dx
(i) 30 € DR) : ) = 20— ) € D(R) et (0) = 0

Démonstration.
On suppose qu’il existe une fonction 0 € D(R) telle que ) = 6'.
Donc ¢ € C*(R) (puisque 6 € C*(R)) et

Supp(yp) = Supp(¥') < Supp(0)
Par suite ¢ est a support compact puisque 0 I'est, d’ott ¢ € D(R).
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De plus, on a :

+o00 +M

/]R W(z)dr = /_ o (x)dz = lim o ()dz

00 M—oo M

= lim [B(M)—6(~M)]=0—0=0

M—oo

Supposons maintenant que ¢ € D(R) et / Y(z)dr = 0.
R

On pose :
o) = [ wlayis
I est claire que 0 € C*(R) puisque v lest.

Montrons maintengnt que 6 est a support compact. Soit Supp(v) C [—A, A].
Alors :

Siz<—A: .
Y(x) =0 et par suite 0(z) = / Y(z)dr =0
Six>A:
+o0o
On a¢(z) =0, donc : Y(z)dx =0
Par suite :

Q(x):/_;¢(x)dx _ /:ow(x)dx—l—()
= /;¢(x)d$+ ;OO U(z)dz

— - Y(x)de = /Rw(m)dx =0

Ainsi, Supp(0) C [-A, A], d’ot1 0 € D(R). Ceci achéve donc la preuve de (i).
On suppose qu’il existe une fonction 6 € D(R), tel que : ¢ (z) = x0(x)

I est claire que ¥ € C*(R), comme étant produit de deux fonctions de classe
C*(R). De plus, on a :

Supp() C Supp(z) N Supp(8) C Supp(0)

Donc 1) est a support compact, et par suite ¢ € D(R). Il est claire que 1)(0) = 0.
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On suppose maintenant que ¥ € D(R) et ¥(0) = 0.

En utilisant la formule de Taylor avec reste intégrale a I'ordre 0 (Voir Proposition
2.5), on obtient :

0(w) = 0(0) +a [ V(e = ot

avec :

9(3:):/0 ' (tx)dt

II est claire que 6 € C*(R), puisque 1) 'est.
D’autre part, on a :
Supp(') C Supp(y) C [—A, A] pour un certain A >0
Donc, pour tout x € R tel que |x| > A, on a : ¢/'(x) = 0 et par suite §(z) = 0.

D’ott Supp(0) C [—A, A], et ainsi 0 € D(R). Ceci, termine donc la preuve de (7).
0

2.3.3 La convergence dans D (1)

Définition 2.24.

On dit que la suite (¢n)n>1 dans D () converge vers ¢ € D () si :

(i) Il existe un compact K C € tel que, pour tout n > 1 : Supp(p,) C K et
Supp(p) C K.

(ii) Pour tout o € N* (D%p,), <, converge vers D¢ uniformément sur K.

Autrement dit, (¢,),>1 converge vers ¢ dans D (Q2) si et seulement si :
(i) Il existe un compact K C € tel que, pour tout n > 1: ¢, p € D*(Q).
(ii) Pour tout € > 0 et pour tout k € N, il existe my € N tels que :

pour tout m > mg, ona sup |[D%,,(z) — D%(x)| < €
zeK,|a|<k

Exemple 2.25.

(i) Soient ¢ € D (R) et (fu)n>1 la suite définie sur R par : f(z) = 2¢(z).

fn € D(R), comme étant produit d’une fonction de classe C* (R) ( la

fonction constante ) et une fonction dans D (R) (la fonction ¢).

Montrons que (fy)n>1 converge vers f =0 dans D (R).
Soit K un compact tel que : Supp(p) C K. On a alors :

Supp(f,) = Supp(p) C K, VYn>1
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et d’apres (i) dans Propriétés 2.1/, on a :
Supp(f) =0 C K
D’autre part, pour tout k € N, on a :

(L) @

= lim 1 sup ‘gp(k)(:z:)‘ =0

n—oo M z€K,

lim sup ‘ff(lk)(:c) — f(k)(a:)‘ = lim sup

n—00 LK n=0 zeK,

Ainsi, pour tout k € N, (f,&“)nzl converge uniformément vers 0 = f*)
sur K. Dot (fn)n>1 converge vers f =0 dans D (R).

1
(ii) Soient ¢ € D (R) et (gn)n>1 la suite définie sur R par : g,(z) = ﬁ@b(nx)

Notons que pour i, (z) = ¥(nx), on a ¥, € C*°(R) comme étant com-
posée de deux fonctions de classe C* (R). De plus, si Supp(y)) C [—A, A,
alors Supp(iy,) C [—%, %], et par suite ¥, € D (R). On déduit donc, avec
une justification analogue a celle utilisé dans (i), que g, € D (R).

On a:
) ) 1 . 1
VreR: lim g,(z) = lim —¢(nz) < lim —sup |[¢(z)]
n—00 n—oo N n—=00 Tl zeR
1
n—oo M

Ou : C = sup [¢(z)|. Cest a dire que (gn)n>1 converge simplement vers
z€R
zéro. Donc si la convergence uniforme a lieu, elle doit etre encore vers

g=0.
D’abord, on a :

A A
Supp(gn) = Supp(Yn) C {—5, E] Cl-A4 A=K, ¥n>1

(% w<m:>) v

= lim n*'sup [ (na)]
n—oo zeK

Mais on a, pour tout k € N :

lim sup‘gg‘:)(:v) —g(k)(as)| = lim sup

n—00 LK n—=o0 zeK

Ainsi, pour tout k > 2, on a :

lim sup |g7(Lk) (x) — g(k)(x)‘ =40

n—00 pcK
Done, la convergence dans D (R) n’a pas liew.

Remarque 2.26.

On déduit de I’Exemple 2.25. (ii) que la convergence simple n’implique pas la
convergence dans D (£2).
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2.4 Partition de 'unité et densité

2.4.1 Produit de convolution

Définition 2.27.
Soit f et g deux fonctions mesurables et définies presque partout sur R™.

Si la fonction y — f(x —y)g(y) est intégrable sur R™ pour presque tout x € R™,
on dit que f et g sont convolable et on note leur produit de convolution par f *g
qui est définit presque partout sur R™, par :

(f*g)(zx)= - flx—y)g(y)dy

Propriétés 2.28.

Soit f et g deux fonctions mesurables, définies presque partout sur R™ et convo-
lable. Alors les proporiétés suivantes sont stisfaite.
(i) (f*g)(z) = (g*f)(x) presque partout sur R™ (commutativité de la convo-
lution)

(i) supp(f * g) C supp(f) + supp(g), ot A+ B={x+y: z€ A, ye< B}

Le théoreme suivant, donne des conditions suffisantes pour que le produit de
convolution soit bien définit.

Théoreme 2.29.
Soient p € [1, +o0|, f € LP(R™) et g € L*(R™).

Alors, pour presque tout x € R™, Si la fonctiony — f(x—y)g(y) est intégrable. Le
produit de convolution fxg est donc défini presque partout. De plus fxg € LP(R™)
et on a:

1 glle < [[fllze-llgll
Remarque 2.30.

On déduit de (i) dans Propriétés 2.28, que la meme conclusion du Théoréme
2.29, reste valable, si on remplace f g par g* f, et de plus on a : fxg=gx* f.

Proposition 2.31.

Soient f une fonction continue et borné sur R™ et g € L*(R"). Alors f * g est
continue, et de plus, on a :

supp(f * g) C supp(f) + suppess(g)

Démonstration.
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Une application directe du théoréme de convergence dominée, donne la continuité
de f *g.

Soit © € R™ — (supp(f) + suppess(g)), on a :

(f+g)(x) = / £ — )g(y)dy

_ / fla —y)gly)dy + / fz—y)g(y)dy
suppess(g)

suppess(g)©

Puisque g = 0 sur suppess(g)©, alors la deuxiéme intégrale ci-dessus est nulle.

Pour calculer la premieére intégrale, on effectue le changement de variable i’ =
x — y et on obtient :

/ flx—y)g(y)dy = / fW)g(x —y)dy'
suppess(g) A

ou :
A={y : v —y € suppess(g)}

Notant que :
y' € A implique que ¥y ¢ Supp(f) (2.3)

En effet, siy € A, alors x —y' € suppess(g). Puisque © = x —y' +v/, ’hypothése
x ¢ (supp(f) + suppess(g)), implique donc que y' ¢ Supp(f).

On déduit de (2.3), que la restriction de f a A est nulle. Par suite :
/ fx—=y)g(y)dy =0
suppess(g)

Donc : (f * g) (x) = 0. Ainsi f % g est nulle sur (supp(f) + suppess(g))°. Dot :

supp(f * g) C supp(f) + suppess(g)

Remarque 2.32.

Si supp(f) ou suppess(g) est compact, on peut montrer que supp(f)+ suppess(g)
est fermé, et par suite, on a :

supp(f) + suppess(g) = supp(f) + suppess(g)
Proposition 2.33.

Soient f € L®(R"), g € L'(R") et k € NU {oo}. On suppose de plus que f est
de classe C* et ses dérivées jusqu’a l'ordre k sont bornées.

Alors f x g est de classe C*, et pour tout o € N" tel que |a| <k, on a :
D(f xg) = (Df) xg
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Démonstration.

Pour presque tout y € R™, la fonction x — f(x —y)g(y) appartient a C*(R"). De
plus pour tout x € R", on a :

1D (f(x —y)g)| = (D)@ —y) gW)] < | fllee l9(¥)]

Puisque g € L*(R"™), le résultat découle donc du théoréme de dérivation sous le
signe intégrale. 0

Le Corollaire suivant, résulte immediatement de la Proposition 2.33.

Corollaire 2.34.

Sotent f € D(R") et g € L}, (R™). Alors f x g € C*(R™), et de plus, pour tout
a€eN' ona:

D(fxg) = (D"f) g

2.4.2 Partition de ’unité

Nous commenconc par un théoreme qui donne un résultat tres util concernant
la construction de certain type de fonctions test, dite "fonctions plateaux”

Théoréme 2.35.

Soit Q un ouvert de R™, K un compact de ) et © un ouvert tel que K C © et
e c.

Il existe alors une fonction ¢ € D () tel que :
o=1surK, p=0sur % et 0< ¢ <1 sur Q

Démonstration.

La preuve se fait en trois étapes.
1 étape
Pour tout € > 0, il existe p. € C* (R™) tel que
pe 20, Supp(pe) C By(0,¢€) et / pe(x)dr =1
En effet, considerons la fonction py définie par :
1
e 1=l si x| <1
€Tr) =
pol) {0 s o] >1

(Voir les proporiétés de py dans I’Exemple 2.17 (iii) ).

(x) = M, uis  pe(x)=¢€" z
p / o puis  p p (6)

n

On pose :
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On vérifie facilement que p. satisfait les conditions souhaités.
2¢me étape
Soit K un compact de R". On pose :

K.={zeR":d(z,K) <€}

ou d est la distance euclidienne.
Alors, pour tout € > 0, il existe 6, € C* (R™) tel que :

0. =1sur K, 6. =0 sur Kg; et 0<60.<1
En effet, on définit 6. par :

b(x) = / pele — 4) X (v) dy (2.4)

Puisque [ p.(z)dx =1et 0 < xg, <1, on obtient : 0 <0, <1
Maintenant, puisque p. € C* (R"), alors pour tout o« € N", on a :

|Dg [pe(z —y) xx. )]l = (D) (x —y) xk.(y)]

f; (Z;Q;XK}(y> € Lﬂ(ﬂﬁn)

ou
Cea = sup [(D%pc)(2)|

z€R™

Ainsi, d’apres le théoréme de dérivation de Lebesgue, on déduit que
6. € C> (R™).
Nous allons utiliser I'inégalité suivante :

VIK,y e R": |d<$,](>'—'d(y,}()‘f;(jtﬁ,y)
Siz e K, onad(z,K) > 2e.
Dans I'intégrale de membre de droite de (2.4), on a :
y € Supp(xk.) = K., clestadire d(y,K)<e

Donc

[z —yl =d(z,y) > €
D’ou
x —y ¢ Supp(pe) et Oc(r)=0
Maintenant, puisque [ pe(xz)dx =1, on a :

L= [z —y)xu.(y) dy + [iee pelz —y) dy
(2.5)
= Oc(x) + [o pelz —y)dy
Siz € Ketye K¢, onadoncd(x, K) =0etd(y, K) > ¢, dott |z —y| > ¢

€

Donc x —y ¢ Supp(pe) et on déduit donc de (2.5) que 6.(z) = 1.
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3éme tape

Soit maintenant K et €0 comme dans ’énoncé. Nous allons montrer :
Jep €]0,1[ tel que: K C Ko, C O (2.6)

En raisonant par I'absurde, nous allons supposer que pour tout € €]0, 1],
il existe x. € Ky, tel que z. € OF.

Or K, C Ky qui est compact. Il existe donc une suite (xej) qui converge
vers xg € K.

Puisque d(z., K) < 2¢, on a par continuité d(xy, K) = 0, c’est a dire
To € K.

D’autre part (z.,) C ©% qui est fermé, donc x, € ©.

Ceci contredit le fait que K C ©, et prouve donc que (2.6) a lieu.
Maintenant, avec ey qui vérifie (2.6), la fonction ¢ = 0, ou 0., est la
fonction construite dans la 2°™ étape, répond a la question.

Lemme 2.36.

Soit K un compact inclu dans un ouvert € de R™. Alors il existe un ouvert 6, tel
que : B B
K cCc#o, 0cCQ, avec 0 est compact

Démonstration.

11 suffit de prendre :
)
Gz{er: d(:c,K)<§}

ot : § = min d(x, Q°) O
zeK

Théoréme 2.37. (Partition de 'unité)

Soit K un compact inclu dans un ouvert  de R™ et K C Uj_,Q; avec (Qj)1<j<p
est une famille finie d’ouverts inclus dans 2. Alors il existe des fonctions (Xj)1_<j_<p
dans D(Q), telles que : o

P
Vi=1,..,p: 0<x; <1, Supp(x;) CQ;, et Vo € K : ij(x) =1
j=1

Démonstration.

Soit K7 = K\ (2 U Q... UQ,). Alors, K est fermé et borné, donc compact. De
plus, K1 C €)y. Donc, d’apres le Lemme 2.36, il existe un ouvert 0, d’adhérence
compacte, tel que :

K1C91 et 0_1CQl
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Puisque :
K C KiUQyUQs... UL,

alors :
K CoUuQUQs..UuQ,

Maintenant, on pose :
K2 == K\ (Ql U Q3 U Qp) C QQ

De méme, en utilisant le Lemme 2.36, on construit un voisinage ouvert 0 de K,
d’adhérence compacte, tel que 0y C 5.

Alors :
KcQub,uQs.. U Qp,

d’ou :
KCOUbUQs. UQ,

On construit donc par récurrence une suite d’ouverts 0y,0,, ...,0,, d’adhérences
compactes, tels que pour tout j, on a :

K C 0 Uby..U;UQ... UQ,
Pour tout 1 < j < p, soit X; € D(Q) tel que Supp(Y;) C Qj, X; = 1 sur 0; et
0<x; <1

Pour obtenir le résultat cherché, on pose :

X1 = X1, X2 = X~1(1 - X~2), e Xj = )51(1 - )52)---(1 - )53’)

II est claire que 0 < x; <1 et Supp(x;) C ;. De plus, on a :

p p
1-> i =]J=x)=0 sur K
j=1

j=1

D’ou, le résultat. ]

2.4.3 Théoréemes de densité

Pour 1 < p < +o00, on note par LP2(2) I'espace suivant :

LP(Q) = {f € LP(Q),IK compact de Q: f =0 sur K}

Notons que par le Théoréme 1.32, L2(R™) C L'(R"). Ainsi, les deux propositions
suivantes résultent immédiatement de Proposition 2.31 et Proposition 2.33.
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Proposition 2.38.
Soient ¢ € D(R™) et f € LE(R™) ou 1 < p < +oo. Alors ¢ x f € D(R").
Proposition 2.39.

Soient ¢ € D(R") et f € D¥(R") ot k € N. Alors ¢ x f € D(R"), et de plus, on
a:
D pxf)=¢pxD%, YaeN":|a] <k

Définition 2.40. (Suites régularisantes)

On appelle suite régularisante dans D (R™), toute suite (f;)
vérifie les propriétés suivantes :

(1) Pour tout j >1: f; > 0.

i) [ e =1
R™
(111) Supp(f;) C B(0,€;) avec lim € =0

j—00

C D(R™) qui

j>1

Exemple 2.41.

Pour toute fonction 0 < ¢ € D (R™), on peut associé une suite régularisante
(fj);51 comme suit :

S
/n o(x)dx |

Il est claire que f € D (R"™), flz)dr =1 et Supp(f) C B(0,1)
R”

1. On pose : f =

une suite telle que lim €; =0 <€j = 1# par exemple )

2. Soit maintenant (€;) , 5
= j—o0

1

1
3. On pose : fj=—Ff (in)

€ €

Proposition 2.42.

Soient (p;),5, une suite régularisante et f € L (R™). Alors la suite (f3) 51
définie par :
fi=(gjxf) ¥j=1

vérifie les assertions suivantes :

1.Vj>1:f; € C*R")

2. Si f € C*(R"), alors (fj);5, converge vers f dans C*(R").

5. Si f € D(R"), alors (f;);5, converge vers f dans D(R").

4. Si f € LP(R"), alors (f;);5, converge vers f dans LP(R").
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______\C
5. Sl existe a > 0 tel que f = 0 presque partout sur (B(O7 a)) , alors f; =0

S—e,
presque partout sur (B(O, a+ %)) (Donc f; est a support compact et par
suite f; € D(R™)).

Un résultat tres important de la Proposition 2.42 est donné par le lemme suivant.

Lemme 2.43. (Dubois-Reymond)

loc

Soit f € L .(Q). Si pour tout p € D(R) : / f(z)p(x)dx =0,
Q
alors f =0 presque partout sur )

Démonstration.

Soit p € D(R) tel que Supp(p) C B(0,1) et / p(xz)dz = 1. On pose
0

—n

pe(y) = € "ple”y)
Soit x € D(R). Alors fx € LL(Q).
Pour tout x € R™, y — p.(z — y)x(y) appartient a D(S).
Puisque :

eoxD@) = [ oo = xt) )y,
I’hypothése sur f, conduit donc a (p. * xf)(x) =0

D’autre part, d’apreés la Proposition 2.42, la suite (p.* x f) converge vers x f dans
LY(R™).

On déduit donc que x f est nulle presque partout sur out compact de §2, donc
presque partout sur (). O

Remarque 2.44.
Le résultat de la Proposition 2.19, est un cas particulier du Lemme 2.43.

En effet, comme C(Q2) C Li,.(Q), le Lemme 2.43 implique donc que f est nulle
presque partout sur §2.

Puisque, f est de plus continue sur €2, alors f est nulle parout sur Q.
Théoreme 2.45.

Pourn > 1 etp € [1,00[, D(R") est dense dans LP(R").

39



Nisse.K.

Démonstration.
La démonstration utilise une méthode dite de "troncature et régularisation”.

Rappellons que :

LP(R™) = {f € LP(R™),3K compact de Q: f =0 sur K}
Notons que les éléments de LP(R™) sont a support compact.
1% étape :
Nous allons monter que LP(R™) est dense dans LP(R"), en effet :

Pour j € N, on pose f; = f‘XW’ ona:

1. lim f; = f presque partout (convergence simple).
j—o0
2. |fj| < |f| presque partout Vj € N

Ainsi, d’apres le théoréme de la convergence dominée dans LF(R"), la suite (f;) 5,
converge vers f dans LP(R"). -

Puisque (f;);5, C LE(R"), on a bien montrer que LE(R") est dense dans LP(R").
2¢me étape :

Soit maintenant f € LP(R™). Pour conclure, il suffit donc de montrer qu’il existe
une suite (f;);5, C D(R") telle que (f;);-, converge vers f dans LF(R").

Or cette suite est donnée par f; = (p; * f) ol ;)5 est une suite régularisante.
Le résultat découle immédiatement de la Proposition 2.42 (plus précisément,
d’aprés 1.,4. et 5.). O]
Remarque 2.46.

Le résultat du Théoreme 2.45, ne s’applique pas pour p = oo. C’est a dire,
D(R™) n’est pas dense dans L= (R™). En effet, si c’est le cas, et puisque la limite
uniforme d’une suite de fonctions continues est continue, L>(R™) ne contient
que des fonctions continues, qui est evidemment fauz.

Avec un raisonnement identiquement similaire a celui du Théoreme 2.45, et ceci
en remplagant LP(R™) par D¥(IR™), on obtient un deuxieme résultat de densité,
donné par le théoreme suivant.

Théoréme 2.47.

Pourn>1 etk €N, D(R") est dense dans C*(R™).
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Remarque 2.48.

Les résultats du Théoréme 2.45 et du Théoréeme 2.47, restent valables pour un
ouvert quelconque de R™ au lieu de R™.
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Chapitre 3

Les Distributions

3.1 Définitions et Exemples

Définition 3.1. (Dual Topologique)

Soit E un espace vectoriel topologique. On appelle Dual Topologique de E qu’on
note E', Iespace des formes linéaires continues sur E.

Définition 3.2. (une distribution)

On appelle distribution, tout élément de D' () "l’espace dual topologique de [’es-
pace des fonctions tests D ().

Autrement dit : une distribution est une application
T:D(Q) —R
= (T,9)
Lincaire :
Vo, B € R, V1,02 € D (Q) : (T, cup1 + Bipz) = (T, 1) + B(T, p2)
Continue :
Si nh_)rglo on = ¢ dans D (2), alors lim (T, ¢,,) = (T, ) dans R.

n—oo

Ainsi, une forme linéaire T" sur D (2) est une distribution, si et seulement si :

Pour toute suite (¢,),>1 dans D () qui converge vers 0 dans D (€2), la suite
numérique ((7', n)), >, converge vers 0 dans R.
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Proposition 3.3. (Caractérisation d’une distribution)
Une forme linéaire T sur D () est une distribution, si et seulement si :

Pour tout compact K de §2, il exist Cx > 0, et mg € N tels que

(T,9)| <Ck Y sup|D%(x)| V€ Dk (Q)

la|<m zeK

Démonstration.

On suppose que T est une distribution et nous allons montrer que (3.1) est
satisfaite. Donc T est une forme linéaire continue sur D (§2). Rappellons que la
topologie de D (£2) et celle induite par la topologie de C* (), ¢.a.d définie par
la famille de semi-normes {P;}, . définie par

Pp) =Y sup|D%(z)] Vo€ D(Q)

laj<i €Ki

et ceci pour tout i € N*, ou K; est le compact définit dans le Lemme ...

Puisque T est continue entant que fonction définie sur D (2) muni de la topologie
définie par {P;}, ., alors pour tout ¢ € N*, il exist C; > 0 tel que

(T, 9)| < CiPi(p) = Ci) | sup [D%(x)]  Vyp € D(Q) (3-2)

|a‘§2 rzeK;

Soit maintenant K un compact de ). D’aprés le Lemme 2.7, il exist 1z € N* tel
que K C K;. An appliquant donc (3.2) pour i =ik a ¢ € Dg (2) C D (), on
obtient

(T, @) < Cipe Y sup [D%(x)] V€ Dk ()

|Oc‘§iK CEEKiK

Notons que pour ¢ € Dy (2), on a Supp(p) C K et Supp(D*p) C K, Vo € N™,

Ceci implique que

sup |D%p(z)| = sup [Dp(x)], Ve € Dk ()

xEKiK rzeK
d’ott (3.1) est vérifiée.

On suppose maintenant que T' est une forme linéaire sur D () qui satisfait (3.1).
Puisque D (2) est métrisable et T est linéaire, il suffit de montrer que :

Si la suite {¢n}, .y converge dans D (2) vers zéro alors,
la suite numérique {(T, )}, oy converge dans R vers zéro

Soit {@n},en une suite qui converge vers zéro dans D (Q). 1l exist donc un com-
pact K de € tel que
Supp(p,) C K, Vn € N
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Ceci implique que ¢,, € Dk (2), pour tout n € N. Donc d’aprés (3.1), on a

(T )| < Cx Y sup |Dpu()] (3-3)

la|<mx zeK

Sachant que pour tout o € N", la suite {D%p, }, .y converge uniformément sur
K vers zéro, on a
lim sup |[D%,(z)| =0, VaeN"

n—oo zeK

Donc en faisant tendre n vers 'infini dans (3.3), on obtient lim (T, ¢,) = 0
n—oo

Définition 3.4. (Ordre d’une distribution)

Dans la caractérisation précédente, si l’entier m ne dépend pas du compact K,
on dit que T est une distribution d’ordre fini inférieur ou égale a m, et le plus
petit entier p vérifiant p < m est appelée ordre de T'.

Si lentier m ne peut étre indépendant du compact K, on dit que T est d’ordre

3.1.1 Exemples

Distribution définie par une fonction localement intégrable
Soit f € L;,.(2). La fonction Ty : D (2) — R définie par

Tr(p) = (T}, ) = /f dr Yy e D(Q)

est une distribution d’ordre 0. En effet :
Notons que :

feL, (Q = fxx € L'(Q) VK compact dans (2
Ainsi, puisque ¢ est a support compact, on a :
Yo € D(Q): f.p e LY

Par suite T} est bien défini. De plus, il est claire que Tf est linéaire.
D’autre part ; soient K un compact de Q et ¢ € Dy (£2), alors

IS x)dx

< supo(e |/|f )| da

Donc la caractérisation ( ) est satisfaite avec :

CK—/|f Jdx et m=0.
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Par suite T est une distribution d’ordre inférieure ou égale a zéro, donc d’ordre
7éro.

Remarque 3.5.

On note sowvent f au lieu de Ty, c’est a dire, on écrit (f,¢) au lieu de (T, p)

Définition 3.6. On appelle distribution réguliere, toute distribution qui peut étre
définie par une fonction localement intégrable.
Toute distribution qui n’est pas réqulicre est dite singuliére.

Remarque 3.7.
Soit Q un ouvert de R™. L’application suivante :

it LL(Q) — DQ)

loc

f — Tf,

est une injection. En effet, puisqu’elle est clairement linéaire, il suffit de montrer
que son noyau est nul.

On suppose que Ty = 0, c’est a dire :

Vo € D(Q) : /ﬂf(x)ap(x)dx =0

Il s’ensuit donc du Lemme 2.43, que f = 0 presque partout sur §2, et par suite
f =0 dans L}, (Q). Dot le résultat.

loc

Notons que, c’est par cette application que ['espace L. .(Q) s’injecte dans D' ().

loc

La distributions de Dirac

Soit xy € Q. La forme linéaire ¢,, : D(R) — R définie par
<5ﬂ¢07 90> = (,D(ZE()), Ve € D(Q)

est une distribution d’ordre 0. En effet :

Soient K un compact de Q et ¢ € Dk (Q2), alors
{0, P} | = [i0(0)| < sup [(x))]
zeK
Donc la caractérisation (3.1) est satisfaite avec :
Cr=1 et m=0.

Par suite d,, est une distribution d’ordre inférieure ou égale a 0, donc d’ordre 0.

Remarque 3.8.

La distribution de Dirac n’est pas réguliere.
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1 1
La distribution valeur principale de — : (VP (—))
x x

1
La fonction f(x) = — n’est pas localement intégrable sur R. Mais, on peut quand
x

meéme lui associer une distribution appelée valeur principale de — et qu’on note
x

1
par V, (—) définie comme suit :
x

<v;, (i) ,<p> Ciim [ 2% veeD®)

e—0 |CC‘>6 T

1
Vo (—> est une distribution sur R d’ordre 1. En effet :
T

1
Montrons d’abord que ’application V,, (—) est bien définie.
x

Soient ¢ € D(R) et M > 0 tels que Supp (¢) C [-M, M]. Alors

1
<v,, <_) ,¢> — lim 2@ 4y
z e—0 e<|z|<M T

D’apres la formule de Taylor avec reste intégrale on a au voisinage de zéro :

o@) = p(0) +2b(x) o (z) = / o (t) dt
ECT®) o s W< C s I ()]

Ainsi, pour tout € > 0 :

1 . dx .
(B -t oL 0] -

Il est facile de voir que I; = 0 (U'intégrale d’une fonction impaire dans un
domaine symétrique).
D’autre part, on a :

/€<$|SM¢($)da::/Rxe(x)zﬁ(:v)d:c 3:/R¢e(x)dx

1 sioe<lz|<M
sinon

avec !

et
(be = Xe w
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On a:
[de(2)] < |Xj-aram(@)¥(2)| = g(z) € L'(R)
et
lim 6 = (a1 ¢

Donc, d’apres le théoreme de convergence dominée, on a :

lim Y(x)de = /Rx[_MM](xW(x)dx = /_Mw(a:)dx

=0 e<|z|<M

1
Ainsi, V, (—) est bien définie et de plus, on a :
x

lim Lx|>6¢(x)dx‘ < 2M sup |¢(z)

< 2M sup |¢(2)]
jal<M

Il s’ensuit donc, que pour tout ¢ € Dg(R), on a :

OIS

lim f6<|x‘§Mw(:c)d:L’

e—0

VAN

2MC SUP|z|<M " (z) |

1
Par conséquent, V, (—) étant une application linéaire, on déduit que c’est une
x

distribution sur R d’ordre au plus 1.

On va montrer qu’elle ne peut étre d’ordre 0. En effet, en raisonant par I’absurde,
on suppose que :

Vo € D(R) : ’<Vp <é) ,s0>’ < C sup |p (2)] (3.4)

rzeK

Soit (¢y,) la suite dans D(R) telle que 0 < ¢,,, < 1 et :

1: ze[X1]
Om(T) = 1
0: z<— ou z2>2
2m
1
Notons que le Théoreme 2.35, avec K = [%, 1} et © = } . 2 [ garanti ’existence
m

de v,.
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Il est claire que : sup,c |¢m ()| =1

1
D’autre part, pour e < —, on a :
2m

2 1
|z|>e x 1 X % T

2m

Udg
= — =1lnm
1z

m

1
<V;0 (—) ,gpm> >Inm —— o0
X m—o0

1
Donc, (3.4) ne peut étre satisfaite, et par suite V,, (—) est d’ordre 1.
x

Ainsi :

3.2 La convergence dans D' ()

Définition 3.9.

Soient (T,,)n>1 une suite de distributions sur Q et T € D' (2). On dit que (T,)n>1
converge vers T dans D' () si et seulement si :

Vo € D(Q): I (T,. ) = (T.¢)

Exemple 3.10.

Soit { fn}n>1 la suite des fonctions réelles définie par :
VneN: f.(x) = X, 1]

1
loc

Notons que pour tout n € N, f, € L
associée a f, est bien définie.

(R) et par suite la distribution réguliére

Nous allons montré que { f,}n>1 converge vers 6y dans D' (R). En effet :
I \

[(fn, ) = (00, 0)| = fn(@)p(x)dz — ¢(0)

1

| netara = e(0)

/0 ") — p(0))de
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D’apres le théoreme des accroissements finis, on a :

3¢ €10, 1[: o(z) — 9(0) = z¢/(€)

Donc :

=

o) — o)l < n / " e/ (€)] da

< n sup |go’(x)|/nxd:v
(¥) 0

rESupp

IN

— — 00 0
2n -

Montrons maintenant que {f?},>1 ne converge pas dans D' (R). En effet, fizons
v € D(R) tel que p(0) < oo et p(0) # 0. On a donc

o) = [ Pa)e@)ds = / " n2p(a)di

0

3=

— n/o np(z)de = n{fn, ¢)

Puisque

avec p(0) < oo et ¢(0) # 0, alors

m (f,., ) = lim ne(0) = o0

li
n—oo

Par suite { f*},>1 n'est pas convergente.

Remarque 3.11.

Notons que la suite dans [’Exemple 3.10 converge simplememt vers zéro. On
déduit donc que la convergence presque partout nimplque pas la convergence dans

D'(Q)

Bien que la convergence presque partout n’implique pas la convergence dans
D' (), le théoreme suivant, fournit un type de convergence qui I'implique.

Théoréme 3.12.

Pour 1 <p < 400 et Q un ouvert de R", soit (f)m>1 une suite dans Lj, () et
fer (2).Ona:

loc

p

e(§2), alors (fm)m>1 converge vers f dans

Si (fm)m>1 converge vers f dans L
D' (Q).
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Démonstration.

Notons d’abord que pour tout 1 < p < 400, ona L} () C L},.(). Ceci axplique
donc le sens de convergence envisagé dans D' () pour la suite (fy,)m>1. Plus
précisemment : la convergence de la suite des distributions régulieres associées a

(frm)m=1-
On suppose maintenant que (f,,)m>1 converge vers f dans L ().

Soit ¢ € D () avec Supp(p) C K. On a :

s ) = /fm daz—/fm
(10 = [ S@ypla)da

1 1
Puisque ¢ € L} (2) pour ¢ > 1 tel que — + — = 1, I'inégalité de Hélder donne
P q

De méme, on a :

alors :

@) — o) = [ fop |</ ) — £(@)] (@)

< [ fm — fHLP(K) H‘PHLq(K) P

On déduit donc :
{(fmsp) —— (fr), Vo € D(Q)

D’ou le résultat. 0
Exemple 3.13.
In(x)

On considére la suite des fonctions (fu)m>1 définie sur Ry par : f.(z) = [
> 24 L

Pour tout m > 1, f,, est continue sur Ry, d’ou f,, € Li, (Ry).

Vre Ry, lim fula) = 1ok = f()

De plus, on a :
Vm Z L: |fm| S |f’ S Llloc(R+)

Donc, d’aprés le théoréme de convergence dominée, il résulte que (fm,)m>1 converge
vers f dans L}, (R.).

On déduit donc du Théoreme 3.12, que la suite des distributions réguliéres as-
sociées a (fm)m>1 converge vers la distribution réguliére associée a f dans D'(R,.).
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3.3 Support d’une distribution

Définition 3.14.
Soit T € D' (Q). On dit que T est nulle sur un ouvert U de §) si
Vo € Dy () : (T, ) =0
On note Ty = 0 et on dit que U est un ouvert d’annulation de T.
Lemme 3.15.
Soient T € D' () et ()icr une famille d’ouverts d’annulation de T

Alors W = U;er€); est un ouvert d’annulation de T'.

Démonstration.

Soit ¢ € D (W). Posons K = Supp(y) C W.

Puisque K est compact, la propriété de Borel-Lebesgue implique alors qu’il existe
un nombre fini d’indices J C I tel que K C U;c;82;.

Soit (xi)ics la partition de I'unité associée au recouvrement (£2;);cy :

Xi € Dg, (), ZiEJXi(QU) =1, Vo € Ui 8
Puisque ¢ est a support compact dans K C U;c;82;, on a

p(r) = . xil@)p()

De plus T est linéaire, donc

(T, ) = Zi€J<T, Xi)

Comme (; est un ouvert d’annulation de T et Supp(x;¢) C Supp(x:) C €, alors
(T, xip) =0, Vi € J et par suite (T, p) = 0. O

Remarque 3.16.

On déduit du lemme précédent, que pour toute distribution, il existe un plus grand
ouwvert d’annulation : c¢’est ['union de tout les ouvert d’annulations. Ceci justifie
la définition suivante.

Définition 3.17.

Soit T € D' (). On appelle support de T et on note Supp(T'), le complémentaire
dans ) du plus grand ouvert d’annulation de T

Remarque 3.18.

Comme complémentaire d’un ouvert, Supp(T) est toujours fermé.
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La définition du support d'une distribution, peut étre traduite par les assertions
équivalentes citées dans la proposition suivante.

Proposition 3.19.

Soit T € D' (Q). Alors les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) xo & Supp(T) < IV, un voisinage ouvert de xy t.q Yo € D (Q),Supp(p) C
Vao : (T, 0) = 0
(ii) xo € Supp(T) < Vi, Jp € D (), Supp(p) C Vi et (T',0) # 0
(iii) Si F est un fermé de Q : Supp(T) C F < T =0 dans F©

Exemple 3.20.
T = §y (Distribution de Dirac en zéro).

Tout ouvert de R™ — {0} est un ouvert d’annulation pour dy. En effet, soit U un
ouvert de R™ tel que 0 &€ U, alors :

Vip € Dy (R") = {0, ) = ¢(0) =0

D’autre part, il est claire que 0 € Supp(do), donc le plus grand ouvert d’annula-
tion pour &y est R™ — {0} et par suite Supp(dy) = (R™ — {0})° = {0}.

Exemple 3.21.

T =Ty (La distribution réguliere associée a la fonction de Heaviside)

H(x):{l x>0,

0 : <0

U = |—00,0[ est ouvert d’annulation pour Ty. En effet

Vo€ D(R): (Tip) = [ Holotoyir = [ " o)

Donc, et puisque pljooof = 0 pour ¢ € Dy (R), on a :

+oo
Vo € Dy (R): (Tug) = | pla)dn =0
0
D’autre part, il est claire qu’il existe un ¢ € D (]0,00[) tel que (T, @) # 0

Ainsi, U = |—o00,0[ est le plus grand ouvert d’annulation pour Ty, et par suite
Supp(Tu) = (U) = [0,00].
Proposition 3.22.
Soit T € D' (Q), alors :
Supp(T) =0 <= T =0
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Démonstration.

Si T = 0, alors le plus grand ouvert d’annulation est ). Donc : Supp(T) =
() = 0.

Réciproquement, si T est nulle sur ()¢, donc sur Q. D’ou, T = 0. O
Proposition 3.23.
Soit T € D' (Q) et ¢ € D(R2). On a donc :

Si o =0 sur un voisinage de Supp(T), alors : (T, ) = 0.

Démonstration.

Soit V' un voisinage ouvert de Supp(T'), ott p = 0 sur V. C’est a dire :
Vc{reQ: p(x)=0}

Cela entraine que :

{zeQ: ox)#0}cVC

Sachant que V¢ est femé, on déduit donc que :
Supp(p) C V¢ (3.5)
D’autre part, puisque Supp(T) C V', on déduit que :
Ve C (Supp(T))© (3.6)
Maintenant de (3.5) et (3.6), il résulte :
Supp(p) C (Supp(T))* :=U

ou U est le plus grand ouvert d’annulation de T, autrement dit : ¢ € Dy ().
Ainsi, le résultat découle immédiatement de la Défintion 3.14. [

Remarque 3.24.

On doit noter que ¢ =0 sur Supp(T) (pas sur un voisinage de Supp(T)), n’im-
plique pas forcément que (T, p) = 0.

En effet, si on considére la distribution sur R définie par :
(T,9) = ¢'(0), VpeD(R)
Puisque Supp(¢') C Supp(p), on déduit que :
(T, ¢) = ¢'(0) =0, Vo€ Dp- (R)

Donc, R* est un ouvert d’annulation de T'. De plus, c’est le plus grand ouvert
d’annulation, puisqu’il existe une fonction py € D(R) telle que ¢, (0) # 0. En
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effet, soit ) € D(R) tel quep = 1 sur [—e, €] (toujours le Théoréme 2.35 garantie
son existence), puis on pose py = x.

Maintenant, puisque R* est le plus grand ouvert d’annulation de T', alors, Supp(T) =
{0}. Pour ¢q décrit ci-dessus, on a : ¢o(0) =0, c’est a dire oo = 0 sur Supp(T),
mais :

(T, o) = 0(0) =1#0
Proposition 3.25.

Soit f une fonction continue sur un ouvert Q2. Alors Supp(Ty) = Supp(f).

Démonstration.
Soit xg ¢ Supp(Ty).

II résulte donc de la Proposition 3.19 (i) :

3V,, un voisinage ouvert de x : f(x)p(x)de =0, Yo € D(V,,)
Vag

Or, d’aprés la Proposition 2.19, on a : [ = 0 sur V.
Ce qui entraine que xy ¢ Supp(f).
On suppose maintenant que xo ¢ Supp(f).

Il existe alors un voisinage ouvert V,,, de x, tel que :

f(z) =0, Yz eV,

Donc, pour tout ¢ € Dy, (§2), on a :

f(x)p(x) =0, Vo e

Par suite

Vo c€ Dy, () : (Ty.¢) = / f(@)p(@)dz = 0

Ce qui implique que xo ¢ Supp(Ty), et achéve la preuve. O

3.4 Distributions a support compact

Une distribution a support compact, comme son nom l'indique, est une forme
linéaire continue sur D (2) dont le support est compact. Avec cette caractérisation,
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I'effet des fonctions tests en dehors du support de la distribution, peut étre igno-
rer. Ceci permet donc, d’étendre la dualité a toutes les fonctions dans C* (£2)
tout en resrvant la continuité.

On va en fait montrer dans cette partie, que I’espace des distributions a support
compact s’identifit (par une bijection linéaire) au dual topologique de C* (€2).

Définition 3.26. (Distribution a support compact)
Soit T € D' (). St Supp(T) est compact, on dit que T est a support compact.
On note par £ (2), l’espace des distributions a support compact.

Exemple 3.27.
(i) On a déja montrer que Supp(dy) = {0}. Donc oy est a support compact :
do € E ()
(i1) On a aussi montrer que Supp(Ty) = [0, 400 qui n’est pas compact. Donc
Ty ¢ & (Q)

Proposition 3.28.

Soit T € £ (Q) et Ky = Supp(T). Il existe alors, une unique forme linéaire T
définie sur C™ () qui vérifie les propriétés suivantes :

(i) Pour tout ¢ € D(Q), on a : (T,¢) = (T,¢)

(i) Si p € C®(Q) avec Supp(p) N Ko =0, alors : (T, ) =0

(11i) Il existe k € N, un compact K C ), voisinage de Ko et C > 0 tels que :

(T.9)| <€ swlDw(@)  Voec®(@)  (37)

la|<K zeK

Démonstration.

Commencons par montrer l'existence de T. On pose :
Vel (Q): (T,¢) = (T,xp)

oux € D(Q), x =1 sur un voisinage de K.

Soit p € D (), on a :

Supp (1 = x)) N Supp(T) = Supp (1 — x)p) N Ko =
Ainsi, (1 — x)¢ est nul sur un voisinage de K.

Donc, d’apres la Proposition 3.23, on a :

(T,(1=Xx)¢p) =0

Par suite :
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(T, ¢) = (T, xp) + (T, (1 = x)p) = (T, xp) = (T’ )
D’ou (1) est vérifié.
Soit maintenant ¢ € C* () avec Supp(p) N Ky = 0.
Donc : Ko C (Supp(p))©.

11 existe alors un ouvert © tel que © est compact, Ko C © et © C (Supp(gp))c.

Soit x1 € D ((Supp(cp))c) et x; = 1 sur ©.
Puisque Supp(x1) C (Supp(p))“, alors x1¢ = 0.
D’ou

(T, x1) =0 (3.8)

D’autre part, on a : Supp(x — x1) N Ko = 0.

II résulte donc de la Proposition 3.23, que :

(T.(x —x1)p) =0 (3.9)

En combinant entre (3.8) et (3.9), on trouve :

(T, ) =(T,xp) = (T, x1¢) + (T, (x — x1)p) =

Ce qui prouve (ii).
Soit ¢ € C* (Q). Puisque xp € Dk (1), il existe alors k € N et C > 0 tels que :

(7.0 = (Txp) <C 7 sup|D* (x) ()

la|<K zeK

En employant la formule de Leibnitz, on aboutit a :

(T.0)| O Y sup|D7p(a)

la|<K zeK
D’ou (iii) est vérifié.

Montrons maintenant I'unicité de T. Soit TI et Tg deux formes linéaires sur
C> (), vérifiant (i) — (7).
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Soit x € D (Q), tel que x =1 sur un voisinage de K.
Pour p € C>* () et i =1,2, 0n a:

(T3, ) = (Ti, xo) + (T3, (1 = X)) (3.10)

Puisque

Supp (1 = x)p) N Ko =0,

il s’ensuit de (ii) que :

(T;, (1= x)p) =0 (3.11)

De plus, puisque x¢ € D (), il résulte alors de (i) que :

(Ti, xp) = (T’ x) (3.12)

En employant donc (3.11) et (3.12) dans (3.10), on obtient :

(T1, ) = (T, 0) = (T, x¢)
D’oti I'unicité de T. O
Corollaire 3.29.

Toute distribution a support compact est d’ordre fini.

Démonstration.

Soit T' € £'(Q). Puisque D(2) C C>*(Q), il résulte alors de (iii) dans la Proposi-
tion 3.28, que (3.7) est vrais avec le méme entier k, pour tout les compacts. Par
suite T est d’ordre fini égale a k. O

Remarque 3.30.
(i) La propriété (iii) dans la Proposition 3.28, signifie que la forme linéaire
T est coentinue sur C°(Q). Autrement dit : T est un élément du dual
topologique de C=(Q) : T € (C®(Q))'.
(i) L’application
T:8(Q) — (=)
(3.13)

T — T

est injective. En effet, si T =0, il résulte du point (i) dans la Proposition
3.28 que T = 0. Par suite, Ker(T) = {0}. D’ou Uinjectivité de T puisqu’il
est clairement linéaire.
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Proposition 3.31.

Soit T € (C®(Q)). La restriction de T a D(Q) est une distribution d support
compact. De plus, ['application :

R:(C(Q) — &(Q)
(3.14)
T — T"D(Q),

vérifie :

(ZoR)(T)=T, VT e (C®(Q)) (3.15)
ou, I est application donnée par (3.13).

Démonstration.

Puisque T est une forme linéaire continue sur C>(12), il existe alors k € N, un
compact K C Q et C' > 0 tels que :

(T =S swipop@),  veec™ ()

la| <k zeK
Sachant que D (2) C C* (Q), cette propriété de continuité reste vrai pour ¢ €
D (2), et par suite T|p) € D' (Q).

D’autre part, si Supp(p) N K = (), alors pour tout « € N" et x € K, on a

D*p(z) = 0. Par suite (T, ¢) = 0, et prouve donc que :

Supp (T|’D(Q)) CK

D’ou T”D(Q) € 5’((2)
Nous allons montrer maintenant (3.15). Soit T € (C=(Q))’.

Il résulte de (3.7), 'existence d'un compact K de ) tel que pour tout ¢ € C*(€2)
avec Supp(p) N K =10, on a (T, @) = 0. Ceci est donc vrai pour ¢ € D(Q) et on
déduit que :

Supp(R(T) = Ko C K

Soit maintenant x € D(§2) avec x = 1 sur un voisinage de K.

D’apres la définition de T décrite dans la Proposition 3.28, on a pour tout ¢ €
C®(Q) :

(@oR)(D)¢) = (R(D),xe) = (T.x¥)

Notons que la deuxieme égalité ci-dessus résulte du fait que xp € D().
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<T~> (1- x)so> =0

On déduit alors que :

(@oR) (D), ¢)

I
RS
=
=
©
~_—
_I_
PR
=
—
|
Y
AS)
~_—
I
RS
=
©
~_—

D’ou le résultat. O
On arrive maintenant au résultat important suivant.
Théoreme 3.32.

!/

L’espace des distributions a support compact E'(R™) s’identifit a (C*(2))".

Démonstration.

Il résulte de la Proposition et la Remarque 3.30, que ’application :

T:£8(Q) — (C=(Q)

T — T
est une application linéaire et injective.

De plus, l'expression (3.15) dans la Proposition 3.31, exprime que 'application
R définie par (3.14) est un inverse a droite de Z. Par suite T est une bijection.
O
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Chapitre 4

Opérations sur les distributions

On introduit dans ce chapitre les importantes opérations sur les distributions :
la dérivation, la multiplication par une fonction de classe C* et le produit de
convolution. D’autres opérations telles que la translation et la dilatation sont
aussi introduites.

4.1 Deérivation d’une Distribution

L’une des principales motivations dans la théorie des distributions est la généralisation
de la notion de dérivée pour les fonctions "non dérivables”. L’idée est de repor-

ter la dérivation sur les fonctions tests (qui sont suffisamment régulieres) via la
distribution réguliere associée a cette fonction.

Si f est de classe C! sur R, donc localement intégrable, on a ainsi, pour tout
¢ € D(R) :

/R f(@)ple)ds = — / f(2)¢/ (2)da (4.1)

Maintenant, pour une fonction f € L} (R) (qui n’est pas forcément dérivable),

le membre de gauche dans (4.1), n’a pas un sens, contrairement au membre de
drouite. Si le membre de doite dans (4.1) est une distribution réguliere, c’est a
dire, qu'il existe g € L, .(R) tel que :

loc

Vo e D(R): — / f(2)g! (2)de = / 9(2)p(x)dz,

alors, on dit que g est une dérivée au sens des distribution de f, ou une dérivation
au sens faible.

Or, (4.1) s’apergoit dans le cadre des distributions, comme suit :
V(p € D(R) : <Tf’7 g0> = <Tf, g0/>
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Ceci en faite, qui a motivé la définition d'une distribution par la formule donnée
dans la Définition 4.1 ci-dessous.

Définition 4.1. (Dérivée partielle d’une distribution)

Soient T € D' (Q) et © = (1,29, ...7,) € Q. Pour 1 <i < n, on appelle dérivée

partielle, au sens des distributions, de T par rapport a x;, et on note , la
fonction définie par : '
or. D(Q) —R
8ZCZ' ’
oT Op
— =—(T,—/— 4.2
@ <axi,s0> ( ’axi> (4.2)

Remarque 4.2.

oT
1. La fonction EPe définie ci-dessus est une distribution. En effet : la linéarité
X

est claire. Soit maintenant K un compact dans €2, notons que si ¢ €

0
Dk (Q) alors 8;0- € Dk (Q).

Alors, en se servant de la caractérisation de la distribution T, on déduit
Uezistence de C > 0 et my € N tels que pour tout ¢ € Dg (), on a :

oT Op dp
— | (T =2V < a
(Gl =1 = TGN < CEpan, sup|D* (52) (@

< Ok D giemptt Slelg ‘D5<P(95)|

est une distribution.

Donc,
2. On déduit de ce qui précéde, que siT" est une distribution d’ordre m, alors

est une distribution d’ordre au plus m + 1.
T

3. En itérant (4.2), on voit q’une distribution admet des dérivées de tous
ordres. Si T € D' (Q) et a = (aq, ag, ...a,) € N", alors DT est la distri-
bution définie par

DT :D(Q) — R
o (=1)*(T, D)
En effet,

ol glal=en
DaT = B R — — _1 al %1
< #) <8§{38§‘§...3§:’¢> (=1) <8§‘§...8§:’8x1 S0>

o1ty a\cx|—cx1—a2T
= (—]_) + <W,8§38§§@> = ...

— (—1)rtetan (T gaigaz, gonp)

7T Txet

- (1), D7)
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Exemple 4.3.
(i) On consideére la fonction de Heaviside définie sur R par :

Hiz) 1 six>0
xr) =
0 stx<0

Pour tout ¢ € D(R), on a :

+o0
aywz—@mw:—A & (2)dz = p(0) = (6o, )

D'oi, Tl = b.
(i) Pour tout ¢ € D(R), on a :

(0, ) = —(00, ") = ¢'(0)
(i1i) On considére la fonction localement intégrable sur R définie par : f(x) =
In(|x]).
Pour tout ¢ € D(R), on a :

(T} g) = %ﬂw?=4mmWﬂ@M

~ lim U_Elnuxmo'(x)dﬂ/6+m1n(|x|)¢(x)dx] =l 1,

e—0 o

Une intégration par parties pour chacun des deux termes dans I., donne :

—€

I = —ln(e)ap(—e)+/ de%—ln(e)cp(e)%—/w@dx

e T x

= W@—mﬂwM@+/ #(2) 4

lz[>e T
Puisque :
p(€) — p(—€) = e (v(e) +1(—¢))
ou ¢ € C(R).
On obtient alors :

(Th, ) = lim I, = lim ) <vp (1) ,¢>

e—0 e—0 |z|>e X i
. . ;r 1
Ainsi : Tf =V, (m)

Remarque 4.4.

On doit noter que louvert sur lequel la distribution est définie, peut faire la
difference, au propos de la dérivée. En effet, si on considere sur R* la fonction

définie par :
1 stx>0
m:
/(@) {O st <0
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f est dérivable au sens usuel et f' = 0. Par contre, si on considére f définie sur R

tout entier (avec une valeur queconque en zéro), on trouve f' = &y (Voir Exemple

4.3 (i) et noter que f et H appartiennent a la méme classe dans L}, (R)).

Théoreme 4.5.
Soit (Tyn)m>1 une suite dans D' (Q) et T € D' (Q), telles que :

lim T, =T dans D' (Q)

m—0o0

Alors, pour tout « € N, on a :

lim D°T,, = DT dans D' ()

m—r0o0

Démonstration.

Pour tout ¢ € D (2), on a :

lim (DT, ) = (=D lim (T, D%) = (=1)l*(T, D)

m—00 m—00
- (_1)2‘04 <DaT7 90> = <DaT7 (70>

D’ou le résultat. O
Remarque 4.6.

Le résultat du Théoreme 4.5, indique la continuité de 'opérateur de dérivation

de D' () dans D' ().
Proposition 4.7.

SiT € D' (R™) est une distribution réguliére donné par une fonction f € C' (R™),

alors pour tout 1 <1 <mn, est une distribution réguliere donné par

Démonstration.
Pour tout ¢ € D(R"), on a
oT B dp ., Op
(G == (T 500 == [ f@)5 @)z

R

En utilisant le théoréme de Fubini, on peut écrire

%) 0
o[ ntwr=-[ ( [ <x>dxi) &

N !
ou r = (Il,...,xi,1,$i+1,...$n)
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Puisque f € C' (R") et ¢ € C* (R"), on peut effectuer une intégration par parties
dans l'intégrale I; :

of

R 0z,

(@) (w)dz;

Sachant que pour tout ¢ € D (R™), on déduit que

of
I, =— s (x)p(x)dx;
Donc,
oT B of ,
<8xi’g0> = /Rnl < o, (SE)QO($)CZ$1> dx
_ of _ (T,
- /Rn s (x)p(x)dx = <T%, g0> .
Dot le résultat. OJ

Proposition 4.8.

Soit f € C'(R\{xo}). On suppose que f admet au plus une discontinuité de
premicre espéce en xo, ¢.a.d : f(zd), f(xy) existent et sont finis.

Alors, la dérivée au sens des distributions de f est donnée par

f’ - (f)/ + 0--73051'0 (43)
ou : ~
0wy = f(xg) = f(zg) (le saut de f en xo) et f = flr\(oo)
Démonstration.

Notons d’abord que les conditions imposées sur [ impliquent que f et f' appar-

tiennent a Lj,.(R), et par suite les distributions réguliéres Ty et Ty ont bien un

S€I1S.

Maintenant, pour tout ¢ € D (R), on a :

(T .9) =  —(Tp¢)=— / F () (2)da

— —/%_f(x)go’(x)d$—/m:f@)@,(x)dx

—00
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Puisque la fonction f appartient a C' (R\{zo}) et se prolonge par continuité a
|—00, xo] et [xg, 00|, une intégration par parties dans les deux intégrales ci-dessus,
donne

(@) ¢) = ~U@e@l+ [ Py
U@e@lE+ [ F @l

En tenant compte du fait que ¢ € D (R), plus précisemment : ¢(c0) = 0, on
obtient :

(1) 1) = =)o) + Faolan) + [ " F@)p(e)da + / " Plo)elw)ds

— 17 — fap)] wlon) + [ F@)plade = oupleo) + Ty 0)
= Ogx <5Io’ 90> + <T(f)/v 90> = <Uﬂ?053?0 + T(f)/’ s0>

Remarque 4.9.

Notons que le résultat de la Proposition 4.8 englobe le cas [ € C' (R). Dans ce
cas, 05y = f(xg) — f(xg) =0 et f = [, et par suite on retrouve avec la formule
(4.3), le résultat de la Proposition 4.7 pour n = 1.

Le théoreme suivant est une généralisation de la Proposition 4.8, connu sous le
nom ”formule des sauts”.

Théoréme 4.10.

Soit f : R — R une fonction de classe C* par morceauz. x; (1 < j < m) des
points éventuels de discontinuité de f.

Alors : .
(Tf)/ - T(f)/ + Z Uﬁjdxj
j=1
ou :
op; = fl)) = flz7) (1<j<m)
et

[ = flr\ar,om)
Remarque 4.11.
1. La Proposition 4.8 et le Théoréme 4.10 (formule des sauts), restent va-

lables pour une fonction définie sur un intervalle ouvert de R au lieu de
R tout entier.
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2. La formule des sauts s’étend aux dérivées successives. Par exemple, pour
la dérivées seconde, on a :
Si f € C? (R — Ugﬁzl{azj}), f et f admettent des discontinuités de premicres
espéces en x; (1 < j <m). Alors :

(Tf)// = Tf’/ + Z 0'17].(5/], + Z g:cjérﬁj
j=1 j=1

ol Oy = fr@f) = fla7) (1<j<m).

Théoréme 4.12.

Soit T € D' (R), alors T" = 0 si et seulement si T' est constante, ¢.a.d : T =T}
ou f est une fonction constante sur R.

Démonstration.

On suppose que T' = T} avec f est une fonction constante sur R. D’apres la
Proposition 4.7, on a (Ty) = Ty =Ty = 0.

On suppose maintenant que T" = 0. Alors :
Vo e DR):(T",0) = —(T,0) =0
Donc T s’annule sur toute les fonctions ¥ € D (R) de la forme ¥ = 6 ot

6 € D(R).
Rappelons qu’on a la caractérisation suivante :

J9 € D(R): = 0 <= v € D(R) et /Q/J(I)dx—o
R

Fixons x € D(R) avec / x(x)dx = 1.
R
Soit p € D(R), posons :

Alors : ¢ € D(R) et / Y(x)dr =0
R

Ainsi, d’apres la caractérisation précédente, il existe § € D(R) tel que ¥ = ¢'.

Donc :

(T, ) =(T,0') = —(T",0) =0
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Puisque
ﬂwzww+(4ﬂm@xm
@m>:<ﬂW+(4¢w@yﬂm
= O+C<1790>: <C>90>a
O = (T, 4)
d’ou le résultat. ]

Théoreme 4.13.
Pour tout T € D' (R), il existe S € D' (R) tel que S"=T.

Démonstration.
On définie S € D' (R) par :
Vo € D(R): (S, ¢) =—(T,0,)

ot 0, est I'unique fonction dans D (R) définie par (voir la preuve du théoréme

précédent)
%zw—(4¢Mﬁ)x (1.4

Notons que pour tout 1,99 € D (R) et « € R, on a :

9/

P1+e2 9:@1 + 9:/72 et - Oze;l <4‘5)

apr

Donc (4.5) et la linéarité de T impliquent la linéarité de S.

D’autre part, de (4.4), on déduit que :

)= [ o= ( [ woar) [ xoa

on montre que S est une distribution (linéaire et continue). De plus, on vérifie
(grace a 'unicité de ) que ¢ = 0. Par suite
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D’ot le résultat. [

4.2 Multiplication par une fonction de classe C*°

Définition 4.14.
Soient T € D' (Q) et f € C (). La forme linéaire fT définie sur D () par

Voe D(Q) ([T, 0)=(T, feo) (4.6)

est une distribution appelée produit de f par T

Remarque 4.15.
i) Puisque f € C*(Q) et ¢ € D(R), alors fo € D () et par suite le
membre de droite dans (4.6) est bien définie.

Il est facile de verifier que Uapplication définie dans (4.6) est linéaire. De
plus, d’aprés la Proposition..., on a pour tout ¢ € Dg ()

(T, o)l = (T, fe)l < Cx Y sup [D*(fe)(x)]

la|<mx zeK

En employant la formule de Leibniz, on trouve :

sup | D7 ()|
zeK zeK

swp D)) < 3 s 2 (5) )

Ainsi

(ST o) < Crigm Y sup|Dp(x)]

la|<m zeK

D (5) )

ii) SiT est une distribution d’ordre m, alors fT est d’ordre inférieur ou égale
a m. Il peut etre striqutement inférieur a m, par exemple quand f = 0.

o

Ck tm = CKZ sup

B<a zeK

Propriétés 4.16.

Soient T, S € D' (Q), f,g € C*(Q) et h € L}, (Q). Alors
(i) (f+9)T = fT+gT
(ir) (f.9)T = f(gT)
(iii) f(T+S)=fT+fS
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(iv) Supp(fT) C Supp(f) N Supp(T)
(v) JTh="Tyn
Démonstration.

Soit ¢ € D (1), en appliquant la Définition 4.6 puis la définition des opérations
dans I'espace des fonctions, on trouve :

(f+9)T,0) =(T,(f +9)p) = (T, fo+ gp)

En employant la linéarité de T puis la Définition 4.6 encore une fois et enfin la
définition des opérations dans I’espace des distributions, on obtient

(T, fe+gp) = (T, fe)+ (T, g¢)
= (fT,0) + (4T, ¥)
= ([T+4gT.¢)
ce qui prouve (i). Les propriétés (it) et (iii) se démontre de la meme maniére.

Pour montrer (iv), il suffit de montrer que

(Supp(£))© U (Supp(T)) C (Supp(fT))" (4.7)
Soit xy € (Supp(f))c, d’apres (i) dans Proposition..,

il existe un voisinage V,,, de xq tel que pour tout x € V,, : f(z) =0

Donc
Vo € Dy, (), fo=0
Par suite
(fT,0) =(T, fp) =0, Vo €Dy, ()

Ainsi, d’aprés (i) dans Proposition..,on est arrivé a zo € (Supp(fT))°

Donc on a montrer

2o € (Supp(f) = @ € (Supp(fT))" (4.8)
De méme, on démontre
w0 € (Supp(T))© = o € (Supp(fT))° (4.9)

Enfin (4.8) et (4.9) impliquent (4.7).

Montrons maintenant (v) :

Ve e D(Q) : (fTh ) = (Th fo) — / h(z) [f (@) (z)] de

- / (hf) (@)p(x)dz = (Ty, o)

D’oti le résultat. O
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4.2.1 Exemples

Exemple 4.17.
Soit f € C™(Q) etz € Q. Montrons que fon, = f(20)du,.
En effet, pour tout ¢ € D (Q), on a

(foug,0) = (0uy, fo) = (fp)(w0) = f(z0)p(20)

= f(@0){bsy: 0) = {f(20)dao, )
d’ot fbz, = f(20)0s,
En particulier, pour f(z) =2 € C® (R) et o =0, on a
209 =0

Exemple 4.18.
1
w(5) -
En effet, Rappellons d’abord que

<vp (i) ,¢> Cim [ 29 vee D®)

e—0 |$‘>E T

Pour tout ¢ € D (R), on a

() ) = (5(2) )t o

Théoreme 4.19.

Soit T € D' (R), alors les deux assertions suivantes sont équivalentes
(Z) T:C(SO ouC eR
(ii) T =0

Démonstration.

On suppose que T'= Céy. On a donc pour tout p € D (R) :
<ZI:T, (p) = <I’C(50, 90> = C<'r507 90>

(4.10)
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En tenant compte de (4.10), on obtient donc : T = 0.
Ceci prouve que (i) implique (ii).

On suppose maintenant que xT = 0. Alors :
(T, p) =(T,zp) =0, Ve D(R) (4.11)
Rappellons la caractérisation suivante

30 € D(R) : ) = 260 <= 1) € D(R) et ¥(0) =0 (4.12)
En combinant (5.9) et (4.12), on déduit que

Vi € D (R), tel que ¥(0) =0 alors (T,1) =0 (4.13)

Fixon x € D (R) tel que x(x) =1, Va € [—1,1]. Notons que I'existence de x est
justifié par le Théoréme 2.35.

Soit maintenant ¢ un élément quelconque de D (R).

On pose
U= —(0)x

II est claire que ¢ € D (R) et 1(0) = 0.
Donc, d’aprés (4.13), on a (T, 1) = 0. Par suite :

0=(T,v) = (T,0o—00)x)

Ainsi

ou

Corollaire 4.20.
Soit T € D' (R). St T =1, alors

1
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Démonstration.

Dans un exemple peécédent on a montré que xV,, (%) =1.

2T — xV), <1) =0
T

Ainsi, d’apres la Propriétés 4.16 (iii), on a

(n(2)

Il s’ensuit donc du Théoreme 4.19 que

1
r-v, (1) = ch
X

1
T:%<—>+050
T

Donc si zT' =1, on a alors

Théoréme 4.21.

Soit S € D' (R). Alors l’équation T = S admet une solution T' € D' (R).

Démonstration.

On fixe x € D (R) tel que x(z) =1, Vo € [-1,1].

Pour tout ¢ € D (R), on définit la fonction Ly par :
p(x) — p(0)x(z)

, T#0
¢'(0), x=0

En peut vérifier sans paine que pour tout ¢ € D (R), on a :
Ly € D(R) et L(xp) = ¢
On définit donc la distribution T' sur D (R) par
(T, @) = (S, Ly) (on vérifie que c’est une distribution)
On a donc

(2T, ) = (T, xp) = (S, L(zp)) = (S, )
douxT =5.
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Remarque 4.22.

(i) Notons qu’un produit commutative des distributions n’existe pas. En effet,
st un tel produit existait, on aurait par exemple

1 1
% (5) = ()
1 1
% (3) 8- ()

Majis, d’une part, d’aprés I’Exemple 4.18, on a :

T X

et d’autre part, d’apres I’Exemple 4.17, on a :

w5V, (é) — (26) V, (i) — 0.V, (i) _

Ce qui est absurde.

d’ou

(ii) On ne peut pas définir un produit de distributions qui prolonge le produit
des fonctions en reservant la continuité, c’est a dire pour deux suites de
distributions (T,)m>1 €t (Sm)m>1 -

Si T, —— T et S,, —— S, alors T,,S,, —— TS

m—00 m—00 m—0o0
En effet, par exemple si on considére les deux suite des distributions

(Tm>m21 et (Sm>m21 ot Tn = Sn = fn = TlX]Ql[.

D’aprés UEzemple.., on a (T),)n>1 (= (Sn)n>1) converge vers 6y mais (T,Sp)n>1 =
(T?),>1 ne vonverge pas vers 52

4.3 Restriction d’une distribution

Rappelons que si U et € sont deux ouverts, tels que U C Q et si ¢ € D (U),
alors le prolongement de ¢ par zéro sur ) appartient a D () :

~ . ~ () sizeld
eDU)=pe D Vo e ) =

peDU)=¢eD(Q) ou Vu p(x) {0 GreO_y

Définition 4.23.

Soient U et Q deuzx ouverts, tels queUd C Q et T € D' (Q).
On appelle restriction de T surU et on note par Ty, la distribution définie par :

Voe DU): (T, ) =(T, ¢)
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Exemple 4.24.
Pour tout ¢ € D (R"\{0}), on a :
(60, @) = ©(0) =0 (@ est le prolengement de  par zéro)

Donc,
60 |Rn\{0} — O

Plus généralement, pour tout ouvert € de R™, on a :

50|Q:05'LO¢Q et 50|Q:(508i0€Q

Comme application de I'Exemple 4.24, on va montrer le caractere singulier de la
distribution de Dirac.

Proposition 4.25.

La distribution de Dirac 6y sur R™ est une distribution singuliére.

Démonstration.

On va utiliser un raisonement par ’absurde. On suppose qu’il existe une fonction
feLl.(Q), telle que :

loc

Yo e DRY): (0.0)= | Favla)de (4.14)

Soit maintenant ¢ € D (R"\{0}). En utilisant le résultat de I’'Exemple 4.24 et la
définition de la restriction d’une distribution, on obtient :

0:<50

R0}, @) = (00, ) = Rnf@)@(w)dw

- / f(@)p(e)da
R\ {0}

I s’ensuit donc du Lemme... que f = 0 presque partout sur R"\{0}, et par suite
f = 0 presque partout sur R".

Ainsi, d’aprés (4.14), on a :

Vo e DR : () = [ fle)ula)dr =0

D’ou la contradiction, puisqu’il existe 1y € D(R™) tel que 1y(0) # 0. O
Remarque 4.26.

La preuve de la Proposition 4.25, peut étre adaptée sans paine pour montrer que
pour tout xy € R™, la distribution de Dirac en xg : 0, est singuliére.
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4.4 Autres opérations

4.4.1 Translation d’une distribution

Définition 4.27.

Soient T € D' (R™) et a € R™. On appelle translatée 7,7 de T, la distribution
définie sur R™ par :

Vo e D(R") (7T, o) =(T', 7-ap)
ot
Tap(z) = ¢(x —a) Vr e R"
Remarque 4.28.

La définition précédente est une extension de ce que nous obtenons dans le cas
ouT = f €L, (R").

loc

En effet, en utilisant la définition puis le changement de variable y = x — a, on
obtient :

Vo € D(R™): (ruf , p) = Jgn f(z = a)p(x)dx

= Je Sy +a)dy = (f, T—a )

4.4.2 Dilatation d’une distribution

Définition 4.29.

Soient T € D' (R™) et A # 0. On appelle la dilatée de T de rapport A, qu’on note
Ty, la distribution définie par :

Vo e DR : (Th, ¢) = AT, ¢1)

o

v1(z) = p(Ar) Vo e R"

1
x
Remarque 4.30.

La définition précédente est une extension de ce que nous obtenons dans le cas
ouT = fe Ll (R") (avérifier!)

loc

Cas particuliers

Pour A = —1, on note ¢ au lieu de ¢_; , ¢.a.d :

o(r) = p_1(z) = p(—x)
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Définition 4.31. (Parité d’une distribution)

Soit T € D' (R"), posons T =T,
1. On dit que T est une distribution paire si T =T .
2. On dit que T est une distribution impaire si T = —T .
3. On dit que T' est homogene d’ordre m si VYA >0: Th=Xx""T1T.

Exemple

la distribution de Dirac dp sur R™ est une distribution homogene d’ordre (—n).

En effet, on a pour tout A > 0 et tout p € D (R") :

((Bo)s + @) = Ao, 1) = N1 (0) = A0(0) = A™{6y , o)

4.5 Convolution des distributions

Soit £, Q5 deux ouverts de R™ et R™ respectivement. Pour u; € C (2;),j = 1,2,
on définit la fonction uy; ® us sur €2y x €2y par :

(w1 ® ug) (21, 22) = up(xq)ug(xs), V(x1,22) € Q1 X Qo (4.15)

La fonction u; ® ug définie par (4.15), appartient a C (€21 x €3). De plus, d’apres
le théoreme de Fubini, on a pour tout ¢ € D (£2; x €y) :

(u @ug,p) = / Uy (1) ug(x2) P (21, T2)dz 1 day
leﬂz

_ /Qlul(xl) (Azuz(x2)¢(x1,x2)dx2> dr,

— (u, (ug, p(z1,.)))

En particulier, si ¢(x1, x2) = p1(z1)pa2(z2), ot p; € D(€2;),5 = 1,2, on obtient :

(U1 @ ug, 1 ® Y2) = (U1, 1) (Ug, P2)
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L’objet de la partie suivante est de généraliser cette opération aux distributions.
On va commencer par énoncer deux résultats importants.

Lemme 4.32. [6, Lemme 6.1, Chapitre 2]

Soit I un intervalle ouvert de R et k € N. On considére pour tout A € I, une
fonction x — p(x, \) appartenant a D (£2), ot Q est un ouvert de R™. On suppose
que :

i) Va € N*, VI = 0,....k, la fonction (x,\ — DD\ o(x,\) existe et est
z A

continue sur §) x I.

(i) Yo € I, 36 > 0, IK C Q compact, tels que Supp.(D p) C K, pour tout
A€ [Ao—6, Ao+ 9] et tout 1 =0,..., k.

Soit T € D' (). On pose G(\) = (T, D, ¢(.,\)). Alors, la fonction G est de

!
classe C*(I) et (%) G(A\) =(T,D\ D} (., \),VI=0,..,I, A eI

Lemme 4.33. [0, Corollaire 6.4, Chapitre 2]

Soit © un ouvet de RP, Q un ouvet de R"™ et f un élément de D (O x Q). Soit
TeD (©xQ). Alors :

<T,/f(t,.)dt> :/<T,f(t,.)> it

Soit T; € D' () ,7 = 1,2. Il existe alors une unique distribution T € D' (y x ()
telle que pour tout p; € D(;),7=1,2, on a :

Théoréme 4.34.

(T, 1 @ pa) = (T1, p1) (T2, p2) (4.16)

De plus, pour ¢ € D (21 X Qs), on a :

(T, ) = (T1, (Ts, (11, .))) (4.17)

et

(T, ¢) = (I, (T, (., 22))) (4.18)

Démonstration.

Soit K; des compacts de €);. Il existe alors, k; € N et C; > 0 tels que :
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(T o) <C; > sup [D;(x)], ;€ Di, () (4.19)

jaf<k; “€K

Soit maintenant ¢ € Dy, xx, (1 X s). La fonction : x1 — (Ts, ¢(x1,.)) est a
support compact, inclu dans K;, puisque ¢(x1,.) = 0 si x; ¢ K;.

Cette fonction est aussi de classe C*(2;). Ceci découle d’un résultat analogue
au théoreme de dérivation sous le signe intégrale, dans le cadre des distributions.
De plus

D3, (Ta, p(21,.)) = (Ta, Dg, (21, .))

(Pour plus de détails, consulter [6, Théoréme 1.1, Chapitre 5]).

Donc, d’aprés (4.19), on a :

sup [ D3, (T, (e, )| < Co > sup Do Do
1

\a2|§k2 K1><K2
I s’ensuit donc que (T4, (Ty, p(x1,.))) est bien définie, et d’aprés (4.19), on a :

(T, Ty, p(an, )| < Cor Y sup | DS (Ty,(x1, )]

g [<ky 1

< )0y Z su;l)( \D;*; Dg‘jgo‘

Si on pose (T, o) = (Th, (T, p(z1,.))), alors T € D' (Qy x Q) et vérifie (4.16) et
(4.17).

L’unicité de T découle du fait que I'espace D (€21) ® D (€3) est dense dans
D(Q x D), oi

D() @D (Q) = { @ €D (Q x o) : p(xy,13) = Zui(xl)vi(xg),

=1
w €D (D), v eD(Qz)}

(Voir [6, Proposition 3.7, Chapitre 1]).

Enfin, la distribution T définie par : L) = (1o, (T, 0(., 72))), vérifie aussi
(4.16). L’unicité implique donc que T =T, d’ou (4.18). O
Définition 4.35. (Produit tensoriel)

La distribution T définie dans le Théoréme 4.34, s’appelle le produit tensoriel
des distributions Ty et Ty, qu’on note par Th ® T5.
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Remarque 4.36.

(i) Il découle imédiatement du Théoréme 4.54, que Ty @ To = To @ T}.
(i1) Les résultats du Théoréme 4.34 restent valables, siT; € £ (§);),7 =1, 2.

Exemple 4.37.

(i) Soit a; € Qj,j =1,2 et Tj = b, alors : Ty @ Ty = 0y, 0t a = (a1, az).

T
(i) SiTy € D' () et T, € D' (Qy), alors —ai (T ®T,) = —gxl ®Ty. En effet,
j J

j
pour tout p € D (2, X §), on a :

%%ﬂ@%Mﬁ: 4ﬂ®B§%:_Hﬂﬂﬁgbw>

- Gl = (G O T

J

(11t) Soit Ty € D' () et Tr € £ (). Soit x € D () avec x =1 dans un
voisinage du support de Ty. On a alors, pour tout ¢ € D (€, x §1) :

(Th @ Tn, ) = (T1 ® To, xp) (4.20)
En effet :
(T @ Ty, ) = (11, (T, p(x,.))) = (11, (T, x()ep(7,.)))

== <T1®T27XSO>

Ce qui montre que TY®T5 peut étre prolonger aux fonctions p € C* (€2, x €1,)
telles que xp € D (€, x §2).

Théoréme 4.38.

Soit T € D' (R™) et S € & (R™). La forme linéaire, notée par T xS et définie sur
D' (R™) par :
(T S, 0) = (T, ® 5., p(y + 2)) (4.21)

est une distribution.

Démonstration.

Commongons d’abord de montrer que le membre de droite dans (4.21) est bien
définit.
Sip € D' (R") et x € D(R™) avec x = 1 dans un voisinage du support de S, la
fonction (y, z) — x(y)p(y+z) appartient 4 D’ (R™ x R™). On pose (voir Exemple
4.37, (#ii)) :

<T * .5, 50> - <Tyv <SZ7 Qp(y + Z)>>

Montrons maintenant que T x S est continue, (il est claire qu’elle est linéaire).
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Puisque S € &' (R™), il existe alors Cy > 0,1 € N et K compact de R" tels que
pour tout ¢ € D' (R™) et tout y € R, on a :

S,y + )| < Co Y sup [D*(y + 2)| (4.22)

la|<l zeK

D’autre part, T € D' (R") et la fonction y — (S, p(y + .)) appartient a D' (R™)
si @ lest. Il existe donc, Cy > 0 et k € N tes que :

(T S,0)] < C1 Y sup |DJ(S o(y+.))|

Bl<k ?
(4.23)
< Gy sw (S, (D7) (y+ )]
Bl<k Y
Maintenant, en utilisant (4.22) pour ¢ = D ¢, puis (4.23), on obtient :
(TS, 9)| < CoCr Y sup | Doy +2)]
o< zefi
FE
< CoCi Y sup [DVg(a)]
i<tk PR
Ce qui montre que T * S est une distribution. O

Remarque 4.39.

(i) La distribution T x S définie par (4.21), s’appelle convolution des distri-
butions T et S.

(ii) On retrouve le méme résultat du Théoréme 4.38, si T € & (R") et S €
D' (R™).

Proposition 4.40.

Pour tout T € D' (R") et S € & (R™), on a :

(i) T«S=S%T

(ii) T8y =0g+T =T

(111) DT x S) = (D*T) xS =T % (D*S), Va € N"
Démonstration.

(1) résulte de la défintion du produit de convolution et la Remarque 4.36.

Pour tout ¢ € D(R™), on a :

(T b0, 0) = (T, (0, oy + 2))) = (T, 0(y))) = (T, )

D’ou T x 69 = T. De méme, on montre que g1 =T, et achéve donc la preuve
de (i7).
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En appliquant la défintion de la dérivée puis la définition de la convolution, on
obtient pour tout ¢ € D (R") :

(DT % S), ) = (~1)*UT + S, D) = (~1)1*I(T;,, (., (D) (y + 2)))

(DY) (y +2) = D [p(y + 2)]
et
(S, D¢ [p(y + 2)]) = (1)1 (DS, p(y +.))
Ainsi

(DT % 5),0) = (T, (D*S)z, p(y + 2))) = (T'* (D*S), )
D’ott : D*(T % S) =T * (D*S). L’autre égalité dans (iii), découle de (3). O

Théoréme 4.41.

Soit T € D' (R") et ¢ € D(R™). Alors, on a :
(1) T = ¢ est donnée par la fonction C*°, x — (T, p(x — .)).
(i1) Supp(T * p) C Supp(T) + Supp(p).

(i11) Si S € & (R™), alors : (T *S)*xp =T (S *¢)
Démonstration.

Pour tout ¢ € D (R"), on a :

(T *p,0) = (Ty, (=, (Y + 2)))

Donc :

(T * @) = <Tya/90(2)1/1(y + 2) dz> = <Ty,/g0(1: — ) (x) dq;>

Puisque la fonction (x,y — @(x — y)(x) appartient a D (R™ x R™), on peut
donc appliquer le Lemme 4.33 et on déduit :

(T % o) = / (T, ol — ) Yla)de = (T, 0z — ), )

Ainsi, T % ¢ est donnée par la fonction x — (T, p(x —.)) qui est de classe C*
d’apres le Lemme 4.32.

Puisque Supp(p) est compact, alors Supp(T') + Supp(p) est fermé.

Soit maintenant z, € (Supp(T) 4+ Supp())© qui est ouvert (comme complémentaire
d’un fermé). II existe alors Vy, C (Supp(T) + Supp(p))©. II suffit donc de mon-
trer que : xy ¢ Supp(T * p).

Soit x € V. Si on suppose qu'il existe y € Suup(T) N Supp,p(x —y), alors :

y € Suup(T) et x —y € Supp(p)
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Ainsi :
r=x—y+y € Supp(y) + Suup(T)
Ce qui contredit le fait que x € V,,; C (Supp(T') + Supp(go))c.

D’ott Suup(T) N Suppyp(x —y) =0, et par suite :

(T,p(x—.)) =0
Ceci montre que xo ¢ Supp(T * ¢) et achéve la preuve de (it).

Notons d’abord que T x S € D'(R") et ¢ € D(R"), donc le membre de gauche
dans (iii) est bien définit. D’autre part, d’apres (i), Supp(S * ¢) est compact,
et par suite S x p € E'(R"™), d’ott le membre de droite dans (iii) est aussi bien
définit. De plus, d’apreés (i), on a :

(T S)x () = (TxS5,¢x—.)) = (T, (5, elr— (y+2))))

= (L, (Sxp)(x—y)) = [T+ (S ) ()

Ce qui prouve (i) . O
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Chapitre 5

Transformation de Fourier

5.1 Transformation de Fourier dans L' (R)

Définition 5.1.

La transformation de Fourier d’une fonction f € L' (R) et qu’on note par Ff
ou bien f est la fonction définie sur R par :

Fflw)= A(w) = /OO e 2t £ () dt, Yw eR

—00

Remarque 5.2.

(i) Pour tout f € L' (R) et tout w € R, f(w) est bien défini. En effet :

/_Z\ TILE()| dt = /:\f(t)\dt<oo

Lintégrale de droite ci-dessus est fini , puisque f € L' (R).
(ii) On peut rencontrer dans la littérature mathématique de cette théorie, les
définitions suivantes :

]/C\(W) = /_ e*iwtf(t)dt ou fw \/%/ fzwtf

(1ii) Si f est une fonction paire, alors les fonctions : t — f(t) cos (2rmwt) et
t— f(t)sin (2rwt) sont respectivement paire et impaire. Donc

= / f(t) cos (2mwt)dt—i / f(t)sin (2nwt)dt = / f(t) cos (2mwt)dt
Ainsi ]? est a valeurs réelles et de plus :
w) = 2/ f(t) cos (2mwt)dt
0
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De meme, on montre que si f est impaire, alors :

flw) = —2i /OO f(t)sin (27wt)dt
0
Exemple 5.3.

On considére la fonction f définie sur R par f(t) =1 — |t| xj=11(t). On a :

f(w) :/_ f(t)e—%iwtdt = / (1+t)6_2”“’tdt+/0 (1_t)e—2m‘wtdt

-1

= I+ I
Une intégration par partie, donne :
Z' 1 62m’wt
I, = —
YT orw + 42 w2 42 w?
—q 1 e—27riwt
I, = —
7 2rw * 4m2 w2 4m2w?
Ainsi : -y -y
~ 1 e TIW + 67 TTIW
=L+, = —
fw) 1+ 272 w2 472 2
B 1 cos (2mw)
N 272 w2 272 w2
B 1 (1 — 2sin? (7w))
22?2 272 w2
Dot : ‘ 2( )
~ sin” (7w
fwy=—7355"
Notation

Co(R) ={f:R — R, continue t.q lim f(¢) =0}

[t| =00

On muni Cy(R) de la norme :
1flles = sup [ £(£)] = max | £ ()]
Théoreme 5.4.

1. La transformation de Fourier F envoie L' (R) dans Co(R), et c’est une
contraction :

[flleo < 1112
Autrement dit, pour tout f € L' (R), on a :
(i) Ff = f est continue sur R.
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(ii) flw) — 0 (Lemme de Riemann-Lebesgue)

(iii) |f(w)| < [ ()], Vw e R

2. La tmnsformatzon de Fourier est une application linéaire continue de

(LY(R), [|]|z1) dans (Co(R), []-lle,)-
Autrement dit, pour tout f,g € L' (R) et tout o, B € R, on a :

Flaf+Bg) = aF (f)+BF(9)

Démonstration.

Pour tout w,h € R, on a :

Flotm) = Fl)| = |[% (ememn = e2mn) floya

_ ‘foo (e2miht — 1) e—ZWiwtf(t)dt‘

< e ]| f() di

On a
e — 1| [f(t)| < 21f(t)| ppsur R

De plus, pour presque tout t € R, on a :

hlim ‘e—Qﬂ'iht o 1| |f<t) —

Ainsi, d’apres le théoréeme de convergence dominée, on a :

~

Flw+h)— (w)’ﬁ/ e — 1| | f(t)| dt — 0 quand h — 0

Donc fest continue en tout w € R, ce qui prouve (7).

Montrons maintenant que lim f(w) = 0. Ceci repose sur le fait que I’espace des
w—r00

fonctions en escalier a suppport borné est dense dans L' (R). II suffit donc de
montrer le résultat pour une fonction en escalier a suppport borné. Soit ¢ une

telle fonction : .
Y= Z CiX[i—1,[
i=1
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On peut donc calculer sa transformée de Fourier pa linéarité :

@(w> = / (Z CiX[ai—l,Oti[<t)> 6—27rthdt
— Z Ci/ 6—27riwtdt
Qi1

i=1 i~

m .
— § LG (67271’1'0.)041' - 6727m'wa¢,1)
2

Par suite :

1 — 1
N <L L
Pl <> e

Ce qui permet de déduire que lim p(w) =0

w—r00

g/\fmwwwzf F@)ld =] f

(o) —00

Ceci prouve (ii). O

Remarque 5.5.
(1) F (L' (R)) est strictement inclus dans Co(R). Autrement dit : F n'est pas
surjective.
(ii) F (L' (R)) est dense dans Co(R).

(iii) On montre (voir Ezercice ...) que si f,g € L' (R) et si F=4, alors, f=g
pour presque tout point de R. En particulier, si f et g sont continues, et
si f et g sont égales, alors [ et g le sont également.

5.1.1 Exemples

Soient a > 0 fixé, ¢ et d deux réels tels que ¢ < d. Par un calcul direct, en
appliquant la Définition 5.1, on trouve dans les exemples ci-dessous les transfor-
mations de Fourier pour quelques fonctions.

Exemple 5.6.

d—c stw=0~0

d (X[Q d}) W)= sinm(d — c)w
—67i7r(c+d)w S W 7& 0

W
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Exemple 5.7.

Un cas particulier de I’Exemple 5.6 est le suivant :

a stw =0
P (5 5) @)= §
siw#0
W
Exemple 5.8.
F () )~ L
Exemple 5.9.
F (X, oel) () = —5—
Exemple 5.10. )
a
P @) = o

Exemple 5.11.

2

F (e‘”Q) (w)=¢e"T"™
Exemple 5.12.

l—|wl silw <1

0 si lw| >1
Propriétés 5.13.

Soient f € L' (R),7,A € R. On a alors :

~

(i) Si  g(t)=f(t—7), alors G(w)= ef”m (w)
(ii) Si  g(t) =™ f(t), alors G(w)= f(w—7)
(i) Si g(t) = f(At), alors g(w) = ﬁf(%) (A € R*), en particulier,

sig(t) = f(=t), alors . glw) = f(-w)

Démonstration.

En effectuant le changement de variable : w =t — 7, on trouve :

+o00 +o0
§(w) = f(t _ T)e—Qﬂlwtdt — f(u)e—Qﬂzw(u—f—T)du
) +o00 ' ' R
= 6—27”‘07' (U)G*Qﬂ'w)udu — 6727”0.;7' f(CU)
—00
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Ce qui prouve (i).
On a:

400 +oo N
/g\(w) — / e27ri7'tf(t)e—27riwtdt _ f(t)e—Qﬂ'iw(w—T)tdt _ f(w . 7_)

e ¢ —0o0

D’ou (ii) est satisfaite. En effectuant le changement de variable : u = \t, on
trouve :

. +o0 orint 1 +0o0 omiont
g(w) = / f(/\t)e_ Tt gt —= |—)\|/ f(u)e_fdu

—00

- SOASY,

N AT A
11 suffit donc de prondre A = —1 pour obtenir le résultat du cas particulier énoncé
dans (ii7). O

Proposition 5.14.
Soit f € LY(R). Si f est dérivable et f' € L*(R), alors :

f(w) = 2miw f (w)

Démonstration.

notons d’abord, que la condition imposée sur f (dérivable et sa dérivée est
intégrable), garantie I'existence de de la transformée de Fourier de la dérivée.
On a donc :

R +R
1 = 1 / —2miwt
frlw)= lim » f@)e = dt
Une intégration par partie donne alors :
f(w) = lim {f(t)e_zm‘”t\fg + f(t)(2miwt)e 2™ qt (5.1)
R—+o00 _R

Notons que si f, f' € L'(R), alors tliim f(t) = 0. En effet, puisque :
—>00

f(t) = f(to) + /tt f'(s)ds (to fixé ),

et f' € LYR), en déduit donc que tliin f(t) existe. Si on suppose que cette
—o0

limite est non nulle, on aboutit par un critére de comparaison des intégrales, que
f n’est pas intégrable.

Revenons maintenant a (5.1), qui donne alors :

~

+R
f'(w) =0+ lim [(27riwt) f(t)e%i“tdt]
R

R—+oc0

Dot : f (w) = 2miw f (). O
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Proposition 5.15.
Soit f € LY(R). Sit — tf(t) € L'(R), alors f est dérivable et, on a :

~1

f (W) = F(=2mitf(t))

Démonstration.

On a : . .
flw) = / ft)e >t = / F(w,t)dt

Puisque : w +— F(w,t) est dérivable pour presque tout t € R, et :

‘g_i(w’” ‘ = |(=2miwt) f(B)e*™| =2 |t f(2)] € L'(R)

Alors, d’aprés le théoréme de la dérivée sous le signe intégrale (Théoréme ...), f
est dérivable pour tout w € R, et de plus :

fN (w) = /_OO Z—Z(W,t)dt = /_Oo(—Qﬁit)f(t)e_%mdt

[e.e] o0

= F (—2mitf(t))

Remarque 5.16.

On déduit de Proposition 5.14 et Proposition 5.15, que la transformée de Fourier
échange entredérivation et multiplication par (2wiw) ou (—2mit).

Le théoreme suivant, résulte immédiatement de Proposition 5.14 et Proposition
5.15.

Théoréme 5.17.

(i) Soit f € L'(R) avec f € C™(R), et f* € LY(R) pour tout k = 1,....,m.

Alors - R

f® (w) = (2miw)" f

(ii) Soit f € L'(R) avec t — thf(t) €
f€C™R), et de plus :

(W), Vk=1,....m (5.2)
LY(R) pour tout k = 1,....,m. Alors

()

[ (W) =F((-2mit)* f(t)), Vk=1,...m (5.3)
Remarque 5.18.

Les formules (5.2) et (5.3) dans le Théoréme 5.17, s’interprettent de la maniére
susvante :
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(i) Plus fest réguliere, f décroit plus vite vers zéro. En effet, (5.2), combiné
avec Théoreme ..., conduit a :

2riw) Fw)| < e = [fw)| < &

(ii) Plus f est a décroissance rapide, plus J? est réguliére.

(i) Sidans (5.2), k n’est pas un entier positif (par ezemple 1), ceci ouvre la
opssibilité d’introduire un sens aux dérivées fractionnaires. Par exemple,
s’il existe une fonction g dont sa transformée de Fourier est égale a

1 . s - 1)
(2miw)z f (w), on dit que g est la dérivée d’ordre § de f.

5.1.2 Transformation de Fourier et convolution

Commongcons par quelques rappels sur le produit de convolution dans € L'(R).
Définition 5.19.

Soient f € L'(R) et g € LP(R) ot p € [1, +o0].
On définit le produit de convolution de f et g et qu’on note (f * g), par :

—+00

(fxg)(t) = f(t = s)g(s)ds

pour tout t € R tel que l'intégrale converge absolument, ¢.a.d :

/R (= 8)g(s)|ds < oo

Théoréeme 5.20.

Si f € LY(R) et g € LP(R) avec p = 1,2, ou oo, alors (f x g) est défini presque
partout sur R, (f = g) € LP(R), de plus, on a :

1+ gllee < N fllzr-Nlglle
Sip =00, alors (f % g) est uniformément continue et bornée.
Théoreme 5.21.
Soient f,g € L' (R). On a alors :

—_— ~

(f*9)(w) = f(w). g(w)

5.1.3 Inversion de la transformation de Fourier

Dans la théoreme suivant, on donne la formule d’inversion de Fourier qui permet
de retrouver f a partir de f, lorsque cette derniere est intégrable.
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Théoréme 5.22.

Si f, ]?6 L' (R), alors la formule d’inversion

fo) = [ e

est vrais pour presque tout t € R.

Remarque 5.23.

(i) En redéfinissant f sur un ensemble de mesure nulle, on peut rendre la
formule d’inversion donnée par le théoreme précédent, vrais pour tout
teR.

(ii) Il est important de noter que la partie droite de la formule d’inversion est

une fonction continue, ce qui n’est pas le cas de toutes les fonctions dans
L' (R).

Le corollaire suivant, présente une interprétation tres utile en pratique, de la
formule d’inversion.

Corollaire 5.24.
Si f € L' (R) et f € L' (R), alors :

~

f(t) = f(=t) presque partout sur R
Exemple 5.25.

1—|wl si|lw <1
Soit par définition fE L' (R) tel que f(w) =
0 si lw| > 1

En utilisant la formule d’inversion, on va déduire [’expression de f. En effet, on
a

flw) = /_ " it Ty gt = / (14 W)ty 4 /0 (1= W)ty

o0 -1
En utilisant le changement de variable u = —w pour effectuer le premier intégrale
dans expression précédente, on obtient

flw) = /0 (1 —w) [ + 2™ dt = /0 (1 — w)2cos(2rwt)dt

Une intégration par parties, donne alors

o) = (S

W
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Théoréme 5.26. (Plancherel-Parseval)
Pour toute fonction f € L' (R), on a ||J/C\HL2 = ||/l
Remarque 5.27.

(i) Enterme de produit scalaire dans L* (R), la formule de Plancherel-Parseval
s’écrit commme suit :

wmeL%m:AjMﬁszéf@aﬁﬁ

(i1) La formule de Plancherel-Parseval, n’affirme pas que f € L2 (R). Autre-
ment dit, ~ ~
si f & L*(R), on a nécessairement f ¢ L* (R) (|| f|lrz = +00).

5.2 Un apercu sur la transformée de Fourier
dans L’ (R)

Sachant que L? (R) ¢ L'(R) (par exemple f(z) = € L*(R) mais

1
V1+ a2
f & L' (R)), on ne peut pas définir la transformée de Fourier pour une fonction
dans L? (R) directement & partir de la formule donnée dans L* (R).

Or, L' (R)NL? (R) C L' (R), ceci nous permet donc de commencer par définir la
transformée de Fourier dans L' (R)NL? (R), ensuite par densité, nous prolongeons

cette définition a L? (R). Un outil principal dans cette approche est le Théoréme
5.26 (Plancherel-Parseval).

Théoreme 5.28.

Soit f € L*(R). Alors, il existe une suite (fn)n>1 dans L' (R) N L? (R) qui
converge vers f dans L? (R).

Démonstration.

On pose :
fn = fX}fn,n[a Vn >1
Ona: f, € L' (R)N L*(R). En effet :

[t de= [y aes [ i a= i

Puisque f € L* (R), alors || f||3, < co. Par suite f, € L* (R).

D’autre part, en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwartz, on a :
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[ inwia = [iwra= i)

—-n —

([ vae) ([ o ae)

V2n || fllz2 < oo

IN

IN

Ainsi, f, € L' (R).

Montrons maintenant que (f,),>1 converge vers f dans L*(R) :

=15 = [ @) - f@) da = / @) - F@) det

+f @) — @) da

L A T —

00 n n—-+o0o

ce qui achéve la preuve. [
Corollaire 5.29.

Si (fn)n>1 est une suite dans L' (R) N L? (R) qui converge vers f dans L* (R),
alors la suite (f,)n>1 converge dans L* (R) vers une fonction f indépendante de
la suite (fn)n>1-

Démonstration.

Puisque, pour tout n > 1, f, € L' (R)N L? (R), d’aprés le Théoréme 5.26, on a :
| full2 = || full 22, et de plus :

hm |[fy = faspllz = lim [ fo = faiplliz =0
n—oo n—oo
Ce qui implique que (j:’;)nzl est une suite de Cauchy dans L* (R), donc conver-

gente vers un certain f € L? (R).

Supposons maintenant que (g, )n>1 est une autre suite dans L' (R) N L? (R) qui
converge vers f dans L* (R). Donc, (f,,— gn)n>1 st une suite dans L' (R)N L* (R)
qui converge vers 0 dans L* (R).

Alors :

im |[fo = Gnllze = lim [|f, — gnllz2 =0
n—00 n—00
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Par suite : . R
Hf - gHL2 = nlggo ||fn _/g\nHL2 =0

Ce qui implique que f = §. O
Définition 5.30.

La limite f définie dans le Corollaire 5.29, est appelée la transformée de Fourier
de la fonction f € L* (R).

Remarque 5.31.
Si f € L*(R)N L2 (R), alors f = f.

5.3 Transformation de Fourier des fonctions a
plusieurs variables

On peut généraliser la théorie de la transformation de Fourier dans L' (R) au
cas des fonctions & plusieurs variables, ¢.a.d dans L (R").

Notons par . le produit scalaire (euclidien) de R™ défini par :

Ve = (21,22, ...2,),y = (Y1, Y2, ..yn) ER" 1 2y = leyl
i=1

Définition 5.32.

La transformation de Fourier d’une fonction f € L' (R") et qu’on note par F f
ou bien f est la fonction définie sur R™ par :

~

Fiw) = fw)= [ ermepas, wer

La plus part des propriétés restent valables dans le cas de L! (R"). Par exemple,
on a le théoreme suivant.

Théoréme 5.33.

Soit f € L' (R™).
(1) Sila fonction x — x®f(x) appartient a L' (R™), avec o € N", alors D* f
est une fonction continue, uniformément bornée et on a :

D" f(w) = F ((=2rix)” f(x))
(ii) Si f € C™(R™), avec D*f € L' (R™) pour tout a € N" tel que |a| < m,
alors

F(Df(w)) = 2miw)*F (f(w))
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5.4 La transformation de Fourier dans 1’espace
de Schwartz

La théorie de la transformation de Fourier dans L' a nécessité la restriction
de I'espace L' afin d’utiliser les formules de dérivation et donner un sens a la
définition de la transformée inverse. Dans ce qui suit, on va introduire un sous-
espace de L'(R™) bien adapté a la transformation de Fourier : c’est espace de
Schwartz noté par S(R")

5.4.1 L’espace de Schwartz : S(R")

Définition 5.34. (Fonctions a décroissance rapide)
Une fonction f : R" — R est dite a décroissance rapide (a l'infini) si,

Va e N*, 3C, > 0: sup |z°f(x)] < C,

z€R™
Exemple 5.35.
Pour tout a > 0, la fonction f(x) = e~ est a décroissance rapide sur R".
Définition 5.36. (L’espace S(R"))

On appelle espace de Schwartz et on note S(R™), l’espace des fonctions ¢ :
R™ — R telles que

(i) ¢ est de classe C*° sur R™.

(ii) ¢ est a décroissance rapide, ainsi que toutes ses dérivées sur R™, c’est a

dire :
Vo, € N": 3C,53>0: sup ’anBgo(x)’ < Cop (5.4)
r€ER?
Remarque 5.37.

(i) Toutes les dérivées d’un élément de S(R™) tendent vers zéro a linfini
"plus vite” que tout polynome.

(ii) S(R™) est un espace vectoriel sur R.

(#ii) On ne peut pas parler d’une fonction a décroissance rapide, et par suite,
une fonction dans S(R™), si cette fonction est définie sur un borné.

Exemple 5.38.

(i) Toute fonction dans D(R") est dans S(R™). En effet, soit f € D(R").
Alors, pour tout B € N, DB f est continue et a support compact sur R™
et par suite x® DP f 'est pour tout o € N*. D’o1 :

sup ‘x“D/Bgo(:v)} = sup }xO‘D’Bgo(xﬂ < 00,
weRn veK

ou Supp(f) C K.
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(ii) Soit f la fonction définie sur R par f(x) = e~ . Il est claire que f €
C>(R™). De plus, on a :

2

f®(z) = P(x)e™, Yk eN
ou, Py est un plynome de degré k. Donc :

lim 2! f®(z) =0

T—r00
Ceci, implique que f € S(R) (Voir Proposition ...). Notons que f ¢ D(R)
(#1i) La fonction définie sur R par f(x) =
En effet :

———, n’appartient poas a S(R).
Ty app p (R)

lim 2° f(r) = +o0
T—r00

(iv) C’est pas toute fonction qui vérifie |lim lz|"|f(x)] = 0 (k € N), est
T|—0o0

\
forcemment dans S(R™). Par exemple, la fonction définie sur R par :

e si x| <1
f(x):{o . |$|21

S1

n’appartient pas a S(R), car elle est discontinue en 1.
Proposition 5.39.
Soit o € C*(R™). Alors ¢ € S(R™) si et seulement si :

vmeN, Ve N": sup (1+ |SL‘|2)m |DPp(z)| < o0 (5.5)
r€R”

Démonstration.
Notons d’abord, que :

|z = |20 25?28 = x| ™ |2e|™ o Jxa|™ et | < x|, Vi=1,..,n
On a donc :

lo|

21| |2)%2 o [ < 2 < (T |27) 2 < (14 2™, Yool <m
Ainsi, si ¢ € C*(R™), vérifie (5.5), ¢ vérifie (5.4) également, et par suite ¢ €
S(R™).
Supposons maintenant que ¢ € S(R™). Notons que :
1
VYmeN, I eN: (1+ ‘xQ‘)m < (1+|2?])?

On a pour tout k € N :

o = (22 +ad+ . +a2) = Y (@) ()™ = > aler

o=k loo|=k
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Alors, pourl € N, on a :

ot = (B () e

VAN
bl
M-
o
L
Il
Bl
| — |
N
T o~
~__
>
P
[V
_R

Par suite :
o\m N : I\ k! 2 o
(i) < Py < 50 [(3) ] e
k=0 |a|=k
Ce qui conduit clairement au fait que (5.4) implique (5.5). O

Propriétés 5.40.

Soit p € S(R™). Alors, les propriétés suivantes sont satisfaites :
() lim_olae) =0
(ii) Pour tout « € N*, D% € S(R") (S(R") est stable par dérivation).
(iii) Pour tout f € S(R™), fo € S(R™) (S(R™) est stable par multiplication).
(iv) Pour tout plynome P, Py € S(R™) (S(R™) est stable par multiplication
par polynome).
(v) S(R™) C LP(R™), pour tout 1 < p < +00

Démonstration.
D’apres la Proposition 5.39, pour || =0, on a :
3C >0, (1+|2P)" |p(2)] < C (m € NY)
Ainsi : o
2\ 0
(1+[z[) " lelotoo

o(z)] <
D’ou, (i) est vérifié.
(1) résulte directement de la dédinition de 'espace S(R™).

Soit f € S(R™). D’apres la formule de Leibnitz, on déduit que pour tout «, 5 €
N", il existe C' > 0, tel que :

sup [a% D7 (f(2)p(@))] < €3 sup [a* D¥ f(a)] sup |DP~¥p()| < o
<8

z€R™ reR”™ reR™

Par suite fo € S(R™), et (iii) est prouvé.
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Puisque S(R™) est un espace vectoriel, donc pour montrer que S(R™) est stable
par multiplication par polynome, il suffit de montrer que pour tout v € N",
2o € S(R™).

II est claire que x7¢p € C*(R™). De plus, si :

sup !anﬁga(a:)‘ < o0, Ya,5 € N"
reR”™

alors, pour une certaine constante Cy > 0, la formule de Leibnitz, premet d’écrire :

sup ’anB (af’gp(m))‘ < Gy Z sup ’maﬂ’L”_ﬁD”cp(xﬂ < 00,
TER™ < rERM

Donc z7¢ € S(R™).
Montrons maintenant que S(R™) C LP(R™). Soit ¢ € S(R™).

Pour 1 <p < 400, 0n a:

el s = [ i) A

?
dx

Rn

< sup (L4 [eP)" |o(o) (sup |<P($)|> x

reR”™ z€eR™

x/ dx
R (14 [2]2)™

1
, ce qui fait que lo(x)|P dx < oo, et par suite p € LP(R™).
Rn

oum >
Pour p = oo, si on prend dans (5.4) : |a| = |B] = 0, on obtient :

sup [p(z)] < oo
reR™

D’ou, p € L>®(R") et la preuve de (v) est compleéte. O

On muni S(R"), de la famille {N,,,},.. - de semi-normes, définie par :

Nn(p) = max sup [2*D°p(z)| (5.6)

laf,|8|<m zern
La topologie de S(R") est engendrée par la famille {N;,}, -
Définition 5.41. (La convergence dans S(R"))

Soit (pm)m>1 une suite dans S(R™) et p € S(R™). On dit que (p,)m>1 converge
vers ¢ dans S(R"), si

lim N, (o, —¢)=0, ¥YpeN
m—r00
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Remarque 5.42.

La famille {Na,g}(a Bennxnye AEfinie par :

Nas() = sup |2*DP¢p(x)

z€R™

Y

engendre la méme topologie sur S(R™), que celle engendrée par la famille définie
dans (5.6).

Théoréme 5.43.

D(R™) est dense dans S(R™) et s’injecte continument dans S(R™).

Démonstration.

Soit f € S(R™). On considére la suite des fonctions (f,)m>1 définie par :

Ve € R": f(x) = xm(x)f(x)

Z

oll Xm(z) = x (£) avec

x € D(R"),0<x <1, x=1sur Bf(0,1)et Supp(x) C B(0,2)

Notons que

Yy e R": 1 x(y) < |y’ (5.7)
En effet :
Pour |y[* <1 : l—x(y)=1-1=0<[y]?
Pour |y[* > 1 : 1—x(y) <1< |y?

Il est claire que f,, € D(R") comme étant produit d’une fonction test et une
fonction de classe C*°.

De plus, V3 € N", en utilisant la formule de Leibniz, on trouve :

DP (f = fm) (x) = D? (f(1 = xm)) (z)

- @D () - Y (5) D" Xo() D* f ()

14
v<f

= =) @D ) = 3 (1) a0 () D @)

14 nﬂ”| m
v<p

(5.8)

Maintenant, pour tout o € N", en tenant compte de (5.7) et (5.8), on obtient :
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22D (f = fn) (z)| < |z* (1= x (%)) D7 f ()]
= <5> sup [D¥x(y)| sup [z*D f ()|
n v<p v yER™ rER?
< 1 su |$O‘|:L”2Dﬁf({£)‘ + ¢ su |1:°‘Dﬁ_”f(x)‘
- m?2 xeﬂgl m xeﬂg
1 C
< s Ny )+ = Mo ()

ou |a|,|B] < p. Ainsi :

Vo EN: NS = fi) o Noualf) + = Ny(f) ——0

m—00

Donc, (fm)m est une suite dans D(R™) qui converge vers f dans S(R"), et par
suite D(R™) est dense dans S(R").

Pour montrer la continuité de I'inclusion de D(R™) dans S(R™), il suffit de mon-
trer que la convergence dans D(R") implique la convergence dans S(R™).

Soit (@m)m est une suite dans D(R™) qui converge vers ¢ dans D(R™), donc :

JK compact, tel que : Supp(p) C K et Supp(p,,) C K, Vm > my

et, pour tout 5 € N" on a :

i (sup | D70~ 9)(0)]) =0

m—r0o0 rzeK
Ceci implique que :

lim max <sup |D6(gon - gp)(x)|> =0, VkeN (5.9)

m—oo |BI<k \zeK

Puisque K est compact, il existe alors R > 0 tel que : K C By(0, R).
Soit k € N, n > ng, o, 5 € N" tels que |af, || < k et z € R
Six e R"— K, alors :

2D (g — ) (2)| =0

Sixz e K, alors :
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29D (g — )(2)| < R* | D% (om — ¢)(2))|

< RFmax (sup | D7 (@ — 90)(1‘)0

|B1<k reK

Ainsi, d’apres (5.9), on a :

max (sup 2D (0, — go)(x)‘) = Ni(pm — ) —— 0

|, |BI1<k \ zeRn m—o0

d’ou, la convergence de (p.,)m vers ¢ dans S(R™). O
Corollaire 5.44.

Pour 1 <p < oo, S(R") est dense dans LP(R™), avec injection continue.

Démonstration.

D’apres le Théoreme 2.45, D(R") est dense dans LP(R"), et puisque D(R™) C
S(R™ C LP(R™), alors, vue le Théoreme ..., S(R™) est dense dans LP(R™).

Montrons maintenant la continuité de I'injection de S(R™) dans LP(R™).

Soit (pm)m une suite de S(R™) qui converge vers zéro dans S(R™), et montrons
qu’elle converge vers zéro dans LP(R™).

On a:
p
w2 = mxpd$=/ 1+x2lde
lm [ Rnl@ (z)] n( |z[?) 1+ o)

< 0 (smln@1) s (412 outo)

z€eR™ z€R™

IN

C (Sup Igom(x)!)p_l Nai(om)

z€R™

d 1
oi O:/ >
e (14 [z[?) 2

Puisque lim Ny (@) =0, car (¢m,)m converge vers zéro dans S(R™),
m—0o0

alors lim ||¢m||, = 0. D’ou la convergence de (¢y,)m vers zéro dans LP(R™).
m—ro0
0

Définition 5.45. (Fonction a croissance lente)
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L’espace vectoriel des fonctions indéfiniment dérivable a croissance lente, qu’on
note par Oy (R™), est Uespace des fonctions f € C*(R"™), telles que :

Vo € N", 3C > 0,3m € N, Vo € R" : |D*f(2)| < C (1 + |z[*)"
Remarque 5.46.

(i) Vue, la Definition 5.36, il est claire que S(R™) C Opr(R™).

(i1)) Si f € Oy(R™) et ¢ € S(R™), alors fo € S(R™). En effet, il est claire
que fo € C®(R™). De plus, en utilisant la formule de Leibnitz, puis ..
on obtient pour tout o, f € N" :

*)

sup |2 D7 (f(@)(e))| < €3 sup " Dp(a)] sup |07 f(x)

z€R™ V<6m€R"

< Y sup (14 [22)™ 2% DY)
VSBxER"

molel
< Gy sup (1+[2)™" 7 [DYg(x)

VgﬁzeR”
On déduit donc de la Proposition 5.39, que :

sup |z% D (f(z)¢(x))] < oo,

d'ou, fo € S(R").

(11i) Op(R™) s’appelle lespace des multiplicateurs de S(R™).

(iv) Pour tout f € Oy (R™), Uopérateur de multiplication o — fo est continu
de S(R™) dans S(R™).

5.4.2 Transformée de Fourier dans S(R")

Puisque S(R") C L'(R"), ceci permet donc de définir la transformée de Fourier
pour une fonction ¢ € S(R™) par : (Voir Définition 5.32)

Fo(w) =p(w) = / e I o (x) da, Yw e R"
On commonce par quelques propriétés concernant la transformée de Fourier dans
S(R™).
Proposition 5.47.

Soit p € S(R™). Alors
(i) feC®R"), et ona:

D°Bw) = F ((—2miz)* p(z)), Va € N
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(i1)) F (D%p(w)) = 2miw)*F (¢(w)), Va e N"

Démonstration.

Puisque ¢ € S(R") C L'(R") et pour tout « € N*, z — zp(x) € S(R") C
LY(R™) (voir Propriétés 5.40), alors, d’aprés le Théoréme 5.33 (i), on a f €
C>®(R™), et de plus on a :

Dp(w) = F ((—2miz)* o(x)), Va e N"
C’est a dire (i) est vérifié.
Puisque ¢ € S(R") C 8®(R") et pour tout o € N*, D € S(R") Cc L'(R")

(voir Propriétés 5.40), alors, (ii) découle immédiatement du Théoréme 5.33 (ii).
0

Le résultat suivant est une caractérisation tres importante de la transformée de
Fourier dans S(R™).

Théoréeme 5.48.

F : S(R™) — S(R™) est une bijection continue.

Démonstration.
Montrons d’abord que si ¢ € S(R"), alors p € S(R™).

En effet, soit ¢ € S(R™), alors d’aprées Proposition 5.47, p € C*°(R"™) et de plus,
pour tout o, 5 € N, on a :

wDPB(w) =  w(—2mi)f Bo(w)
5.10
(—2mi)lfl — (5.10)

G OEE De(tPp)(w)

Puisque la transformée de Fourier envoie L'(R™) a Co(R™) alors, d’aprés (5.10)
ona:

sup ‘wo‘Dﬁg/ﬁ(w)‘ < C'sup ‘fDa(tﬁgo)(w)‘ <
weR™

weRM
Donc ¢ est a décroissance rapide, et par suite € S(R™).

Puisque, F(¢) € S(R™) € L}(R"), on peut donc appliquer le théoréme d’inver-
sion de Fourier :
p(t) = Fp)(w) e dw
R

= [ Fowe i

= Flg)(®)
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ou, g(z) = ¢(—=x). Par suite F est surjective.
Montrons maintenant que F est injective. Soit ¢1, ps € S(R™) tels que p; = ps.

Posons : h = ¢y — @o. Puisque F est linéaire, on a :

~

h=0p1—p;=0¢e LY(RY)

Donc la formule d’inversion de Fourier s’applique a h et donne :

h(t)= [ F(h)(w)e*™™'dw =0 p.p

R
En faite, I'égalité précédente est vérifiée en tout point t ot h est continue. Comme
w1, 2 € S(R") C C(R™), alors I'égalité précédente est vérifiée en tout point
t € R™. Donc :
Vi € R" : @1(t) = pa(t)

Par suite F est injective.
Montrons maintenant la continuité de F.

D’apres (5.10), on a :

|w*DPB(w)| < C/W}D“(t%(t))\dt
1
< Cf ——— @+ )" D (FPe(t)|dt
< of G D @)

< Csup |[(1+[t))"" D™ (tPp(1))]

v R W
< C' Nptnt1(9)
ou |al, |6] < p
Ainsi :
Np(@) < C" Nprnia(9)
Donc, F est continue. O

Remarque 5.49.

On déduit de la preuve du Théoréme 5.48, les deux faits suivants :
(i) L’espace S(R™) est stable par la transformée de Fourier.

104



Nisse.K.

(ii) L’inverse de F sur S(R") est la’application : F : S(R") — S(R"),
définie par :

Fo(w) = /n 2 (1) dt

De plus, F est continue sur S(R").

5.5 Les distributions tempérées S'(R")

Comme on a vue pour les opérations qu’on a déja définies sur les distributions
telles que la dérivation et la multiplication par une fonction de classe C*°, en
général une opération sur D'(2) se définie par dualité, ¢.a.d par 'action sur Ies-
pace des fonctions tests. Donc il est naturelle de penser a définir la transformation
de Fourier pour f € D'(R") par

Vo € D(R") : (Ff,0) = ([, Fo),

mais D(R™) n’est pas stable par transformation de Fourier (Fy n’est a support
compact que si ¢ est nulle!). 11 a fallut donc choisir un autre espace de fonctions

tests, plus adapté pour cette raison et encore d’autres raisons. C’est I'espace de
Schwartz S(R™).

Définition 5.50.

Une application F : S(R") — R est dite une distribution tempérée et on note
F € S§'(R"), si et seulement si :

(i) F est linéaire.
(ii) F est continue sur S(R"), ¢.da.d :
Si lim ¢, = ¢ dans S(R™) alors lim (F,p,) = F(p,) = (F,¢) =
n—o0 n—oo
F(¢) dans R

Autrement dit, [’ensemble de toutes les distributions tempérées est égale au dual
topologique de S(R™) .

Proposition 5.51. (Caractérisation d’une distribution tempérée)

Une forme linéaire F' sur S(R™) est une distribution tempérée, si et seulement
T

P eN,IC>0:|(F¢)| < C max sup|z*D’p(z)|

lal,|8]<p rER™

= CN,(p), Vo € S(R™)
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Exemple 5.52.

Pour tout p € S(R™), on a :

(60, 9)| = [0(0)] < max = No()

Done, &y (la distribution de Dirac) est une distribution tempérée.
Proposition 5.53.
S'(R™) s’injecte dans D'(R™) par lapplication :
i:S'(R") — D(R™)
(5.11)
Démonstration.
Montrons d’abord, que si T' € §'(R™), alors T'|pwny € D'(R").

Soit K un compact de R™. On a pour tout ¢ € Dg(R™) et o, 5 € N" :

sup |xo‘DBg0(x)| < sup |z*|sup|D’p(x)]
z€R™ zeK rzeK

< Ciasup|DPo(z)|
rzeK

Notons que Dg(R™) C S(R"™). Alors, d’aprés la Proposition 5.51, on a pour
Y e DKGRn) ;

T, p)| < Cp max sup ‘maDﬁgo(x)‘
lal,|BI<p zcRn
< Oy | maxCr, | maxsup |DPp(z
= (a|3p " ) |ﬁ|§pxe£‘ o)
< Cy Y sup | D%p(x)]

rzeK
la|<p

Donc, T € D'(R™) et par suite I'application i donnée par (5.11) est bien définie.

Montrons maintenant que I’application i est injective.

En effet, soit T € S'(R™) tel que

T"D(Rn) — O
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Sachant que D(R") est dense dans S(R™), on a donc :

Vo € S(R"), I(om)m € D(R™) : ¢, —— ¢ dans S(R")

m—r0o0

Ainsi, puisque T est continue sur S(R™), on a :

Vo € S(R"), 3(pm)m C DRY) = (T,0) = (T, lim g) = lin (T, 0y

Du fait que T'|pwny = 0, on déduit que :
Vo e S(R"): (T,p)=0

d’ou :
Ker(i) ={0} <= i est injective ( puisque i est linéaire)

Remarque 5.54.

D’aprés la Proposition 5.53, on a S'(R™) C D'(R™). Mais, il faut noter que cette
inclusion est stricte. Par exemple, la fonction f définie sur R par f(x) = e,
qui est clairement dans D'(R) puisqu’elle est continue, n’appartient pas a S'(R).

En effet, soit » € D(R) tel que Supp(¢y) C [0,2] et v =1 sur [3,1].

On considére pour j > 1, p;(x) =e "1 (%) C D(R) € S(R). Pour tous o, 5 €
N, on a :

‘anﬁgoj(x)‘ =

B
(s s(f)
v=0

IN

B
Cos Sup[o°e™] 3 5up [P0 ()] = Mo

Mais :
J 2

2 2 xT j .
(f 05 = / e"e " (—) dx > / e e Tdr > §6T_J — +00
0 J j

[N

Donc, f n’est pas tempérée.

La théorie des distributions tempérées généralise celle des fonctions classiques,
typiquement les fonctions intégrables et les fonctions a croissance au plus polyno-
miale. La proposition suivante montre comment ces types de fonctions s’injecte

dans S'(R™).

Proposition 5.55.
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(1)) Vp (1 <p<+4o0): LP(R™) C S'(R™).

(ii) Si f est une fonction mesurable sur R", telle que : |f(z)| < |P(z)|, Vz €
R™, ot P est un plynome, alors f € S'(R™). En particulier, Op(R™) C
S'(R™).

Démonstration.

Toute fonction f € LP(R™) définie une forme linéaire sur S(R™) par :

(fip) = RnJ““(:c’)sa(fv)dﬂ7

Montrons qu’elle est continue. En utilisant I'inégalité de Holder, on obtient :

(fols | I @e@)] de < [Ifll el

ol 1—l——:1. Donc :
b q
Siq=o0:
[(f, o) < Csup |p(x)] < CNo(p)

TER™

avec C' = || fl|,- D'ou f € S'(R™).

Sig<oo:
q am  Jp(@)]?
o(z)|* de = / 1+ |z ———dx
[ et )" G
m dw
< sup (1+ |z|? T q/ —
s (L+ D)@ |
. q
< 0w 0P o]
rxeR”
ol 41
n
>
=
et g
szzu/n ————427;75
re (14 [2]?)
Donc

(£ @) < 11y CF Nzmpa ()

Par suite, f € 8'(R™), et la preuve de (i) est achevée.
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Soit maintenant f est une fonction mesurable sur R", telle que : | f(x)| < |P(z)|.
En procédant comme ci-dessus, on trouve :

(ol < [ 1ol do < Cosup (1+ (o) o(a)

zeR"
< C1 Nigmj+1()

n+deg(P) + 1

oum > 5 . Donc f € §'(R™).
11 suffit de prendre P(z) = C (1 +2*)™, ott C' et m sont donnés par la Définition
5.45, pour conclure que Oy (R™) C S'(R™). O

Remarque 5.56.

Bien que, d’aprés la Proposition 5.55 (ii), toute fonction a croissance lente est
une distribution tempérée, on doit noter qu’il n’est pas nécessaire d’étre majoré

par un plynome pour appartenir a S'(R™). En effet, soit la fonction définie sur

- 1 -
R par f(z) =e%e . On a |f(z)| =€" et f(x) = ;%em :

Une intégration par partie donne alors :

/ F@)ola) d = / %d% (") () da = — / e o () da

On déduit donc :

< sup |¢'(2)]
z€eR

] [ rarete) as

Ceci montre que la distribution réguliére Ty € D'(R) se prolonge a S'(R) en une
distribution tempérée.

Proposition 5.57.

Toute distribution a support compact, se prolonge a une distribution tempérée.

Démonstration.
Soit T une distribution a support compact sur R™, c’est a dire T' € £'(R").

On prolonge T' a S(R™), en posant :

Vo e S(R"): (T,¢) =(T,x»)

ou, x € D(R") tel que x = 1 sur un voisinage de Supp(T) (Voir ...).

109



Nisse.K.

En utilisant la caractérisation d’une distribution donnée par (3.1), puis en ap-
pliquant la formule de Leibnitz, on obtient :

(T, )| = (T x o) < Co Y Sup |D* (x(z) ()]
loj<m *
< Cox Z sup | D% p(x)| < Cy, max sup [D* o(z)|
lal<m zER™ le|<m geRrn
< Cl,X Nm(@)

Ainsi, T € S'(R™).

Remarque 5.58.

D’aprés la Proposition 5.53 et la Proposition 5.57, les distributions tempérées
S'(R™) est un espace intermédiere entre E'(R™) et D'(R™), c’est a dire : E'(R™) C
S'(R™) C D'(R™).

Définition 5.59. (convergence dans S'(R™))

Soient (1});>1 une suite de distributions tempérées et T € S' (R™). On dit que
(Tj)j>1 converge vers T dans S’ (R™) si et seulement si :

Vo € S(R"): lim (T}, ) = (T, p)

j—o0
Définition 5.60.
Soit T € 8’ (R™). Pour tout i = 1,2,...n, on définit 0., T par :
<31'iT7 (70> = _<T7 awi90>7 Vpes (Rn>
Plus généralement, pour tout o € N", on définit la distribution tempérée DT

e (DT, ) = (—1)° (T, D°%), Vi € S (R") (5.12)

Remarque 5.61.

Notons que, puisque S (R™) est stable par dérivation, le membre de droite dans
(5.12) est bien définit. De plus, la continuité de DT, découle immédiatement de
la continuité de T et 'opérateur D* dans S (R™).

Définition 5.62.

Soit T € 8" (R™) et f € Oy (R™). On définit fT par :

(fT,0) = (T, fp), Vo€ S(R") (5.13)
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5.6 La transformée de Fourier dans &’ (R")

Définition 5.63.

Soit T € §' (R™). La transformée de Fourier de T, qu’on note par FT ou T est
la distribution tempérée difinie par :

(T, 0) = (T,®), VpeS R (5.14)
Remarque 5.64.

Puisque, d’aprés la Remarque 5.49, Uespace S (R™) est stable par la transformée
de Fourier, alors le membre de droite dans (5.14) est bien définit. La linéarité
de T découle de la linéarité de T et de la linéarité de la transformée de Fourier
sur § (R™). De plus, en tenant compte de la continuité de T et la continuité de
la transformée de Fourier sur S (R™), on obtient pour tout ¢ € S (R") :

(T.0)] = L. < CoN(P) < LML)

La proposition suivante montre que la Définition 5.14 est une extension de la
Définition 5.32. Autrement dit, la transformée de Fourier dans &’ (R™) coincide
avec la transformée de Fourier dans S (R"), si T' € L' (R").

Proposition 5.65.

Soit f € L' (R"™) . Alors FT} est la distribution tempérée associée a J/C\, autrement
dit : FTy =T%

Démonstration.

Pour tout ¢ € S (R™), on a :

Fr.) = 170 = [ 1o ([ emepea)

n

Puisque la fonction (z,w) — f(x)p(w) est intégrable sur R™ x R™, il s’ensuit
donc du théoreme de Fubini que :

[ @) ( / ) dw) iz = / () ( / e () dx) o

Donc, pour tout ¢ € S (R™), on a :
) = [ o) ([ emptarde) do= [ pflwnts = 1.0

D’otl le résultat. [
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Puisque I'action de la transformée de Fourier sur une distribution tempérée se
produit par son action sur l'esapce des fonctions tests S (R"), alors toutes les
propriétés de la transformée de Fourier dans S (R"), se transposent d’une maniere
naturelle au cadre des distributions tempérées.

Le théoreme suivant résulte immédiatement du Théoreme 5.48 et de la Remarque
5.49.

Théoréme 5.66.

La transformée de Fourier F : 8’ (R") — 8" (R™) est une application linéaire,
bijective et bicontinue.

Démonstration.
Pour toute T € §’ (R") et tout ¢ € S (R"), on a :
(FFT, @) = (FT,Fp) = (T, FFp)
Donc FFT = T. De méme, on obtient : FFT =T, dou F' =F

La continuité de F sur &' (R"™) est justifiée dand la Remarque 5.64, et de méme

on obtient la continuité de F. O

Un raisonnement par dualité qui utilise les propriétés de la transformée de fourier
données par la Proposition 5.47, conduit au théoreme suivant.

Théoreme 5.67.
Soit T € §"(R™) et j=1,2,...,n, alors, on a :

(i) F(8,T) = 2miw; FT

(i4) O, FT = —2miF (t;T)
Démonstration.
En utilisant (ii) dans la Proposition 5.47, on obtient pour tout ¢ € S (R") :

(F(0,T),9) = (0,T.8) = —(T.,0,8) = (T, (—2mi) F(wj¢p))
= (FT,2mi(wj)) = (2miw; FT, )

Ce qui prouve ().

De méme, en utilisant (i) dans la Proposition 5.47, on obtient pour tout ¢ €
S (R") :

<awjfT7 S0> = _<'FT7 80-!]'()0) = _<T7‘F (awj(p)> = _<T7 (271'2)1%@)
= —2mi(t; T, p) = —2mi(F (t;T), p)

Ce qui prouve (i). O
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Remarque 5.68.

Par itération, on déduit du Théoréme 5.67, les formules suivantes :
(i) Voo € N*, F(D*T) = (2miw)* FT
(ii)) Yoo € N*, D*FT = F ((—2mit)*T)

Exemple 5.69.

(i) Foo = 1. En effet, pour tout ¢ € S (R"™), on a :

(Fo0 o) = 00,2 =2(0) = | plo)de = (1,9)

(i1) F1 = 0y. En effet, pour tout ¢ € S (R"™), on a :

FLo) =19 = [ po)d

D’autre part, puisque p,p € S (R™) C L' (R™), la formule d’inversion de
Fourier, permet d’écrire :

Donc :
(11i) On déduit de (i) et du Théoréme 5.67, la formule suivante :

Va € N FDYg(w) = (2miw)”
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