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Notations générales

Si Q est un domaine de R? (d = 2,3), on note par

9 I’adhérence de 2

r la frontiére de 2 supposée souvent réguliére.

I;(i=1,3,a,b) une partie de la frontiére I'.

mes [’y la mesure de Lebesgue (d — 1) dimensionnelle de T’y

v la normale unitaire sortante a I'.

Uy, Uy les composantes normale et tangentielle du champ vectoriel v définies sur €
C! (Q) I'espace des fonctions réelles contintiment diférentiables sur
D (Q) Pespace des fonctions réelles indéfiniment diferentiables ot  support compact contenu dans § 2.
D' (Q) I'espace des distributions sur 2

H = [*(Q)?

H = 1)

H, = HY(Q)?

Hy ={oc e H|Dive H.}

Hz (T) Pespace de Sobolev d’ordre § sur T'.

Hp = —Hz (I)* Pespace dual de Hz (I')? .

H{. Pespace dual de Hp = H—2 (I')*

v:Hy — Hrp I’application trace pour les fonctions vectorielles:

Si H est un espace de Hilbert réel et d € N | on utilise les notations suivantes
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Notations générales

H =g {= (2;)|v; € H ,i=1,d}

() le produit scalaire de H.

.| 5 la norme de H.

2H I’ensemble de toutes les parties de H.

H’ I’espace dual de H.

() mrwn le produit de dualité entre H' et H.

Ty — X la convergence forte de la suite (z,,) vers 'élément x dans H.
Ty — X la convergence faible de la suite (z,,) vers ’élément x dans H.
L(H) I’espace des applications linéaires et continues de H dans H.

Si de plus [0, 7] un intervalle de temps,k € N et 1 < p < 400, on note par
C(0,T;H) lespace des fonctions continues sur [0,7] dans H.

| lo.ar la norme de C(0,7; H)

CY(0,T;H) lespace des fonctions continiment dérivables sur [0, 7] dans H.

1 la norme de C*(0,7; H)

LP(0,T; H) Vespace des fonctions u mesurables de (0,7') dans H

telles que fOT lu (t)|}; dt < +oo avec les modifications usuelles si p = +oc.
la norme de L¥(0,T; H)

B la norme de W*?(0,T; H)
Pour une fonction u, on note par

| . ‘O,p,H

domwu le domaine de wu.

1w, U les dérivées premiére et seconde de u par rapport au temps.

oiu la dérivée partielle de u par rapport a la i éme composante x;.

Vu le gradient de wu.

e(u) la partie symétrique du gradient de u = 3(Vu + V¥ u).

Divu  la divergence de u.
Si H! et H? sont deux espaces de Hilbert réels, on note par

L(H', H*) Despace des applications linéaires et continues de H' dans H2.
A T SO AT )
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Notations générales

liminf la limite inférieure.

S I'espace des tenseurs symétriques du second ordre sur R = Rglfd
1, le tenseur identité du second ordre sur R?

04 le zéro de R? et celui de S¢.

c une constante générique strictement positive.

P-pP- presque partout.
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Introduction générale

Les problémes de contact avec ou sans frottement impliquant des corps déformables ou
non interviennent de multiples fagons aussi bien dans le domaine industriel que dans la vie
de tous les jours.

Outre les problémes cités ci-dessus, il y un autre phénomeéne sera considéré dans ce
mémoire, ce phénomeéne a regu récemment une tres grande attention dans la littérature
mathématique. L’analyse des modeéles de contact avec adhésion peut étre trouvée dans [1,
2,5,6,7,9,12, 13, 21]. La nouveauté dans tous ces articles est I'introduction d’une variable
interne de surface, le champ d’adhésion noté par o décrivant I'intensité d’adhésion sur la
surface de contact. Suivant [10,11] le champ d’adhésion satisfait la restriction 0 < a < 1,
quand a = 1 au point de la surface de contact, I’adhésion est compléte, quand o = 0 il
n’y pas d’adhésion. Quand 0 < o < 1 I’adhésion est partielle. On renvoit le lecteur a une
bibliographie abondante sur le sujet dans [16, 17, 20].

Les matériaux piézoélectriques ont été découverts au début du siécle par les époux Curie.
Ce sont des diélectriques particuliers qui permettent de transformer I’énergie de déformation
élastique en énergie électrique, et inversement. Plus précisement, la piézoélectricité est
la capacité de certains matériaux a se polariser lorsqu’ils sont contraints mécaniquement,
la charge apparaissant & leur surface étant proportionnelle a la déformation engendrée.
L’effet piézoélectrique inverse est 'obtention d’une déformation par application d’un champ
électrique.

Les matériaux piézoélectriques sont trés nombreux. Le plus connu est sans doute le
quartz, toujours utilisé dans les montres pour générer des impulsions d’horloge. Mais ce
sont des céramiques synthétiques, les PZT (plomb, zirconate, titanate) qui sont le plus
largement utilisées aujourd’huit dans I'industrie.

De maniére plus générale, I'effet direct peut étre mis a profit dans la réalisation de cap-
teurs (capteur de pression etc.) tandis que l'effet inverse permet de réaliser des actionneurs
(injecteurs & commande piézoélectrique en automobile, nanomanipulateur).

L’utilisation de la piézoélectricité a explosé ces dernieéres années et est en pleine expan-

sion. La capacité de ces matériaux a convertir I’énergie mécanique en énergie électrique et
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vice versa est une valeur inestimable pour les transducteurs acoustique, 1’échographie médi-
cale, et pour la haute précision des pompes et des moteurs. Des performances piézoélec-

triques élevées ont également ouvert de nouvelles possibilités de °

‘ récupération d’énergie”,
en utilisant le mouvement ambiant et les vibrations pour produire de I’électricité ou les piles
ou autres sources d’énergie sont impraticables ou indisponsables.

Dans le premier chapitre, on commence par définir le cadre physique, les lois de comporte-
ment des diférents matériaux, les conditions aux limites ainsi que la formulation mécanique
du probléme a étudier.

Dans le second chapitre, nous présentons quelques résultats concerrnant les espaces fonc-
tionnels , les équations variationnelles, le lemme de Gronwall et quelques théroéme qui seront
d’une grande utilité pour les démonstrations.

Le troisiéme chapitre est consacré a 1’étude mathématique d’un probléme de contact
sans frottement pour des matériaux électro-élastiques dans un processus quasistatique. Le
contact avec une base déformable est modélisé par une compliance normale avec adhésion.
Le probléme se formule comme un systéme formé par une équation variationnelle par rapport
au champ de déplacement, une équation variationnelle par rapport au champ électrique et
une équation diférentielle du premier ordre par rapport au champ d’adhésion. On établit
un résultat d’existence et d’unicité de la solution. La démonstration est basée sur la théorie

des équations variationnelles et des arguments de point fixe.



Chapitre 1

Formulation mathématique du

probléme de contact

Dans ce chapitre, on commence par définir le cadre physique, les lois de comportement
de diférent matériaux, les conditions aux limites ainsi que la formulation mécanique du

probléme & étudier.

1.1 Cadre physique

Dans cette section, nous allons introduire le cadre physique et le modele math-
ématique du probléme utilisé dans ce mémoire. Ensuite, nous indiquerons la formulation
mathématique pour le probléme de contact entre un corps piézoélectrique et une fondation.

Nous considérons un corps matériel déformable qui occupe un domaine borné 2 C R?
(d = 2;3) avec une frontiére réguliére I', partitionnée en trois parties mesurables I'y, I's et
I'3, correspondant aux conditions aux limites mécaniques, d’une part, et en deux parties
mesurables ', et I',, correspondant aux conditions aux limites électriques, d’autre part,
telles que mes I'y > 0, mes I', > 0 et '3 C I',. On note par v la normale unitaire sortante
a I'. Le corps est encastré sur I'y dans une structure fixe. Sur I'; agissent des tractions
sur- faciques de densité f, et dans () agissent des forces volumiques de densité fy et des
charges électriques de densité volumiques ¢, (voir 1.1.1 ). On suppose que f; et f, varient

trés lentement par rapport au temps. Le corps est soumis & I’action de potentiel nul sur la



1.1. Cadre physique

partie I', de la frontiére ainsi qu’a I'action des charges électriques de densité surfacique ¢,

agissent sur la partie I',. Soit 7" > 0 et soit [0, 7] intervalle de temps en question. Le corps
est en contact avec une fondation sur la partie I's

ﬁ." / .-'J.fj_-’.‘ la_ r
P4 b
u= Il\’\?\_d\__ e R
S
= I Iy I | { 9] B
= |
-:,_‘\ LA & /

E FE ¥y aa«J

Figure 1.1.1 : corps piézoélectrique en contact avec une fondation.

7.7

Nous désignons par S¢ T’espace des tenseurs symétriques d’ordre deux sur R? (d = 2, 3);
et || représentent H

respectivement le produit scalaire et la norme euclidienne sur R? et S¢. Ainsi,

(u,v) = uvy, |v| = (V.V)% , Vu,v € RY
1
(0,7) =0ym, || =(1.7)2, Vo,T€ S,
avec la convention de l'indice muet.

On note par u : 2 x [0, 7] — R? le champ des déplacements, o : 2 x [0,T] — S¢ le champ
des contraintes, ¢ : Q x [0,7] — R le champ potentiel électrique, D : Q x [0,7] — R? le
champ des déplacements électriques, « : I's x [0, 7] — R le champ d’adhésion, € (u)et E (¢)

le champ des déformation linéarisées et le champ électrique.

Pour un vecteur u, nous désignons par u, et u, la composante normale et tangentielle

U, = U.V, Uy = U — Uy V.

(1.1.1)

Pour le champ des contraintes o, nous notons par o, et ¢, la composante normale et
tangentielle du tenseur des contraintes de Cauchy ov



1.2. Lois de comportement

donc

o, = (ov).v, o, =0V —o,U, (1.1.2)
En utilisant (1.1.1) et (1.1.2), on a la relation
(ov).u=o,u, + oru,. (1.1.3)

qui va intervenir pour établir la formulation variationnelle du probléme mécanique.
En outre, @ désigne le champ des vitesses et i désigns le champ des accélérations. Nous
rappelons que les opérateurs de déformation et de divergence sont donnés par

() = (e (u), 24 (u) = % (w; +uy), Dive=(oy)l<ij<d  (LL4)

Dans ce mémoire, le champ électrique est donné par

E(p) = =V,

soit encore

1.2 Lois de comportement

Nous commencons avec le modéle mathématique qui décrit 1’évolution du corps dans le
cadre physique de la FIG 1.1.1 . La loi fondamentale de la mécanique des milieux continus
exprimant I’équivalence entre des efforts extérieurs et le tenseur des accélérations pour un

systéme quelconque conduit a I’équation de mouvement de Cauchy
Diveo + fo =pii  dans 2 x (0,7 (1.2.1)

ou p: Q — R, désign la densité de masse. Les processus d’évolution définis par(1.2.1)
s’appellent processus dynamiques. Dans certaines situations, cette équation peut encore se
simplifier. Par exemple, dans le cas ou @ = 0, il s’agit d’un processus statique. Dans le cas
ol le champ des vitesses varie lentement par rapport au temps, c’est-a-dire que le terme
pli, peut étre négligé, on est en présence d 'un processus quasistatique. Dans ces deux cas

I'équation(1.2.1) devient

Dive+ fo =0 dans Q2 x (0,7)- (1.2.2)



1.2. Lois de comportement

Dans le cas d’'un matériau piézoélectrique, la loi de comportement contient une nouvelle
inconnue, le champ électrique E , d’ou la nécessité d’introduire une autre équation d’équilibre

pour la gérer. C’est I’équation de Maxwell-Gauss ot équation de conservation de la charge

Dive =¢qy dans € x (0,7, (1.2.3)

Les équations précédentes sont insuffisantes a elles seules pour décrire le mouvement du
corps matériel considéré. Ilest nécessaire de décrire ce qui est propre au matériau lui méme;

c’est 'objet des lois de comportement.

Loi de comportement des matériaux électro-élastiques. Nous consid-
érons ici une catégorie de matériaux ou le tenseur o des contraintes et le vecteur

des déplacements électriques D sont reliés par la loi de comportement

o= Ac(u) —e*E(p), (1.2.4)
D =ee(u) - BE(¢),

o A: QxS — 5% est Poperateur d’élasticité non linéaire, F(¢) = —V,, est le champ

électrique, € = (e;;1) est le tenseur piézoélectrique qui traduit la proportionnalité entre la

charge et la déformation & champ constant ou nul et B = (B;;) est le tenseur diélectrique &

déformation nulle qui constitue un tenseur symétrique défini positif. Par ailleurs e* = (e; ;)

ou €7, = €5, ou dénote le transpose du tenseur € tel que
0.0 = 0.€"V, Vo e S veR?. (1.2.5)

En électro-élasticité linéaire, on suppose que le tenseur des contraintes o est une fonction
linéaire du tenseur des petites déformations € et du gradient du potentiel électrique ou le

champ électrique E, c¢’est-a-dire
0ij = Gijenern (1) + €550, (1.2.6)

au le ot A = (a;jkn) est un tenseur d’odre quatre, ses composantes a;;x;, s’appellent coeffi-
cients d’élasticité et elles sont indépendantes du tenseur des déformations en élasticité pure
et € = (e;;x) est le tenseur des constantes piézoélectriques. Dans le cas non-homogeéne a; i,

et e;;; dépendent du point x € 2 et dans le cas homogene a1, et e;j; sont des constantes.



1.3. Conditions aux limites

1.3 Conditions aux limites

Nous nous plagons dans Ie cadre physique de la (FIG ?7). On définit maintenant les

conditions aux limites mécaniques et électriques sur chaque partie de I'.

La condition aux limites de déplacement. Le corps est encastré dans une
position fixe sur la partie I'y, le champ des déplacements y est par conséquent
nul

u=0 sur T7x(0,7). (1.3.1)

La condition aux limites de traction. Une traction surfacique de densité fo

agit sur I'; et par conséquent le vecteur des contraintes de Cauchy o, satisfait

ov=fy, sur I'yx(0,7), (1.3.2)

Les conditions aux limites électriques. Ces conditions sont déterminées a

partir des deux équations

=0 sur I',x(0,7), (1.3.3)

Dv=gq, sur I},x(0,7), (1.3.4)

2

Les conditions de contact avec complaisance normale et adhésion. On va décrire les
conditions de contact avec compliance normale et adhésion sur I's x (0,7"), on introduit une
variable interne d’état a définie sur I's x (0,7") qui représente l'intensité d’adhésion sur la
surface de contact, telle que 0 < a < 1. Quand a = 0 adhésion est compléte et tous les
liens sont actifs, quand o = 0 tous les liens sont désactivés et il n’y a pas d’adhésion; quand
0 < a < 1 c’est le cas d'une adhésion partielle. Pour plus détails sur ce paragraphe, on
renvoit par exemple [10] et [11].

On suppose que la contrainte normale satisfait la condition de compliance normale avec
adhésion.

—ov = py, (uy) — 7,0*R, (u,) sur T3 x (0,7T). (1.3.5)
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ou 1y, est un coefficient positif, p, : I's x R — R, est la fonction de compliance normale

et R, : R — R, est I'operateur de troncature donne par

L si s < —L,
R,(s)§ —s si —L<s5<0, (1.3.6)
0 si 0 < s.

lci L > 0 est la longueur caractéristique des lien.

Quand le champ d’adhésion a est nul,(1.3.5) devient
—0, =p, (u,) sur T3x(0,7), (1.3.7)

qui représente la condition de compliance normale.

On suppose que la contrainte tangentielle satisfait la condition suivante
-0, =pr (@) Ry (u,)  sur T3x(0,7), (1.3.8)

ou p, : '3 xR — R, est la fonction de contact tangentiel et R, : R — R, est 'operateur

de troncature donne par

R, (3) v si lv| < L, (1.3.9)
v S 9.
L= si lv| < L.

v
La diversité des matériaux a conduit les chercheurs a utiliser le collage des composites
comme étant un moyen universel d’assemblage de matériaux de natures différentes. Pour
modéliser les phénomenes d’adhésion, il est nécessaire d’ajouter le processus d’adhésion a

la description du contact.

L’évolution du champ d’adhésion est décrite par une équation différentielle de la forme
a=—(a[w (R (W)’ +7% (R (w))’] —e), s Tyx(0,7), (1.3.10)
a(0) = ap sur 3. (1.3.11)

ol 7,,7- et g, sont les coefficients d’adhésion positifs et ay I’ adhésion initiale tel que
0<ay<1, pP-p rely . (1.3.12)

Remarque 1.3.1 Nous remarquons que sous les trois conditions précédentes le champ d’adhésion
vérifie la restriction 0 < a < 1. En effet, puisqu & < 0 donc a < a, < 1. En outre, si a« =0
quand t = t, donc & = 0 pour tout t < to, et d’ou o« = 0 pour toutt < t,, p.p. x € I's.

Alors, nous concluons que 0 < a <1 pour tout t € [0,T] p.p.x € I's
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1.4 Formulation mathématique du problémes de con-

tact

On consideére ici le probléme mécanique qu’on va étudier dans le chapitre 3.

Probléme 1.4.1 (1) (Probléme de contact avec adhésion en électro-élasticité). Trouver le
champ des déplacements u : 0 x [0,T] — R? | le champ des contraintes o : Q x [0,T] — S¢
, le champ potentiel électrique ¢ : Q x [0,T] — R,le champ des déplacements électriques

D:Qx[0,T] — R? et le champ d’adhésion o : T'3 x [0,T] — R? tels que

o=Ac(u)+e*V, dans Qx (0,T),
D =eec(u) — BV, dans Qx (0,T),
Dive+ fo =0 dans Qx (0,7T),
divD =gq, dans Qx(0,7),
u=0 sur T;x(0,7),
o,=fo sur T9x(0,T),

—0, = p, (uy) — 1a®R, (u,)  sur T3x(0,7T),
—o; = pr (@) Ry (u,)  sur T3 x(0,7T),
= —(al[vn (R, (u,)* + 7+ (R~ (uT))Q] — ga)+ sur I's x (0,7,
a(0) = ag sur I,
=0 sur T,x(0,T),

Dv=gq, sur T,x(0,7T).



Chapitre 2

Rappels d’analyse

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques résultats concernant les espaces fonction-

nels, le lemme de Gronwall et quelques théoréemes qui seront d’une grande utilité pour les

démonstations.

2.1 Cadre fonctionnel vectoriel

La modélisation de problémes de mécaniques nécessite la plupart du temps I'introduction

d’espaces de fonctions spécifiques. Nous donnons dans cette section les espaces ainsi que

quelques unes de leurs propriétés.

On introduit les espaces suivants:

(

H={u=(u;)|u; € L*(Q)},
H={o=(0y)|o;=0j,€ L*(Q)},
Hy ={u=(u;)|u; € H (Q)},

(2.1.1)

Hl = {O’E H|Uij,j € H(Q)}

\

Les espaces H,'H, H, et H;, sont des espaces de Hilbert réels munis des produits scalaires

donnés par

(u,v)g = fQ wvdr,

(0.7 = [, 0ijmid,
(u,0)i = (u, V)i + (€ (u) + € (v))yy
| (0,7)n, = (u, 7)n + (Dive + Div ), ,

(2.1.2)

10



2.1. Cadre fonctionnel vectoriel

respectivement, o € : H; — H et Div : H; — H sont les opérateurs de déformation et

de divergence, définis par
1 .
e (u) = (55 (u), gij (u) = 5 (uij + uz), Divo = (o).

Les normes sur les espaces H,H, H; et H; sont notées par ||, [l , ||z et [, , re-
spectivement. Puisque la frontiére I' est Lipschitzienne, le vecteur normal extérieur v a la
frontiére est défini p.p. Pour tout champ de vecteur v € H; nous utilisons la notation v
pour désigner la trace ~, de v sur I

Nous rappelons que Papplication de trace v : H; — L?(I')¢ est linéaire et continue, mais

n’est pas surjective. L’image de H; par cette application est notée par Hr = H %(F)d; ce

sous-espace s'injecte continiment dans L?(T)%.

Nous introduisons a présent un sous-espace fermé de Hi, dont la définition est donnée
ci-apres

V={veH|lv=0surT}. (2.1.3)

Puisque mes I'; > 0, I'inégalité de Korn s’applique sur V' ; il existe une constante ¢ > 0

dépendant uniquement de 2 et I'y telle que
le()lyy > clvly, YveV. (2.1.4)

Une preuve de cette inégalité peut étre trouvé dans [15] .

sur V' nous considérons le produit scalaire donné par
(u,v)y, = (e(u) ®e(v))y Yu,veV, (2.1.5)
et soit ||, la norme associée; c’est-a-dire
vl =le (v)],, Yv eV, (2.1.6)

Par I'inégalité de Korn et (2.1.2), il vient que |.| et |.|;, sont des normes équivalentes
sur V et ainsi (V, (.,.)y) est un espace de Hilbert.

En outre, d’apres (2.1.4) ; (2.1.6) et le théoréme de trace de Sobolev, trouvons qu’il
existe

une constante ¢ > 0 dépendant uniquement de €2 I'; et I'3 telle que

[Vl orgye S clvly, Vv EVL (2.1.7)

11



2.2. Espaces des fonctions a valeurs vectorielles

On introduit également les espaces suivants:

W:{¢€H1(Q]¢:O surFa)},

W ={D=(D;)|D; € L*(Q),divD € L*(Q) },

ou divD = (D;;). Ces espaces W et W sont des espaces de Hilbert réels munis des

produits scalaires donnés par
(0. )w = (Vo,Vd)y, (D, E)w = (D,E)y + (divD,div E) 5 g, , (2.1.8)
soient |.|; et |.|,, les normes associées; c’est-a-dire
Oy = V6l DI = [Df +1div D, . (2.1.9)

Puisque mes I', > 0, I'inégalité de Friedrichs-Poincaré est vérifiée ainsi il existe une

constante ¢ > 0 dépendant uniquement de et I', telle que
V| > C|¢|H1(Q) Vo € W. (2.1.10)

Une démonstration de I'inégalité de Friedrichs-Poincaré peut étre trouvé dans [14].
Pour des détails sur les résultats de cette section nous renvoyons par exemple aux

référence [18, 19]

2.2 Espaces des fonctions a valeurs vectorielles

Cette section est déstiné a rappeler les principaux résultats sur les fonctions définies sur un
interval de temps et a valeurs dans un espace de Banach réel.

Soit 0 < T' < 400 et soit (X, |.|y) un espace de Banach réel. Nous notons par C'(0,7; X)
et C(0,T; X) les espaces des fonctions continues et contintiment dérivables sur [0, 7] avec

valeur dans X respectivement, avec les normes

[ulox = mas [u (t)]x -

\Y = t 1 ()] -
IVoly = max fu (1)l + max [ (1)]x

Nous notons par C.(0,7"; X') 'ensemble des fonctions continues a support compact dans

(0,7T) a valeurs dans X:
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2.2. Espaces des fonctions a valeurs vectorielles

Définition 2.2.1 Une fonction u : [0,T] — X est dite mesurable s’il existe un sous-
ensemble E C [0,T] de mesure nulle et une suite (u,)nen de fonctions appartenant a

C.(0,T; X) telle que |u, (t) —u(t)|y — 0 quand n — +o0, pour tout t € [0,T|\E.

Définition 2.2.2 Une fonction u : [0,T] — X est dite fortement dérivable dans ty € (0,T")
sl existe un élément %(tg) € X appelé la dérivée forte de u dans tgy, tel que
1 du
lim |— t h)—u(ty)) — —(t =0.
i 7 (0t 1) = u0) = G )|
Définition 2.2.3 Une fonction u : [0,T] — X est dite intégrable s’il existe une suite

(un)nen de fonctions appartenant a C.(0,T; X) telle que

T
lim |t (t) —u(t)| dt = 0.
n——+0o 0

Théoréme 2.2.1 Une fonction u : [0,T] — X mesurable et intégrable si et seulement si

t—|u(t)x:[0,7] — R est intégrable. Dans ce cas

/OTu(t)dtxg/oT\u(t)]th.

Soit 1 < p < +oo. L’espace de Lebesgue LP(0,7; X) est ’ensemble des classes de

fonctions w : [0,7] — X mesurables, telles que l'application t — |u(t)|, appartient &

LP(0,T). On sait que LP(0,T; X) est un espace vectoriel normé avec la norme

1

(Jo T () at)” S§1<p< oo,
Ju ()]o,p.x =
inf{c>0] |u(t)|ly <c pp.t€(0,7)} si p=+oc0

Proposition 2.2.1 (1) LP(0,7; X)(1 < p < 400) est un espace de Banach.
(2) Si X est un espace de Hilbert avec le produit scalaire (-,-)x; alors L*(0,T; X) est
ausst un espace de Hilbert avec le produit scalaire
T
(U, U)L2(O,T;X) = / (’LL (t) , U (t))X dt
0

Définition 2.2.4 Soit 1 < p < +oo. L’espace de Sobolev WP (0,T; X) est l’espace des
fonction v : [0, T] — X telles que u € LP(0,T; X) et u € LP(0,T; X). W'P(0,T; X) est un

espace de Banach muni de la norme

|u|1,p,X = |u|0,p7X + |u|07p,X :

En particulier, WY2(0; T; X )est un espace de Hilbert pour la norme précédente.
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2.3. Eléments d’analyse non linéaire dans les espaces de Hilbert

Définition 2.2.5 Une fonction u : [0,T] — X est dite absolument continue si quelque soit

e > 0, il existe 6 = 6(e) tel que pour toute suite d’intervalles (a;,b;) disjoints, inclus dans

0,7, tels que Y (bi —ai) < on a ) |u(b;) —u(w;)|y <e.

Théoréeme 2.2.2 Soit1 < p < 400, X un espace de Banach réiezif et soitu € LP(0,T; X).

Les propriétés suivantes sont équivalente:
1. ue Wh (0,T; X)

2. u admet un représentant absolument continu presque partout dérivable, ayant la

dérivée forte dans LP(0,7T; X) :
3. Il existe ug € X et g € LP(0,T; X), telles que

u(t) = ug + /tg(s)ds vt € [0,77.

L’espace W*? (0,T; X) est un espace de Banach muni de la norme

K
ulgpx = |ulo,x + Z ‘“(a)|o,p,x '

a=1

2.3 Eléments d’analyse non linéaire dans les espaces

de Hilbert

Dans cette section, nous rappelons quelques éléments d’analyse non linéaire dans les espaces
de Hilbert.

Opérateurs fortements monotones

Nous commencons ici par un bref rappel sur les opérateurs fortements monotones et de
Lipschitz. Pour cela, on considére un espace de Hilbert X munit du produit scalaire (.,.)x

et de la norme associée |.|, . Soit A : X — X un opérateur non linéaire.

Définition 2.3.1 L’opérateur A est dit:
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2.3. Eléments d’analyse non linéaire dans les espaces de Hilbert

1. monotone si

(Au—Av,u —v)x 20 VYu,v € X;
2. fortement monotone s’il existe m > 0 tel que

(Au— Av,u—v)x >mlu—ol5x VYu,v € X;

3. de Lipschitz s’il existe M > 0 tel que

|Au — Av|y < M ju—v|y  Vu,ve X,

Théoréme 2.3.1 (Théoréme du point fixe) Soit X un espace de Banach, A: X — X
un opérateur satisfait (2.1.9) avec 0 < M < 1. L’opérateur A admet un point five unique

r € X, c’est-a-dire Axr = x et nous appellons A un opérateur contractant.

Proposition 2.3.1 Soit A : X — X wun opérateur fortement monotone et de Lipschitz.
Alors pour tout f € X il existe un élément unique u € X tel que Au = f.

Le résultat précédent est un cas particulier du théoréme de Minty-Browder (voir par

exemple [6] p.88).

Définition 2.3.2 Soit A : X — X un opérateur défini sur X. L’opérateur A est dit:
monotone si

(Au— Av,u —v) g, >0 Yu,v € X;

Définition 2.3.3 Une forme bilinéaire a : X x X — R est continue s’il existe un réel m > 0
tel que
la(u;v)| < M |uly |v]y  Yu,v e X.

Définition 2.3.4 Une forme bilinéaire a : X x X — R est dite coercive s’il existe une
constante m > 0 telle que

a(u;u) > mlul’  Vue X.

Théoréme 2.3.2 (Théoréme de Lax-M:zilgram). Soit X un espace de Hilbert, a : X X
X — R wune forme bilinéaire continue et coercive. Soit | : X — R une forme linéaire

continue. Alors, il existe une solution unique u € X qui satisfait
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2.4. Lemme de Gronwall

a(u;v) =1l(v) YveX.

Théoréme 2.3.3 (Cauchy-Lipschitz) Soit (X, |.| ) un espace de Banach réel et soit F' (t,.) :

X — X un opérateur défini p.p.sur (0,T), qui satisfait les propriétés suivantes:

il existe Lp > 0 tel que
|F(t;21) — F(t;29)| x < Lp|oy — 2]y Vo, 25 € X, pop, t € (0,T);

il existe 1 <p < +oo tel que F (.,z) € LP(0,T;X) Ve X.
Alors pour tout zy € X, il existe une fonction unique z € W1?(0, T; X) telle que
i(t) = F(t;x(t))  ppte(0,T)

z(0) = xg

2.4 Lemme de Gronwall

Nous rappelons ici le lemme du type Gronwall qui intervient dans de nombreux problémes

de contact, en particulier pour établir 'unicité de la solution.

Lemme 2.4.1 Soient m,n € C(0,T; R) telles que m(t) > 0 et n(t) > 0 pour tout t € [0, 7],
a > 0 une constante et ¢ € C(0,T; R)

(1) si t t
o(t) < a—l—/o m(s)ds +/0 n(s)o(s)ds Vt e [0,T],
alors
o(t) < (a + /Otm(s)ds) exp (/Otn(s)(s)ds> vVt € [0,T].
(2) Si t
o(t) <mf(t) + a/o o(s)ds Yt e [0,T],
alors

/Utgb(s)ds < e /Otm(s)ds vt € [0,T].
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Chapitre 3

Probléme de contact avec adhésion en

électro-élasticité

Nous considérons ici un probléme de contact sans frottement avec compliance normale et

adhésion entre un corps électro-élastique et une fondation dans un processus quasistatique.

Le processus d’adhésion sur la surface de contact est modélisé par une variable interne

de surface appellée champ d’adhésion. Le probléme est formulé par un systéme d’équations

aux dérivées partielles contenant 1’équation d’équilibre du corps, la loi de comportement du

matériau, une équation différentielle modélisant le champ d’adhésion et les conditions aux
limites auxquelles il est soumis.

Ce chapitre comporte trois sections. Dans la premiére section, nous commengons par
formuler le probléme mécanique, puis nous indiquons les hypothéses sur les données. En
suite, dans la deuxiéme section, nous décrivons la formulation variationnelle du probléeme.

Enfin, dans la troisiéme section, nous énoncons et démontrons un théoréme d’existence
et d’unicité de la solution faible relative au probléme. Les techniques employées sont basées
sur la théorie des équations variationnelles, des opérateurs monotones et des arguments du

point fixe.

3.1 Formulation mécanique du probléme

Nous nous plagons dans le cadre physique de la FIG 1.1.1 On considére que le corps est

électro-élastique, plus exactement on utilise une loi de comportement de la forme (1.2.4).
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3.1. Formulation mécanique du probléme

En ce qui concerne le contact, on modélise par une compliance normale avec adhésion. Sous
ces considérations, le probléme électro-mécanique qu’on étudie est le probléme 1 du chapitre

1.

Probléme 3.1.1 (P) Trouver le champ des déplacements u : 2 x [0,T] — RY, le champ
des contraintes 0:Q x [0, T| — S9, le champ potentiel électrique p : Qx [0;T] — R, le champ
des déplacements électriques D : 0 x [0;T] — R? et le champ d’adhésion a : T'3 x [0;T] —

R? tels que
o= Ae(u) +€"Vp dans Q x (0,7, (3.1.1)
D =ec(u) — BVy dans Qx(0,7), (3.1.2)
Divo + fo =0 dans Q x (0,T), (3.1.3)
divD =qy dans Qx(0,7), (3.1.4)
u=0 sur T'lx(0,7), (3.1.5)
ov = fy sur I'2 x (0,7), (3.1.6)
—0y = pu(uy) — 1’ Ry(uy) sur Tz x (0,7), (3.1.7)
0, = po(@) R, (uy) sur Ty x (0.7T), (3.1.8)
&= —(a [V R, (u) + 2 \RT(uy)\g] - ea)+ sur T's x (0,7), (3.1.9)
a(0) = ap sur Ts. (3.1.10)
=0 sur Ta x (0,7T), (3.1.11)
D =g sur Tyx(0,T), (3.1.12)

Rappelons que les équations (3.1.1) et (3.1.2) représentent la loi de comportement élec-
troélastique, les équations (3.1.3) et (3.1.4) représentent les équations d’équilibre, tandis que
les conditions (3.1.5) et (3.1.6) sont respectivement les conditions de déplacement-traction.
Les conditions (3.1.7); (3.1.8) et (3.1.9) représentent les conditions de contact avec com-
pliance normale et adhésion sur la partie I's de la frontiere de et (3.1.10) est la condition
initiale d’adhésion. Pour finir, (3.1.11) et (3.1.12) représentent les conditions aux limites

électriques.
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3.1. Formulation mécanique du probléme

Pour ’étude du probléme mécanique (3.1.1) — (3.1.12), on introduit les espaces de Hilbert
réelsH, H, Hy et ‘H; donnés par (2.1.1) et munis des produits scalaires donnés par (2.1.2) et
on considere les hypotheses suivantes: .

L’opérateur de viscosité A : Q x S¢ — S¢ satisfait

(a) I existe M4 >0 telles que

|A(z;61) — A(z;89)| < My |er — e
Ver,e0 € S84 pp. €.
(b) Il existe my > 0 telle que
(A(z;e1) — A(w;62)) (61 — €2) = maler - 52|2 (3.1.13)
Ver,e0 € S4, p.p. x € Q.
(¢)A(.,e) est Lebesgue mesurable
sur €, pour tout € € S9.

()A(,€) € H.

\

Le tenseur diélectrique B = (B;;) : 2 x R? — R? vérifie

(

(a)B(z, E) = (Bj(z) Ej)
VE = (E;) e RY p.p. x €.

(3.1.14)

(c) I existe Mp > 0 telle que

BE.E > Mg |E|?
\ VE = (E;) € RY, p.p.dans Q.
Le tenseur piézoélectrique € = (e;) : 2 x S — R? vérifie
(
(a)e (z,7) = (eijk (z) Tjk)

V7 = (1;1) € 8%, p.p. v € Q.

(b)eijk = €k € L (Q) , 1< i,j, k <d. (3115)

(c)e (z)o,7 = o.e™(x)T

Vo € S4, VYo € RY p.p.dans Q.
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3.1. Formulation mécanique du probléme

La fonction de compliance normale p, : I's x R — R satisfait

(a) Il existe M, >0 telle que
[po(x,7m1) — pol@,m2)| < M, |11 — 13
Vri,rea €R, p.p. z €T3
(0) (o (,71) = pol,72)) (11— 72) 2 0
Vri,ro € R, p.p. x€Tls. (3.1.16)
(¢)p,(.,r) est Lebesgue mesurable
sur '3, pour tout r € R.
(d)py(z,7) =0
Vr <0, p.p. ¢ €T's.

\

La fonction de contact tangentiel p, : I's x R — R satisfait

(a) Il existe M, >0 telle que
|(pr, 1) = pr(,72)| < My [ry — 1y
Vri,re € R, p.p. z €Tl
(b) 11 existe m, >0 telle que
Ipola, )| < s (3.1.17)
VreR, pp. xeli.
(¢)pe(.,7) est Lebesgue mesurable

sur I's, Vr € R.
(d)p-(.,0) € L*(T5)

\

On suppose que les forces volumiques fj et les tractions surfaciques f; ont la régularité

fo € WH(0,T; H), fo € WH(0,T; L*(Ty)?%), (3.1.18)

de méme, la densité de charge volumique ¢y et surfacique ¢o satisfont

go € WH(0,T; L*(Q)); ¢o € WH2(0,T; L*(Ty)). (3.1.19)

Les coefficients d’adhésion v,,~, et ¢, a satisfont ;

Yoy Yoy €LF(13), Vura € ¥ry €4 > 0, p.p.sur I'3. (3.1.20)
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3.1. Formulation mécanique du probléme

Le champ d’adhésion initial satisfait

ag € L*(T3),0 < ap <1, p.p.sur Is. (3.1.21)

Nous travaillons dans toute la suite de ce chapitre avec ’espace des déplacements ad-

missibles V' défini comme étant un sous-espace fermé de H;

V={veH |lv=0surT}, (3.1.22)

muni du produit scalaire donné par (2.1.5) et de la norme associée donnée par (2.1.6).

Puisque mes I'y > 0, I'inégalité de Korn (2.1.4) est vérifiée donc |.|,;, et |.|;, sont des
normes équivalentes sur V" alors (V;|.|,,) est un espace de Hilbert, d’apres (2.1.4), (2.1.6) et
'inégalité de trace de Sobolev, trouvons que I'inégalité (2.1.7) est vérifiée.

On introduit également les espaces suivants

W={oecH(Q)]p=0surT,}, (3.1.23)

W ={D = (D;)|D; € L*(Q) ;divD € L*(Q)},

ou divD = (D;;). Ces espaces sont des espaces de Hilbert réels munis des produits
scalaires (2.1.8) et des normes associées (2.1.9). Puisque mes ', > 0, I'inégalité de Friedrichs-
Poincaré (2.1.10) est vérifiée.

Nous définissons maintenant les fonctions f: [0,7] — V et ¢:[0,7] — W par

(F(t), 0)y = / fowde+ [ fotyvda  WYoeV, tefo.T], (3.1.24)
() 0hw = [ mitiods = [ w(®)oda voe W, te0.T) (3.1.25)

les conditions (3.1.18) et (3.1.19) impliquent

feWwr=0,T;V), q&Wh=(0,T;W). (3.1.26)

Soient juq: L®(I'3) x V x V — R la fonctionnelle d’adhésion
Jaa(o, u,v) = / (=7, R,(u,) + pr(a) R (u,).v;)da, (3.1.27)
s
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3.2. Formulation variationnelle

et Jne 1 V XV — R la fonctionnelle de compliance normale

Jne(u,v) = /F po(u)v,da. (3.1.28)

Les conditions (3.1.16) et (3.1.17) entrainent que les intégrales (3.1.25) et (3.1.26) sont

bien définies.

3.2 Formulation variationnelle

Dans cette section, on va donner la formulation variationnelle du probléme P. En utilisant

la formule de Green

(0,6(v))g + (Divo,v)g = /O'V.Uda Vv € Hy,
r

on trouve

/a.e(v)d:c—i—/Diva.de:/ au.vda+/ au.vda+/ ov.vda Yu €V,
Q Q r Ty T3

et en utilisant la définition de l'espace V' avec (3.1.3) et (3.1.6), on obtient

/a.s(v)dm—/fo.vdx: fz.vda+/ ov.wda Yv €V,
Q Q Iy I3

Puisque

ovv = 0,0V, + 07U,

= _pV<uV)UV + fVVa2Ru(uu)Uu - pT(a)RT<uT>'UT7

il vient que

/ oc(v)dr = / fovde = | fovda — / (=R, (w)v, + pr ()R- (ur).vy) da
Q Q I s

_/ pu(uu)vl/da Vo € ‘/a
I's
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3.2. Formulation variationnelle

d’apres (3.1.22) et (3.1.25) — (3.1.26), nous obtenons

(0(t),e(0)) i + Jaa((t), u(t), v) + Jne(ult),v) = (f(t), v)v Vv e Vit (0,T),

et de (3.1.1), on obtient

(Ae(u(t)),e(v))n + (€"V(t), e(v) i + Jaala(t), u(t), v) (3.2.1)

Hine(u(t), v) = (f(t),v)y VYo eVt e(0,T),

En outre, par utilisation de la formule de Green

(Da v¢)H + (le Da ¢)L2(Q) = D.VQSdCL v¢ € Hl(Q)7
I'p
on a
/D.V(]ﬁd:z:—l—/div Dodx = D.V(ﬁd@—l-/ D.wvoda Npe W,
Q ) T, Ty

et en utilisant la définition de 'espace W avec (3.1.4) et (3.1.12), on obtient

/QD.V(bd:c = /Fb Gepda — /qugéda: Vo e W.

D’apres (3.1.2) et (3.1.23), on trouve

(ee(u(?)), Vo)u — (BVp(t), Vo)u = —(q(t),d)w Yo e W, p.p.te(0,T),
d’ot
(BVo(l), Vo)u — (ec(u(l)), Vo)u = (¢(t), o)w Yo e W, ppte(0,T),  (3.22)

De (3.1.9)—(3.1.10) et (3.2.1)—(3.2.2), on obtient la formulation variationnelle du prob-

léme P.

Probléme 3.2.1 (PV) Trouver le champ des déplacements u : [0,T] — V, le champ po-
tentiel électrique ¢ : [0, T] — W et le champ d’adhésion o : [0,T] — L>®(T's) tels que
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3.2. Formulation variationnelle

(Ae(u(t)),e(v))m + (e"Ve(t), e(v) i + Jaa(a(t), u(t), v) (3.2.3)

Hine(u(t), v) = (f(t),v)y Vv e Vit € (0,7),

(BVp(t), Vo) — (es(u(t), Vo)y = (q(t), d)w, Yo € W,te (0,T), (3.2.4)
alt) = — (at) [y (Ru(w, (8)* + 75 [ Re (ur (D)[*] = a) . pp. t € (0,T), (3.2.5)
a(0) = ao, (3.2.6)

Le triplet (u; o, ) qui satisfait (3.2.3) — (3.2.6) s’appelle solution faible du probléme P.

Dans le reste de cette section, nous décrivons quelques propriétés des fonctionnelles j,4
et Jne qui seront employées dans la section suivante. Nous supposons dans la suite de ce
chapitre que (3.1.13) — (3.1.21) sont vérifies aveca, a; et ay dénote des éléments de L>°(I's)
tel que 0 < a,aq, a0 < 1 p.p. sur I's; uq, ug, vy, V9, u et v représentent des éléments de V
, ¢ est une constante positive générique qui dépend de ,1'1,T's, v, V-, P, pr €t L, dont la
valeur change d’un endroit & un autre.

D’abord, nous remarquons que j,q €t j,. sont linéaires par rapport au dernier argument,

donc

Jad(a, u, —v) = —jaa(c, u, v) (3.2.7)
Jne(t, —0) = —jpe(u, v) (3.2.8)

En utilisant (3.1.17) , (3.1.25) avec les inégalités |R,(u,)| < L, |R.(u,)| < L, |ay] < 1

et |as| < 1, nous déduisons que

Jaa(on, ur, ug — uy) + Jaa(ae, ug, up — uz) < C/ lay — o |uy — us| da, (3.2.9)
I's
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3.2. Formulation variationnelle

en combinant cette inégalité avec 'inégalité de Cauchy-Schwartz et (2.1.7), on obtient

Jaa(an, ur, ug — 1) + Jaa(Qg, uz, ur — ug) < clag — 042|L2(p3) [ur — ualy, (3.2.10)

Puis, nous choisissons o« = a3 = i dans (3.2.10) pour trouver

jad(aa Uy, U — ul) + jad(a7 U, U1 — UQ) S O (3211)

Par des manipulations semblables basées sur les propriétés des opérateurs R, R, et p,

, on montre que

Jad(a, u1, V) = Jaa(o, uz,v) < clur — ugly, vl - (3.2.12)

En prenant u; = v et up = 0 dans (3.2.11) et nous employons les égalités R,(0) = 0 et

R.(0) = 0 pour obtenir

Jaa(a,v,v) >0 (3.2.13)

En outre, nous utilisons (3.1.26), on obtient

|jnc(u17 ’U) - jnc(UQa U)| S |pu(u1u) - pu(u2u)| |Uv| da, (3214)
I's

et d’apres (3.1.16) , (2.1.7) et l'inégalité de Cauchy-Schwartz, on a

| Jne(t1, V) = Jne(ua, v)| < clur — ualy, V], - (3.2.15)

En utilisant (3.1.26), on obtient

Jne(u, g — uy) + Jne(tg, ug — ug) < / (pu(u1,) — pu(uay)) (ug, — uy,) da, (3.2.16)
I's

et d’apres (3.1.16), on a

Jne(ur, ug = ur) + Jne(uz, w1 — uz) < 0. (3.2.17)
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3.3. Existence et unicité de la solution

Finalement, en choisissant u; = v et uy = 0 dans (3.2.17) et en utilisant (3.2.16), nous

obtenons

Jne(v,v) > 0. (3.2.18)

3.3 Existence et unicité de la solution
L’intéret principal dans cette section est le résultat d’existence et d’unicité suivant.

Théoréme 3.3.1 Sous les hypothéses (3.1.13) — (3.1.21), le probléme PV admet une solu-

tion unique (u, @, &) ayant la régularité suivante

u € WH(0,T;V), (3.3.1)
© € W (0, T; W), (3.3.2)
a € WHe(0,T; L=(T's)). (3.3.3)

Les fonctions u, 0, ¢, D et a qui satisfont (3.1.1) — (3.1.2) et (3.2.3) — (3.2.6) s’appelent
une solution faible du probléme P.

Nous concluons que sous les hypothéses (3.1.13) — (3.1.21), le probléme mécanique (3.1.1)
— (3.1.12) admet une solution faible unique satisfaisant (3.3.1) — (3.3.3). La régularité de la

solution faible est donnée par (3.3.1) — (3.3.3) et en termes de contraintes par

o€ Wh>(0,T;H,) (3.3.4)

D € Wh=(0,T; W) (3.3.5)

En effet, de (3.2.3) — (3.2.4), il vient que: Divo(t) + fo(t) = 0,div D = ¢o(t) pour tout
t € [0,T]. La régularité (3.3.1) et (3.3.2) de u et ¢ combinée avec (3.1.1) — (3.1.2) et (3.1.13)
- (3.1.19) donne (3.3.4) et (3.3.5).
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3.3. Existence et unicité de la solution

La démonstration du théoreme3.3.1 sera faite en plusieurs étapes. Elle est basée sur les
résultats des équations dépendant du temps, les opérateurs monotones et les arguments du
point fixe.

Pour le champ d’adhésion, nous considérons I’ensemble Z et le sous-espace fermé Z

Z={0eL>*(I'3)|0<60<1 pp. sur I's},

Z={0eC(0,T;L*(T3)|0(t)e Zz Vte[0,T),0(0)=aq}.

Soit a € Z. Dans la premiére étape, on considére le probleme variationnel suivant.

Probléme 3.3.1 (PV,) Trouver le champ des déplacements u, : [0,T] — V et le champ
potentiel électrique @, : [0,T] — W tels que

(Az(ua(t)), e(V)n + (€"Vea(t), £(v))r + Jada(t), ua(t), v) (3.3.6)
+jnc(ua(t)7v) = (f(t)av)V YweV, te (OuT)7

(BVea(t), Vo) — (ee(ua(t), Vo)u = (q(t), o)w Vo € Wit € (0,T). (3.3.7)

On a le résultat suivant.
Lemme 3.3.1 Le probléme PV, admet une solution unique (uq, pa) satisfaisant
ue € C(0,T;V), @, € C0,T;W).

Preuve. Soit t € [0, 7]. On consideére I’espace de Hilbert X =V x W muni du produit

scalaire donné par

(@:y)x = (u,v)v + (0, Q)w Vo= (u,9),y = (v,¢) € X, (3.3.8)
et soit |.|, la norme associée. Nous considérons l'opérateur A; : X — X défini par
(Awz,y)x = (Ae(u),e(v))y + (BV,Vo)g + (e"V,e(v))n (3.3.9)
—(ee(u), Vo) u + Jaala, u,v)

+jnc(uav) Vo = (U, QO) , Y = (U, ¢) e X.
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3.3. Existence et unicité de la solution

Considérons I'élément F' € X donné par
F=(fq) €X. (3.3.10)

Nous commengons par le resultat d’équivalence suivant: le couple z, = (uq, @o) est une

solution du probleme PV, si et seulement si
(Awro,y)x = (F(t),y)x Yye X,te|0,T]. (3.3.11)

En effet, soit x,(t) = (ua(t), pa(t)) € X une solution du probléme PV, , pour tout y =
(v,¢) € X, en additionnant I’équation (3.3.6) avec (3.3.7) et en utilisant (3.3.8) — (3.3.10),
nous obtenons (3.3.11). Reciproquement, supposons que z, = (Uq, o) € X est une solution
de (3.3.11). En prenant y = (v,0) € X dans (3.3.11) o est un élément arbitraire de V
,on obtient (3.3.6). En autre part, nous prenons y = (0,¢) € X dans (3.3.11) o ¢ est un
élément arbitraire de W, on obtient (3.3.7).

L’opérateur A; est fortement monotone et de Lipschitz sur X. En effet, en utilisant
(3.3.8) — (3.3.9), (3.1.13) — (3.1.15), (3.2.11) — (3.2.12), (3.2.15), (3.2.17), (2.1.6), (2.1.9)
—(2.1.10) et l'inégalité de Cauchy-Schwartz, soient x; = (uy, 1), x2 = (uz2,p2) € X, pour
tout y = (v, ¢), on a

[(Ayzr — Ao, y) x| = |(Ae(ur) — Ae(uz), e(v))y + (BV@1 — BV 2, Vo),
+ (e"Vip1 — €"Vs,e(v)) g — (ee(ur) — ee(uz), Vo) 5
+Jaa(c, ur, V) = Jaa(a, Ug, V) + Jne(Ur, V) = fne(uz, v)|
< c(fur = waly [oly + lpr = palw [dly + [01 = @2l |Vl
+ lur = uzly |9ly)

<cley —max lyly
et en prenant y = A;x1 — A;zo dans I'inégalité précédente, on obtient

|Arry — Araly < c|ay — 22|
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3.3. Existence et unicité de la solution

qui prouve que At est Lipschitz. En outre, pour tout z1 = (u1, 1), 22 = (u2, v2) € X, nous

avons

(Apry — Ao, 11 — 22) x = (Ae(ur) — Ae(uz), e(ur) — e(uz))y
+ (BV (b1 = ¢2), V(o1 = 92))y
+ (e"V1 — e"Va, e(ur) — e(uz))y
— (ee(uy) — ee(uz), Vior — p2) g
+ Jaa(o, ut, w1 — Uz) = Jaa(ev, uz, w1 — us)
+ Jne(ur, ur — u2) = Jne(Uz, u1 — u2)
> e (Je (w = ua)l5 + 1V (91— w2)l7)
> ¢ (|(ur = u)[y + [V (01 = @2)liy)

> |y — mo|

donc, A; est fortement monotone. Par conséquent en utilisant un résultat standard sur les
équations variationnelles dépendant du temps voir (proposition 2.3.1), il existe un élément

unique z,(t) = (ua(t), pa(t)) € X qui satisfait (3.3.6) et (3.3.7) :Maintenant, nous montrons
que

(Ua, p0) € C(0,T5V) x C(0,T; W).

Soit t1,ts € [0, 7] et on considére les notations u,(t;) = wi, a(ti) = i, alt;) = oy, q(t;) =

@i, f(ti) = fi et 2o (ti) = (ua(ti), palti)) = ; pour i = 1,2.
De (3.3.6) — (3.3.7), on a

(Ae(ur) — Ae(uz),e(ur) — e(ug))y, = (€°V (91 — pa) , e(ur — u2))y
+ (f1 = fa,u1 —u2)y,

+ Jaa(1, ur, g — uy) + Jaalo, ug, uy — ug)

+ jnc(ula Ug — ul) + jnc(u27 Uy — Ug)

(BV (1 —92), V(o1 —2)) g — (ee(ur —u2), V(1 — ¥2)) g = (@1 — G2, 1 — ¥2)yy -
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3.3. Existence et unicité de la solution

En utilisant (3.2.10), (3.2.17) , (3.3.13)—(3.3.15) , (2.1.6) , (2.1.9) et l'inégalité de Friedrichs-

Poincaré, on a
u — usly, <c (|f1 — foly + lar — ol + lon — 042|L2(F3))) . (3.3.12)

o1 — @alyy < c(lur — ualy, + a1 — @2lyy) - (3.3.13)

Finalement, d’apres (3.3.12) — (3.3.13) et la régularité de (f, ¢, a, u,), on obtient
Uy € C(0,T5V), @, € C0,T;W). (3.3.14)

Ce qui termine la preuve du lemme 3.3.1. =
Pour o € Z, nous notons dans la suite par u, le champ des déplacements obtenu dans le
lemme 3.3.1. Dans la prochaine étape, on considére le champ des déplacements u, obtenu

dans le lemme précédent et on résoud le probléme suivant.

Probléme 3.3.2 (PVy) Trouver le champ d’adhésion 0, : [0,T] — L>*(T'3) tel que

éa(t) = —04(1) [’VV(RV(UOW(t)))Q +r |R7(um(t))|2 - 5aL_ p.p. t € (0,7) (3.3.15)

0,(0) = ay. (3.3.16)

On a le résultat suivant.

Lemme 3.3.2 Le probléme PV, posséde une solution unique 0, qui satisfait

0o € WH(0,T; L®(T'3)), 04(t) € Z pour tout t € [0,7].

Preuve. On consideére I'application Fy, : [0, T|L>*(I'3) — L*°(I'3) définie par
Fu(t:0) = — (9 o (Bt (£))2 + 72 | Rt (£)) [ — ga]+) Vie[0,7] 0 L™ ().

On a d’apres les propriétés de R, F,, est de Lipschitz par rapport a #, uniformément dans

le temps. Cependant, pour tout # € L*>(I'3), l'application t — F,(t,0) appartient a
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3.3. Existence et unicité de la solution

L>°(0,T; L>°(T'3)). Donc, d’apres le théoréme de Cauchy-Lipschitz (théoréme 2.3.3), il existe
0, € WH(0,T; L°°(T'3)) solution unique du probléme PV, . En utilisant des arguments
similaires a la remarque 1.3.1 et (3.1.21), il vient que 0 < 0,(t) < 1Vt € [0,T] p.p. sur I';
et donc 0,(t) € Z. Ce qui conclut la preuve du lemme 3.3.2. =

Pour a € Z, on définit l'opérateur A : Z — Z par

Aa =40, (3.3.17)

Nous avons le résultat suivant.
Lemme 3.3.3 Il existe un élément unique o* € Z tel que Aa* = o

Preuve. Soient a; et ay € Z. Nous utilisons les notations u.; = u;, 90; = @i €t 0o = 0;
pour ¢ = 1,2, les solutions des problémes PV, et PVy respectivement. Soit ¢ € [0,7], en

utilisant (3.3.6), on obtient
ur (6) = 2 (O] < clan (1) — a2 ()] 2oy (3:3.18)

Par intégration de (3.3.15) avec I’état initial (3.3.16), on obtient

0:(t) = ag — /0 (0:(s) [ (R (uin()))* + s |R7ui7(s))|2} - 5a)+ ds i=1,2.

Il vient que

102.(8) — 02 (1) oy < € ( [ 1) (Ruttra () = 02(5) (Rt () e

b 1006 B (512 = 60(6) (i (S))F e )

En utilisant la définition de R, et R, et en écrivant que 6, = 6, — 05+ 0, et aprés quelques

opérations élémen taires, on trouve

800 = 00 Ol < ¢ [ 1066) = 0o, (33.19)

t
b [ n6) = e )
0
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3.3. Existence et unicité de la solution

En combinant (3.3.19) avec le lemme de Gronwall 2.4.1, on trouve

t
161 () = b2 (D) 12ry) < C/O |ur(t) = ua(t)] p2ryya ds- (3.3.20)

De l'estimation (3.3.20), la relation (3.3.17) et I'inégalité de trace de Sobolev (2.1.7), on
obtient

[Aar (1) = Aaa ()] 2 (ry) < C/o [u1(s) — ua(s)|y ds. (3.3.21)

De (3.3.18) et (3.3.21), on a

t
[Aar (1) = Aas ()] 2, < c/ |a1(s) — a2(s)| o, ds vVt € [0,7]. (3.3.22)
0
En réitérant m fois I'inégalité précédente, on obtient

()™

m!

A" oy — Ama2|C(O,T;L2(F3)) < o — a2|C(O,T;L2(F3))

Pour m suffisamment grand, A" est une contraction sur le sous-espace fermé Zde ’espace
de Banach C (0,T; L*(T'3)). Donc, d’aprés le théoréme du point fixe de Banach 2.1.10, A™
admet un point fixe unique et par conséquent A admet un point fixe unique o* € Z.

Maintenant, on peut établir la démonstration du théoreme 3.3

Démonstration du théoréme. =

Existence Soit a* € Z le point fixe de A et soit (u*,¢*) la solution du probléeme PV,
pour a = a*, c’est-a~dire u* = uy«, * = o+ . En utilisant les estimations (3.3.12) et

(3.3.13), on déduit que

u” (t1) — ™ (2)ly < c(|f (02) = f (B2) |y + g (t1) — ¢ (2) | (3.3.23)

o (1) = 0" ()] oy )

07 (t1) = @™ (t2) |y < c([u” (t1) — u” (L2)]y + [ (1) — q (t2)lwr) , (3.3.24)

32



pour tout tq,%s € [0,T]. Et puisque a* = 0, et d’aprés le lemme 3.3.2, nous déduisons
que a* € We°(0,T; L>(T'3)). De la régularité de (f,q) donnée par (3.1.24) et I'estimation
(3.3.23), nous obtenons u* € WH(0,T;V). D’aprés I'estimation (3.3.24) et la régularité
de (u*,q), on obtient ©* € W1°°(0,T;W). Nous concluons de (3.3.6) , (3.3.7) , (3.3.15) et
(3.3.16) que (u*, p*, a*) est une solution du probléme PV et satisfait (3.3.1) —(3.3.3).

Unicité L’unicité est une conséquence de 'unicité des problemes PV, et PVy . Soit
{u, ¢, a} est une solution du probléme PV (3.2.3) — (3.2.6) ayant la régularité (3.3.1)
- (3.3.3).

En utilisant les arguments a la remarque 1.3.1, on obtient o € Z, d’aprés (3.2.3) et
(3.2.4), nous trouvons que (u, ¢) est une solution du probléme PV, , et du lemme ?7?, nous

avons (Uq, Pa) est une solution unique du probléme PV, . Donc

U=1Uy €t =, (3.3.25)

Nous remplagons u par u, dans (3.2.5), on trouve quea est une solution du probléme
PVy et d’aprés le lemme 3.3.2, le probléme PV, admet une unique solution notée parf,, ,

d’ou

a=0,. (3.3.26)

Nous utilisons maintenant (3.3.26) et la définition de A, on obtient Ao = a; ¢’est-a-dire

« est un point fixe de A et comme a*est I'unique point fixe de A, on conclut

a=a" (3.3.27)

Unicité L’unicité du théoréme 3.3.1 est maintenant une conséquence des égalités (3.3.25)

et (3.3.27) :
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Conclusion Générale

Dans ce mémoire, on a étudié I’éxistence et 1'unicité de la solution d’un probléme aux limites
de contact en piézoéloectricité, entre un corps électro-élastique et une base.

On a utilisé la formule de Green pour obtenir la formulation variationelle de ce probléme.
Comme la fontiére de corps et les données de probléme ont des bonnes régulatées, donc la
solution du probléme mécanique et du probléme variationelle est la méme.

On a montré 'existence et ['unicité de la solution du probléme précedent par I'utilisation
des arguments suivants: équation variationelle dépendent du temps, équation différentielle

et point fixe.
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. Résumé

Dans ce mémoire, on a étudié I'existence et I'unicité de la solution d'un
problémes aux limites en piézoélectricité. Le probléme est un contact avec
adhésion entre un corps électro-élastique et une base.

On a utilisé la formule de Green pour obtenir la formulation variationnelle des
problémes.

Puis, on a montré I'existence et 'unicité de la solution par les arguments

suivants: équation variationnelle dépendant du temps, équation différentielle et

\ point fixe.

" Abstract

In this thesis, we studied the existence and uniqueness of the solution of
boundary contact problems in piezoelectricity. The problem is a contact with
adhesion between an electro-elastic bordy and a base. We used the
Green's formula for obtain the variational formulation of the problem and we
proved the existence and uniqueness of the solution by the following arguments:
variational equation time dependent, differential equation and fixed point.

Key words: variational equation time dependent, differential equation, fixed

point.
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