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INTRODUCTION GENERALE

La théorie des opérateurs linéaires d’un espace de Hilbert vers autre espace de Hilbert constitue un
lieu de rencontre privilégié pour diverses disciplines des domaines des mathématiques. Les opérateurs
linéaires continus d’un espace de Hilbert vers autre forment une classe assez particuliere des opérateurs

linéaires d’un espace vectoriel normé vers autreespace vectoriel normé.

L’étude des opérateurs linéaires continus d’un espace de Hilbert dans autre espace hilbertien.
demande de bien connailtre les opérateurs adjoint d’un opérateur linéaire continu d’un espace de
Hilbert vers autre espace de Hilbert qui est aussi un opérateur linéaire continu les deux normes d’un
opérateur linéaire continu sur un Hilbert et son opérateur adjoint sont égales. 'opérateur linéaire
adjoint possede les mémes propriétés de 'opérateur linéaire original. Aussi les opérateurs inverses
d’un opérateur linéaire continu inversible d’un espace de Hilbert vers autre espace de Hilbert qui est
aussi un opérateur linéaire continu inversible.

Dans ce mémoire, on veut traiter quelques propriétes et notions des opérateurs linéaires continus auto-
adjoints d’un espace de Hilbert vers le méme espacede Hilbert.

Le contenu de ce mémoire se compose de 3 chapitres :

Lapremiere partie de chapitre un est consacré au rappel sur les espaces et sous espaces linéaires aussi
les ensembles linéairement indépendants, sous-espaces engendrés. On expose rappel sur les espaces
métriques, et les espaces normés, et sur les espaces de Hilbert, citons produits scalaires et orthogonalité
et bases orthogonales et orthonormées, on parlera sur quelques propriétés fondamentales :comme
I’égalité de parallélogramme, aussi le théoréme de la projection orthogonale d’un point quelconque sur
un sous ensemble fermé et convexe de cet espace de Hilbert.

La deuxieme partie de chapitre un est consacré a 1’étude des propriétés des opérateurs linéaires continus
d’un espace de Hilbert dans autre espace hilbertien aussi on met ’accent sur les opérateurs inverses
d’un opérateur linéaire continu inversible d’un espace de Hilbert vers autre espace de Hilbert qui

est aussi un opérateur linéaire. En particulier on met ’accent sur quelques propriétés des opérateurs
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linéaires continus inversibles d’un espace vectoriel normé vers autre et 'inégalité de ’énergie. On donne
quelques exemples des opérateurs linéaires continus inversibles, la transformation inverse est linéaire
mais n’est pas en général continue.

A la fin de ce chapitre un on définit le spectre d’un opérateur linéaire continu d’un espace de Hilbert
dans autre espace hilbertien on donnera quelques explications..

Le troisieme chapitre s’occupe de deux applications sur ce qui nous avons étudié dans les deux chapitres
précédant, ces application sont illustrées par les propriétés structurelles citées aux chapitre un et
chapitre deux.

La premiere application concerne des résultats trouvés sur la représentation d’un opérateur linéaire
continu auto-adjoint sur un espace de Hilbert séparable on considére une base orthonormée puis on
trouve la propriétés matricielle des opérateurs linéaires continus auto-adjoints associés. On trouve enfin
des résultats sur le spectre opérateur linéaire continu auto-adjoint sur un espace de Hilbert séparable
La deuxiéme application s’occupe principalement sur I’étude des opérateurs intégraux continus et le
noyau de ce type des opérateurs intégraux aussi on fait le calcul des normesdes opérateurs intégraux
et les conditions permettant que ces opérateurs integraux soient auto-adjoints dans ce cas on trouvera
facilement le spectre de ces opérateurs intégraux. On met l'accent sur un opérateur intégral a noyau

hermitien continu.
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NOTATIONS GENERALES

Espaces normes

Espace de Hilbert .

Produit scalaire, ||| La norme, | .| la valeur absolue, d(.,.) distance.
L’opérateur linéaire .

L’espace des opérateurs linéaires sur espace de Hilbert H.
L’espace des opérateurs linéaires bornés sur espace de Hilbert H
L’inverse de 'opérateur A.

L’adjoint de 'opérateur A.

Opérateur Intégral de Noyau

Ensemble des matrices carrées d’ordre n a coefficients complexs.
Ensemble des matrices carrées d’ordre n a coefficients réel.
Opérateur Identité.

Orthogonal de A.

L’image de 'opérateur A.

Le noyau de 'opérateur A.

L’ensemble résolvante de 'opérateur A.

La résolvante de l'opérateur A.

Le spectre de 'operateur T.

Le spectre ponctuel de 'operateur A.

Le spectre résiduel de 'operateur A.

Le spectre continu de 'operateur A.

Le rayon spectral de I'operateur A.

Boule fermée, centrée en g de rayon r.
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CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES

Lapremiere partie de chapitre un est consacré au rappel sur les espaces et sous espaces linéaires aussi
les ensembles linéairement indépendants ,sous-espaces engendrés. On expose rappel sur les espaces mé-
triques, et les espaces normés,et sur les espaces de Hilbert, citons produits scalaires et orthogonalité et
bases orthogonales et orthonormées, on parlera sur quelques propriétés fondamentales :comme 1’égalité
de parallélogramme, aussi le théoreme de la projection orthogonale d’un point quelconque sur un sous
ensemble fermé et convexe de cet espace de Hilbert.

La deuxiéme partie de chapitre un est consacré a 1’étude des propriétés des opérateurs linéaires conti-
nus d’un espace de Hilbert dans autre espace hilbertien aussi on met ’accent sur les opérateurs inverses
d’un opérateur linéaire continu inversible d’un espace de Hilbert vers autre espace de Hilbert qui est
aussi un opérateur linéaire.En particulier on met ’accent sur quelques propriétés des opérateurs li-
néaires continus inversibles d’un espace vectoriel normé vers autre et l'inégalité de I’énergie. On donne
quelques exemples des opérateurs linéaires continus inversibles, la transformation inverse est linéaire
mais n’est pas en général continue.

A la fin de ce chapitre un on définit le spectre d’un opérateur linéaire continu d’un espace de Hilbert
dans autre espace hilbertien on donnera quelques explications..

Dans le deuxiéme chapitre, on présente les définitions et les propriétés générales des opérateurs linéaires
continus auto-adjoints d’un espace de Hilbert vers le méme espacede Hilbert On donne la définition
des opérateurs linéaires continus auto-adjoints et les propriétés structurelles associés ( norme ,image
).

On définit aussi quelques classes des opérateurs linéaires continus auto-adjoints.Citons : opérateurs
positifs ,opérateurs projecteurs ,opérateurs normaux, opérateurs compacts.On explique dans la méme

occasion les relations entre les des opérateurs linéaires continus auto-adjoints et les opérateurs normaux



Chapitre 1 Préliminaires

1.1 Espaces normés

Définition 1.1.0.1
Soit E un espace linéaire sur K. On appelle semi-norme sur E, une application P : E — Ry, telle

que pour tout p,p € E et A€ K on a :

1) P(Ap) =] A | P(yp), (propriété d’homogénéité absolue).
2) Ple+v) <Ple) +P), (propriété de sous-additivité).
Il est clair que P(0) = 0.

Un espace linéaire E muni d’une semi-norme s’appelle espace semi-normé.

Définition 1.1.0.2

Soit E un espace linéaire sur K. On appelle norme sur E, une application
II.|: E— Ry, telle que || . || est une semi-norme pour E et de plus

3) || ¢ ||I=0 si et seulement si ¢ = 0.

Un espace linéaire E muni d’une norme s’appelle espace normé, noté par (E,| . ||).

Ezxemple 1.1.0.1

L’espace C([0,1], E) et dit normé, lorsqu’il est muni d’une les normes suivantes :

1
10 f = [ 15

1 2
201 lle= ([ 1@Pap)".
5017 o= sw> 1)
»E[0,1]

Définition 1.1.0.3 (Espace de Banach)
Un espace de Banach est un espace linéaire normé complet.
Note : On dit qu’un espace normé (E, || . ||) est complet si toute suite de Cauchy de E est convergente

dans E.

Exemple 1.1.0.2

L’espace E = C([a,b],R™) des fonctions continues de [a,b] dans R™. Le nombre

If = max | ) |

ot | .| est la norme dans R™, définit une norme rendant (E,|| . ||) un espace de Banach.

1.2 Espace de Hilbert

1.2.1 Produit scalaire

Définition 1.2.1.1
Soit X un C -espace vectoriel, s’il existe un nombre complexe ¢ =< @, > pour tout couple des

vecteurs @ et Y dans X qui vérifient les conditions suivantes :



Chapitre 1 Préliminaires

1. VpeX<p,p>20 et <p,p>=0&p=0
2. <, >=<1,0> Vp9peX

3. Ko+, d>=<p, 0>+ <P, 0> Vp,petpeX
4. <A, >= A<, > Vo, eXetVAeC

alors < @, > est dit produit scalaire de ¢ et outrement dit que (X, <,>) est un espace prehilbertien.

Définition 1.2.1.2

On appelle espace prehilbertien tout espace vectoriel muni d’un produit scalaire et on pose

lell = V<@, >

dans ocas (X, <,>) est un espace vectoriel normé.

Définition 1.2.1.3
Un espace préhilbertien complet muni de la norme induit par le produit scalaire est dit espace de

Hilbert.

FExemple 1.2.1.1

(1) Ulespace
- 2
PC)=1cp=1(g)); ©€C, > |pj|*<oo
j=1
k [R—
munt du produit scalaire < @, >= Z ;i est un espace de Hilbert.
i=1
(2) Pour tout ouvert non vide Q C RN, I'espace L?(9; C) muni du produit scalaire

(f.g)pe = /Qf(@mdso

est un espace de Hilbert.

1.2.2 Quelques propriétés

e Inégalité de Cauchy-Schwarz : pour tout o, € X, on a

(e, )| < /(s o/ (¥, ). (1.1)

Preuve : L’inégalité (1.1) est trivialement satisfaite si (p, ) = 0.

Nous supposons donc que (p,1) # 0. Alors nous obtenons

0< (P loulv v ___ @y
Ve o) KoV, Ve, ) Ke, )V, ¢)
T [

BEERVA(R VAR



Chapitre 1 Préliminaires

donc

0<1— 2/{e, ¥ NN 2|{p, V)|
B VAo, IV, ) Vi, » \/ww

= (o, )| < /@, o)\ (¥, ).

Généralisation (Inégalité de Cauchy-Schwarz)

Soient X un K-espace vectoriel et S une forme sesquilinéaire hermitienne positive sur X. Alors,

on a linégalité de Cauchy-Schwarz :

Yoy € X, [S(e0)| < 1/S(p, 0/SW, ). (12)

Corollaire 1.2.2.1

(e, )| < 5 (o 0) + (¥, 4)). (1.3)

DN |

Preuve :

o< (i w07 = (View) + (Vo) -2/,
= oo <3 ((Vien) + (Vo) ).

d’aprés Uinégalité de Cauchy-Schwarz on a (1.1)

2

({ps ) + (b, 9))-

L\’JM—A

(o, ¥)] <

e Loi du parallélogramme [3] : Pour tout v, € X,on a

leo+v P+ 1e—vlP=20lel” + ¥ (1.4)

Preuve :

En effet

le+o P+ 1e—2IP=(p+vb,0+¥) + (-, —¢)
= (o) + {0, ) + (¥, 0) + (¥, ¥)
+ {0, 0) — (0, ¥) — (¥, ) + (¥, ¥)
=2(l e 11>+ Il % 1%

e Identité de polarisation : [3]
Sotent @, € K(R ou C) on peut montrer que

¢>:{ 1) 3 (le+91? = lle —vl?) +i (e + il — o —ivp||?) dans C
2) 1 (lg + 1 = llo — ¢[|?) dans R.

Preuve :
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1) Vo, € C. On a :

1o+ = lle = vlI?) +i (le + iv||*> =l — iv]?)] =

=l(<po>+ <P >+ < >+<hp>—<pp>— <P >+ <P, p>+ < >)+
(<@, 0>+ < @ith >+ <ith, o> +ii <P,p > — <@, > —ii <Y, >+ < p,ih >+ < ih, >
=12< P> F2< P, > F2< 9 > -2 <, >] =<, >

2) Vo, €R. On a :
(e +oIP =l —I?) = < e+ o +¥> - <p—tp - >]
1

= <P e>+ <P >+ <Yp>+ <Py >—<pp>
— <Y >+ <>+ <o >
=< (va >

Dans R :< o, >=< 9, >

Théoréme 1.2.2.1 [2]

1) Tou espace de Hilbert est normé.

2) Soit (H,|||l) un espace vectorail normé sur K(R ou C) tel que :

e +wl?+le—vlP=20l¢ > +1l¥ %) (1.5)

Alors (H, <,>7)est espace de Hilbert dans ce cas

<%¢>:{1%WW+M2W¢W)HW@+WWH@WW)MMC
1

2); (le + 911 = llo — ¢[?) dans R.

1.2.3 Orthogonalité

Définition 1.2.3.1

1. Soit (H,<,>%) un espace de Hilbert.

Soient o, € H , st < p, ¥ >=0, on dit que v,y sont orthogonauz et on écrit ¢ L 1.
2. L’othogonale de A C H est défini par

At ={peH < pa>=0;Vac A}

Exemple 1.2.3.1

Soit H est un espace de Hilbert alors :
1) H+ = {0}

2) {0}t =H.
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Définition 1.2.3.2

1) Un ensemble E = {e;;i € I} d’un espace de Hilbert H est un systéme orthonormal si :

1, si i=7
(eisej) = dij = -
0, si ©#j.

1.2.4 Bases orthonormales
Définition 1.2.4.1

Soit H un espace de Hilbert séparable.

On appelle base orthonormale de H tout sous ensemble fini ou dénombraable e, qui vérifie :
1) Il =1 et (en,em) =0 sin#m.

2) Le sous espace vectoriel engedré par e, (par combinaisons linéaires finies)est dense dans H.

1.3 Opérateurs linéaires et bornés sur un espace de Hilbert

Définition 1.3.0.1
Soit H un espace de Hilbert. Une application A : H — H est dite opérateur linéaire si A satisfait les

deuzx conditions suivantes :
i) Additivité : A(p+ ) = A(p) + A(Y) Ve, € H.
ii) Homogénéité : A(\p) = NA(p) , Yo € H, X € C.

1.3.1 Opérateurs linéaires bornés

Définition 1.3.1.1

Un opérateur linéaire A sur un espace de Hilbert H est dit borné, s’il existe ¢ > 0 tel que
| Aell < c||l¢|l pour tout ¢ € H.
A||l la norme d’opérateur A est défini par
[All = inf{c > 0: [[Ap|| < cllell, Ve € H}.

Théoréme 1.3.1.1 [10]

Pour tout opérateur linéaire et borné A, on a :
[All = sup{[[Ae]| : lel = 1}
= sup{[|Ael| : [lol <1}
= sup{[(Ap, ¥)[ : [lell = [|¢] = 1}

Théoréme 1.3.1.2 [10]

Pour tout opérateur linéaire A sur un espace de Hilbert H les assertions suivantes sont équivalentes :
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(i) A est borné.

(ii) A est continu sur ’espace H.
(iii) A est continu en ¢y dans H.
Preuve :

(i) = (i1) Soit A un opérateur borné, ¢, une suite converge vers @y dans H , comme
0 < [Apn = Agol| = [|A (¢n — @o)ll < 1Al lon = woll — 0 quand n — +oc

la continuité de A.

(1i1) = (1) Soit A continu en vy € H supposons que A est non borné ( i.e :¥n € N,3p, # 0 vecteur dans H

|Apnll > nllenll) . On pose ¥y, = TT”?TW |l = % Or ¥, — 0 alors V¥, + @9 — wo mais

1.

[ nllgall

©n
A n —A =||A n|l — A = n B
1A (¢n + o) — A (po)ll = || Ahn| H | n || nl]

n [len]|

n [|on|
D'ou
A (¥ + o) — Apo)ll > 1, Vibn.

A n’ est pas continu en pg,d ’ ot la contradiction donc A est borné.

Théoréme 1.3.1.3 [10]
Soient A et B deux opérateurs linéaires et bornés sur un espace de Hilbert H, on a les propriétés

sutvantes :
(1) [lcAll = |a|||A|| pour tout « € C.
(ii) |A+ B| < || Al + 1B

(i) [AB[ < [lA[]IB]-

FExemple 1.3.1.1
Dopérateur A, est appelé opérateur de multiplication par ¢ , Et on définit comme .
A (220,13, - flz2) = (L2[0, 1), ] - [l 2) -
f(e) — ¢f (9).

est borné car :

1
1 1
on a ||[Ayf|r2 = </ |A<pf(ac)\2> i , alors pour tout ¢ € [0, 1]
0

1Af(@)Z2 = lef(o)lZ2
< IF(o)lZ2
donc [Apflle < 12
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Définition 1.3.1.2
Soit A € L(H), l'image de A est défini par :

Im(A) ={Ap: p € H}.
et le noyau est défini par :
Ker(A)={pe M : Ap=0}.
1.3.2 Puissance d’un opérateur

Définition 1.3.2.1

Soit A un opérateur sur un espace de Hilbert H, ot

A"p=AoAo...oAp VYneN, avec A’ = Iy( opérateur identité )
—_—

nfois

A" est dit opérateur puissance de A.

Proposition 1.3.2.1

Soit A € L(H), alors la propriété suivante est vérifiée :

A" < JJA|I"  pour tout n € N.

1.3.3 L’inverse d’un Opérateur linéaire bornée

Définition 1.3.3.1
Soit A € L(H), on dit que A est inversible B il existe un opérateur B € L(H), qui vérifie

AB = BA = Iy.
B sera dit Uinverse de A et on note B = A~!.

Exemple 1.3.3.1

L’opérateur Iy est inversible, et Iﬁl = Iy.

Théoréme 1.3.3.1 [13]

Lopérateur A~1, inverse d’un opérateur linéaire A, est aussi linéaire.

Définition 1.3.3.2
Soit A € L(H) est, dit coercive si :

Jo > 0:Vp € H, || Ap| > ol

Lemme 1.3.3.1 [11]

Soit A € L(H) un opérateur invesible alors
—1 -1
voeH |Agll > ||A7Y " llel.

8
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Preuve :

Vo eH ona
lell = |47 (4g)| < ||a"| 1 4¢
alors LA <14l

donc

A= lell < 14l

Lemme 1.3.3.2
Soit A1, Ay € L(H) si A1 et Az sont inversibles alors

(AjAy) ! = AZtATL

Preuve :

Montrons d’abord que A1 o Ao admet une inverse sur H, et que
(A1 Ag)™t = At AT

En effet
(AJA)H = AyH =H.

et
(A1A2)(A7TATY) = (A3 TAT ) (A142) = Iy

puisque [’élément inverse, s’il existe, est unique

(A1 Ag)™t = AJtATL

Théoréme 1.8.3.2 [12]
“+o00

Si A € L(H) tel que ||A]| < 1, alors la série Z A" est convergente dans L(H),

n=0
Uopérateur Iy — A est inversible et

+oo
(IH — A)il = Z A™.
n=0

Remarque 1.3.3.1
Il convient de savoir utiliser le résultat du théoréme sous la forme suivante :

Si A€ L(H) est tel que || Iy — Al < 1, alors A est inversible et on a

71_+OO o n
AT =D (I — A

n=0
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Théoréeme 1.3.3.3

st dim H < 400, les propriétés suivantes sont équivalentes :
1) A est inversible.
2) A est injectif.
3) A est surjectif.
4) A admet un inverse a droite (i.e. il existe U € L(H) tel que AoU = Iy ).

5) A admet un inverse a gauche (i.e. il existe V€ L(H)) tel que Vo A= Iy ).

1.4 Théoremes Générales

Théoréme 1.4.0.1 (Théoréme de Fubini)

Soit f une fonction continue sur [a,b] X [c,d] d valeurs dans C. Alors

/ab </Cdf(so7¢)dw> dsO—/Cd </abf(<p,7,/})dg0> dip.

Théoréme 1.4.0.2 [5] (représentation de Riesz)
soit U une forme linéaire sur un espace de Hilbert H. Alors il existe un vecteur et un seul f € H, tel

que pour tous p € H

Ulp) = (¢, f)-
Théoréme 1.4.0.3 [8] (Lax-Milgram)
Soit H un espace de Hilbert et soit B une forme hermitienne sur H x H. On suppose que :

(1) la forme B est continue, c’est-a-dire qu’il existe une constante M telle que, pour x ety dans H

on ait |B(e,¥)| < Mllel[|[¥]]

(2) la forme B est coercive, c’est-a-dire qu’il existe une constante C > 0 telle que,
pour tout o € H,  B(p,¢) = Cllp]?

Alors, il existe un unique opérateur A dans L(H), inversible et auto-adjoint tel que

Blp.w) = (4p.v), A<M o |47 <cC

Théoréme 1.4.0.4 [16] (Arzela-Ascoli)
Soit (E,|| . ||lg) un espace norme compact, (F,|| . |r) un espace norme complet. Une partie A de

C(E,F) est relativement compacte si et seulement si :

1. A est équicontinue, c’est-d-dire :
Vo € E,Ve> 0,30 > 0Vf € A, VY € Ellp —dllg <n=|fle) = f(¥)llr <e

2. Pour tout ¢ € E, Uensemble A(p) = {f(p); f € A} est relativement compact, (i.e. A est unifor-

mément borné ).

10
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1.5 Convergence sur L(H)

Définitions 1.5.0.1 [}]

Soit (Ay)n une suite d’opérateur linéaires bornés dans un espace de Hilbert H

1 e On dit que (Ay,), est convergente uniformément vers A € L(H) si

|An, — Al = 0 quand n — 0

, . , . U
appelé aussi convergence en norme et on écrit A, — A.

2 o On dit que (Ay), est convergente fortement vers A € L(H) si
Vo eH: ||Anp — Ap|| — 0 quand n — 0

et on écrit A,, > A.

3 e On dit que (A,),, est convergente faiblement vers A € L(H) si
Yo, € H :< App, 0 >—=< Ap,p > quand n — 0

et on écrit A,, = A.

1.6 Spectre d’un opérateur linaire bornée

1.6.1 Définitions générales

Définition 1.6.1.1 (Valeur propre et vecteur propre)
Soit A € L(H). Un nombre X € C s’appelle valeur propre de l'opérateur A, si lequation (A—Ay ) =0
admet une solution ¢ # 0 dans H.

Une telle solution ¢ est appelée vecteur propre (ou une fonction propre) associé a la valeur propre .

Définition 1.6.1.2 (point régulier)
Soit A € L(H), le nombre X € C s’appelle un point réqulier de l'opérateur A si (A— NIy ) est inversible.

Définition 1.6.1.3 (ensemble résolvante et la résolvante)
On appelle ensemble résolvante de A l’ensemble des points réguliers de l'opérateur A et note par p(A)

tel que
p(A) ={\ € C,T — Ay inversible }.

L’ensemble résolvante p(A) est un ouvert de C.

e On définit la résolvante de l'opérateur A comme

RA(A) = (A= Al)~".

11
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Définition 1.6.1.4 (Spectre d’un opérateur)
Spectre de A l’ensemble

o(A) =C\p(A) = {\ € C, A — Iy n'est pas inversible } .

Corollaire 1.6.1.1
1. 0(A)Up(A) =C.
2. o(A)Np(A) =0.
3. Le specter d’un opérateur borné n’est jamais vide i.e. o(A) # ().

Définition 1.6.1.5 (Le spectre ponctuel)

On appelle spectre ponctuel de A Uensemble des valeurs propres de A, noté op(A) tel que

op(A) ={X € 0(A), A — Ny non injectif }.

Remarque 1.6.1.1
Lorsque H est de dimension finie, alors o(A) = op(A).

Mais si H est de dimension infinie, on a op(A) C o(A).

Définition 1.6.1.6 (Le spectre continu)

On appelle spectre continu de A et on note par o.(A), l’ensemble

0c(A) ={N € 0o(A),A— Ny injectif et Im(A — Ny) # Im(A — A\y) = H}.

Définition 1.6.1.7 (Le spectre résiduel)

On appelle spectre résiduel de A et on note par o,(A), l’ensemble

or(A) ={A € a(A), A — A injectif et Im(A — N\Iy) # H}.

Remarque 1.6.1.2

Le spectre o(A) est la réunion disjointe de trois ensembles

o(A) =0,(A)Uo.(A) Uo,(A).

Définition 1.6.1.8 (Rayon spectrale)

Soit A € L(H), on définit le rayon spectral de A comme suit
r(A) = sup{|A|,A € c(A)}.
Aussi sous une autre forme

r(A) = lim |A"x.

n—-+00
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CHAPITRE 2

OPERATEURS AUTO-ADJOINTS

Dans le deuxiéme chapitre, on présente les définitions et les propriétés générales des opérateurs
linéaires continus auto-adjoints d’un espace de Hilbert vers le méme espacede Hilbert On donne la
définition des opérateurs linéaires continus auto-adjoints et les propriétés structurelles associés ( norme
Jimage ).

On définit aussi quelques classes des opérateurs linéaires continus auto-adjoints.Citons : opérateurs
positifs ,opérateurs projecteurs ,opérateurs normauz, opérateurs compacts.On explique dans la méme

occasion les relations entre les des opérateurs linéaires continus auto-adjoints et les opérateurs normaux

13
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2.1 Opérateurs linéaires bornée adjoints dans les espaces de Hilbert

2.1.1 Définition et exemples

Définition 2.1.1.1 (Opérateur adjoint)
Soit A un opérateur linéaire défini sur un espace de Hilbert Hi a wvaleurs dans un espace de Hilbert
Ho, lopérateur linéaire noté A* défini de Ho dans Hi est dit opérateur adjoint de A si l'on a pour

tout p € H1 et ¥ € Ha
(Ap, ), = (p, A")yy, -

Exemples 2.1.1.1

1. On considére opérateur shift S : (I(C),|| . 2«c)) = (*(C), || - lliz(c)) défini par :
S(p12,...) = (0, 01,602, .)

Soit (¢n) et (1) dans 1*(C) : Alors

(Sn, tn) = (0,01, 02, ), (Y1, 12, +))
:@2$1+¢2E3+...
= (1,02, ), (Y2, 93, ))
= (o, S%tn) .
Alors S* est défini par :
S*(p1,02,.-.) = (92,93, ..)

2. On considére Uopérateur de Volterra défini sur L?([0,1]) par :
©
Vi) = [ fwv.

L’adjoint de V :
Soient f et g deuz éléments de L*([0,1]), alors

([ s storae

0
= [ 5w ( / 9(o)e)

=(f,V"g).

Vi = [

Cela montre que l'adjoint de lopérateur V est donné par

V*f(p) = /w CF)de.

14
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2.1.2 Propriétés 'opérateur adjoint

Théoréme 2.1.2.1 [17] (Existence de opérateur adjoint)
Soit A € L(H1,H2), alors il existe un opérateur linéaire borné unique noté A* défini de Ho dans Hiq

tel que l’on a pour tout p € Hi et ¥ € Ha

<A90,¢>H2 - <§07A*'¢>’}-[1 .

De plus, on a :

1]l =A™ -

Preuve :
e Existence
pour tout ¢ € Hy et 1 € Ha, on définit une fonctionnelle linéaire bornée U de H1 dans K = (R ou C)

comme suit
7‘[1 — C

¢ = U(p) = (Ap, ).
La fonctionnelle U est linéaire car :

pour tout w1, € Hi,¥ € Ha et a1, a0 €K, on a

U (11 + azpa) = (A (11 + a2p2) , ¥)
— (1A (p1) + andA (), ) car A est linéaire
= (1A (1), ¥) + (@24 (p2) ,9)
= a1 (Ap1, ) + az (Apz,¥)
= a1U (1) + a2U (¢2) -

La fonctionnelle U est borné car :

pour tout ¢ € Hy1 et Y € Ha, on a

U (p)| = [(Ap, ¥)]
< [ Ap||||22]] Par U'négalité de Cauchy-Schwartz (1.1)
< [[Allll ]l car A est borné.

D’aprés le théoréme de Riesz 1.4.0.2 il existe un élément unique f € H1, tel que
U(p) = (Ap,¥) = (o, f).
Cette égalité définie un opérateur noté A* de Ho dans Hy tel que
A% = f.

Ou encore

Ulp) = (Ap,¢b) = (p, A%).

15
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o Unicité

Soient A et A% deux opérateurs adjoints de l'opérateur A alors, pour tout ¢ € Hy et ¢ € Ha, on écrit

(Ap,¥) = (p, ATYp) = (@, A3¢) .
Autrement dit, pour tout ¢ € Hi et ) € Ha, on a

(p, AT) = (p, A59) .
D’ou,
10 = A3
Ou encore
Al = A5

e Linearité de l’opentear adjoint A*

Pour tout ¢ € Hy,Y1,%2 € Ha et a1, a0 €K, on a

(@, A" (191 + agh2)) = (Ap, anthr + aztd2)
= (Ap, a1th1) + (Ap, i)
= a1 (Ap, 1) + az (Ap, )
= a1 (p, A1) + a2 (@, A"2)
= (g, 1 A1) + (@, 02 A™2)
= (p, a1 A*Y1 + ag A% h9) .

Par conséquent

A" (1 + agipa) = a1 A"y + ap Ao,

e Egalité des normes || A et ||A*|

1l est clair que l'on a

|A*Y|” = (A", A*Y)

= (AA™Y, )
< ||AA*Y|| [|9]] Par I'négalité de Cauchy-Schwartz (1.1)
< ||A|| [JA* ]| |||l car A est borné.

Apres simplification, on obtient

A"y < (Al

ou encore

1A% < [|A]l.

16
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De plus, on a

1A¢|* = (Ap, Ap)

= (A"Ap, ¢)
< ||A*Ae]l ||l Par I'négalité de Cauchy-Schwartz (1.1)
< A" [ A¢llllell car A* est borné.

Aprés simplification, on obtient

[ Al < [[A™[ Il
ou encore
Al < [ A™]].-
D’ou, l’égalité des normes
Al = [lA%]|.

Corollaire 2.1.2.1
Soit A € L(H1,Hz). Alors

(i) [[A*A] = [|AA*|| = [|A]>.
(ii) A*A =0 ou AA* =0 implique A = 0.
Preuve :

(i) En linégalité de Cauchy-Schwartz (1.1) , on cauchy

A*A Ay, A
HA*AH: sup <<1027 @1) — su < ¥2; 301>
eremy l@illllvall erern Mol 2]l
p2EHY poE€HY
| Al
_@E'Hl H‘)OH
= |l A]”.
d’autre part, ||[A*Al < ||A*|| || Al = ||A||?, donc ||A*A| = ||A||>. L’autre égalité s’obtient en

échangeant les roles de A et A*.

(ii) Si A*A =0 alors |A*A|| = ||A||?> = 0, donc A = 0. On procéde de méme maniére pour AA*.

Proposition 2.1.2.1 [10]

Sotent Ay, A € L(H1,Ha). Alors, on a les relations suivantes
i) (AMA)" = M3, pour tout A€ C.

ii) (ad; + BA2)" =aAf + A5 pour tout  «,f € C.

iii) - (A))" = A;.

Preuve :

17
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i) Pour tout o € Hi,9 € Ho, et A€ C, on a

(p, (A1) Y) = (A1) ¢, 1)
= A {d1p,¥)
= A {p, AY)
= (p, AATY).

D’ot la relation
(A1) ¢ = MY
Ou encore
(ML) = MAZ

ii) Pour tout p € Hy et Y € Ha, on a

(0, (A1 + BA2)" V) = ((aA1 + BA2) ¢, 9)
= (ad1p + BA2p, 7))
= (ad1p, ) + (BA20, )
= (0, @A) + (0, BAZY)
= (p, @AY + BASY)
= (p, (@A} + BA)Y).
D’ot la relation
(A1 + BA2)"p = (@A] + BAS)Y
Ou encore
(aA; + BA9)* = (@A} + BA3).
iii) Pour tout ¢ € H1 et € Ha, on a

(A1, ¥) = (p, ATY)
= (479, ¢)
= (¢, (41)* )
= (A1) ¢, ¥)

D’ou la relation
Ao = (A7)
Ou encore

(A7) = Ar.

Proposition 2.1.2.2 [10]
Sotent A € L(H1,Hz) et B € L(Hz,H3).Alors, on a la relation suivante

(BA)* = A*B*.

18
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Opérateurs auto-adjoints

Preuve :

En effet, pour tout ¢ € Hy et p € Hs, on a

(BA) ¢, )
B (Ap),v)
Ap, B™Y)
0, A*B*1)) .

(0, (BA) ¢) =

{
=
=
=

D’ou la relation

(BA)" ¢ = (A"B") ¢

Ou encore

(BA)* = A*B".

Proposition 2.1.2.3 [10]
Soit A € L(H). Alors

Si A est inversible d’inverse A™, alors A* est inversible d inverse

*

(A7 = (a71).
Preuve :
On veut montrer que : (A*)f1 ) = (A_l)* ¥ pour tout ¢ € H.
Soit w € H tel que w = (A*) " 4p alors 1 = A*w On a
(o, (A1) ¥) = (A", 9)
= (A71p, A'w)
= <AA71§07W>
= {p, (A7 ).

D’ou la relation

Ou encore

Proposition 2.1.2.4 [9]
Soit A€ L(H). Alors, on a

Preuve :
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1. En effet, on a
Ker(A) ={p e H: Ap =0}

={peN Ve (Ap, ) =0}
={peH VY eH: (p,A"Y) =0}
= [Im (A")]*.
2. Par (1), si on prend A* d la place de A, on obtient
ker(A*) = (Im(A))*
1 JE—
& (ker(4*))" = (Im(A))*) " =Tm(A).
2.2 Opérateurs linéaires bornés auto-adjoint dans les espaces de Hil-

bert

2.2.1 Définition et exemples

Définition 2.2.1.1
On dit que A € L(H) est un opérateur auto-adjoint si A = A* c’est-a-dire :

V(o) € HXH, (Ap, ) = (p, AY).

Exemples 2.2.1.1

1. Ona (Ip,) = (o, I*Y), or (Ip,v) = (p, ), pour tout ¢, € H. Donc
I'=1.
2. On considére l'opérateur de multiplication A qui est défini par
A (2(0,0), 11 - llz2) — (£2([0,1]), 11 - lIz2)

flp) — of(0).

A est un opérateur auto-adjoint, en effet :

Soient f et g deux éléments de L*([0,1]), qu’on peut supposer d valeurs réelles. On a

3. Considérons lopérateur A qui est défini par
A (L0, 0), 11 - llz2) — (£2([0,1]), 11 - lIz2)
Fle) — e (o).
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A est un opérateur auto-adjoint, en effet :
Soient f et g deur éléments de L*([0,1]), qu’on peut supposer d valeurs réelles. On a

rg) = [ )

0

= [ 1&g

= (f,Ag).
2.2.2 Norme d’un opérateur auto-adjoint

Définition 2.2.2.1
Soit A € L(H) auto-adjoint. On note :

def .

ma & int{(Ap, o), ol = 1}
de

My E sup{(Ap, ), ol = 1}

Proposition 2.2.2.1 [7]
Soit A € L(H). Alors ma, M4 € [—| All, +] All].

Preuve :
[{Ap, o) < ||Ae]l]ell Par 'négalité de Cauchy-Schwartz (1.1)

< [l ANl l® car A € L(H).

Donc

—llAlllel* < (Ap, ) < +lIAllle]*

~llAl'= inf {Ap, ) < +[ Al
—_———

=ma

—lAll < ||Slﬁp1<A90’ ) <+ All
(p =

=My

Théoréme 2.2.2.1 [8]
Si A € L(H) est auto-adjoint, alors

[A]l = sup{[{Ae, p)|, [l = 1}

Preuve :

. def
Soit v = sup{[(Ay, )|, ||l¢l =1}

e On a vu que :

En utilisant linégalité de Cauchy-Schwartz(1.1),

(A, )| < 1Al el
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Donc
v < [IA].
e Montrons l'autre inégalité on a
pour tous v, € H, comme A* = A, on a
(Alp+v), 0 +9¢) = (Ap, p) + 2Re(Ap, ¥) + (AY, ). (2.2)
(Alp =), — ) = (Ap, p) — 2Re(Ap, ¥) + (AY, ). (2.3)

On fait (2.2) — (2.3) nous trouvons,

4Re(Ap, ) <(Alp+1), 0 +9) — (Alp =), — )

<7 (Hcp + 2+ o — wHQ) Par Inégalité de Cauchy-Schwartz(1.1)
=2y (H90H2 + H¢H2) Par loi du parallélogramme(1.4).
A
et par suite, quels que soient ¢ et 1 de norme 1, Re(Ap,v) < ~. Prenons 1) = 7HA('0H, lorsque
¥
Ap # 0, on en déduit que

Re({Ap, Ap)
TAdl [ Al < v

En prenant le mazimum sur l'ensemble des ¢ € H de norme 1, on arrive a l'inégalité || Al < et par
suite a l’égalité cherchée.
Corollaire 2.2.2.1
L. [[All = max{|mal, |Mal}.
2. Ona:
Ou bien my = —||4].
Ou bien My = +|/4].

Ces deux égalités peuvent se produire simultanément.

Y S

ma=-2, Ma=3et||A| =3 mp=-3, Mp=3et|B| =3

Ezxemple 2.2.2.1

2.2.3 Propriétés des opérateurs auto-adjoints

Proposition 2.2.3.1 [1]
Soient A, B € L(H) deuz opérateurs auto-adjoints. Alors

1) A+ BB est un opérateur auto-adjoint pour tout a, f € R.

2) AB est un opérateur auto-adjoint si et seulement si AB = BA.
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3) (i) et (ii) et (iii) sont des opérateurs auto-adjoints.
(i) A*A
(ii) AA*.
(iii) A+ A*.

Preuve :

1) En effet pour tout ¢, € H, on a

((aA+ BB)p,v) = (p, (aA+ SB)"¢)

= (¢, (@A" + BB™)))

= (p, (aA* + BB*)y) cara=aet B=f

= (¢, (@A + BB)t) car A* = A et B* = B.
D’oti,

(@A + BB)p, ) = (p, (A + BB))

Ou encore

aA+ BB = (aA+ BB)*.

2) =) : En effet pour tout ¢, € H, on a

(ABp, ) = (¢, ABY)
= ((AB)*p, ) Par définition
= (B*"A%p, ) car (AB)" = B*A*
= (BAp, ) car A* = A et B* = B.
D’ou,
(ABp,¢) = (BAp, ¥)
Qu encore
AB = BA.
<) : En effet pour tout v, € H, on a
(ABp, V) = (p,(AB)*)  Par définition
= (¢, B*A™) car (AB)* = B*A*
= (p, BAY) car A*=Aet B*=B
= (p, ABY) car AB = BA.

D’ou,

(ABp, ) = (p, ABY)
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Ou encore

AB = (AB)*

3)

(1) En effet : pour tout v, € H, on a

(A%, ) = (¢, (AA)"Y)

= (p, ATA™Y) car (AB)* = B*A*
= (p, AA™Y) car A* =A™ = A.
D’ou,
(A%, ) = (p, AA™Y)
Ou encore

AA* = (AA™)".
(ii) En effet pour tout p,1p € H, on a

(A" Ap, ) = (o, (A"A)"Y)

= (p, A A™Y) car (AB)* = B*A*
= (p, AA™Y) car A* = A™ = A.
D’ou,
(A" Ap, ) = (@, A"Ad)
Ou encore

A*A = (A*A)*.
(iii) En effet pour tout ¢, € H, on a

(A+ A%, ) = (¢, (A+ A%)"Y)
= (p, (A" + A™)p)
= (p, (A+ A")Y) car A* = A™ = A.
D’oi,
(A+ A%, ¥) = (p, (A+ A)Y)

Ou encore

A+ A= (A4 A"

Proposition 2.2.3.2 [12]

Soit A € L(H) un opérateur auto-adjoint, alors 'opérateur puissance A" = Ao Ao---0A est un
—_—

n fois
opérateur auto-adjoint pour tout entier n € N.
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Preuve :

En effet, pour tout ¢, € H, on a :

= (A" Lo, A¢> car A= A"

= <A"_jgo,Aj¢> Vi<n

= (p, A") .
D’ou,
A" = (A")* Vn €N,

Remarque 2.2.3.1

A" est auto-adjoint # A est auto-adjoint, pour tout n > 2

()

10
A? = ( ) est auto-adjoint, mais A n’est pas auto-adjoint.
0 1

Exemple 2.2.3.1
En effet, soit

Corollaire 2.2.3.1

Soit A, B € L(H), un opérateur auto-adjoint, alors (BAB*)"™ pour tout n € N est auto-adjoint pour
tout opérateur B.

Preuve :

En effet, pour tout 1 € H. Alors
(BAB*p,1) = (¢, (BAB")"¢)
(¢, (AB*)*B*4) car (AB)" = B*A*
= (p, B A*B*1) car (AB)* = B*A*
(

= (¢, BAB*) car B =Bet A= A",
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Alors BAB* est auto-adjoint donc D’aprés la proposition 2.2.3.2 on a

(BAB*)" = (BAB*)")".

Théoréme 2.2.3.1 [8]
Soient H un espace de Hilbert sur C et A dans L(H) Si (Ap,p) =0 pour tout ¢ € H, alors A = 0.
Preuve :

Pour tout p,v € H

(Alp +1), 0+ 1) = (Ap, ) +{Ap, ¥) + (AP, ) + (A, )

-0 =0
= (Ap,9) + (49, 9) 24
=0.
Si on remplace 1) par i) on trouve :
— (A, ) +i(AY, p) = 0. (2.5)
Multiplions (2.5) par i et on ajoute (2.4) on trouve :
(Ap,¢) = 0. (2.6)
Prenant
P = Aep.
On trouve
lA¢]* = 0.
Et donc :
Ap =0, Vp e H,
i-€;

Remarque 2.2.3.2

Si A est un Hilbert sur R, alors le théoreme 2.2.3.1 précedent nia pas été vérifie.

Exemple 2.2.3.2
Soit

0 1
A= .
On a,(Ap, ) =0 mais A # 0.
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Remarque 2.2.3.3

Si A est auto-adjoint sur un R -Hilbert, alors

Vo eH, (Ap,p)=0= A=0.

Théoréme 2.2.3.2 [8]
Soit A € L(H), Vopérateur A est auto-adjoint si et seulement si (Ap,p) € R, pour tout ¢ € H.
Preuve :

pour tout ¢ € H, on a

<A907 90> - <A90? <P> = <A(,0, (P> - <907 A@)
= (Ap, ) — (A", )
=((A=A% ¢ 9).

e Premiérement si (Ap,p) € R, pour tous ¢ € H, alors

(Ap, p) — (Ap, ) = 0.
Donc
(A=A%)p,9) =0
= A-A"=0
= A=A".
Alors A est auto-adjoint.

e Deusiément si A est auto-adjoint, on a

(A= A%)p,p) = 0.

C’est a dire

(Ap, p) = (Ap, ).
Donc (Ap, ) est réel pour tous ¢ € H.
Théoréme 2.2.3.3
L’ensemble des opérateurs auto-adjoints forme un sous-espace vectoriel fermé de L(H).

Preuve :

Soit Q) 'ensemble des opérateurs auto-adjoints tel que

QY {AeLHM), Yo eH 1 < Apt>=< g, AY >},

o Il est clair que Q C Q tels que  est ladhérene de
e soit A € Q donc il existe (An)nen C Q tel que : pour tout @, € H on a

(A, ) = lim (Aup,0)
= lim <90a An¢>

n—o0

= (p, AY)
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Alors A € Q cést - a-dire Q C Q, donc Q = .

Proposition 2.2.3.3
Soit A,, une suite d’opérateurs linéaires auto-adjoints définis sur un espace de Hilbert H dans lui

méme, si la suite A, converge faiblement vers A

lim (App,v) = (Ap,v),  pour tout p,v) € H

n—oo

Alors, A est un opérateur auto-adjoint.
Preuve :

En effet, pour tout o, € H, on a
(Anp, ) = (p, An) .

Passons a la limite des deux membres, on obtient

lim (A,p, %) = nlgglo (0, An)

n—oo

Ou encore

(Ap, ) = (p, AY).

Remarque 2.2.3.4

Soit A, une suite d’opérateurs auto-adjoints A, converge fortement vers l'opérateur A, c’est a dire
nh_{lgo Anp = Ap,  pour tout p € H
Alors, l'opérateur A est un opérateur auto-adjoint.

Remarque 2.2.3.5

Soit A, une suite d’opérateurs auto-adjoints A, converge en norme vers l’opérateur A, c’est & dire
lim |4, — A| =0
n—oo

Alors, Uopérateur A est un opérateur auto-adjoint.

2.2.4 Propriétés spectrales de 'opérateur adjoint

Proposition 2.2.4.1 [11]

Soit A € L(H). Alors, on a

1. p(A)={AeC: A€ p(A)},0(A)={ e C:reco(A)}.
2. Pour tout X € p(A*), Ry (A*) = (R5(A))".

Preuve :

28



Chapitre 2 Opérateurs auto-adjoints

1. On a équivalence : Mg, — A* est inversible si et seulement si (\lq,, — A*)" est inversible
(d’aprés le proposition 2.1.2.3). Or, (Mg, — A*)" = A\g,, — A donc
p(A*) ={AeC: Ay, — A" est inversible }
= {)\ € C: (Mg, — A)* est inversible }
= {)\ eC: S\IdH — A est inversible }
={AeC:)ep(A)}.
De plus, o (A*) = C\p (A*), ce qui donne le résultat.

2. Si A€ p(A*), alors, on a

_ *\ —1 _
= Iq, — A) ) car (Mg, )" = Mgy,

((
_ <()\IdH _ A)_l)* car (A%) = (471"

2.2.5 Propriétés spectrales des opérateurs auto-adjoints

Nous avons discuté ci-dessus des propriétés spectrales de 'opérateur adjoint et maintenant nous

présentons les propriétés spectrales de l'opérateur auto-adjoint.

Proposition 2.2.5.1 [1]] (Valeurs propres des opérateurs auto-adjoints)
Soit A € L(H) un opérateur auto-adjoint. alors,

1. 0p(A) CR
2. A€ o,(A) si et seulement si Im(Ny — A) #H

3. Si\ € op(A),N# p, alors ker(My — A) L ker(uly — A), i.e. les sous espaces propres de A sont

orthogonaux deux a deuz.
Preuve :
1. Si A€ oy(A), alors il existe p € H\{0} tel que Ap = Xp. D’ot

y o Moo {Ap )

= eR.
lel? lell?

2. D’aprés la Proposition 2.1.2.4 on a
Im(My — A) = [ker(Ay — A)*]*
= [ker(M3 — AE car (\y)* = My
= [ker(Ay — A)]* car A= A*.
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Puisque o,(A) C R, alors
A€ 0y(A) & \€oy(A)
& ker(My — A) # {0}
& (ker(My — AT #H  car {0} =H
= Im()\fq.[ - A) # H.

3. Sip € ker(Ay — A) et ¢ € ker(uly — A), alors
Ap=Xp et A= .
Comme A = A* et u € R, on obtient

(A = 1){p, ) = (Mg, 1) = (s )
= (Ap, ¥) = {p, AY)
-0,
Dot (p,1) =0 car X # . Autrement dit, ker(Ay — A) L ker(uly — A).
Lemme 2.2.5.1

Soit A € L(H) un opérateur auto-adjoint, alors

Supposons que A = a+ i avec § #0 on a

(A=Al = [B]-llll, pour tout ¢ € H.

Preuve :
I(A = ADl? = |4 = (a +iB)e|?
= ((A—al)z —iBp, (A —al)p — iByp)
= (A —aD)ell+ [ B [* l* +iB{(A — al)p,¢) —iB{p, (A - al)p)
cor A - al = (4 - aD)*
= (A= aDep|*+ [ B 1? llel?
> B el
Donc (A=Al 2] B -llell.

La démonstration de la proposition est ainst terminée.

Les propriétés spectrales des opérateurs auto-adjoints sont réunies dans le théoreme suivant.

Théoréme 2.2.5.1 [7]
On suppose H # {0}. Soit A € L(H) un operateur auto-adjoint. On pose

ma = ”iIH1£1<Agp, ©) et Ma= sup (Ap,p).
o Ielos

Alors, on a
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1. my, My € o(A).
2. J(A) C [mA,MA].
3. ||A]| =r(A).
Preuve :

1. On pose S = A —maly et De plus, ma étant réel, on obtient pour tous p,v € H

(S, ) = (Ap —map,¥) = (Ap, ) — (map, )
= <Q0a AQZ)) - <30’mA¢> = <907 Si/’)

Donc S est hermitienne. Enfin, par définition de ma, pour tout p € H\{0}, on a

ma < <A <H2”>’<!£II>>

d’ot mallpl|? < (Ag, @). Ainsi, on obtient

(S, ) = (Ap —map, ) = (Ap, o) — mallp|* > 0

et donc S est une forme sesquilinéaire hermitienne positive sur H. D’aprés l'inégalité de Cauchy-

Schwartz (1.2) , pour tous ¢,v € H, on a

(S, ) < (S, o) (SY, ). (2.7)

D’une part, par définition de may, il existe une suite (¢n),~q de H avec ||| = 1, pour tout
n € N, telle que

<A<)0n7 9071> n—>—+>oo ma

autrement dit

(Spnspn) — 0. (2.8)

n—-+0o

D’autre part, en appliquant (2.7) avec p = @, et Y = Spy, ot n € N, on obtient

[(SPn, Son) > < (Sn, @n)(S (Sen), Son).

On en déduit
HS‘PnH4 < <S¢na§0n>HSH HS‘PnH HSSOnH

et donc

1Senll* < (Sen, on)ISII- (2.9)

Alors, d’aprés (2.8) et (2.9) , on obtient

Sp, — 0.

n—-+00

Finalement, supposons que ma ¢ o(A), alors S = A —maly est inversible et on a

©n :SflSapn — 0.

n—-+o0o
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ce qui est absurde puisque ||¢n| = 1, pour tout n € N. Donc ma € o(A). De plus, en considérant

lopérateur — A, on obtient

inf (—Ap, p) € o(—A),
llell=1

d’ot
Ma = sup (Ap,p) = — inf (=Ap,¢) € a(A)
loll=1 llell=1
2. Si X € C\[ma, Ma], alors d = dist(\, [ma, Ma]) > 0. Or, pour tout ¢ € H\{0}, on a

lelllixg — Apll 2] (A = A) (), 0) | =] Mlel® = (A0), ¢) |

= Jll® |A ~ <A <qu> ! <Hz\|>>

E[mA,MA]

> [lel* - d.

On en déduit que Ay — A est coercive donc appliquant le théoréme de Lax-Milgram 1.4.0.3 on

voit que X\l — A est inversible, i.e. A € p(A).
3. On va montrer que r(A) = ||Al|, comme A est un opérateur auto-adjotnt nous alloas la propriete

sutvante

|All = sup [(Ap, p)|

[|z]|=1
aloss

[ 42] = AA%) = sup (A"Ap, ) = sup (Ap, Ag) = sup Al = | AJ?
lel=1 lel=1 lel=1

Comme n’importe quelle puissance entiére de A est encore auto-adjoint, on peut étendre ce ré-

sultat o A* :

1A% = 1(A%)21] = (I1AI1%)? = [|A]I”*

et par récurence :
vne N, [[A%] =[A*".

Donc, en utilisant la définition de rayon spectral :

. ank i n9-n
r(A) = lim [|A"]|7 = lim [[AZ[]* = ||A].

n—-+o0o n—-+o0o

Alors
r(A) = [|A].

Corollaire 2.2.5.1 [7]

Sur un espace de Hilbert réel, le seul opérateur auto-adjoint A tel que o(A) = 0 est l'opérateur nul.

Preuve :
D’ aprés la théoréme 2.2.5.1, on a ma = Mg = 0, et donc (A(p),p) = 0 pour tout ¢ € H. Cela

entraine la nullité de A.
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Théoréme 2.2.5.2 [1]

Soit A € L(H) un opérateur auto-adjoint alors o(A) C R.

Preuve :

D’ aprés la lemme 2.2.5.1 si B # 0 alors A — My est inferieurement borné donc inversible alors

A ¢ o(A) d’ou la contraduction, donc =0, alors \ € R, o(A) CR.

Remarque 2.2.5.1

Si 0(A) C R il n'est pas nécéssaire que A est auto-adjoint.

(o)

o(A)={-1,1} CcR

Contre exemple :

n’est pas auto-adjoint mais son spectre est réel.

Exemple 2.2.5.1
Soit H = L?([0,1],R). On considére 'opérateur de multiplication A : H — H défini par

Af(p) = @f(p) , Yo el0,1].

e On a vu que l'opérateur A est auto-adjoint.
e On a o(A)=[0,1]. De plus, l'opérateur A n’a pas de valeurs propres. En effet,
soient \ER, f € H,p €[0,1], on a

(Af = AN)(p) = of(p) = Af(p)
=(@=Aflp) Veoel0,1]
- il suffit de montrer que l’opérateur non invesible si et seutement si A € [0, 1]
VgeH ona
(o =N fle) =g(p) VYeel01],

donc

9y
flp) = CESY VA ¢ [0,1].

- Ainsi, A est invesible si et non invesible dans les autres cas

Ae0,1] = o(A) = [0,1].

e On suppose maintenant que A\ soit une valeur propre de A et f le vecteur propre associé dans H.
Alors, on a
A€ op(A) = Ker(A—Ny) #0
= Jh £0 tel que (A—Xy)h(p)=0 Ve el0,1].

Donc

(p=Nh(p) =0 Ve e€l0,1]
= p=A\

Mais c’est impossible a réaliser car X est constant, donc op(A) = 0.
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2.3 Larelation entre 'opérateur auto-adjoint avec autre classes des

opérateurs

2.3.1 Quelques classes d’opérateurs

Définition 2.3.1.1 (Opérateur Positif)
Soit A un opérateur linéaire défini sur un espace de Hilbert H dans lui méme, on dit que A est un

opérateur positif et que l’on note A > 0, si pour tout ¢ € H, on a

(Ap, @) > 0.

Définition 2.3.1.2 (Opérateur Projecteur)
Soit P un opérateur linéaire défini sur un espace de Hilbert H dans lui méme,

Un opérateur P est dit projection si et seulement si P2 = P.

Définition 2.3.1.3 (Opérateur Projecteur Orthogonal)
Soit P un opérateur linéaire défini sur un espace de Hilbert H dans lui méme,

Un opérateur P est dit projection orthogonal si et seulement si P> = P = P*.

Définition 2.3.1.4 (Opérateur Normal)
Soient H un espace de Hilbert et A € L(H). On dit que A est opérateur normal si :

A*A = AA*.

Définition 2.3.1.5 (Opérateur Compact)
Soient E et F' deux espaces vectoriels normés. Une application A € L(E, F) est un opérateur compact

si A (Ff((), 1)) est un compact de F, ou By est la boule unité fermée de E

2.3.2 Relation entre opérateur auto-adjoint et un opérateur positif

Proposition 2.3.2.1

Soit A € L(H) un opérateur auto-adjoint alors est un opérateur positif.

Preuve :

En effet, car Uopérateur A est auto-adjoint si et seulement si pour tout ¢ € H, on a (Ap,p) un réel.
Mais Uinverse n’est pas vrai.

Contre exemple :

lopérateur A défini par
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est un opérateur auto-adjoint .

En effet, pour tout v, € H, telque ¢ = (p1,2) et ¥ = (V1,12)

EEIAY
0 -2 P2
()6
—2yp2 (05
= —2p11 — 2021y

= p1(—2¢1) + pa(—212)

= (p, Ay).

<Aso,s0>=<<_2 0)(%),(
0 -2 P2

() ()
—2p2 P2

= —2(¢} 4+ ¢3) <0

Mais n’est pas positif car :

b1 )>
Wy

¥1 >>
P2

2.3.3 Relation entre opérateur auto-adjoint et un opérateur projecteur orthogonal

Proposition 2.3.3.1

Soit H un espace de Hilbert et A € L(H) un projecteur orthogonal. Notons F' son image.

Alors A est auto-adjoint.

Preuve :

En effet, pour tous p1, 9 € F et 1y, 1py € F-

(A(pr +91), 02 +12) = (1, 02) = (p1 + Y1, A (92 + ¥2))

De plus (A(p1 4+ ¥1), 01 +¥1) = (p1,01) = [|o1||> > 0 pour tous p1 € F et 1y € F*.

Ainsi A > 0. donc A auto-adjont.

Mais inverse n’est pas vrai .
Contre exemple :

On a

)
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On remarque que A est auto-adjoint car A = A* .

Mais n’est pas projection orthognale car :

(000
i

2.3.4 Relation entre opérateur auto-adjoint et un opérateur normal

Proposition 2.3.4.1
Soit A € L(H) un opérateur auto-adjoint alors est un opérateur normal.
Preuve :
On a
AA*=A"A  car A= A"

. Mais ’inverse n’est pas vrai .

Contre exemple :

N
b
*
I
—
(@) Q
(=l (an)}
~—
—
(@) QI
S O
~—
I
—
=
S S
g o
~

donc A opérateur normal,mais n’pas auto-adjoint car A # A*.
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CHAPITRE 3

APPLICATIONS

Le troisiéme chapitre s’occupe de deux applications sur ce qui nous avons étudié dans les deux
chapitres précédant, ces application sont illustrées par les propriétés structurelles citées aux chapitre
un et chapitre deux.

La premiere application concerne des résultats trouvés sur la représentation d’un opérateur linéaire
continu auto-adjoint sur un espace de Hilbert séparable ( on considére une base orthonormée puis on
trouve la propriétés matricielle des opérateurs linéaires continus auto-adjoints associés. On trouve enfin
des résultats sur le spectre opérateur linéaire continu auto-adjoint sur un espace de Hilbert séparable

La deuxieme application s’occupe principalement sur ’étude des opérateurs intégraux continus et le
noyau de ce type des opérateurs intégrauxr aussi on fait le calcul des normesdes opérateurs intégrauz
et les conditions permettant que ces opérateurs integraur soient auto-adjoints dans ce cas on trouvera
facilement le spectre de ces opérateurs intégrauzr . On met laccent sur un opérateur intégral ¢ noyau

hermitien continu.
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3.1 Répresentation d’ un opérateur

3.1.1 Représentation d’un opérateur sur un espace de Hilbert séparable

Tout espace linéaire X sur K de dimX = n est isomorphe a [’espace K™, et chaque opérateur
linéaire sur X peut étre représenté, dans une base choisie pour X, par une matrice d’ordre n. Etant
donné qu’un espace de Hilbert séparable est isomorphe a (% il est facile de prévoir des propriétés
analogues.

Soit donc H un espace de Hilbert séparable et soit E = {e,;n € N} une base orthonormale pour H.

Nois avons pour tout ¢ € H
oo o0 9
o= Z Enen avec Z |€n]” < o0.
n=1 n=1

D’autre part, nous obtenons pour T € L(H) ete; € E

[e.e] [e.e]
Te; = Z QiLer avec Z laip|? < oo ; i €N
k=1 k=1

ot a;, = (Tej,ex) , i,k €N.

Nois avons ainsi associé o T une matrice infinie A, par rapport a la base orthonormale E, ot
A= (o), i,k € N.

Etudions maintenant la transformation des coordonnées.

oo oo

Soit =Ty , oup= kaek et = anej . Nous allons exprimer n; a Uaide des &, et de la
k=1 j=1

matrice A.

Pour
n
on = &ei, neN,
i=1

Nous avons

Tren =3 &Te,— 36 (z ) |
k=1

=1 =1

Puisque T est un opérateur linéaire continu et puisque @, — p, NOUS AVONS

ce qui entraine que
n (o)
(T, er) = lim (TE;, ep) = 7}1_{1(}0;& (kzl az‘kek) =1k
1= =
et

M=y & o ; i,keN (3.1)
i=1
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ce qui entraine que
m &1
M2 &2

Théoréme 3.1.1.1
Soient H un espace de Hilbert séparable, T € L(H) et (a;),i,k € N la matrice correspondante a T,
par rapport & une base orthonormale de H. Alors l'opérateur adjoint T est représenté dans la méme
base par la matrice ag;, i,k € N.
Preuve :
Soit ap, = (Te;,ex), i,k € N et soit (Bix), i,k € N, la matrice correspondante ¢ T™*, i.e.
Bir = (T ei, ex) . Alors
Bik = (T*e;, ex) = (es, Te) = (Teg, e;) = 0.

Corollaire 3.1.1.1
Soit (ar), i,k € N la matrice correspondante & T € L(H). Alors

o)

Z | < 00,k € N.
i=1

Corollaire 3.1.1.2
Sotent T € L(H) et (oux) la matrice correspondante a T par rapport a une base orthonormale pour H.

Alors T est hermitienne si et seulement st

Qi = @y, 1,k €N,

3.1.2 Polynéme caractéristique

e On note le K= (R ou C)-espace vectoriel des matrices carrées d’ordre n par

ailr - Qln

Mn(K) =J{A= (aij) \aij eK

1<i,j<n

anl - dpn

Définition 3.1.2.1
Soit A € M,,(K), le polynome caractéristique de la matrice A est P(\) = det (A — A\I,,)
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tel que
a1 — A ai,2 e a1.n
a1 as2 — A . : R
det (A —\I,) = est un polyndome
. ’ ’ Gn—1,n
Gn,1 e nn—1 Onn — A

n .
= Zaj/\J.
7=0

Théoréme 3.1.2.1
Soient A € My (K) et A € K

A€eo(A) & P(\) =0.

Preuve :

Soit A est une valeur propre de A. Alors

A€ o(A) & (A—NI,) non injective
& (A —AI,) non bijective

& det(A—A,) =0

Remarque 3.1.2.1
toute matrice hermitienne n X n carrée possede n valeur propre simple et n vecteurs propres corres-

pondant orthogonaur deur ¢ deux donc on obtient n spectres.

Théoréme 3.1.2.2

Soit A € M,,(K) hermitienne posséde n valeurs propres et n vecteurs propres orthogonauz deux d deux.
Preuve :

Orthogonalité des vecteurs propres. Si 1 et o sont deux vecteurs propres d’une matrice hermitienne
A, associés respectivement a A1 et Ao, avec \1 # Ao alors p1 et o sont orthogonauz. En effet, on sait

déja que A1 et Ay sont réelles. Donc, si
Apr = A1 et Apa = Aap2

<é<f_57902> = <@1’éf¢2>

A1p1 . ,
A2¢02

alors

A1 (01, 02) = A2 (@1, 02)

(A1 — X2) (1, 02) = 0= (p1,92) = 0.
20
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3.1.3 Matrices diagonales

Définition 3.1.3.1

Soit A € M, (K) une matrice diagonale si Yi,j = 1,n (i#)= aij =0) il s’écrit sous la forme

suivante
A0 0
0 A
0
0 0 A
se note diag (A1, A2, ..., An) ou encore diag (\i)<icy, -

Exemple 3.1.3.1

Considérons la matrice A € M3(C)

1 iWv2 0
A=|-iv2 1 —iv2
0 iv2 1

o A est hermitienne puisque At = A.
e Calculons d’abord les valeur propres de A .

Le polynome caractéristique P est

1—X V2 0
P\) =det(A— M) = |—i/2 1—)\ —iV/2
0 iv2 11—\

c-a-dire

PA)=1=XA2=41-X)=1-N1+NA\-3).
Comme il fallait s’y attendre, les valeurs propres sont réelles
PAN)=0(1-XNA+NAN=-3)=0

donc valeurs propres {\1 = 1, \a = —1, A3 = 3}.

D’apres le théoréeme 3.1.2.1 on obtient
o(A)={1,-1,3}.

e On calcule les valeurs peopres correspondants (u,v,w) = . dans la base canonique de C>

1°A=+1

iv2v =0, 1
—ivV2u — ivV2w = 0, d’ot le vecteur propre Y1
iv2v =0, —1

Il
o

41



Chapitre 3 Applications

2° A=-1
2u + V20 = 0, V2
—iV2u + 20 — V2w = 0, d’otu le vecteur propre g = 2
iv/2v + 2w = 0, V2

3° A=+3
—2u +1iv2v =0, NG
—iv2u — 20 — iv2w = 0, d’ou le vecteur propre 3= | —2i

V20 — 2w = 0, V2

On peut vérifier que {¢1, P2, p3} sont orthogonaux deux d deux .

Par exemple le produit scalaire hermitien paps est
0203 = V2V2 + (20)(—20) + V2v2 =2 -4+ 2 =0.

Alors, on obtient la base orthonormale de C3 constituée des vecteurs propres de A. En suite, on calcule

les normes suivantes

1) leillz=vI+1=v2

2) [lg2llo=Vv2+4d+2=18=2/2
3) llgslla=v2+4+2=8=2V2.

La base orthonormale cherchée est ainsi

et la matrice de passage U est unitaire

DN | — SN |
] o

d

Il
Sl e 8-
DO | >—~§‘ L

Dans la nouvelle base de C , on a la matrice diagonale réelle

1 0 O
D=10 -1 0f,
0 0 3
telle que
A=UDU .
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Chapitre 3 Applications

3.2 Opérateurs intégraux, propriétés et étude spectrale

Les opérateurs intégrauz constituent des objets fondamentauzr en analyse fonctionnelle, ot ils per-
mettent notamment de transformer les équations fonctionnelles en une version plus simple afin de
les résoudre facilement. Les opérateurs intégraux interviennent dans plusieurs domaines tels que les
équations aux dérivées partielles, les phénomeénes de diffusion et les équations intégrales.

3.2.1 Opérateur Intégral

On appelle opérateur intégral tout opérateur linéaire Ay défini sur un espace Hilbert H d valeurs

dans un espace Hilbert H donné sous la forme

Acf(e) = [ Ko)f@db, ¢ < T,

ot K(p,v) une fonction mesurable définie sur un ensemble mesuré Iy x Iy et f(1)) est une fonction
mesurable définie sur Is.
3.2.2 Noyau d’un opérateur

La fonction mesurable K(p, ) est dite noyau de l'opérateur intégral Ay.

3.2.3 Normes des opérateurs intégraux sur L*(7)
Soit Ay un opérateur intégral défini sur L* (I1), la norme de l'opérateur Ay, est donnée par

[Aelzzey = ( [, 1 (/ 2 K(g.0)dv) ozso)é ,

ot K(p, 1) une fonction mesurable définie sur un ensemble mesuré Iy x Iy

Théoréeme 3.2.3.1

Soit A un opérateur intégral de norme finie
| Akl z2¢z,) < 00
alors Uopérateur intégral Ay, est un opérateur linéaire continu de L* (Iy) dans L* (Ty) . De plus, on a

I flle2z) < 1Mell2 @zl fllz2 @2)-

Preuve :

Par lutilisation de 'négalité de Cauchy-Schwartz (1.1), on obtient

[ 1astae= [ ([ ki) a

<[ [( A \K(@,w)zd@b)é (/Z |f(w>2dw)é

=1 F1Z2(z) K (p, )Py ) de
71 \JT,
= ‘|Ak|’%2(11)||f||%2(12)-

2
dyp
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Chapitre 3 Applications

D’ot la continuité de lopérateur intégral Ay f(p) = / K(p,¥)f(¥)dy de L?(Iy)dans L? (1) . De
I

plus, on a
1
2
([ 1as@Pde)” < Mg Il
1

ou encore

I Ak fll2zyy < Akl 2@l fll 22z

Remarque 3.2.3.1
La condition || Ag| 12(z,) < oo donnée sur la norme de l'opérateur intégral Ay est uniquement suffisante

et non nécessaire pour la continuité de cet l'opérateur.

3.2.4 Opérateur Intégral a Noyau Hermitien Continu

Proposition 3.2.4.1
Soit Ay, un opérateur intégral défini a partir d’un noyau K continu sur [a,b] X [a,b] — C par la

formule suivante , pour tout f € L*([a,b],C)

Voclntl  Ade)= [ K

Alors, Uopérateur Ay, admet un unique opérateur adjoint Af pour le produit scalaire usuel de L*([a, b],C)
Pour tout ¢ € [a, b
b
A1) = [ KW@ f@)d.

Preuve :
pour tout f,g € L*([a,b],C), on a
(Arf,9) = (f, Arg) -

Donc

<m¢m:f([waﬁwwOﬂww

= /b (@) (/b K(¢p, @g(cp)dtp) dy  Par la théorie de Fubini(1.4.0.1)

b b
=Afw%Lwamwwﬁw

= (f, Axg) -
On en déduit que A} est U'opérateur intégral de noyau K* avec K*(p,v) = K(1, ).

Autrement dit

b
Aif(o) = | KW@ @),
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Corollaire 3.2.4.1

L’opérateur integral Ay, de noyau K est auto-adjoint si, et seulement si, le noyau K est hermitien :

K(p,) = K(,0), Vo,9 € [a,b]

Théoréme 3.2.4.1 [8] (Propriétés du spectre d’un opérateur compact)

Soit H un espace de Hilbert sur C et Ay un opérateur compact sur H. Alors
(i) Sidim H =400 alors 0 € o(Ay)
(i) o(Ax) = op(Ar) U{0}.

Exemple 3.2.4.1
Soit H = L*([0,1]) et Ay € L(H) défini, pour f € H et ¢ € [0,1], par

Ao = [ Ko s(wid

avec
V(p+1) si0<ep<yp<1

waoz{ ,
e(h+1) si0<yp<p<l1

» A, est continue car :

On a :

Fach= ([ ([ 15t P ) ap),

< 400

D’prés le théoréme 3.2.3.1 on obtiemt Ay, est continue donc A, € L(H).
» A, est un opérateur auto-adjoint et compact car :

e A; est un opérateur auto-adjoint :

o +1) si0<yp<p<l
V(p+1) si0<p<y<l

K, @) =

Ple+1) si0<p<y<l1
p(Pp+1) si0<yPp<p<1
K

e A; est un opérateur compact :

On utilise le théoréme d’Ascoli Arzela pour montrer que l'opérateur Ay, est compact.

45
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- Ax(Bf(0,1)) est équicontinue :
Soit f € B(0,1) et 1,2 € [0,1] on a

A1) = At ()] = | [ 1K (p1.0) = K oas)] F0)ae
g/omm, K(po,w) | | F(8) | do
< K(e1,.) = K(p2,-) l2qoapll f llz2q0,1)) Par U'négalité de C-S (1.1)
< K(¢1,.) — K(p2,-) l2(0,1)

= ([T 1ePler - e Pavs [ K0) - Ko w) [P v
0 P1

N

1
|+ 1 o1 — @2 |7 dp)
2

<([Tle-elGer+lehdos [T Knw) |+ K )Pdo

®1

1
+ [ ale—eal (o] + g2l d)
P2

=

1

1 ©2 1 2
§</02\g01—g02|d¢)+16/ d@!)+8/0!801—602|d7/))
1

<V264/] o1 — 2 |.

2
Soit ¢ € [0,1], soit e >0, Ja = ;—6
\V/’QZJ € [07 1]a | Y — 1/) |< « :>‘ Akf(sol) - Akf(w) |< € \V/f € E(O7 1)
- Ax(By(0,1)) est uniformément borné :

pour tout f € By(0,1) et ¢ € [0,1] :

Arf (e / K (p,0)f

<|| K(@,.) llz2ll f llz2 Par U'négalité de Cauchy-Schwartz (1.1)
<[ K(p,.) llz2 car || f <1
<2.

Donc A(Bf(0,1)) est uniformément borné.

Alors d’aprés le théoréme d’Ascoli 1.4.0.4 , et puisque Ay(Bs(0,1)) est relativement compact
donc Ay est compact.

Alors d’aprés le théoréme 3.2.4.1, on a 0 € o(Ay) et o(Axr)\{0} est l'ensemble des valeurs propres

non nulles de Aj,.
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e Les vecteurs propres associés aux valeurs propres sont des fonctions continues

car :
Si Apf = Af pour un X\ # 0, alors f € Im(Ag) car :

Auf=Afeo XA f=F car A\ #0
s AW = car Ay € L(H)
S Ig=N"1f telle que Apg = f

& f € Im(Ay).

Pour toute f € H, ¢ € [0,1]

7 1
Acf@) = ¢ [+ DI+ o+ 1) [ wf@)de.
0 ®

On va montrer que Ay f continue sur [0, 1].

D’abord, on montre la continuité de K
- St p<Y ou > ona K est continu car il est polynome.
- St p=vYona:
(ngl(t,t) Y(p+1) = (ngl(t,t) e +1) =t +1) = K(t,1).
Donc K est continu sur {(t,t) : t € [0,1]}.
Alors la fonction K est uniformément continue sur le compact [0,1] x [0, 1]. Soit € > 0 , donc il existe
6 > 0 telque
Vi, € [0, 1] [o1 — pa| <0 = [K(p1,9) = K(pa,9)[ < &

par l'inégalité de Schwarz, on a

| Ak f(p1) = A f(p2)] < wsel[l(}ol](m(s@lﬂ/}) = K (o2, V) 20,1y < ellfllz2o,1))-

Ceci exprime la continuité uniforme de Ay f. Par suite Aif est une fonction continue. Comme tout

vecteur propre f relatif ¢ une valeur propre non nulle X vérifie f = X\"' A f est une fonction continue.

e A la fin nous allons déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de A;

Comme Ay est auto-adjoint , alors toute valeur propre est réelle. L’équation auz (valeurs propres,
vecteurs propres), (A, f) est
%) 1
M@ = ¢ [+ D@+ e+ 1) [ vrw. (32)
©

On va déduire, par dérivations successives une équation différentielle en f associée a des conditions

aux limites.
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3o = [(wa s+ o ([T i@+ [Corwes g ([ erwi)

0

= [fw+ sww+ oo+ s + [ R+ (o 4+ 1) (0— pf(g)

© 1
= ["w+nr@ds+ [ orw.
0 ®

A () = d‘f@ ([[w+nsww) + dfp ( A 1 wrw)i)

=ple+ 1) f(p) +ef(p)
= f().

Donc

M) = [ "+ ) () + [D L)y

A(9) = 1(9)
AF(0) = /0 PI@)d = A (0)
VOEY 6+ 1)) = AF ().

Le systéme suivant est équivalent d (3.2).

Deux cas sont a étudier.
(i) A=p"2,u>0. Alors
f(p) = Crexp(pup) + C2 exp(—pgp)

(k=1)C1 = (p+1)C2=0
(1 —1)Crexp(p) — (p+1)Cexp(—p) = 0.

e Un couple (C1,Ca) # (0,0) est solution si et seulement si u? = 1
On peut exprimer cette résultat par absurde, on supposons que p? # 1 donc pu # 1 (u > 0),

maintenent on va chercher la solution du systéme de variable Cy et Co

{ (L=1)Cr — (+1D)Co =0 o (%)
(n—=1)Crexp(p) — (p+ 1)Crexp(—p) =0 ... .. (k).

En multipliant (x) par exp(p) on obtient

{ (1 — 1)Crexp() — (114 1)Chexp(u) = 0
(1 —1)Crexp(p) — (n+1)Corexp(—p) =0
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Donc

Ci(p+ 1)[exp(p) —exp(—p)] =0 C2=0 car (u>0 et pu#1)
En multipliant (x) par exp(—u) on trouve
{ (1= 1)Cr exp(—p) = (1 + 1)Caexp(—p) = 0
(1 =1)Crexp(p) — (1 +1)C2 exp(—p) = 0.

Donc
Ci(pn—1)[exp(—p) —exp(p)] =0 C1 =0 car (u>0 et p#1).
Alors (C1,Ca) = (0,0) C’est une contradiction donc u* =1 Cela signifie que p =1

Alors Cy =0, Avec compensation en (x) on trouve f(¢) = C1exp(p)

{(1, Vect(fo)), ou fo(p) =exp(p)}

est le seul couple solution.

Le théoréme 3.2.4.1 exprime que 0 € o(Ax) et o(Ay) = {0} Uo,(Ag), on obtient donc
o(Ar) ={0,1}.

(ii) A= —p"2,u>0. Alors
f(p) = C1cos(pp) + Casin(up)
uCo —C1 =0
Co (1 + p?)sinp = 0.
Un couple (C1,C3) # (0,0) est solution si et seulement si sin(u) =0 donc pp = nm,n € N* .
alors Cp =nmCy c¢a signifie
f(p) = Canm cos(nmyp) + Cay sin(nmyp)

= Cy [nm cos(nmp) + sin(nry)]

{(—(mr)_Q, Vect (fn)> , fn(p) = nmcos(nwy) + sin(nmp),n € N*} :

sont les solutions.

Le théoréme 3.2.4.1 exprime que 0 € o(Ay) et o(A) = {0} Uo,(Ag); on obtient donc

o(Ay) = {(—mr)_Q; ne N*} U {0}.
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CONCLUSION

On a étudié dans ce mémoire, les caractérisations fondamentales des opérateurs linéaires continus
autoadjoints d’un espace de Hilbert vers le méme espace de Hilbert. Dans chapitre trois de ce travail
nous avons apporté deux applications différentes illustrées dans le domaine de la théorie des opérateurs
linéaires continus d’un espace de Hilbert vers autre espace de Hilbert. La premiére application concerne
l’étude spectrale d’un opérateur linéaire continu auto-adjoint sur un espace de Hilbert séparable .On
trouve que tout opérateur auto-adjoint posséde des valeurs propres réelles.

La deuxieme application s’occupe principalement sur l’étude des opérateurs intégrauz continus et le
noyau de ce type des opérateurs intégraur aussi on fait le calcul des normes des opérateurs intégraux
et les conditions permettant que ces opérateurs integrauzr soient auto-adjoints dans ce cas on trouvera
facilement le spectre de ces opérateurs intégrauz. On met l'accent sur un opérateur intégral d noyau

hermitien continu.
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RESUME

Dans ce mémoire on expose quelques connaissances et propriétés principales des opérateurs
linéaires continus auto-adjoints d'un espace de Hilbert vers le méme espace de Hilbert. On a commencé
par quelques préliminaires des opérateurs linéaires continus sur les espaces de Hilbert. Le deuxiéme
chapitre de ce mémoire est consacrée a I'étude des propriétés fondamentales générales des opérateurs
linéaires continus auto-adjoints d'un espace de Hilbert vers le méme espace de Hilbert. Le troisiéme
chapitre de ce mémoire est consacrée aux deux projets applications sur les opérateurs linaires continus
auto-adjoints d'un espace de Hilbert vers le méme espace de Hilbert. La premiére application‘concerne
I'étude des propriétés spectrales d'un opérateur linéaire continu auto-adjoint sur un espace de Hilbert
séparable. La deuxiéme application s'occupe principalement sur I'étude des opérateurs intégraux
continus et le noyau de ce type des opérateurs intégraux aussi on fait le calcul“des normes des
opérateurs intégraux et les conditions permettant que ces opérateurs intégraux soient auto-adjoints.dans
ce cas on trouvera facilement le spectre de ces opérateurs intégraux.. On met l'accent sur un opérateur
intégral a noyau hermitien continu.

ABSTRACT

In this memorial we expose a few basic facts and fundamental  properties of continuous linear
operator from Hilbert space to other Hilbert.space. The second chapter of this memorial is specified to
study the general and fundamental properties on linear continuous operators self-adjoints from Hilbert
space to itself. The third chapter of this memorial is to make use of two projects works and applications
off linear continuous operators self-adjoints from Hilbert space to itself. The first application concerne
the study of spectra of of linear continuous operator self-adjoints on Hilbert separable space. The
second application is to .invest some proprieties of integral operator continuous. We gave a few
considerations to so called Integral operator with hermitien continuous kernel.
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