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Notations générales

Rn

C([a,b],R™)

un ensemble non vide.

une distance sur S.

La norme.

ensemble des nombres réels positifs ou nuls.

ensemble des entiers naturels.

espace vectoriel de dimension n construit sur le corps des réels.
ensemble des fonctions continues de [a,b] dans R™.

Orthogonal valeur absolue d’'un nombre réel .

un sous espace métique complet.

ensemble des fonctions continues positives périodiques.

ensemble des fonctions continues négatives périodiques.




Introduction

outes les équations considérées dans ce mémoire sont des équations a retard. Dans la
description mathématique d’un grand nombre de phénoménes, en biologie, en mé-
decine, en chimie, en physique,en technologie, et en sciences économiques, ... etc, on a
I’habitude de supposer que I’évolution du systéme dépend uniquement de son état ac-
tuel. Mais il existe des situations ot I’évolution d’un processus dépend non seulement de
son état actuel, mais aussi des états antérieurs. On rencontre de tels phénoménes dans
de nombreux domaines, en particulier dans des systémes de dynamique de population.
Parmi les modeéles mathématiques qui peuvent décrire de telles situations, on rencontre
des équations différentielles a retard, et des équations de type neutre. On trouve alors des
équations dont les termes temporels sont, d'une maniére générale, des termes non locaux,
faisant intervenir les valeurs de 1’état a des instants antérieurs, discrets ou distribués. Ces
termes non locaux sont soit d’ordre 0 (équations & retard), soit d’ordre 1 (équations de
type neutre). Enfin, les problémes étudiés peuvent se placer dans des domaines spatiaux
ou autres et se modélisent sous forme d’équations aux dérivées partielles. D’une maniére
générale, les retards apparaissent a cause du temps nécessaire pour que le systéme ré-
ponde & une certaine évolution, ou parce qu'un certain seuil doit étre atteint avant que
le systéme ne soit activé. L’introduction des retards dans les modeéles entraine I'appari-
tion de fluctuations avec des phases d’explosion, suivies de phases latentes ou méme des
phases d’extinctions. On peut grossiérement situer les équations & retard comme étant
a mi-chemin entre les équations ordinaires et les équations aux dérivées partielles. La
différence avec les équations ordinaires est que les données initiales sont elles mémes des
fonctions. Ceci nécessite une étude mathématique plus élaborée que pour les équations
différentielles ordinaires. La nature du retard (discret, continu, infini, dépendant de 1’état,
..) complique potentiellement 1'étude de 'équation. De maniére générale, les équations
a retard apparaissent de plus en plus fréquemment dans la modélisation de 1’évolution
des populations. Les phénoménes a " retard " s’observent également en physique, en
mécanique des matériaux, dans la modélisation des chocs de particules, ... etc. Dans la
plupart des situations de la physique ou de la mécanique, le retard est considéré comme
petit et estimé sans effet qualitatif, il est donc le plus souvent ignoré. Dans I’étude des po-
pulations vivantes, la nécessité de tenir compte du retard s’est imposée progressivement.
Elle est introduite en écologie par V. Volterra, elle a été étendue dans les années 70 a la
biologie (prolifération de certains constituants du sang, Glass et Mackey [30]), production
cellulaire, Arino et Kimmel [1], & la théorie des épidémies Yorke [48] et Cooke [12] et
a, peu a peu, fait son chemin dans ces domaines. Dans le contexte des dynamiques des
populations et de la biologie mathématique en général, nous citons le livre de Bellman et
Cooke [8] dans lequel nous pouvons trouver les motivations pour étudier les systémes a
retard. Des motivations biologiques, pour modéliser et étudier théoriquement les systémes
a retard, peuvent étre trouvées aussi dans les livres de May [31], Smith [32] et de Pielou
[33]. Des exemples concrets de modeéles a retard en biologie mathématiques sont contenus
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dans les livres de Cushing [13|, Mac Donald [29] et Gopalsamy [24]. Nous citons aussi le
livre de Hale [25, 34] et Yang Kuang [23] qui ont poussé I’étude des équations a retard a
un niveau trés avancé, motivé par une application biologique. Volterra considéra en 1928
dans [46] le modéle suivant

Z'(t) = /t_ a(t — s)x(s)ds. (1)

avec un retard constant r > 0. Volterra a proposé une méthode pour construire une
fonctionnelle de Liapunov pour cette équation et son ceuvre a servi pour plateforme pour
tous les investigateurs venu aprés lui. En 1963, motivé par les remarques de Volterra, Levin
[26] a construit une fonctionnelle de Liapunov pour 'analogue non linéaire de (1). Il révisa
ensuite ce travail conjointement avec Nohel [27] et inclura dans ses études 1’équation

7)== [ alt.s)g a(s) ds )

avec la valeur initiale

z(t) =1 (t) sur [

On observe que si t = 0 'équation (2) devient

0
£(0) = —/ a(0, 5)g (x(s)) ds.
-T

Ceci nécessite la donnée initiale d’une fonction définie sur tout Uintervalle [—r, 0] de R.
Lorsque I = [—r,0], il s’agit la d’équations différentielles a retard fini auquel cas 'espace
de phase C, est I'espace des fonctions continues de [—r, 0] dans R muni de la conver-
gence uniforme. Donc la solution x de (1) doit dépendre d’un retard fonctionnel telle que
z(t) =1 (t),t € [—r0]. Lorsque ¥ : (—00,0] = Ret x (t) = (t),t € (—o0,0], alors pour
résoudre 1'équation (1) pour ¢t > 0, nous allons lui associer un retard fonctionnel infini
qui n’est pas nécessairement constant. On observe que lorsque le retard est non borné, on
parlera d’équations différentielles & retard infini et cette propriété a permis de développer
une théorie compléte des équations différentielles a retard sur des espaces multi dimensio-
nels. Néanmoins, I'investigation des équations avec retard infini sur de tels espaces exige
et nécessite le développement d’autres outils d’analyse fonctionnelle pour faire face aux
problémes liés a l'aspect qualitatif des solutions. Les EDR et EIDR ont des applications
dans une trés grande variété de domaines. Nous donnerons quelques exemples d’EDR et
EIDR appliquées a la biologie et a I’écologie ainsi a 1’électricité. D’autres exemples peuvent
se trouver dans la littérature foisonnante de ce domaine des mathématiques.

Dans le premier chapitre de cette thése nous rappelons quelques outils de base et nous
présentons quelques résultats préliminaires essentiels pour ce travail. Nous donnons en
particulier quelques résultats fondamentaux sur la théorie de la point fixe et degré topo-
logique pris en majorité du fameux livres [15] . Un rappel sur les équations différentielles
a retard et les équations différentielles de type neutre est donné et pour de amples details
on renvoi aux reférences [24, 18, 20, 25, 23, 34].

Dans le deuxiéme chapitre, nous allons étudier un modéle motivé par une application
biologique qui a été considéré est uneéquations différentielles a retard a retards, 7;(¢) > 0
j =1, N. Elle s’identifie & la forme

o () = = 2ob0alt = (1) + Y o't - 7(0) (3

J=1
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Ainsi, nous associons & cette équation une condition initiale,

z(t) =1 (t),t € lm(to), to],

ou

P € C([m(to), tol, R), m;(to) = inf{t — 7;(t), t > to},
m(to) = min {m;(to) | 1 < j < N},

et

Tj:R+—>R+ b, RT — R

s Cj
sont des fonctions différentiables avec t — 7;(t) — o0, j = 1, N lorsque t — oo et
aj,c; : RT x [m(ty),00) — R, sont des fonctions continues. Beaucoup d’investigateurs
des cas particuliers de (3) ont étudié la bornétude et la stabilité de I’équation (3) par la
technique de point fixe, Par exemple, Burton considéra dans [38] I’équation différentielle

linéaire & retard
'(t) = —b(t)x(t — 7(t)) (4)
avec la condition initial
r =1 sur te€ [m(ty),to], (5)
Zhang a étudié Dans [56] la a proposé le modéle suivant

N

2(t) ==Y bit)a(t — (1) (6)

j=1

Il révisa ensuite ce travail Jin dans [11] et aconsidéra 1'équation différentielle non linéaire
a retard de type neutre suivante

2'(t) = —a()x(t) + b(t)g(z(t — 7(1))) + c()2'(t — 7(t)) (7)

Nous allons proposer des conditions pour qu’une solution périodiques puisse exister. L’idée
consiste a faire une analyse sur les fonctions b, ¢ de sorte que I’équation (3) admette I'in-
version pour produire une nouvelle, mais équivalente, équation intégrale ayant les mémes
propriétés. La notion de stabilité constitue une problématique centrale de la théorie du
controle. Souvent liée a la facon d’appréhender un systéeme, la stabilité posséde un large
éventail de définitions. Dans ce chapitre, nous nous intéresserons a quelques notions parti-
culiéres de stabilité. En particulier, on cite la stabilité au sens se Lyapunov. Les résultats
que nous développerons de ce Chapitre s’appuierons sur ces concepts pour démontrer des
propriétés de stabilité des systémes a retards étudiés.

Dans le dernier chapitre nous considérons 1’équation différentielle de second ordre non
linéaire a retard (r > 0).du type neutre.donnée sous la forme

0 i

t)—c/K(r)x(t+r)dr —a(t)a(t) — Mb(t / KM f@t+m))dr  (3)

0 " 0

—c/K st +r)dr | = — a(t)e(t) + Ab(t /K w4 (9)

Ou A > 0 est un parameéter, ¢ est une constante telle que |c| < 1; a,b € C(R,(0,00))
sont des fonctions continues w-périodiques f € C(R, (0,00)) et fi)oo K(r)dr = 1.Avant

8
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d’entamer le cas général, nous rappelons d’abord que Wu dans [22] a proposé une méthode
pour établir un théoréme d’existence d’une solution périodique pour 1’équation

(2(t) — cx(t = 6))" + a(t)x(t) = Ab(t) f(x(t — 7(1)))

ou A > 0, ¢ et ¢ sont des constantes avec |c| # 1, a,b € C(R,(0,00)), f € C(]0,0),[0,00)
) et a(t),b(t), 7(t) sont des fonctions continues w—périodiques. Dans ce chapitre, Nous
allons donner un résultat d’existence de la solution du probléme périodique pour cela
nous utilisons alors le théoréme de Krasnoselskii qui est trés robuste et ecace pour montrer
'existence d’une solution périodique de (8-9). Un choix convenable des hypothéses permet
de valider les conditions de ce dernier théoréme de sorte qu’une solution périodique du
probléme étudié est concluée.

Nous allons proposer des conditions pour qu'une solution périodiques puisse exister.
L’idée consiste & faire une analyse sur les fonctions a,b, K et f de sorte que I’équation
(8-9) admette I'inversion pour produire une nouvelle, mais équivalente, équation intégrale
ayant les mémes propriétés. Cette nouvelle équation se met sous forme d’une somme de
deux applications, la premiére est une contraction et 'autre continue a image compact. Un
choix convenable des hypothéses permet de valider les conditions de ce dernier théoréme
de sorte qu'une solution périodique du probléme étudié est concluée. Malheureusement, les
conditions qui permettent d’aboutir a I'unicité de cette solution restent encore a trouver.

Le but principal dans la suite est d’étudier quelques propriétés qualitatives et quanti-
tatives des solutions comme la stabilité, stabilité asymptotique et I'existence de solutions
périodiques. Nous nous intéressons a la stabilité asymptotique de la solution zéro. Dans
un premier temps on va présenter sommairement la théorie de la stabilité des équations
différentielles & retard fonctionnel de type neutre. Dans une deuxiéme étape on présente
deux exemples d’équations différentielles a retard, la premiére etant linéaire et ’autre non
linéaire. Ces exemples font parties des problémes qui ont résisté a I’étude par la méthode
de Lyapounov.Les résultats établis dans ce mémoire constituent, ce que 1’on souhaite, une
étape avancée dans ce domaine de recherche car I’'étude que nous proposons ici prend en
charge des équations intégro-différentielles totalement non linéaires de type neutre non
traitées j'uqu’ici. En outre notre méthode de point fixe améliore nettement les résultats
antérieurs particuliérement ceux de Becker et Burton [36, 7, 37| avec beaucoup moins de
restrictions et avec plus de rigueurs. La méthode de point fixe utilisée pour des fins de
stabilité a été utilisé dans un certain nombre de travaux récents comme [4, 3, 36, 10, 57].
Cette méthode repose sur trois éléments fondamentaux. A savoir,

@ Une application de point fixe,

® Un espace fonctionnel convenable apte a contenir les solutions souhaitable,

® Un théoréme de point fixe convenable.

Cette méthode a montré des avantages significatifs sur celle de Liapunov. En particulier
lorsque les coefficients sont non bornés et /ou si le retard est non borné la méthode directe
de Liapunov a montré ses limites contrairement a celle du point fixe. De plus, les conditions
de la méthode de point fixe sont en moyenne par contre celles de la deuxiéme sont toujours
ponctuelles.



Chapitre |
Préliminaires

Ce chapitre est présenter et rappeler un certain nombre d’outils d’analyse, comme la
théorie de point fixe et les équations différentielles a retard fonctionnel ainsi que ’essentiel
des éléments qui seront utilisés dans la suite de notre travail. Nous en profiterons également
pour introduire les principales notations.

I.1 Distances et normes

Les définitions peuvent étre données pour des fonctions & valeurs complexes. Mais,
dans notre contexte, on parlera seulement des fonctions a valeurs réelles.

Définition 1.1.1 //4] Soit S un ensemble non vide. On dit que p est une distance sur S
si et seulement si p une application de S x S dans Ry pour tout x,y et z de S telle que :
(d1) p(z,y) > 0,p(z,2) =0, plz,y)=0=2=y
(d2) p(z,y) = p(y,x) (symétrie)
(d3) p(z,y) < p(z, z) + p(z,y) (inégalité triangulaire).

Définition 1.1.2 [//[Soit (S; p) un espace métrique et (x,,) une suite d’élément de S. On
dit que (x,) est une suite de cauchy si et seulement si

Ve > Oa EI?’L[) € N,V(p, Q) € NQ’ (p Z nO) et (q Z 7,LO) = p(‘rpaxq) S €
On dit que S est complet si et seulement si toute suite de cauchy de S converge.

Définition I1.1.3 [36/Un espace vectoriel (S,+,.) est dit un espace normé s’il existe une

application || . || de S dans R telle que pour tout z,y € S et « € R
(i) || x ||= 0 si et seulement si x =0,
(i) || az ||=|a] || z || , pour tout o € R

(i) ||z +y I<[ 2 | + 1 vl

Remarque 1I.1.1 Un espace normé est un espace vectoriel dont la norme définie une
distance en posant p(x,y) =| v —y ||. Mais un espace vectoriel avec une métrique n’est
pas toujours un espace normeé.

Définition 1.1.4 [///Un espace de Banach est un espace normé complet pour la distance
associée a sa norme. Les exemples d’espaces suivants sont trés utilisés dans cette thése.

Théoréme 1.1.1 [///Un sous espace fermé d’un espace de Banach est lui-méme de Ba-
nach.

10
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Exemple 1.1.1 [j//L’espace C = C([a,b],R™) de fonctions continues de |a,b] dans R"
est un espace vectoriel. Le nombre || f ||= max|f(t)|, ou |.| est la norme dans R", défini
une norme rendant (C,|| . ||) un espace de Banach.

Exemple 1.1.2 [;/[Soit ¢ : [a,b] — R™ une fonction continue et soit S l’ensemble de
fonctions continues et bornées f : |a,00) — R", avec f(t) = (t) pour a < t < b pour
fig €S, on définit

p(fi9) = sup [f(t) —g(t) =l f— g ll

a<t<oo

Alors (S, p) est un espace métrique complet.
Définissons

M:={p:]0,00) > R/p € C,|lot)] <1, — 0 lorsque t — oo}
Exemple 1.1.3 (M, || . ||) est un espace de Banach.

Définition I.1.5 Soit (S,d) une espace métrique f : S — S est dite lipschitzienne de
rapport k > 0 st

d(f(x), fly) < kd(x,y) pour tout z,y €S
k est dite constante de Lipschitz.

Remarque 1.1.2 L’application lipschitzeinne f est apllée
contraction s 0 < k < 1.

I.2 Théorémes de point fixe

I.2.1 Théoréme du point fixe de Banach

Banach établit un théoréme qui s’applique aux fonctions contractantes définies sur des
espaces métriques complets. Il affirme qu’une contraction sur espace de Banach a un point
fixe unique. Ce théoréme (appelé aussi principe de 'application contractante) forme un
outil fascinant qui facilite ’étude de la stabilité pour les équations différentielles a retard.

Définition 1.2.1 [15] Soit f une application sur un ensemble S. On appelle point fize de
f tout point x satifaisant f(x) = x S’il existe un tel x, on dit que f posséde un point fize,
ce qui est équivalent & dire que ’équation f(x) —x = 0 possede une solution nulle.

Exemple 1.2.1 [15] Si f : [a,b] — [a,b] est une fonction continue alors f admet un point
fixe au moins sur |a,b].

En 1922 Stefan Banach établi un théoréme qui s’applique aux fonctions contractantes
définies sur des espaces métriques complets. Ce théoréme a fait preuve d’une grande utilité
en analyse. En particulier il a donné des résultats concluant dans le domaine de 'existence
de solutions et le calcul approché pour de nombreux problémes émanant de I’analyse non
linéaire.

Théoréme 1.2.1 (Principe de Uapplication contractante)///] Soit (S,d) un espace
de Banach, et soit P :' S — S une contraction. Alors, il existe un et seulement un x € S, tel
que f(x) = x. De plus x = lim x,, ot x,41 = f(x,) et ot xy est choisie arbitrairement

n—-+oo
dans S.

11
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Théoréme 1.2.2 [}/ Soit (S,d) un espace métrique complet, supposons qu’il existe une
application P :' S — S | telle que Pm est une contraction pour certain entier positif m.
Alors P admet un point fize dans S

Preuve. Puisque P™ est une contraction, il existe un et un seul point z vérifie P™(z) = x,
ceci implique que PP™(z) = Px et P"(xz) = P™Px, donc P"P(x) = Pz. D’ou,Px est
aussi un point fixe de P™ et d’aprés 'unicité de x, Px = x. Ainsi,x est un point fixe de
P. De plus = est unique en effet, si Py = y, alors P™y = y et x = y. ce qui achéve la
démonstration. m

Théoréme 1.2.3 [//] Soit (S,d) un espace métrique compact non vide, et supposons que
P:S—S ,avec d(Pz,Py) <d(z,y), pour x #y.
Alors P admet un point fize.

Théoréme 1.2.4 (Principe de ’application contractante)[15]

Soit (S,d) un espace métrique complet non vide et soit f : S — S une contraction i.e, il
existe une constante 0 < k <1 telle que d(fx, fy) < kd(z,y), pour tout z,y € S : Alors
f admet un et seul point fize x* € S(fx* = z*).

En régle générale, il est évident que, pour résoudre un probléme de point fixe on doit
identifier trois éléments fondamentaux, a savoir,

1. Un ensemble convenable S apte pour contenir les solutions du probléme ;

2. Une application p : S — S ayant la particularité qu’un point fixe est solution du
probléme ;

3. Un théoréme de point fixe qui assure ’existence d’un tel point fixe de P sur S.

1.2.2 Théoréme du point fixe de Schauder

Définition 1.2.2 [//] Un ensemble M dans un espace métrique (S, p) est dite compacte
si toute suite {x,} de admet une sous suite convergeant vers une limite appartenant a M.
M est relativement compacte st toute suite de M admet une sous suite convergeant vers
une limite appartenant a S (i.e. si la fermeture de M est compacte).

Définition 1.2.3 [/4] Soit { f.} une suite de fonction défnie sur |a,b] et prend ses valeurs
dans R :
(a) {f.} estuniformément borée sur [a,b] s’il existe un constante M > 0 telle que :| f,,(t)] <
M pour tout n et tout t € [a,b].
(b) {fn} est équicontinue si pour tout € > 0 ,il existe 6 > 0 telle que : t1,ts € [a,b] et
[ty — ta] < & implique | f(t1) — fult2)] < €,¥n € N.

Théoréme 1.2.5 (Ascoli-Arzela)[//] Soit {f.(t)} une suite de fonction a valeurs
réelles dans [a,b]. Si {f.(t)} est uniformément bornée et équicontinue, alors, il existe
une sous suite qui converge uniformément sur |a,b] vers une fonction continue.

Lorsque on travaille sur des intervalles non compacts le théoréme d’Ascoli-Arzela peut
étre étendu comme suit.

Théoréme 1.2.6 [36] Soit R = [0,00) et soit ¢ : Ry — Ry une fonction continue telle
que q(t) — 0 lorsque t — co. Si{¢x(t)} une suite équicontinue de fonction de Ry dans R™
avec |¢r(t)] < q(t) pourt € Ry |, alors il existe une sous suite qui converge uniformément
sur Ry wers une fonction ¢(t) avec |p(t)| < q(t) pourt € R,.

12
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Exemple 1.2.2 [///
(a) L’espace C' := (C[a,b],R"™) constitué de fonctions continues f : [a,b] — R est un
espace vectoriel.

(b) Le nombre || [ |:= 112?2%|f(t)|, ot |.| est une norme de R™, défini une norme
asts

rendant C un espace de Banach.

(c) Pour toutes constantes positives M et K, l’ensemble
L={f € (Cla, b, R f < M,|f(u) — f(v)| < K|u—v|}

est compact. Pour voir cela, notons tout d’abord que le théoréeme d’Ascoli est égale-
ment vrai pour les suites de vecteurs. Appliquons ce théoréme a chaque composante
successivement. Si { f,} une suite dans L, alors {f,} est uniformément bornée et
équicontinue. D’aprés le théoreme d’Ascoli-Arzela, la suite {f,} admet une sous-
suite qui converge uniformément vers une fonction continue f : [a,b] — R. Mais
|fn ()| < M, pour tout t fixé, alors || f ||< M. De plus on a pour u,v sont fixés, il
existe €, > 0 et 6,, > 0 tels que

[f(w) = F(0)] < [f(w) = falw)] + [ fulu) = fu(0)] + [f(0) = fulv)]
< en + [fu(w) = fu(v)[ + 0n
<€+ 0p+ Klu—v| = Klu—v|

quand n — oo. Par conséquent, f € L et I est compact.

Théoréme 1.2.7 (Premier théoréme de Schauder)[//][15] Toute partie convexe, com-
pacte et non vide M d’un espace de Banach a la propriété de point fixe.

Définition 1.2.4 [}/] Soient M un sous ensemble d’un espace de BanachS, f: M — S
une application. Si f est continue et f(M) est contenu dans un sous ensemble compact
de S, alors f est compacte.

Théoréme 1.2.8 (Deuziéme théoréme de Schauder)[15][36] Soit M une partie convexe
et non vide d’un espace de Banach S et soit P : M — M une application compacte. Alors
P admet un point fixe.

Théoréme 1.2.9 (Schauder-Tychnov)[15] Soient M un sous ensemble convexe, com-
pact et non vide d’un espace topologique localement convexe, et P : M — M une applica-
tion continue. Alors P admet un point fize.

Le théoréme de Schauder s’applique en particulier aux équations différentielles non
linéaires. Cependant, le théoréme ne garantit pas l'unicité de la solution lorsque celleci
existe. Il existe beaucoup de problémes pour lesquels on peut conclure 'unicité de la solu-
tion obtenue par le théoréeme de Schauder avec des conditions moins restrictives que des
conditions de Lipschitz.

1.2.3 Théoréme du point fixe de Krasnoselskii

En 1955 Krasnoselskii (voir [35], [15]) a observé que dans un bon nombre de problémes,
I'intégration d’un opérateur différentiel perturbé donne naissance a une somme de deux
applications, une contraction et une application compacte. Il déclare alors la recherche
d’une solution de P¢ := B¢ + A¢ exige donc un théoréme adéquat qui s’applique a
cet opérateur hybride P et qui peut conclure 'existence d’un point fixe. En combinant
les deux théorémes de Banach et celui de Schauder en un seul théoréme hybride mais
puissant.En clair, il établit le résultat suivant

13
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Théoréme 1.2.10 (Krasnoselskii) Soit M un conveze fermé et non vide d’un espace
de Banach (S, || . ||). Supposons que A et B sont deux applications de M dans S satisfai-
sant,

i) Ar + By € M,Vz,y € M ;
ii) A est continue et AM est contenu dans un ensemble compact ;

iii) B est une contraction de constante a < 1.

Alors, il existe x € M, avec Ax + Bx = .

Remarque 1.2.1 si A = 0; le théoreme se résume au théoréme de Banach. St B = 0 ;
alors le théoréeme n’est autre que le théoréme de Schauder.

1.3 Equations différentielles a retard et de type neutre

Une équation différentielle a retard est une équation différentielle dont la dérivée par
rapport au temps présent de la solution dépend d’une donnée (de cette solution) sur un
temps postérieurs. Une équation différentielle a retard est un model spécifique d’équa-
tions différentielles fonctionnelles dans lesquelles la partie fonctionnelle de ’équation est
I'évaluation d’une fonctionnelle sur une étape antérieure (le passé) au processus ([14],
[18], [20],]23], Ce type d’équations a connu ces derniéres décennies un grand intérrét. Les
investigateurs de toute les disciplines, physique, biologie, économie, logistiques, informa-

tique et autres, trouvent leurs models bien exprimés par des équations a retard qu’avec
des EDOs.

1.3.1 Equations différentielles a retard

Etant donné un nombre r > 0 ,R = (—00,00), R" est l'espace vectoriel de dimension

n muni de la norme euclidienne |.|, C([a,b],R™) est l'espace de Banach des fonctions
continues définies sur [a,b] & valeurs dans R™ muni de la topologie de la convergence
uniforme. Si [a, b] = [r,0] on pose C' = C([r,0],R") et on désigne la norme d’un élément

p € Cpar || ¢ [|= sup [p(t)]. Si
—r<t<0

th€ER,A>0 et x € C([to — 1, ty +A],Rn),
alors pour ¢ € [to, tp + A], on définit z; € C par x4(s) = z(s + t) pour tout s € [—r, 0]

Définition 1.3.1 [14] Si D est un sous ensemble de R € C, et f : D € R une fonction
donnée, la relation

' (t) == f(t,x) (L.1)
x(s) = ax(t+s),s € [-r,0]

est une équation différentielle fonctionnelle & retard sur D notée parfois EDR(f). Le
nombre r est appelé le retard. En clair, le cas r = 0 correspond au cas des équations
différentielles ordinaires.

Il est évident qu’une condition initiale appropriée au temps t = t; exige la détermina-
tion de la fonction x sur tout l'intervalle [ty — r, ], i.e,

x(t) =(t),t € [to — 7, to]
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Ou v : [tg — 7, to] € R™ est une fonction donnée supposée continue appelée la condition
initiale de ’équation & retard (I.1). Ainsi, I’équation (I.1) peut se mettre sous la forme

' (t) == f(t, ), t > to

z(t) = Y(t),t € [to — 7, o],

avec 1) une fonction donnée continue sur tout 'intervalle [ty — 7, t]. L’équation (I.1) est
dite linéaire si f(t,¢) = L(t)p, ou L(t) est linéaire en chaque ¢ : L’équation (I.1) est dite
non homogene si f(t, ) = L(t)p + h(t), ot h(t) # 0. L’équation (I.1) est dite autonome
si f(t,») = g(p), g indépendante de t. A titre d’exemple, les équations suivantes sont des
équations différentielles & retard

() = 2(t) + ba(t — 1), (1.2)

2'(t) = a(t)x(t) + b(t)x' (t — r(t)) + h(t), (L.3)

' (t) = / z(t + s)ds (L.4)

—-Tr
a(t),b(t),r(t) sont des fonctions continues. L’équation (I1.2) représente une équation dif-
férentielle linéaire autonome a retard constant r = 1, ’équation (I.3) est une équation
différentielle linéaire a retard fonctionnelle non homogéne non autonome et ’équation
(I.4) représente une équation intégro-différentielle linéaire a retard.

Définition 1.3.2 Etant donnés 1 € C et ty € R, une solution de I’Equation (I.1) est
une fonction notée x(t) telle que x(t) = Y(t) sit € [to — r,to] et satisfaisant (1.1) si
t € [to,to+ Al A > 0. Une telle fonction x(t) est dite solution de (1.1) a travers (to, 1) et
est notée souvent par x(t) = x(t,tg, ).

Lemme 1.3.1 [20/Etant données une fonction v € C, ty € R et f(t,1)) une fonction
continue. La recherche d’une solution de l’équation (I.1) a travers (to,)est équivalente a
la résolution de [’équation intégrale

l‘to - w7

£(t) = $(0) + / Flu ) du t > to

Définissons l'application Ax par ’expression

Az(t) == f(t,xy),t > to,
Tty = QZJ

Pour démontrer 'existence d’une solution a travers (to,v) € R x xC, on considére un
nombre o > 0, et toutes les fonctions définies sur [to — r,ty + o] qui sont continues et
qui coincident avec 1 sur [to — r,to], qui est,xy, = 1. On demande que les valeurs de ces
fonctions sur [tg, to + o] répondent & la condition |z(t) — 1 (0)| < 5. La fonction usuelle
obtenue A correspondant a I’équation intégrale est définie et on démontre que oet 5 peuvent
étre choisis de sorte que A envoie cette classe (de fonctions continues) dans elleméme,
qu’elle est continue et a image compacte. Dans ce contexte, le théoréme du point fixe de
Schauder peut s’appliquer et implique [’existence d’une solution (pour de amples détails
on renvoi auz livres ([20] et [23]).
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Remarque 1.3.1 Généralement, on utilise la méthode des étapes pour résoudre les équa-
tions difiérentielles a retard, et pour bien comprende cette méthode on va donner quelques
exemples illustratifs.

Exemple 1.3.1 St une EDO typique est donnée par % = Kux, alors un exemple d’une
EDR s’écrit sous la forme

dx
=Kx(t—r L5

o = Kalt ) (15)
ici, on prend k = —1 et r = 1. Donc l’équation (1.5) devient,

dx

—=—x(t—-1

o (t—1)
St on veut résoudre ’équation, par exemple, au tempst = 0 il est claire qu’on aura besoin
de connaitre la valeur de x au temps t = —1. Pour résoudre ’équation au tempst = 1,

il est indispensable de savoir la valeur de x au temps t = 0. Par conséquent, pour avoir
une solution compléete det =0 at =1, on est obligé de connaitre une donnée initiale de
t=—1at=0. Ainsi donc, on doit se doter d’une fonction initiale. St une telle fonction
est notée (t) et qu’on lui attribue, par exemple, la valeur (t) = 1; pour t € [—1,0] .
Alors, on voit qu’on a sur samment d’informations pour résoudre notre équation lorsque

€ [0,1], et la solution générale sera x(t) = —t+ ¢, ¢ = constante.En remplagant t par
zero dans cette derniére équation (puisque ¥(t) = 1), on constate que ¢ = 1. Ainsi, on
aura

z(t)=1—tte|0,1]

Maintenant, on peut exploiter ces informations pour progresser et résoudre I’équation pour
des temps futurs, par exemple pourt € [1,2] . Ici on voit que

Elle posséde la solution générale
1
z(t) = §t2 —2t+d,d= Cost

En utilisant la solution que nous avons trouvé pour t € [0,1] et exactement en t = 1 on

obtient la valeur d = 2 . Par conséquent,

z(t) = %tQ,t €1,2]
On peut progresser dans ce processus et résoudre I’E DR comme une série infinie d’EDQO.
Exemple 1.3.2 Considérons une EDR donnée par
() =2zt —1),t>1 (1.6)

avec la condition initialep(t) =t si 0 < t < 1. On résout l’équation (1.6) pour 1 <t <5.
Comme dans l'exemple (1.9) on peut obtenir les résultats suivants

1+ (t—1)> 1<t<2 et ¥(1)=1

£(t) = 2t—2P+2(t—1) 2<t<3 et Y(2)=2
B %( 31 +2(t—2)% + & B3<t<4 et Yp(3) =14
2(t—4P+4t-3P+8(t-2) -1 ,4§t§5 et P(4) =11
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Théoréme 1.3.1 (Ezistence) [5] Pour [’équation (I.1), supposons que 2 est un sous
ensemble ouvert de R x C' et f(t, ) une application continue sur Q. Si (tg,1) € Q, alors
il existe une solution de l’équation (I.1) passant par (to, ).

Définition 1.3.3 /5] On dit que la fonction f(t, ) est Lipschitzienne par rapport a ¢ sur
un compact K de R x C s’il existe une constante K > 0 telle que, pour tout (t, ;) € K,
1 =1,2 on a

[f(t, 1) = [t 02)| < K1 — 2 (L7)

Théoréme 1.3.2 (Unicité) [5]/Supposons que §) est un sous ensemble ouvert de R x C,
f:Q € Rest continue, f(t, @) est Lipschitzienne par rapport a psur tout sous ensemble
compact de Q. Si (to,0) € Q, alors il existe une unique solution pour l’équation (1.1)
passant par (to, ). Dans l'ezemple suivant on va utiliser la méthode dites des étapes pour
résoudre une équation a retard.

1.3.2 Equations différentielles de type neutre

On donne ici la définition d’une équation différentielle de type neutre et on donne
quelques exemples.

Définition 1.3.4 [50/Supposons que Q) est un sous ensemble ouvert de R x C' d’éléments
(t, ). Une fonction D : Q — R™ est dite atomique au point 5 de Q si D est continue ainsi
que sa premiere et seconde dérivée au sens de Frechet par rapport a ¢ et D, est continue.

Définition 1.3.5 [50/Supposons que Q est un sous ensemble ouvert de RxC, D : Q@ — R"
et f:Q — R" sont deux fonctions données continues avec D atomique en zéro. La relation

d

est dite une équation différentielle de type neutre EDTN.

Exemple 1.3.3 [50/Si D(p) = ¢(0), Yo, alors D est atomic au point 0. Si f :— R™ une
fonction continue ; le couple (D définit une EDRN et donc '’EDFR est une EDRN.

f)
Exemple 1.3.4 [50/Sir > 0, (B)uxn une matrice donnée, D(p) = ¢(0) — B(p — 1) et
f:Q = R™ une fonction continue. Le couple (D, f) définit une EDRN,

d

dt
Exemple 1.3.5 [50/Sir > 0, D(¢) = ¢(0) — @*(t —r)] et f: Q — R" est continue. Le
couple (D, f) définit une EDRN,,

d 2 —
e =2 =) = f(t.2)

Définition 1.3.6 [50/Une fonction x est dite solution de l’équation (1.8) sur [to—r,to+0],
s’il existe unty € R et o > 0 tels que x € C([tg —r,to+0],R"), (t,2;) € Q, t € [to, to+ 0],
D(t, x;) est continument différentiable et satisfait (1.8) sur [to, to+0o]. Etant donnést € R,
P e C et (to,) € Q on dit quex(t,ty, ) est une solution de (1.8) passant par (to,1) s’il
existe o > 0 telle que z(t,to, 1) est une solution de (1.8) sur [to—r,to+0] et x4, (to, V) = ¥,
on dit que x(t,to, 1) est une solution de (1.8) sur [to—r,00) si pour tout o > 0, x(t,to, )
est une solution de (1.8) sur [ty — 1, to + o] et x4 (to, V) = ¥ Si D(t, ) = Dy(t, @) — g(t),
f(t,o) = L(t,p) + h(t), avec Dy(t,p) et L(t,p) sont linéaire, alors ’équation (1.8) est
dite linéaire. Si g = 0,h =0, alors I’équation (1.8) est dite homogeéne.

[2(t) = Bt —r)] = f(t, )
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Théoréme 1.3.3 (Existence)[50] Si€) est un sous ensemble ouvert de RxC' et (tg, 1)) €
Q, alors il existe une solution pour ’équation (1.8) passant par (to,v).

Théoréme 1.3.4 (Existence et Unicité)[50] Si Q) est un sous ensemble ouvert de
R x C et f(t,p) est Lipschitzienne sur tout sous ensemble compact Q0 de , alors pour tout
(to, 1) € Q il existe une unique solution pour l’équation (1.8) passant par(to, ).

I.4 Stabilité de solutions pour les équations différen-
tielles a retard

La méthode directe de Liapounov est la méthode la plus générale pour traiter les
problémes d’existence, d’unicité et de stabilité de solutions périodiques des équations dif-
férentielles que se soient ordinaires ou fonctionnelles. Néanmoins, pendant ces derniéres
décenies, plusieurs investigateurs ont rencontré beaucoup de difficultés qui persistent dans
cette théorie. Derniérement, des chercheurs ont réussi a contourner beaucoup de ces pro-
blémes en se basant sur la théorie de point fixe.

Considérons le systeme différentiel

2'(t) = F(t,x;), F(t,0) =0 (1.9)

On suppose que F :] — 0o, 00[xc — R"ou C' = C([—a, 0], R™) est 'espace des fonctions

continues ¢ : [—a, 0] = R™, a > 0. Ce dernier espace est de Banach lorsque on le muni de

la norme || ¥ ||= sup [|¢¥(t)], ¥ € ¢ On suppose que F' est continue et supposée satisfaire
—r<t<0

toutes les conditions qui garantissent une solution. On définit
Ct)={¢: [t —a,t] > R" ¢ continue}.
On a les définitions suivantes.

Définition 1.4.1 [///La solution zero (x =0) de l’équation (1.9) est dite
1) Stable si Ve > 0,Vty > 0,3(¢,t) > 0 tel que,

[ e Clto), || ¥ ][<d et t=>t] = |a(t,to, )] <e

2) Uniformément stable si § de (1) est indépendante de t.
3) Asymptotiquement stable si elle est stable et si, Vt; > to,3dn > 0 tel que,

[ eCtr),|Y]<n et t>t]= |zt t,¥)] =0 quand t — o

St en outre toutes les solutions tendent vers zéro, alors x = 0 est globalement
asymptotiquement stable.

4) Uniformément asymptotiquement stable si elle est uniformément stable et s’il existe
n > 0 tel que,

Vy > 0,37 > 0 telque [ty > to, 1 € C(tr), | ¥ |[<m et t > 6+T] = |z(l, t1,9)] <y

Exemple 1.4.1 Considérons, pour t > 1, [’équation différentielle a retard

, 1 27t s [(t+2
x(t):¥x(t)— (t+2)3x ( 3 )
1 27t 3
= ;I(t) - (t + 2)31: (t o T(t>>7
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2

avec T(t) = 2(t — 1), avec la condition initiale x(1) = xo. On vérifie facilement que la

3

solution unique de ce probléme est

Ainsi,

a(t) =z t e ¢ > 1,
tlim x(t) = 0 pour tout xo. Supposons que |xo| =9, alors
—00

1 1 1 2
V== Y>> =
a1+ 5) = (0 +3) = =

Y

2

Par conséquent, pour tout § la solution se trouve en dehors de la boule |x| = 2 en temps
t=1+ 5%, et la solution est donc instable

1.5

Stabilité par la méthode de point fixe

Lorsqu’on veut étudier la stabilité de la solution triviale d'une équation différentielle
a retard par la méthode de point fixe il va falloir procéder
comme suit

(D

(IT)

(I11)

Une équation différentielle & retard exige avant tout une donnée (une fonction)
initiale définie sur un intervalle initiale approprié I, i.e. ¥ : I;, — R". On doit
choir aussitot aprés un espace convenable S de fonctions ¢ : I;, U[[tg, 00) — R™ qui
coincident sur I;, avecy. Selon les cas de besoins on peut toujours ajouter d’autres
restrictions aux fonctions ¢ de S comme la bornétude par exemple ou la condition
©(t) — oo lorsque t — 0o. Cette derniére condition s’impose si on souhaite étudier
la stabilité asymptotique.

Ensuite on doit inverser ’équation différentielle pour définir ce qu’on appelle une
application de point fixe i.e. une application P : S — S dont le point fixe est solution
de T'équation a retard donnée (I’équation originale). Néanmoins, cette inversion
peut s’avérer une tache délicate dans plusieurs cas. Par exemple, si ’équation ne
posséde pas un EDO terme linéaire dans sa structure on ne pourra pas utiliser la
variation des parameétres. Il est donc indispensable d’agir autrement et essayer si
une transformation de cette équation est possible.

A I'image de I'application P : S — S obtenu en (II), un théoréme de point fixe doit
étre choisi permettant a I’équation P(z) = x d’avoir une solution. En particulier si
P est une contraction on pourra appliquer le théoréme de point fixe de Banach, si
P est compacte alors on appliquera le théoréme de Schauder ou Schaeffer et si P se
met sous forme d’une somme d’une contraction et d’une application compacte alors
le théoréme hybride de Krasnoselskii peut donner satisfaction. Il devient donc clair
que la méthode de stabilité par la méthode de point fixe repose sur trois choses
essentielles, la variation des paramétres, un espace complet et un théoréme de fixe.
Si ces éléments sont réunis alors, on peut, en une étape, conclure 'existence (voire
I'unicité) et la stabilité. En outre, on verra que cette méthode exige toujours des
conditions en moyenne cependant les conditions de la méthode de Liapounov sont
toujours ponctuelles.
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— Chapitre |1
Stabilité asymptotique d’'équation
différentielle linéaire a retard

L’objectif dans ce chapitre est de présenter une extension des résultats et une amélio-
ration des conditions utilisées dans [38, 11, 49, 56]. Cette tache repose sur la définition
d’une bonne fonction continue H et sur le choix des hypothéses sur cette fonction, sans
restrictions sur I'inverse de t — 7 (), de sorte que, pour une fonction continue initialement
donnée une application de point fixe P associée a (II.1) est construite sur un espace mé-
trique complet S, dans lui-méme permettant a P d’avoir un point fixe. Cette démarche
va permettre d’établir et prouver un Théoréme de stabilité asymptotique de la solution
zéro de (I1.1) avec des conditions nécessaires et suffisantes moins restrictives.

II.1 L’équation

On revient sur I’équation

N N
¥ (t) ==Y bt — (1) + Y ()l (t — 7(t)) (I1.1)
j=1 J=1
On désigne tout au long de ce chapitre la condition initiale
z(t) = (t) pour t € [m(ty),to] ot 1 € C([m(to),t0)], R) (11.2)
Avec
m;(to) = inf{t — 7;(¢),t > to}, m(ty) = min{m;(tx),1 < j < N} (IL.3)

pour parler de nouvelles conditions sur b;, 7; et ¢; sans contraintes sur ¢ — 7;(¢) de sorte
que, pour une fonction 1 initialement donnée, une application de point fixe peut étre défini
sur un espace métrique complet prudemment choisi dans lequel cette application posséde
un point fixe offrant une solution bornée et stable au probléme posé. Ces conditions
ont été proposées par Ardjouni et Djoudi [2], Jin et Luo [56]. Ardjouni et Djoudi ont
déja, dans [2] poussé le contexte de cet exposé & une étape plus avancée qui prend en
charge des équations différentielles totalement non linéaires de type neutre et qui améliore
nettement les résultats antérieurs particuliérement ceux de Burton, Jin, Raffoul et Zhang
[38, 11, 49, 56].avec moins de restrictions et plus de rigueurs.Rappelons que la méthode
repose sur trois éléments fondamentaux.

¢ Un espace fonctionnel Sy, convenable apte & contenir les solutions souhaitable.

¢ Une application de point fixe.P : Sy, — Sy.

v Un Théoréme de point fixe de Banach.
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Chapter 2 Stabilité asymptotique

L’application de cette méthode a aussi montré des avantages significatifs de cette
méthode sur celle de Liapunov lorsque les coefficients sont non bornés et /ou si le retard est
non borné. Les conditions de la premiére méthode sont en moyenne par contre celles de la
deuxiéme sont toujours ponctuelles. L’idée fondamentale exposé ici permettant d’obtenir
la stabilité asymptotique repose sur la donnée d’une fonction H continue soumise a une
hypothése a caractére asymptotique.

II.2 Inversion et transformation de I’équation

Selon ce qu’on a vu au premier chapitre, pour chaque fonction ¥ € C([m(ty), o], R),
une solution de (II.1) a travers (tg, 1) existe. C’est une fonction continue z : [m(ty), o) —
R, pour une constante positive o > 0, telle que z satisfait (II.1) sur [0, o) et coincide avec
Y sur [m(to), to]. Elle est notée par z(t) = x(t, to, 1). Cependant, le calcul de cette solution
n’est pas une chose facile. Pire encore, 'absence d'un EDO terme non trivial complique
la recherche d’une telle solution. On a besoin donc de faire des préparations si on veut
aboutir a un quelconque résultat. Une transformation de 1’équation (II.1) s’impose dans
notre situation.

Lemme I1.2.1 Soient h; : [m;(ty), oco) — R, j =1,..., N sont des fonctions arbitraires
continues. Supposons que T; sont de classe C* et TJ’»(t) # 1 pourj=1,...N. Six est une
solution de Uéquation (11.1-11.2) sur un intervalle [ty,T) et satisfait la condition initiale
x (t) = (t) sur [m(ty),to] alors x est solution de l’équation intégrale suivante

N to

(t) = {wto) D e RO M|

j=1 to—;(to)

h; (5)¢(8)ds} e ftto H(u)du

ol

-y (i OH) + () (1= 7'(1) + ()7 (1)
H(t)—j; (1—73’»(25))2

t
Preuve. En multipliant les deux membres de I'équation (I1.1) par elio T ot intéorerons
par rapport a s de ty a t, on obtient

t t t N
z(t) = (te)e o 1M 4 / e WM " (5)x(s)ds
j=1

to
t t
_/ effs H(u)du
to
¢ t
+ / e fs H(u)du
to

bij(s)z(s —7;(s))ds

M =

1

<.
Il

] =

ci(s)a' (s — 7(s))ds.

.
Il
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Chapter 2 Stabilité asymptotique
Ainsi,
t N t t
x(t) = (to)e” Jro Hw)du Z/ e s H(”)d“hj(s)x(s)ds
=t
—Z/ e~ Je Hdup (&) a(s — 75(s))ds
+ Z/ Js Hdue ()2 (s — 75(s))ds.

En effectuant une intégration par partie, il vient

x(t) = ¥(to) e Jeo +Z/ e~ S HOwdug (/S hj(u)x(u)du>

7;(s)

+ 2 /to e fiH(u>dU{—bj(s) + hj(s — 75(s)) (1 = 7(s)) ya(s — 75(s))ds
" ; /to 1 i](T?)(S) Iy (s — 7y(s))

h; (S)l/)(s)ds} o Jig H(w)du

j=1 J

#30 e FH 0 6) (s = )1 =) = (9)als — (o)

_ — [ H(w)du () x(uw)du | ds. .
Z/ H( ></ PRGERL )d (I1.4)

Réciproquement, si une fonction arbitrairement z est coincide avec ¢ sur [m(tp),to] et
solution de (I1.4) sur un intervalle [to, T1], alors  est une solution de (I1.1) sur [tq, 71]. =

II.3 Bornétude et stabilité asymptotique de la solution

De I'équation (I1.4) on extraire une application de point fixe P pour (II.1). Le défi ici
est le choix d'un espace de fonctions métrisable dans lequel P peut étre défini. Ci-dessous
une métrique poids est défini sur un espace métrique bien spécifié.

Considérons C 'espace de fonctions continues et bornées définies sur [m(ty), +-00) muni
de la norme du supremum ||-||, i.e.

ol := sup {[é ()] : ¢ € [m(to),00)}, ¢ € C. (IL5)

En d’autres expressions on va s’installer dans I'espace métrique (C, d) ou d est la métrique
induite du supremum d (¢, p) = ||¢ — ¢|| pour ¢, ¢ € C.
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Si ¢ [m(to), to] — [=1,1], I > 0, est une fonction donnée, on pose

Sy i =A{¢:m(ty), +o00) — R | ¢ € C, ¢(t) =1(t) pour t € [m(ty), o], |o(t)] <}
(IL.6)
Comme Sy est un sous espace fermé de C', (Sy,d) est par conséquent, un sous espace
métrique complet.
Définissons I'application P sur S, comme suit pour ¢ € S, (P¢)(t) = ¥(t), t €
[m(to), to] , cependant, pour ¢t > 0 on pose

(Pe)(E) = {Wo) - -y -3 [ hj(SW(s)ds} Ty

= 1- Tj( ) j=1 7 to—=7;(to)
N ;s Nt
P TISet-ne)+Y [ his)e(s)ds
— 1 Tj<8) =1 =Tt

+ Z/t e—ffH(u)dU{—bj(S) +hi(s —1(s))(1 — TJ’.(s)) —75(8)Yo(s — 75(s))ds

—E:/xﬁfH”wH )(/ Uhxmwmmods (IL.7)

Ot 9(t) est la restriction de (P¢) (t) sur [m(to), to]. On pose

K =sup {e_ Is H(S)ds} (IL.8)
0
t

lim inf/ H(s)ds > —o0 (IL.9)
t—o0 0

1—% ‘ Ejl‘ )l ds

+Z/O e_fstH(U)du|—bj(3)+hj($—7'j<3))(1—T]/-(S))—'rj(s)‘ds

+Z/ St (s )l(/s TJ(S)|hj(U)|du> ds

<a<l (11.10)

Lemme I1.3.1 On admet que les hypothéses du lemme I11.2.1 et les conditions (II.8)-
(11.10) sont satisfaitées alors P : Sy — Sy.

Preuve. Tout d’abord supposons que la condition (II.11) est vérifiée. Pour voire P : S, —
Sy : En effet, la définition de P montre que il suffit de montrer que Py € Sy si ¢ est
continue. P coincide avec sur [m(ty), to] et pour ¢t > 0; les conditions (II.8-11.10) montrent

que
N to

cj(to)
Pl < K 1+Z A0S [ wsasll + e < oo
t

1_TJ tO j=1 Y to—T;(to)

Ainsi, Py est continuée et bornée. Reste démontrer que (Py)(t) — 0 quand ¢ — oo. Pour
cela, désignons par Iy, I, ...., I5 respectivement les cing termes dans I'expression (I1.7). 11
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est évident que le premier terme [; tend vers zéro lorsque t — oo, d’aprés la condition
(IL.11). En outre, du fait que ¢(t) — 0 et t — 7;(t) — oo pour, j = 1,...., N quand ¢ — oo
, le second terme Iy en (I1.7) tend vers zéro lorsque ¢ — co. Reste démontrer que chacun
des termes restants de (I1.7) tendent aussi vers zéro I'infni.

Soit ¢ € S une fonction fixée. Pour € > 0 donné, choisissons T > t; assez grand tel que
t—7j(t) = Ty, j = 1,2...., N, implique |¢(s)| < e si s > t — 7;(t). Par conséquent, le
troisiéme terme I3 en (I1.4) satisfait

N t t t
L= [ weeeal < [ nGlldelds e [ s <a
jzlt—rj(t) t—5(t) t—7;(t)

Cela démontre que I3 — 0 quand t — oo. Considérons maintenant le terme I,. tant donné
e > 0, il existe Ty > to tel que s > Ty implique |p(s — 7;(s)) < € pour j = 1,2,...,N.
Ainsi, pour t > T}, le terme I dans (I1.7) satisfait

4] = | Z/t e i Hduty (s) + hy(s —7;(s))(1 — 7(s)) = r;(s)}o(s — 75(s))ds|
< 2 /to ! e‘fﬁH(u)du| bj(s) + hj(s —75(8))(1 = 7i(s)) — rj(s)| |¢(s — 7;(s))|ds

+;/T1 e S| b (5) + (s — 75(s)) (1 —7i(8)) —1(s)] (s — 5(s))]ds.

Par suite

o>m(to

1< sl 3 [ e IO by (s) s = ()1 = 7o) = o)l

+ 6;/T1 e*f;H(u)du‘ bj(s) + hj(s — Tj(S))(l — TJ/(S)) _ Tj(8)|d5.

Selon la condition (II.11) , nous pouvons trouver Ty > T7 tel que ¢t > Ty implique

sup (o) 32 [ e IO (5) s = ()1 = 7)) = ol

o>m(to

J
o>m(to)

N T
= sup [plo)fe H0 S [ e SO b ) 4y (s - 1y(5)(1 = 7(5) 1)l ds
j=1 "t
<€
Maintenant ,appliquons (I1.10) pour aboutir a |I;| < e+ ae. Cela montre bien que I, — 0
quand t — oo. Pour chaque € > 0, il existe un T} > ty tel que s > T} implique que

|z(s — 7;(s))] < e pour j = 1,2,...., N Ainisi, pour ¢ > Tj, le dernier terme [; dans
(I1.7)est satisfaisant
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15| =

e~ Js Hwydu pp( )( / i hj(u)¢(u)du> ds
< Z / (s ( [ . |hj<u>||so<u>|du) s

s Z [ s ( [ rhj<u>|\so<u>rdu> s

< s [olo |Z [t ( I T]()|hj<u>|> s

Par (I1.11), il existe Ty > T} tel que ¢t > Thimplique

s | |Z/ e d"|H<>|(/ ()|hj<u>|>ds<e

Faites une demande (5) pour obtenir |/5| < € + ae < 2¢ . Ainsi, I; — 0 comme t — o0
.De meme nous pouvons montrer que le reste des termes dans (I1.7) le zéro d’approche
comme t — 00.Cela céde (Py)(t) — 0 comme ¢ — oo et dorénavant Py € Sy, =

Lemme I1.3.2 Sous les conditions des lemmes 11.2.1 et 11.53.1. On a [’application P :
Sy — Sy est une contraction.

Preuve. Aussi, par (II1.10).D’autre part, selon la condition (II.10), P est une contraction
avec une constante o . En effet, pour ¢,n € Sy et ¢ >0

Z/t s)|ds

i Z/ o™ F ]~y (5) 4 hys = 7(5)) (1= 7(s)) = 7y(s)lds

+ Z/ Sl )(/ o |hj(U)IdU) d8] I —nll

La condition (II.10) montre que P est une contraction avec une constante « . P est trivia-
lement une contraction sur [m(ty),to]. D’aprés le principe de l'application contractante,
Théoréme (1.2), P admet un point fixe unique ¢ dans S qui constitue une solution de
I'équation (4) avec z(t) = (t) sur [m(ty), o] et x(t) = z(t,tp,¢) — 0 quand ¢ — co. m

Avant d’expliciter cette construction, nous énoncons une définition importante de la
stabilité

_cls)

_/
17]

Mz

((Po)(t) — (Pn)(t |<[

J=1

Définition I1.3.1 La solution triviale de (I1.1) est stable en t =ty si, pour tout € > 0, il
existe un & = § (e,ty) > 0 tel que si [t € C (to) : ||| < 8] alors |z (t,t0, )| < € quel que
soit t > m (to).
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Définition I1.3.2 La solution triviale de (11.1) est asymptotiquement stable si elle stable
ent =t et il existe un § > 0 telle pour toute fonction [ € C (ty) : ||| < d1], la solution
x satisfaisante x =1 sur [m (to) ,to] tend vers zéro lorsque t — oc.

Théoréme 11.3.1 Sous les hypothéses des lemmes 11.2.1-11.53.2. Alors la solution zéro de
(I1.1) est asymptotiquement stable si et seulement si

t
/ H(s)ds — oo lorseque t — o0 (I1.11)
0

Preuve. Pour obtenir la stabilité asymptotique, nous devons montrer que la solution
zéro de (4) est d’abord stable. Etant donné e > 0 , on choisit 0 > 0(c < €) satisfaisant
20 K+ae < e. Six(t) = x(t, to, 1) est lasolution de (4) avec || ¢ ||< o, alors z(t) = (Px)(t)
, ou P est définie par la formule (I1.7). On affirme que |z(t)| < € pour tout ¢ > t;. Notons
que |z(s)| < e sur U'intervalle [m(ty), o). S'il existe t* > 0 tel que |z(t*)| = € et |z(s)| < €
pour m(ty) < s < t*, alors a partir de I1.7), on en tire

lz(t*)| < ||¢\|< +Z/to o |ds> T Hwdu
+ei [ s

+EZ/ I (5) 4 hy(s — 7(5))(1 = 7(s)) — ry(s)ds

+GZ / S ()| ( | . rhj<u>|du) ds

j=1 tr—7;(t*)
< 20Kef0 Wdv 4 e < €

ce qui contredit la définition de t*. Ainsi, |x(f)| < € pour tout ¢ > 0, et la solution zéro de
(4) est stable. Ceci montre que la solution triviale de I’équation (4) est asymptotiquement
stable si la condition (II.11) est valable.

Inversement, supposons que la condition (IT.11) n’est pas valide. Alors, la condition
(I1.9) permet de construire une suite t,, avec t, — oo quand t — oo et telle que

tn

lim H(u)du =1,
n—oo 0
pour un certain [ € R. Choisissons une constante positive J satisfaisant

tn
—J g/ H(u)du < J,
0

pour tout n > 1. Pour simplier les écritures on pose

W(s) := Z/ | (hj(s —7;(s)) + Bs, s — Tj(S))) (1 — T]/(S)) —rj(s)|ds

i—1 to

+ 3 IH(s)] ( | s +Bj<s,u>|du> ,
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pour tout s > 0. On a d’aprés la condition (I1.10)

tn o,
/ els" HWduy,(6Yds < o
0

Cecl entraine

tn
/ eJo HWduy(§)ds < aeh" Hudue < 7
0

tn s

La suite [ e~ Jo Hwdwy)(5)ds est bornée, donc elle admet une sous suite convergente. Sup-
0

posons, pour simplier ’écriture, que

tn
lim elo HWduy, () ds = ~
n—oo 0

pour certain 7 € R, et choisissons un entier positif m assez grand tel que

tTL
/ elo HWduyy(§)ds < 5 /4K
0

pour tout n > m, avec &y > 0 vérifiant 260 Ke’ + o < 1.

Selon (I1.9), la constante K donnée dans la formule (II.8) est bien définie. Considérons
maintenant la solution z(t) = x(t, t;, ¥) de 'équation (I1.1) avec 1(t,,) = dg et [1(t)]| < &g
pour s < t,,. Nous pouvons choisir ¢ de sorte que |z(t)| < 1 pour ¢t > t,, et,

Vi) =Y [Lﬁ’”w(tm ~ ) + |

1 —7(tm) = (tm)

tm

hj(s)x(s)ds] > 150

[\]

. Si z(t) = (Px)(t),n > m, alors on en déduit, partir de (IL.7), que

i[l_T tn—rj(tn))+/

ln

tn—Tj (tn)

hj(s)x(s)dsl

tn n
> %50 f H(u)du _/ e Js H(u)duw<8)d8
tm
Lo it guya g mde [ Hw
tm

tn
ez (g, s / oI N ()

> ¢ Jum Hl <60—K/ d“W()d)

1 1
> ~gge Jem Hd > 25 0= (I1.12)
4 4
D’autre part, si la solution zéro de (II.1) est asymptotiquement stable, alors x(t) =
z(t,tm, ) — 0 quand ¢ — oo. Comme t,, — 7;(t,) — oo quand n — oo alors compte
tenu de (I1.10), on aura

in

x(t,) — Z [%x(in —7(tn)) + / h;(s)x(s)ds

= 1 —7j tn—j(tn)

—0

quand n — oo. Or ceci est une contradiction avec la condition (II1.12). Ainsi la condition
(I1.11) est nécessaire pour la stabilité asymptotique de la solution zéro de (II.1). Ceci
achéve la démonstration. m
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Remarque 11.3.1 I en résulte de la premiére partie de la preuve du Théoréme (2.5) que
la solution zéro de (I1.1) est stable si les conditions (I1.9) et (I1.10) sont vérifiées. En
outre, le Théoreme (2.5) reste toujours valide si la condition (I1.10) est satisfaite pour
t > ts pour un cetain ts € R,.

Dans le cas particulier N = 2,77 = 0,79 = 7,by = a,bp = b,c; = 0,c5 = ¢, nous
obtenons le corollaire suivant.

corollaire I1.3.1 Supposons que T est différentiable,et 7'(t) # 1 pour tout t € R, et
qu’une fonction hj : [m;(ty),00) — R continue pour j = 1,2 et une constante a € (0,1)
existent et vérifient pour t > 0

et
o(t) t
’ 1 - T’(t)‘ " /t—T(t) a(s)]ds
+/o e I HO (| _ g(s) 4 hy(s)] + | = b(s) + ha(s — 7(5))(1 = 7/(s)) — 7(s)|)ds
te_fstH(“)d“ s ) ho(w)|du | ds
- 1 >|(/“(S)| (u) )
<« (I1.13)

H(t) =Y hi(t) etr(t) = () H(E) + C’(t)(] 1(1_—72'(75)) +e(t)r"(1)

j=1

Alors la solution zéro de (7) est asymptotiquement stable si et seulement si
/ H(s)ds — oo lorsque t — oo
0

Remarque 11.3.2 Quand hi(s) = as) et ha(s) = h(s) — a(s),corollaire (2.1) réduit a
Théoréme (2.4). Pour le cas spécial ¢;(t) = 0 nous pouvons obtenir

corollaire I1.3.2 Supposons que 7; est différentiable, et il existe une fonction h; : [m;(ty), 00) —
R continue pour j = 1,2,..., N et une constante o € (0, 1) existent et vérifient pour t > 0

et

Z N |ds+2 O )4 s = )1
—i—Z/ e i H@w) I H(s)] (/S T(S)|hj(u)\du) ds (I1.14)

<«
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ol

Alors la solution zéro de (6) est asymptotiquement stable si et seulement si
t
/ H(s)ds — 00, t— o0
0

Remarque I1.3.3 Quand h;(s) = b;(g;(s)) Pour j =1,2,...., N, corollaire (11.3.2) réduit

au Théoréeme .

II.4 Application

un exemple pour illustrer les résultats du Théoréme (2.5).
Exemple 11.4.1 Considérez [’équation de différentielle de retard neutre linéaire suivante
2(t) = —bi(8) (= 71(8)) — ba(t)z (¢ — (1)) (IL.15)
o1
71(t) = 0.273t et 7o(t) = 0.289¢

1 1
()=~ et by(t) =
=Gy "0 = gy

Alors la solution zéro de (I1.15) est asymptotiquement stable.

Preuve. Choisissions hy(t) = ho(t) = 0.62/(t + 1) dans le Corollaire (2.2), on a H(t) =
1.24/(t+1) et

2 t t t
0.62 0.62
E / |hj(s)|ds:/ ds—l—/ ds
=1 St oo S+ 1 o1 S+ 1

t+1 t+1
—0.62m—Tt L oeom
Mot U O

< 0.4092

et

2 t . S t t 1.24

3 / e~ It Hdu| pr ()] / By ()] du | ds < / e~ 1021/ 2 g 40095
2 Jy . 0 1+s

—7;(s)

< 0.4092

Z_;/o o~ Ji H(w)du |=b;(s) + hy (s — tau(s)) (1 —7(s)) — r;(s)| ds

t t
. 1 / eff:(1'24/(u+1))du1 - 124 X 0727 d + 1 / eff:(1'24/(u+1))du1 — 124 X 0711
0 0

) 0727s+1  °T 5 0.711s + 1

t
_ 1 (1-124x0.727 1124 %0711 / Oy 124
2\ 1.24 x 0.727 1240711 ) J, s+ 1

< 0.1218

S

29



Chapter 2 Stabilité asymptotique

Il est facile de voir que toutes les conditios de Corollaire (2.2) tiennent pour o = 0.4092 +
0.4092 + 0.1218 = 0.9402 < 1. Ainsi, le Corollaire (2.2) implique que la solution zéro
(11.15) est asymptotiquement stable. .

Pourtant , le Théoréme (2.2) ne peut pas étre utilisé pour vérifier que la solution zéro de
(I1.15) est asymptotiquement stable. En fait, by (g1(t)) = 1/(2t + 2),b2 (g2(t)) = 1/(2t +
2), and Q(t) =1/(1+1t). Ast — o0

t t 1 t 1
ds —/ ds+/ ds
Z /t—rj () 0.727¢ 28 + 2 o.711¢ 25 + 2

7=1
1 AR t+1
o M0+ 1 2 oIt £ 1

1
— —5 (0.727 x 0.711),

o I Qi b (o) du ) d
> [ e aiae ( [ ) u) ;

t s s
_ / o L L ( / L g+t / ! du) ds
0 T+s \Jorors 2u+2 0.711s 2U + 2

1 t
- 20t + 1) /0 2In(s +1) —In(0.727s + 1) — In(0.711s + 1)]ds
t+1/0.72 t+1/0.711
=In(t +1) - t+ 1/0.77 n(0.727t + 1) — t+1/07l In(0.711¢ 4 1)

20t +1)
1
— —5 (0.727 x 0.711),

Z/ W (b ()] |7i(s)| ds

1 bos+1 |
= o213 [ —— T _ds+0280 [ — - g
2(t+ 1) { /0 om2s i1 @ /0 0.711s + 1 8}

2(t+ 1)

1 0.273t  [0.273\° 0.289¢ [ 0.280)°
— - In(0.727¢ + 1 _ In(0.711¢ + 1
20t +1) | 0.727 (0.727) n( O+ 5 (0.711) ( +1)
10273 0289
2 \0.727 " 0.711

Ainsi, on a

2 t
limsup{Z/ i (g5(s ]ds—i—Z/e /i Qu W |p (5 ()] [7(s)] ds
—1 Jt=T;(t

+Z/ e [ @mQ(s) (/ T()ij (gj(U))ldU> ds

1 /0.273  0.289

~ 1.0509
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En plus, le coté a gauche de I'inégalité suivante augmente dans ¢ > 0, la existe alors un
to > 0 tel cela pour t >

Z[ ) (4, MHZJ’SWWWﬂwmm

+§2/“f@WMQ n(LT@J@@xwﬂmOds>L%-

Cela implique que la condition ( //.10 ) ne tient pas. Ainsi, Théoréme (2.2) ne peut pas
étre appliqué Eq. (I1.15) m

Remarque 11.4.1 Ezemple (2.1) est valid por certains des relations d’inégalité bien choi-
sies sur T;,j = 1,2. Par exemple, Si nous laissons 0.251t < 7(t) < 0.294¢, 1»(t) =
0.289¢,b1(t) = 1/(1.454t + 2) et bo(t) = 1/(1.422t + 2), alors nous obtenons des résultats
de stabilité asympototic de la solution zéro (3.1) mais le Théoréme (2.2) ne peut pas étre
appliqué pour de telles valeurs.

Exemple 11.4.2 Considérez I’équation de différentielle de retard neutre linéaire suivante

2 2

D) == bit)r (t—75(t) + > c;(t)a (t — 75(t)) (I1.16)

J=1 Jj=1

ot Ti(t) = 0.221¢, () = 0.217¢,by(t) = 1/(1.558¢ + 2),ba(t) = 1/(1.566t + 2), c1(t) =
0.031, c2(t) = 0.025. Alors la solution zéro de (11.16) est asymptotiquement stable.

Preuve. Choissions hy(t) = ho(t) = 0.63/(t + 1) dans le Théoréme (2.5), on a H(t) =
1.26/(t+1) et

2
¢;(t) 0.031 0.025
= < 0.072
2 1—7/(25)‘ ’1—0.221 =02 ’
j=1 J
2 063 b 0.63
o= [ S [ e
¢ o779t S 1 o783t S+ 1
t+1 t+1
= 0.63ln ————— 4+ 0.63In ————
Moot P ORI+
< 0.312
E 1.26
Z/ e~ Ji H@du 1y (4| / |hj(u)| du ds</ e Js(1:26/(ut)du _ =2 () 312ds < 0.312,
5—Tj(s) 0 s+1

et

;/0 o= JL H(w)du |=b;(s) + hy (s — 75(5)) (L= 7(s)) —r;(s)| ds
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11.26 x 0.779 —1  0.031 x 1.26
2 0.779s+1 0.779(s + 1)
n /t ey | 1126 X 0.783 = 1 0.025 x 1.2
; 2 0.783s + 1 0.783(s + 1)
11-126x0779 0031  11-126x0.783  0.025 /t sy 126
2 1.26 x 0.779 0.779 2 1.26 x 0.783 0.783 /) J, s+1

< 0.088

S

t
:/ 6—f;(1.26/(u+1))du
0

S

|
Il est facile e voir que toutes les conditions de Théoréme (2.5) tiennent pour a =
0.072 + 0.312 4+ 0.312 + 0.088 = 0.784 < 1. Ainsi , Le Théoréme (2.5) implique que la

solution zéro (/1.16) est asymptotiquement stable.
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— Chapitre Il
Existence des solutions périodiques
positives d’'équatoin a retard

III.1 Introduction & 1’équation

Le modéle qui a été considéré est un systéme d’équations différentielles & retards du
type neutre motivé par une application biologique. On considére le probléme a retard

0 "

x(t) — ¢ / K(r)z(t+r)dr | =a(t)z(t) — )\b(t)/ K(r)f(x(t+r))dr (ITL.1)

0 " 0

z(t) — ¢ / K(r)z(t+r)dr | =—a(t)x(t) + Ab(t) / K(r)f(x(t+r))dr  (1I1.2)

Ou A est un paramétre positif; ¢ est un constant avec |c| < 1;a(t) € C(R, (0,00)),b(t) €
C(R, (0,00)), a(t) et b(t) sont des fonctions continues w-périodiques f(z) € C(R, (0,00)); K(r) €
C((—00,0],[0,00)) et ffoo K(r)dr = 1.Avant d’entamer le cas général, nous rappelons
d’abord que Wu dans [22] a proposé une méthode pour établir un théoréme d’existence
d’une solution périodique pour I’équation

(z(t) — cx(t — 9))" + a(t)x(t) = Ab(t) f(z(t — 7(1))) (II1.3)

ou A > 0, et ¢sont des constants avec |c| # 1,a(t),b(t) € C(R, (0,00)), f € C([0, 00), [0, 00)
) et a(t),b(t), 7(t) sont w des fonctions continues périodiques. Dans ce chapitre, Nous al-
lons donner un résultat d’existence de la solution du probléme périodique pour cela nous
utilisons alors le théoréme de Krasnoselskii qui est trés robuste et ecace pour montrer
'existence d’une solution périodique de(I11.1) et (II1.2). Un choix convenable des hypo-
théses permet de valider les conditions de ce dernier théoréme de sorte qu’une solution
périodique du probléme étudié est concluée.

I11.2 Reésultats Préliminaires

L’objet de cette partie est de présenter les résultats intéressants pour l'existence de
solutions périodiques. En effet soit

X ={z(t) e CR,R) : z(t + w) = z(t),t € R}
avec la norme

lz]] = sup [z(t)].
te[0,w]
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Chapter 3 Existence de solution périodique positive

Clairement, (X, || - ||) est un espace Banach. On définit les ensembles

ChH = {z(t) € C(R,(0,+00)) : z(t + w) = z(t)};
C, = {z(t) € C(R,(—00,0)) : z(t + w) = z(t)}.

Et dénotons par

M = max{a(t) :t € [0,w]}, m =min{a(t):t € [0,w]},

B = VM,

Y R ey
B(1 — exp(—pw))’ 28(1 — exp(—pw))’
cos 22 ﬁ” 1

AQ —

—, By — —
ZBsm? ? QBsin%”

on pose
F(z) =b(t)f(z(t+r)) —ca(t)x(t + 1)

Pour obtenir notre résultats nous donnons d’abord quelques lemmes.
Lemme II1.2.1 L’équation
y"(t) — My(t) = h(t),h € C; (I1.4)

admet une solution continue w-périodique.

tH+w
y(t) :/t G1(t, s)(—h(s))ds (IIL.5)
o exp(—B(s — 1)) + exp(B(s — t — w))
28(1 — exp(—puw)) |

Preuve. D’abord il est facile de voir que I’équation homogéne associ¢e a (I11.4) admet
une solution donnée par

Gi(t,s) = € [t,t+ w] (I11.6)

y(t) = crexp(pt) + ca exp(—pt)

En appliquant la méthode de la variation de paramétres on trouve que

i) = "OSPEID, g)  MOw(PD
le fait que y(t) et y/(t) sont des fonctions préiodiques on a donc
B 9 h(s) exp(—B(s — w))
alt) = /t 2501 — exp(B)) ds, (IIL.7)
" h(s) exp(B(s — w))
() / 28(exp(—Ba) — 1)

Donc o
sy = [ Gilts)hls)ds,
t
ou G1(t,s) est donnée par (I11.6). m

Lemme II1.2.2 wa Gi(t,s)ds = ﬁ et 0 < Ay < Gi(t,s) < By pour tout t € [0,w] et
s €[t t+wl.
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Chapter 3 Existence de solution périodique positive

Preuve. Selon la définition de G1(t, s), il est facile de voir que %(St’s) = 0 si seulement
si s =t+ 5. Alors le fait que
—Bw
w exp (=2)
)T B (e
1+ exp(—fw)

Gl(tat) = Gl(t7t+w>: :Bb

2B(1 — exp(—pw))
Ona0< A; <Gy < By. En plus,

" [T exp(—B(s — 1)) + exp(B(s — t — w)) o
/ Gi(t,s)ds = /t 28(1 — exp(—pw)) !

B 1 1 . 1 . t+w
- e |5 e = )+ Fe(a(s — - w)|
1 1 1
e | e~ 1+ S - exp(-g0)
1 2
= 20 e pwy P
_ 11
= BT
|
Maintenant nous étudierons la géneéralistaion de ( I11.4)
y'(1) = alt)y(t) = h(t),h € C (IIL8)
Nous définissons les applications 77, By : X — X
) / G (¢, 5)(—h(s))ds, (I1L.9)

(Bly) t) = [-M+af(t )]y(t)

Clairement T3, By sont complétement continues, (71h) (t) > 0 pour h(t) < 0 et || By]| <
M — m. par le Lemme (III.2.1), la solution (III.8) peut étre écrite sous la forme

y(t) = (Tyh) (t) + (T1 Byy) (t) (I11.10)
Depuis .
|78y < T 1Bl < o7 (M —m) =1— = <1, (IIL.11)
alors
y(t) = (I —TyBy) " (Tyh) (t) (I11.12)

Soit I’application P : X — X
(Puh) (t) = (I = TyBy) ™" (Tyh) (t) (IML.13)

Remarque I11.2.1 il est évident que y(t) = (Pih) (t) est l'unique solution continue w-
périodique de (111.8) pour toute h € C.

Lemme II1.2.3 P, est complétement continue et satisfaisant
M _
(Thh) (t) < (Pyh) (t) < pr 710, k€ C, (II1.14)
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Chapter 3 Existence de solution périodique positive

Preuve. En appliquant la formule Neumann pour P; on trouve que

P = (I-TyB)™'Th (I11.15)
= (I+ DB+ (MB) +- +(LB)" + ) Th
= Ty +T\B\T1 4+ (T\B)* Ty + -+ (T\By)" Ty + - --

Comme 77 et By sont complétement continues alors P; est aussi. D’aprés (I11.15), || 71 By || <
1 — 55, et (Tyh) (t) > 0 on en déduit que, pour h(t) < 0

(Th) (1) < (PR (1) < - |(Tum) (1) b < €

|
En utilisant un raisonnement analogue on montre que

Lemme II1.2.4 L ’équation
y'(t) + My(t) = h(t),h € CF (I11.16)

admet une solution unique continue w-périodique donnée par

y(t) = /tt+w Gso(t, s)h(s)ds (IIL.17)

ou
cosﬁ(%—i—t—s)

Gs(t,s) =
2(t, ) ZBsin%”

€ [t,t +w] (111.18)

Preuve. D’abord il est facile de voir que I’équation homogencous associée (I11.16) admet
une solution y(t) = ¢; cos ft+ cosin ft. En appliquant la méthode pour la variation de
parameétres, nous arrivons

40 = =3, 0 =57

En remarquant que y(t),y'(t) sont des fonctions périodique ce qui conduit que

Cl(t) _ /t't+w ]’L(S) CcoSs (3 - u_)) dS Cg(t) _ /;t+m ]’L(S) sin (3 - g) ds (11119)

203 sin 2% 5 23 sin 52“’

h(t)

alors "
y(t) = c1(t) cos Bt + co(t) sin ft = / Gy(t, s)h(s)ds
t
ot Go(t, s) est donnée par (II1.18) m

Lemme II11.2.5 On a, [/" Ga(t,s)ds = L, En outre, si max{a(t) : t € [0,w]} < (5)2;

alors 0 < Ay < Gs(t,s) < By pour tout t € [0,w] et s € [t,t + w]

Preuve. Par définition de Ga(t,s), on a

t+w t+w g_i_t_ o w+t_
/ Ga(t, s)ds :/ 60852(2. Bw S) ds = Smﬁz( 8)
t t 3 sin 5 23 sm—

t+w

1 1 1

232 95 T I

36



Chapter 3 Existence de solution périodique positive

D’autre part, il est facile de voir que %it’s) = 0 si seulement si s = ¢ + ¢. Alors le fait
cela 5
cos &2
Go(t,t) = Go(t,t +w) = —255 = A
203 sin 5

w 1
G <t,t —): ~- B
2\ 9) T 2Bsme T

Comme max{a(t) : t € [0,w]} < (5)2, On remarque que 0 < %‘" < 7, ensuite 0 < 2f3sin %w
et 0 < COS%‘" < 1, ce qui implique que 0 < Ay < Ga(t,s) < By pour tout ¢t € [0,w] et
seft,t+w. m

Maintenant nous étudions 1’équation suivante conforme (I11.16),

y'(t) +a(t)y(t) = h(t), heCt (I11.20)
Définissent 15, By : X — X par

(Tyh) (1) = / "Gt s)h(s)ds,  (Bay) (t) = [M — a()]y(0). (111.21)

Clairement T3, By sont complétement continus , (73h) (t) > 0 pour h(t) > 0 et ||By| <
M — m. par le lemme [11.2.4, la solution de (II1.20) peut étre écrite dans la forme

y(t) = (Tah) (1) + (TaBay) (1) (I1.22)
depuis [|ToBs|| < || T3] || B2|| < %( m)=1-7<lona
y(t) = (I = TyBy) ™" (T2h) (2)- (111.23)
On définit 'application P, : X — X par
(Pyh) (t) = (I = TyBy) ™" (Txh) (t) (IT1.24)

Clairement, Si [nax {a( )} < (= ) .y(t) = (Pyh) (1) est une solution positive w-périodique
de (III.20).pour toute heCf

Lemme II1.2.6 P, est complétement continue. En outre, si max{a(t) : t € [0,w]} <

(5)2, alors

(Tah) (1) < (P2h) (1) <

NS

|(Txh) ()], pour toute h € CI. (I11.25)

II1.3 Transformation et inversion de I’équation

Rappelons ’équation (II1.1), et réécrivons cette équation sous la forme équivalente,

( —m/ K(r me>
_ ( —c/K t+md)

+ calt / K(r t+mm—mm/ K () f(a(t +7))dr
K

—00

—c/ K(r me)

—\b(t) f(z(t + 7)) + ca(t)x(t + r)|dr. (I11.26)

+/_m
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Chapter 3 Existence de solution périodique positive

En prenant y(t) = x(t) — cfi)oo K(r)xz(t + r)dr, alors on peut transformer (II1.26) sous
une autre forme en écrivant, formellement

y'(t) —a(t)y(t) = /_ K (r)[=Ab(t) f(x(t + 1)) + ca(t)z(t + r)]dr. (I11.27)

On définit les applications @1, S : X — X par
(Qix)(t) = P (/_ K(r)[=Xb(t) f(x(t 4+ 1)) + ca(t)z(t + r)]dr) (II1.28)
(Sz)(t) = c/_ K(r)x(t + r)dr.

Remarque I11.3.1 A partiés de (111.27) et (I11.8) il est facile de voir que l'existence
de solutions périodiques de (111.1) est équivalente a l’existence de solutions de I’équation
opérationnelle de la forme

Qz+Sr =2, v€X (I11.29)

Rappelons 'equation (I117.2). Il peut étre réécrit comme

( —w/ K(r t+mdy

__ <xﬂ—c/‘JQHx@+ﬂm>

- AB(t / K () f(2(t + ))dr — ca(t) / K(r)a(t +r)dr

_ (ﬂ—c/meﬂHwMO

+ /(; K(r)[Ab(t) f(x(t + 7)) — ca(t)z(t + r)]dr (111.30)

En prenant y(t) = z(t) — cffoo K(r)z(t + r)dr, alors (I11.30) est transformée comme
suite

y@+dm®—[>MMM®ﬂW+M—w®W+ﬂW (T11.31)

Définissons des opérateurs (5,5 : X — X par

(Qax) (1) = (/ K(r)[Ao(t) f(x(t+ 1)) — ca(t)z(t + T)]d?”) (I11.32)

c/wKwnu+nm

Remarque I11.3.2 On observe que a partiés de (111.31) et (111.20), l’existence de so-
lution périodique de (I11.2) est équivalente a ’existence d’une solution de [’équation opé-
rationnelle qui peut se mettre sous la forme

Qrx+Sr=2, ve€X (I11.33)

Lemme II1.3.1 Q;(i = 1,2) sont des applications complétement continues dans X .
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Chapter 3 Existence de solution périodique positive

Preuve. Le fait que P;(i = 1,2) sont des applications complétement continues dans X.
[ |

Lemme II1.3.2 Si|c| < 1,5 est contractante.

Preuve. Pour toute x1,25 € X, on a f?oo K(r)dr =1 On conclut que

(S (8) — (Se)(t)] = e /_ K (r)as(t + r)dr — ¢ /_ K (r)as(t + r)dr

c/ K(r)zi(t+7) —xa2(t +r)] dr
/O K(r)dr

qui 'implique |[(Sz1)(t) — (Sz2)(t)|| < |e|||x1 — 22||. Par conséquent , S est une applica-
tion contractante si [¢| < 1. =

< efflzy = 2

= lefflzr = 2o

I11.4 Existence de solution périodique positive

Dans cette partie, nous considérons d’abord le cas particulier ot A = 1, ensuite nous
considérons le cas générale.

II1.4.1 Cas: A =1.
Théoréme II1.4.1 sice (0,1) et

1
(1—c)ce< F(x) <1—c pourtout t €[0,w| et x € {%, —} ) (I11.34)
m

Alors (I11.1) admet au moins une solulion positive w-périodique x(t), avec 0 < <

x(t) < L.

£
M

Preuve. On a
c 1

M? E]}
c’est évident que K; est un ensemble convexe fermé borné dans X. De plus, pour tout
x € K7, il est facile de vérifier que @1, S qui défini comme (I117.28) sont continus et

(@Q2)(t +w) = (Qur)(1), (S2)(t + w) = (5z)(1)

Clest, Q1(K7) C X, S(K;) C X. Ensuite, nous affirmons que @z + Sy € K; pour tout
z,y € K;. Depuis F(z) > (1 — ¢)c > 0 ce qui implique

Ki={reX: :ze]

/_ K(r)[=b(6)f (x(t + 7)) + calt)z(t + r)dr < 0

et pour tout x,y € Ky, par Lemmes I11.2.2 et I11.2.3, on a

(111.35)

1
m

Qua(t) + Sy(t) <
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Chapter 3 Existence de solution périodique positive

D’autre part, par Lemmes I11.2.2 et 111.2.3

Qua(t) + Sy(t) > % (I11.36)

Combinant (I71.35) et (I11.36), on a Qyz + Sy € K; pour tout z,y € K;.

De plus, de Lemmes I11.3.1 et 111.3.2, @); est complétement continue et S est un opérateur
contractuel en X. D’ott par Théoréeme I11.4.1, @); + .S a un point fixe v € Ky, c’est-a-dire,
(II1.1) admet un solution positif w-périodique x(t) avec

C

0< 7 Sat) <

1
-
]

Théoréme I11.4.2 Sic=0 et 0 < F(z) <1, alors (I11.1) admet au moins une solution
positive w-périodique avec

1
0<z(t) < —
m

Preuve. Dans ce cas dégénéré, S est I'opérateur zéro.On a

Klz{xeX:xE[O,%]}

comme dans le Théoréme I11.4.2. Suivant les étapes de la preuve du Théoréme I11.4.2, nous
obtenons facilement que I'Eq. (/71.1) admet au moins une solution positive w-périodique
avec 0 < z(t) < +. Depuis F(z) > 0,il est facile de voir de (111.29) et (111.36) Cette
x(t) > 0, i.e. (/11.1) admet au moins un solution positif w-périodique z(t) avec 0 < z(t) <
|

1
Théoréme II1.4.3 Supposons que c € (—7;,0) et

—cM < F(z) <m, pour tout t € [0,w] etz € |0,1], (I11.37)
ensuite (I11.1) admet au moins un positif solution w-périodique x(t) avec 0 < z(t) <1

Preuve. On a

Ky={reX:xe|0,1]}.

Evidemment, K5 est un ensemble convexe fermé borné et Qi(K,) C X, S(K,) C X.
Lemmes II1.3.1 et I11.3.2 tient toujours, et nous avons seulement besoin de prouver Qx +
Sy € Ky , Vz,y € K,. En fait, pour tout z,y € K, on a de Lemmes I11.2.2 et 111.2.3
que :

Q1x(t) + Sy(t) < 1 (I11.38)

D’autre part, par Lemmes 111.2.2 et 111.2.3
Q1x(t) + Sy(t) = 0 (I11.39)

Donc de ([11.38) et (I11.39), on a Q1z + Sy € Ky pour tout z,y € K,. Figure F(x) >
—cM, de (I11.29) et (I11.39), c’est clair que z(t) > 0, Par conséquent 0 < z(t) < 1,
c’est-a-dire ’'Eq. (III.1) admet une solution positive w-périodique = avec 0 < z(¢) < 1. m

Considérant 'opérateur Eq. (/71.33) de la méme maniére que ci-dessus, nous pouvons
obtenir les résultats suivants :
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Chapter 3 Existence de solution périodique positive

Théoréme II1.4.4 Si max{a(t) : t € [0,w]} < (£)%,c € (0,1), et

1
(1—-c)e< F(x)<1—c pourtout t€|0,w] et x€ {i, —] (I11.40)
M m
ensuite (111.2) admet au moins un solution positif w-périodique x(t) avec 0 < 17 < x(t) <

1

Théoréme IIL.4.5 Si max{a(t) : t € [0,w]} < (£)>,¢=0, et 0<F(z

) < 1, ensuite
(II1.2) admet au moins un solution positif w-périodique x(t) avec 0 < z(t) < +

Théoréme I11.4.6 Si max{a(t) : ¢t € [0,w]} < (£)?, c€ (—3,0), et
—cM < F(z) <m,Vt € [0,w],z € [0,1] (I11.41)

Alors (I11.2) admet au moins une solution positive w-périodique x(t) avec 0 < z(t) < 1.

I1I1.4.2 Cas 2: A >0
On note

L(r) = max f(x), I(r)= min f(x), by = min b(t).

0<z<r 0<z<r te(0,w]
fo = lim _f(:c) et foo= lim _f(x)

z—0t X z—o0 I
ip = mnombre de zéros dans 'ensemble{ fo, fo},
ino = nombre d’infinis dans l'ensemble{ fo, fs }

D’aprés la définition de ig, 1o, il est clair que ig,i = 1,2. Nous allons maintenant
montrer que (I71.1) et (I11.2) ont ig ou i, solution positive w-périodique pour suffisam-
ment grand ou petit \, respectivement.

Théoréme II1.4.7 Supposons que Ab(t) f(x(t + 1)) > ca(t)x(t + r), avec ¢ € [0,1).
st fo =20, puis (I11.1) admet un solution positif w-périodique pour
cMriw

1(r1) [;"b(s)ds

Preuve. si fy = 0, on peut choisir 0 < 7 < 1 pour que f(z) < ex pour 0 < z < ry,00
e > 0 satisfait

A2

M w
A—Ble/b(s)ds +c<1
m
0

. Soit Ky = {x € X : 0 < x(t) < ri}, il est facile de voir que K est un ensemble borné
fermé convexe de z, et Q1(K;) C X,S(K;) C X. Dans la suit , nous montrerons que
Qix+ Sy € Ky, Vx,y € K. pour tout =,y € Ky,

(Quz)(t) + (Sy)(t) < 1. (I11.42)
D’autre part, par f(x) > I(r1) pour € K, on a pour tout z,y € K; que

(Qiz)(t) + (Sy)(t) = 0 (111.43)
SiA> %. Puis & partir de (/11.42) et (111.43), on a Q 1z + Sy € K, pour tout

x,y € Ki.De Lemmes II1.3.1 et 1I1.3.2, ); est un opérateur complétement continu, S
est un opérateur contractuel. Par conséquent, ()1 + S admet un point fixe x € K; par
Théoreme I11.4.1. Figure Ao(t) f(x(t+71)) > ca(t)x(t+7r), de ([11.29) et (111.13), on peut
avoir 0 < z(t) < 1y, ce qui signifie z(¢) est un solution positif w-périodique de (I77.1) =
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Chapter 3 Existence de solution périodique positive

Théoréme I11.4.8 Supposons que \b(t) f(x(t + 1)) > ca(t)z(t +r) détient, c € [0,1). si
foo =0, alors (I11.1) admet un solution positif w-périodique pour
3\ > (1 —c)Hy + cA1Mryw
= Al(ry) [y b(s)ds

Preuve. si f, =0, il existe H; > 1 tel que f(x) < ex pour z > H;.

Soit ry = max{2, Bifl }, et € > 0 satisfait

1—c)ram

)\rga/o b(s)ds — cmHyjw > ( B

onaKy={reX:H <uz(t) <r}, il est facile de voir que K, est un ensemble fermé
borné convexe de X. Dans la suite, nous montrerons que Q1x + Sy € Ky, Vr,y € K.
pour tout x,y € K5,0n a

Qrx(t) + Sy(t) <o (111.44)
D’autre part, par f(x) > l(re) pour z € [Hy,1s], ce qui signifie

Si\> u;;?{;gﬁfggzw De (111.44) et (111.45), on a Qix+ Sy € K, pour tout z,y € K.
0

Encore une fois par Lemmes I11.3.1 et I11.3.2, nous savons ); + S admet un point fixe

x € K par Théoréme I11.4.1. En outre, H; < z(t) < r9,ce qui signifie z(¢) est un solution

positif w-périodique de (I77.1). =

Théoréme II1.4.9 Supposons que Ab(t) f(z(t + 1)) > ca(t)x(t + r) détient, ¢ € [0,1), si
fo =00, alors (I111.1) admet un solution positif w-périodique pour

(1 —c)mrs
0< A< 5
== MBIL(r) [7 b(s)ds

Preuve. si fo = 0o, on peut choisir 0 < r3 < 1 de sorte que f(x) > nz pour 0 < z < r3,
et les constantes n > 0 satisfaire Aoy et a —cM > 0. ,0n a

Ky={xe X:0<x(t) <rs},

il est facile de voir que K3 est un ensemble convexe fermé borné de X. Dans la suite, nous
montrerons que Q x + Sy € K3 Vx,y € K3. Pour tout z,y € Kj,

(Quz) (t) + (Sy)(t) = 0. (I11.46)
D’autre part, par f(x) < L (r3) pour x € [0, 73], donc si A < MBl(Ll(;;))?Zi(S)dS, on a
(Quz) (1) + (Sy)(t) < 7s. (I11.47)

par (I11.46) et (I11.47), on a Q1x + Sy € K3 pour tout z,y € Kj.

Encore une fois par Lemmes I11.3.1 et I11.3.2, nous savons ); + S admet un point fixe
r € K3 par Théoréeme I11.4.1. Figure \o(t)f(z(t + r)) > ca(t)z(t + r), de ([11.29) et
(I11.46), on peut conculure 0 < z(t) < r3, ce qui signifie x(t) est un solution positif
w-périodique de (/11.1) =

Théoréme I11.4.10 On admet que \b(t) f(z(t +r)) > ca(t)z(t +r) détient, c € [0,1). si
foo = 00, ensuite (I11.1) admet un solution positif w-périodique pour

0< )< (1 —c)mry + emM By How
= MBiL(ry) [, b(s)ds
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Chapter 3 Existence de solution périodique positive

Preuve. si f,, = oo, nous pouvons choisir un Hy > 1 de sorte que f(x) > nx pour

B1Hy
Aq

x > Hy, soit r4 = max {2, }, et les constantes 1 > 0 satisfait

)\AlT]Hg/ b(S)dS — CA1M7’4CL) + CH2 Z H2.
0

ona Ky ={reX:Hy<zx(t) <rs},est facile de voir ¢a K, est un ensemble convexe
fermé borné de X. dans la suite, nous montrerons que Qix + Sy € K4 Vx,y € K4. Pour
tout x,y € K,

(Q1x) (t) + (Sy)(t) > Al)\an/ b(s)ds — cA1 Mryw + cHy (IT1.48)
0
D et o 1)< 0] pon - [ i done 1< et o
(Qux) (t) + (Sy)(t) <14 (111.49)

par (I11.48) et (I11.49), on a Qix + Sy € K, pour tout z,y € K,. Encore une fois par
Lemmes I11.3.1 et I11.3.2, nous savons )1 + S a un point fixe x € K, par Théoréme 3.1. en
outre, Hy < z(t) < ry,ce qui signifie z(t) est un solution positif w-périodique de (/711.1),
[ |

Des Théorémes I11.4.8 et 111.4.9, nous pouvons facilement obtenir

Théoréme I11.4.11 On admet que \b(t) f(z(t +r)) > ca(t)x(t + ) pour, c € [0,1). Si
fo = feo=0. Alors (I11.1) admet deuz solutions pour

N> max{ cMriw (1—c)H; + CAlMTQW}

[(r1) [y b(s)ds’ Ayl (r) [, b(s)ds

A partiés de Théoreme I11.4.10 et Théoréme I11.4.11 on peut conclure le théoréme suivant

Théoréme II1.4.12 On admet que Ab(t) f(z(t + r)) > ca(t)x(t + 1) pour ¢ € [0,1). si
fo = foo =00, Alors (II1.1) admet deuz solutions pour

0< A< min{ (1 — c)mry (1 —c)mry + CmMBlHQW}

MBiL(rs) [ b(s)ds’  MBiL(ry) [ b(s)ds

Remarque I11.4.1 si vous ajoutez U’hypothése max{a(t) : t € [0,w]} < (5)2, alors les
théoremes 111.4.7 et 111.4.12 sont valables pour 'Eq (111.2).
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Conclusion générale

1. Le but principale dans ce travail est de présenter une extension des résultats et
une amélioration des conditions. Cette extension s’applique & une classe plus large
d’équations intégro-différentielles/différentielles & retard fonctionnel non borné.

2. La méthode de Point Fixe a montré des avantages significatifs pour montrer 1 7exis-
tence d 7une solution et/ou conclure la stabilité asymptotique pour les problémes
non linéaire.
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Résumé

Le but de ce mémoire est d’étudier certaines propriétés essentielles de la solution
triviale de ’équation différentielle linéaire a variables retards étant donnée par

N

x/(t):—Zb](t) x(t — 7;(¢) +ZCJ "t —75(t)

Jj=1

Nous imposerons des hypothéses appropriées sur a;, c; et 7; de sorte que, pour
chaque fonction continue ¢ initialement donnée, une application P est définie sur
un espace métrique Sy, prudemment choisi de telle facon qu'un point fixe de P est

solution de I’équation traitée. Le résultat final est un théoréme qui offre des
conditions nécessaires et suffisantes pour la stabilité asymptotique de la solution
zéro. Ces Théorémes forment une étape significative dans la théorie de la stabilité
en général. Enfin, nous présentons des résultats sont, bien évidemment obtenus et
réalisés par la théorie de point fixe de Banach. Ensuite, nous intéressons a l’étude
d’un probléme d’existence de la solution périodique positive d’équation

0 "

(t)—c/K(r)x(t+r)dr a(t)z(t) — Ab(t / K(r)f(z(t +r))dr

0 ” 0

t)—c/K(r)x(t+r)dr —a(t)z(t) + Mb(t /K o 4 7))

Nous offrons ensuite quelques des hypotheéses suffisantes sur ¢, A, a,b et f pour
laquelle on s’assure que cette équation admet au moins une solution périodique
positive.
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Abstract

In this memory we interested on the study of the neutral differential equation
stability with variable delay.

N

¥ () == bj{t)a(t — 7(t) +ch '(t — 7(t))

Jj=1

We find suitable conditions for c¢;, b; and 7; so that for a given continuous initial
function 1 a mapping P for the above equation can be defined on a carefully
chosen complete metric space Sy, in which P possesses a unique fixed point. The
final result is an asymptotic stability theorem for the zero solution with a
necessary and sufficient condition. It follows, we are interested in the analysis of
qualitative theory of periodic solutions of delay differential equations.

0 "

—C/K x(t+r)dr | =a(t)x(t) — \b(t / K(r)f(z(t+r))dr

0 ” 0

xt)—c/K(r)x(t—I—r)dr —a(t)x(t) + Ab(t /K z(t +r))dr

We offer existence criteria based on sufficient conditions on ¢, A\, a,b and f to
conclude existence of positive periodic solutions of this Equation.
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