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Abstract

This thesis joins in the field of operator theory where it is based on a relatively of numerical range,
extended spectrum and Aluthge transformation of bounded linear operator on Hilbert space H.

We present some results on the possible relations between the extended spectrum of AB and BA in fi-
nite dimension, and its consequences in the form of several corollaries. Moreover, thanks to this relation
we could find the extended spectrum of the Aluthge transformation.

Also we prove some equalities between the extended spectrum of the Aluthge transformation, the
Duggal transformation and the operator T in infinite-dimensional .

On the other hand, we show that the norm («, /) is equivalent to the numerical radius, and to the usual
norm of the operator. We also study the equality conditions for said bounds. We then obtain upper and
lower bounds for the («, 3)-norm of bounded linear operators, and apply the results to obtain bounds
for the numerical radius of bounded linear operators.

In the last part, we give some examples where we can calculate the numerical range, numerical radius,
Aluthge transformation and extended spectrum of some operators, also we apply some theorems of our

results.

Key words : Numerical range, numerical radius, Aluthge transformation, (¢, 8)-norm , extended spec-

trum.
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Résumé

Cette these s’inscrit dans le domaine de la théorie des opérateurs et plus pariculierement autour de
deux notions assez récentes appelées image numérique, spectre étendu et transformation d’Aluthge des
opérateurs linéaires bornés dans un espace de Hilbert H.

Nous présentons quelques résultats sur les relations possibles entre le spectre étendu de AB et BA
en dimension finie, et ses conséquences sous la forme de plusieurs corollaires. De plus, grace a cette
relation, nous avons pu trouver le spectre étendu de la transformation d’Aluthge.

Aussi nous prouvons quelques égalités entre le spectre étendu de la transformation d’Aluthge et la
transformation de Duggal d'un opérateur T en dimension infinie .

D’autre part, nous montrons que la norme (a, ) est équivalente au rayon numérique, et a la norme
usuelle de I'opérateur. Nous étudions également les conditions d’égalité pour ces bornes. Nous obte-
nons ensuite des bornes supérieures et inférieures pour la norme (¢, 8) des opérateurs linéaires bornés,
et nous appliquons les résultats pour obtenir des bornes pour le rayon numérique des opérateurs li-
néaires bornés.

Dans la derniére partie, nous donnons quelques exemples ott nous calculons I'image numérique, le
rayon numérique, la transformation d’Aluthge et le spectre étendu de quelques opérateurs, aussi nous

appliquons quelques théoremes de nos résultats.

Mots clés : Image numérique, rayon numérique, transformation d’Aluthge, (o, 5)-norme, spectre étendu.
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Notations Générales

H Espace de Hilbert.

B(H) I'ensemble des opérateurs linéaires et bornés sur un espace de Hilbert H.
() ) Le produit scalaire .

(|7 la norme de 'opérateur 7.

IT|le,sg (e, B) — norme de l'opérateur 7.
N(T)  Lenoyaude l'opérateur 7.

R(T) L’'image de 'opérateur 7.

W(T)  Limage numérique de T

r(T) Rayon spectral de 7.

w(T) Rayon numérique de 7.

T L'opérateur adjoint d"un opérateur 7.

T: La racine carrée d’un opérateur positif 7.
|T| Le module d'un opérateur T

T-! L'inverse d'un opérateur 7.

a(T) Le spectre de T

p(T) L ensemble resolvante de 7.

Oext(T) Le spectre étendu de T.

T La transformation d’Aluthge de T'.

Ty La transformation de Aluthge généralisée de T

T La transformation de Duggal de T..



INTRODUCTION

Ce travail s’inscrit dans le cadre de 1’analyse fonctionnelle et plus précisement dans le domaine de
la théorie des opérateurs sur les espaces de Hilbert. Dans toute notre étude, H signifiera un espace de
Hilbert complexe et séparable. On notera aussi par B(H ) I'agebre des opérateurs linéaires bornés définis
sur H.

L’étude des images numériques des opérateurs et leurs applications a joué un role trés important
dans de nombreux domaines des mathématiques et autres domaines de la physique et les sciences et de
I'ingénierie.

L’'image numérique d'un opérateur linéaire borné T' € B(H) a été introduite en 1918 par Toeplitz dans
[29] comme suit

W(T)={{Tz,z): ze€H,|z|=1}CC

Ou (., .) et ||.|| sont respectivement le produit scalaire et la norme associés dans H, le rayon numérique
de T est défini par

w(T) = {Suplz| : z € W(T)}

En 1990 A. Aluthge a introduit dans [3] une transformation qui porte son nom, la transformation
d’Aluthge, pour étendre quelques porpriétés spectrales aux opérateurs p- hyponormaux (i,e. (T*71)? >
(T'T*)?, p > 0). Pour un opérateur ' € B(H ), on consideére sa décomposition polaire ' = V|T|. La

transformation d’Aluthge de T est définie par

T =|T|3V|T2.
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Dans [26], K. Okubo a introduit la transformation de Aluthge généralisée. Pour A € [0, 1], on appelle
la transformation A-Aluthge, 'appliation Ay : B(H) — B(H) définie par :
ANT) =TV T
En 2002. Takeaki Yamazaki a présenté dans [30] une étude sur I'image numérique de la transformation
d’ Aluthge, ot il a présenté les résultats suivants
— w(T) > w(D).

— i T est une matrice n x n, alors W(T) D W(%).

— si N(T) € N(T*), alors W(T) > W(T).
Et puis nombreux chercheurs ont travaillé sur I'image numérique de la transformation d” Aluthge.(voir

par exemple [13], [22] et [31]).
Dans [27] les auteurs ont introduit une nouvelle norme nommée («, 3)-norme, sur B(H). Pour T €

B(H),lanorme (a, ) de T, notée || T|| o5, est défini par suit

1Tl = sup { Vol (T, )2 + BTl & € H, o] = 1}

oll «, § sont des constantes positives avec (a, 5) # (0,0). On remarque que si « = 1,4 = 0 alors

I

ap = w(T), etsia = 0,8 = 1alors |T||as = ||T]|- De plus, si nous considérons o« = g = 1,
alors nous avons le rayon Davis-Wielandt modifié de T, c’est-a-dire ||T'||o,g = dw*(T'), ( voir [5]). Ils ont
étudié les propriétés de base de cette norme, y compris les limites supérieures et inférieures. En tant
qu’application de la présente étude, ils ont également estimé les limites du rayon numérique des opé-
rateurs linéaires limités. Avec des exemples, les résultats améliorent certaines des inégalités du rayon
numérique existantes importantes.

A [6], les chercheurs ont pris o + 8 = 1, c’est-a-dire § = 1 — « et ont exploré la a—norme de T" définie

comme suit

IT||o = sup {\/a|<Tx,x>|2 + (1 —a)||Tz||?:z € H,||z|| = 1} .

Nous consacrerons une partie de la these a ’étude d’une notion spectrale assez récente, appelée le
spectre étendu des opérateurs. Soit ' € B(H), on dit qu'un nombre complexe A est une valeur propre
étendue de l'opérateur T, s'il existe un opérateur X € B(H) \ {0} tel que TX = AXT. Dans ce cas,

l'opérateur X est dit vecteur propre étendu associé a A. On appelle spectre étendu de T' ’ensemble de
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toutes les valeurs propres étendues de T, et on le notera par ¢, (7).

Dans [7], A. Biswas, A. Lambert et S. Petrovic ont introduit cette notion en montrant que le spectre
étendu d’un opérateur 7' & image dense, correspond au spectre ponctuel d'un autre opérateur (non-
borné en général) construit a partir de 7. En effet, Soient T, X € B(H) et supposons quil existe un
opérateur Y € B(H) tel que

TX =YT. 1)

Notons ensuite par 21 ’ensemble de tous les opérateurs X € B(H) pour lesquels il existe un opérateur
Y € B(H) vérifiant (1). On vérifie facilement que ce dernier ensemble forme une algebre. Si de plus T'

est a image dense, on peut définir ’application.

¢T : QT—>B(H)

X+—Y.

qui est un homomorphisme d’algebre fermé. Supposons maintenant que pour l'opérateur X # 0, il
existe un nombre complexe A tel que Y = A X, on obtient alors I'équation T X = AXT, ou I'égalité équi-
valente ¢ = AX. Par conséquent, un nombre complexe A est une valeur propre étendue de 1'opérateur
T si et seulement si A est une valeur propre de I’opérateur (non-borné) ¢r .

Cette these est composée d’une introduction, quatre chapitres en plus d'une liste de références biblio-
graphies.

Le premier chapitre est consacré aux préliminaires, il comprend six sections. Dans les quatre premieres
sections, nous présentons quelques propriétés fondamentales et importantes de 1’espace de Hilbert, ainsi
que des propriétés fondamentales des opérateurs linéaires bornés dans 'espace de Hilbert. Nous pré-
sentons quelques notions de base comme classes, puisssance et racine carré, etc. Dans la section 1.5, nous
introduisons le concept de spectre avec quelques résultats, qui seront utiles dans le chapitre 3 de cette
these.

Enfin, la section 1.6 est consacrée a la transformée d’Aluthge, ol1 on va donner quelques propriétés gé-
nérales, ainsi que quelques résultats.

Dans le deuxiéme chapitre, nous présentons 1'image et le rayon numérique des opérateurs et la trans-
formation d’ Aluthge. Ce chapitre est divisé en deux grandes parties. Dans la premiére, on a étudé

quelques propriétés d’image et de rayon numérique des opérateurs. Dans la deuxieme partie, nous in-
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troduisons une nouvelle norme sur 1'espace des opérateurs linéaires bornés sur un espace de Hilbert
complexe, qui généralise la norme de rayon numérique. Nous étudions les propriétés de base de cette
norme, nous montrons que la norme (¢, 3) est équivalente a la norme numérique du rayon et a la norme
usuelle de I'opérateur. Nous étudions également les conditions d’égalité pour les bornes. Nous obtenons
ensuite des bornes supérieures et inférieures pour la norme («, 3) des opérateurs linéaires bornés, et ap-
pliquons les résultats pour obtenir des bornes pour le rayon numérique des opérateurs linéaires bornés.
Nous illustrons par des exemples que les résultats améliorent certaines des importantes inégalités de
rayon numériques existantes.

Nous commencons le troisieme chapitre par la présentation de quelques définitions et propriétés du
spectre étendu. Ensuite, nous présentons une autre partie sur le spectre étendu de quelques classe d’
opérateurs. Enfin, nous présentons quelques résultats sur les relations possibles entre le spectre étendu
de AB et BA en dimension finie, et ses conséquences sous forme de plusieurs corollaires, aussi et nous
prouvons quelques égalités entre le spectre étendu pour l'opérateur 7', pour la transformation Aluthge
et pour la transformation Duggal en dimension infinie.

Dans le dernier chapitre, nous avons présenté des exemples prédéfinis dans lesquels nous allons cal-
culer I'image numérique, le rayon numérique, la transformation d’ Aluthge et le spectre étendu des

opérateurs, aussi nous allons appliquer les résultats obtenus dans les premiers chapitres.



CHAPITRE

NOTIONS PRELIMINAIRES

Dans ce chapitre, on va donner quelques éléments essentiels dans la théoire des operateurs, qui sont
nécessaires pour la suite de notre travail, comme espace de Hilbert, espace de Banach, opérateur linéaire

borné, quelques classes d’opérateurs, spectre d'un opérateur et transformation d’Aluthge.

I.1 Espace de Hilbert

Définition 1.1.1 [17] Soit X un espace vectoriel sur le corps C. S’il existe un nombre complexe (x, y) pour chaque

paire de vecteurs x,y € X satisfaisant :

1. (x,x) > 0 pour tout x dans X et (x,xz) = 0 si et seulement si x = 0.

2. (y,z) = (z,y) pour tous x et y dans X.
3. (x+y,2) = (x,2) + (y, z) pour tous x, y et z dans X.

4. (Ax,y) = X (x,y) pour tous x et y dans X et pour tout nombre complexe \.
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Alors (x,y) est appelé produit scalaire de x et y.
Un espace vectoriel complexe X ayant le produit scalaire est dit espace muni d’un produit scalaire, ou un espace

pre-hilbertien.
Définition 1.1.2 [17] Soit X un espace vectoriel sur le corps C. S'il existe un nombre réel ||x|| pour tout vecteur
x € X satisfaisant :

1. |lz|| > 0 pour tout x dans X, et ||x|| = O si et seulement si x = 0.

2. ||z +yll < ||zl + lly|| pour tous x et y dans X.

3. || Az|| =| A | ||z|| pour tout x dans X et pour tout nombre complexe .

Alors ||x|| est dit norme de x.
Théoreme 1.1.1 [17] Un espace muni d’un produit scalaire est un espace normé.
Définition 1.1.3 [17] Un espace complet muni d'un produit scalaire est dit espace de Hilbert.

Définition 1.1.4 [17] Un espace normé et complet est dit espace de Banach.

I.2 Opérateur linéaire borné sur un espace de Hilbert

Définition 1.2.1 [17] Une application T d’un espace de Hilbert H vers H est dit opérateur linéaire si T satisfait :
1. T(x +y) = Tx + Ty pour tous z,y € H.
2. T(ax) = aTx pour tout x € H et tout nombre complexe c.

L’opérateur identité I est défini par [x = x pour tout x € H.

L’opérateur zero 0 est défini par Oz = 0 pour tout x € H.

Définition 1.2.2 [17] Un opérateur linéaire T sur un espace de Hilbert H est dit borné, s'il existe ¢ > 0 tel que
ITx| < c|lz|| pour tout x € H.

||| la norme d’opérateur T est définie par
IT|| = inf{c > 0: ||Tz| < c||z||, Vze H},

Notation. On note par B(H) I'ensemble des opérateurs linéaires et bornés sur un espace de Hilbert H.
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Théoreme 1.2.1 [17] Pour tout opérateur linéaire et borné T, on a :
1Tl = sup{[| T = f|l=f| = 1};
|17l = sup{|[Tz]| - [|l=[| < 1};
171} = sup{| (T, y) |- =]l = lyll = 1}-
Théoreme 1.2.2 [17/] Soient S et T deux opérateurs linéaires et bornés sur un espace de Hilbert H, on a les
propriétés suivantes :
(t) laT|| =] a | ||T|| pour tout o € C.
(@) S +TI < ISl + 7]

(@id) [|STI < IS

I.2.1 L’adjoint d’un opérateur

Définition 1.2.3 [17] Soit T un opérateur dans B(H), pour un y fixé dans H, on considére une fonction f
définie par f(x) = (Tx,y) sur H, selon le théoreme de représentation de Riesz, il existe w € H unique tel que
f(z) = Tz, y) = (x,u) pour tout = € H , par conséquent, nous pouvons définir T* I'opérateur adjoint de T,

par (Tx,y) = (z,u) = (z, T*y), pour x,y € H.
Théoreme 1.2.3 [17] Soit T un opérateur défini sur un espace de Hilbert H. On a T* est aussi defini sur H, et
les propriétés suivantes sont satisfaites :
@ 17 = 171l
() (T+8) =T*+ 5"
(133) (aT)* = &T™, pour tout a € C.
(tv) (T*)*=T.
(v) (ST)* =T*5"
(vi) (T~1)* = (T*)~1, si T est inversible.
Corollaire 1.2.1 [17] Soit T un opérateur dans B(H), on a
(@) | T*T|| = | TT*|| = |7

(i3) T*T = 0 si et seulement si T = 0.
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1.3 Puisssance et racine carré d’un opérateur positif

I.3.1 Puissance d’un opérateur

Définition 1.3.1 Soit T un opérateur sur un espace de Hilbert H, ot
T'z=ToTo...oTx VneN, avecT® =1 (Opérateur identité),
—_—
nfois

T" est dit I'opérateur puissance de T

Proposition 1.3.1 Soit T’ un opérateur linéaire borné sur un espace de Hilbert H, alors la propriété suivante est
vérifiée :

IT™|| < IT||™  pour tout n € N.

I.3.2 Racine carré d’un opérateur positif
Opérateur Positif (noté par 7' > 0) si (T'z,z) > 0, pour tout x € H.

Théoréme 1.3.1 [17] Pour tout opérateur positif A, il existe un opérateur positif S tel que S* = A.

Définition 1.3.2 [17] L'opérateur S défini dans le théoreme 1.3.1 est dit racine carré de A et est noté par S = Az,

I.4 Quelques classes d’opérateurs

Définition 1.4.1 [17] R(T), l'image de T, est définie par :

R(T)={Tx;x € H},

et N(T) le noyau de T, est defini par :

N(T) = {z € H;Tz = 0}.

Définition 1.4.2 [17] Soit T un opérateur dans B(H), T est dit :

1. Opérateur auto-adjoint siT* =T.
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2. Opérateur normal siT*T =TT".
3. Opérateur quasinormal si T(T*T) = (T*T)T.
4. Projection siT?> =T.
5. Projection orthogonale siT? =T = T*.
6. Opérateur unitaire siT*T =TT* = I.
7. Opérateur isométique si T*T = I.
8. Opérateur hyponormal si T*T > TT*.
9. Opérateur isométrique Partiel siT = TT*T.
10. Opérateur paranormal si ||T?z| > || Tx||* pour tout vécteur unité x € H.
11. Opérateur sous-normal si T a une extension normale.
12. Opérateur anti-hermetien siT* = —T.
13. Opérateur compact si (T'x,,x,) — 0, pour toute suite orthonormée {x,,} de H.
14. Opérateur k-quasihyponormal si T*(T*T)*T > T*(TT*)*T, pour tout k € N.
15. Opérateur p-hyponormal si (T*T)P > (TT*)?.
16. Opérateur de classe A si |T?| > |T'|2.
17. Opérateur de classe A(k) si (T*|T2*|T)%1 > |T|2, pour tout k € N.
18. Opérateur absolument-k-paranormal si |||T|*Tz| > | Tx||* Tt pour tout vécteur unité x € H, k € N.

19. Opérateur k-hyponormal si (T*T)* > (TT*)*, pour tout k € N.

Définition 1.4.3 [17] Pour deux opérateurs A et B. Soit [A, B] le commutateur de A et B défini par, [A, B] =
AB — BA.

Un opérateur T est dit binormal si [T*T,TT*] = 0.

Définition 1.4.4 [17] Un opérateur U est dit symétrique si U*U = UU* = U? = I, ce qui est équivalent a

{U*=U et U estunitaire}.
Définition 1.4.5 [17] Un opérateur T est dit nilpotent si T? = 0.

Théoréme 1.4.1 [17] Les relations d’inclusion suivantes sont valables :
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Auto-adjoint C Normal C Quasinormal

C Sous-normalC Hyponormal C Paranormal .

I.41 La décomposition cartésienne

Théoreme 1.4.2 [17](forme cartésienne)
Soit T' un opérateur sur l'espace de Hilbert H, il existe deux opérateurs auto-adjoints A et B tels que T = A+ iB
nécessairement A =

(T+T*) et B=L(T—T").

1 1
2 2i

I.4.2 La décomposition polaire
Définition 1.4.6 [17] Soit T un opérateur sur un espace de Hilbert H, alors il existe un opérateur isométrique
partiel U tel que : T =U | T |.
oit | T |= (T*T)z,avec N(U) = N(| T |), T = U | T | est dit la décomposition polaire de T, et si la condition
N(U) = N(| T |) nest pas nécessairement satisfaite, T = U | T | est dit seulement une décomposition de T
Théoreme 1.4.3 [1/] Soit T = U | T' | la décomposition polaire d'un opérateur T dans un espace de Hilbert H.
Alors on a

(&) N(|T'[) = N(T).

(@) | T*|2=U | T* |9U* pour tout entier positif q.

I.5 La transformation d’Aluthge

Définition 1.5.1 [17] Pour un opérateur T = U | T' |, on définit la transformation d’Aluthge de T par T comme
suit :

T = |T|3UT)3. (L1)

Définition 1.5.2 [26](la transformation de Aluthge généralisée)

Pour A € [0, 1], on appelle la transformation A-Aluthge, I'appliation Ty : B(H) — B(H) définie par :
Ty = [rPujr) =

Dans lecas A = 1,ona Ty = |T|U, qu’on appelle la transformation de Duggal. Pour X = 5 on trouve la définition

de la transformation de Aluthge définie dans (1.1). Et pour A\ = 0 on a tout simplement %0 =U|T|=T.

10
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Théoreme 1.5.1 [3] Soit T' € B(H) un opérateur p-hyponormal avec p > 0. Alors on a les assertions suivantes :
1. Si % <p<1,alors % est hyponormal.

2. Si0<p< %, alors T est (p+ % )-hyponormal.
Lemme 1.5.1 [23] Soient T' € B(H) et A €]0, 1], alors on a I"équivalence suivante :
T est quasi-normal <= %A =T.

Proposition 1.5.1 [10] Soient T € B(H) et A\, € [0,1] tels que X # p. Supposons que N'(T')) C N (T*), alors
ona:

Ty =T, <= T est quasi-normal.

Remarque 1.5.1 [10] Sans la condition N (T') C N (T*) la proposition précédente n’est plus vraie. Par exemple,

~

si T est nilpotent d’ordre deux ; T # 0 et T? = 0, alors r},\ =T, = 0pour tous A, u €]0, 1].

Lemme 1.5.2 [10] Soient T € B(H) et a € C. On suppose que ZT“,\ = oT, on a les cas suivants :
1. Si =1, alors T est quasi-normal (TT*T = T*TT).
2. Sia =0, alors T est un nilpotent d’ordre 2, (T? = 0).

3. Sia e C\{0,1},alors T = 0.

Lemme 1.5.3 [12] Soient T' € B(H) et A €]0,1[. On suppose que T et T* sont injectifs. Alors,

~

(1%), =T=T>=T".

Lemme 1.5.4 [12] Soient T € B(H) et A €]0,1[. On suppose que T et T* sont injectifs. Alors on a I'implication

suivante :

~

T\=T"=T=T"

Lemme I.5.5 [12] Soit T € B(H) et A €]0,1[. Si T est quasi-normal, alors :

~

(T*), =T =T="T"
Théoreme 1.5.2 [11] Soit T € B(H) et A €]0, 1[. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :
1. (T'S), = (ST),, VSeB(H).
2. (T'S), = (ST), pour tout opérateur S = x @z, x € H.

11
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3. T =al,pourun o € C.

Théoreme 1.5.3 [11] Soit T € B(H) un opérateur inversible. Alors, les conditions suivantes sont équivalentes :
1. T est positif.
2. pour tout X € [0,1], T est positif.
3. il existe un A € [0, 1] tel que ZN“A est positif.

En particulier, si Ty = cI pour une certaine constante non-nulle ¢ € C, alors T = clI.

1.6 Spectre d'un opérateur

Définition 1.6.1 [17] Soit T' un opérateur sur un espace de Hilbert H, on dit que T est un opérateur inversible
s'il existe un opérateur S tel que ST = TS = I, oit I est l'opérateur identité. On ecrit S = T~ et T~ est

Uinverse de T.

Théoreme 1.6.1 [17] Si T est un opérateur et c un nombre positif tel que | Tx|| > c||z|| pour tout vecteur x € H,

alors R(T) I'image de T est fermée.
Corollaire 1.6.1 [17] Si T > cI pour ¢ > 0, alors T est inversible.

Définition 1.6.2 [17] o(T) le spectre de I'opérateur T est défini par :
(d1) o(T)={A€C:T — X wn’est pas inversible}.
L’ensemble p(T') est défini par :
p(T) =C—o(T)
et p(T) est dit I’ ensemble resolvente de T.

(d2) op={Ae€C: ilexsiste x#0 telleque Tz = Az}, op estdit spectre ponctuel de T.

(d3) oc(T)={N€C: (T -\~ estnonbornéet R(T —\) = H}, oc(T) est dit spectre continu de T.

(dy) or(T)={A€C: (T -\ existeet R(T—\) G H}, or(T) est dit spectre residuel de T.

(ds) oa(T) = {N € C : ilexiste une suite des vecteurs unitaires {x,} telle que ||Tx, — \x,|| —

0 quand n — 400}, 0 4(T) est dit spectre approximatif de T

12
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Dans le diagramme en ordre suivant on clarifie la relation entre les différents types de spectres.

(@) (T —X)"'n’existepas < Ae€op

(b) (T — \)~lexiste

(bn)R(T' = N)=H < Ae p(T)
(b1)(T — A\)~! estborné

(blg)R(T — /\) g H&e e (TR(T)

(o) RIT =N = H & A € 0(T)
(b2)(T — A)~!  estnon borné

(bo2)R(T — X) G H & X € op(T)

Proposition 1.6.1 [17] o(T) = op(T) Uoc(T) U or(T) tel que op(T), oc(T) et or(T) sont des parties

disjointes de o (T).

Théoréme 1.6.2 [

Théoréeme 1.6.3 |

Alors

Théoréme 1.6.4 |

Théoréme 1.6.5 [

Théoréme 1.6.6 [

Théoréme 1.6.7 |

En particulier,

] Pour les opérateurs A et B,ona o(AB)\ {0} = o(BA) \ {0}.

1 Soit o(T') le spectre d’un opérateur T, et soit P(t) un polynome a coefficients complexes.

P(a(T)) = o(P(T)).
1 Soit o(T') le spectre d'un opérateur inversible T, alors
o(T™) = {o(T)} ™ = {5, A € o(D)}.
1 Soit o(T') le spectre d'un opérateur T, alors
o(IT") ={o(T)}" ={r: A€ o(T)}.
15iT € B(H), alors on a les égalités suivantes :
o(T) =0 (%A) et o,(T) = o, (5&) :

15iT € B(H) et f une fonction holomorphe au voisinage de o(T'), alors

Hf (%) H < IFD)I

]TA < |7l

13
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Lemme 1.6.1 [23] Soient A et B des opérateurs dans B(H), tels que A soit auto-adjoint . Alors, AB est inversible

si et seulement si BA I'est.

Lemme 1.6.2 Pour les opérateurs A et B, tel que A est auto-adjoint, on a 0(AB) = o(BA).

Preuve. D’apres le théoreme 1.6.2, nous avons pour tous les opérateurs A et 5,

o(AB)\ {0} = o(BA) \ {0}.

Si A est auto-adjoint; en utilisant le lemme 1.6.1, on trouve :

siA=0
0 €0(AB) < ABn’estpasinversible
& BAn’est pas inversible
< 0€o0(BA).
siA#0

0¢0(AB) < AB estinversible
< BA estinversible

< 0¢ o(BA).

Alors, 0(AB) =c(BA) m

14



CHAPITRE

II

IMAGE NUMERIQUE DES

OPERATEURS

Dans ce chapitre, nous montrons que la norme (a, 3) est équivalente a la rayon numérique et a la
norme usuelle de 1’opérateur. Nous étudions également les conditions d’égalité pour les bornes. Nous
obtenons ensuite des bornes supérieures et inférieures pour la norme («, 5) des opérateurs linéaires
bornés, et appliquons les résultats pour obtenir des bornes pour le rayon numérique des opérateurs

linéaires bornés.
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II.1 Définitions et propriétés générales

II.1.1 Image numérique

Définition I1.1.1 [17] Soit T un opérateur dans B(H), l'image numérique de T est I'ensemble W (T') des
nombres complexes défini par
W(T)={(Tx,x):x € H,|z| = 1}.
Proposition I1.1.1 [19] Soient T et S deux opérateurs dans B(H), a., 5 € C, on a les propriétés suivantes :
(1) W(al +pT) =a+ SW(T).

(1) W(T +S) Cc W(T)+W(S).

(iii) W(T*) = {\, A € W(T)}, oit T* est I'adjoint de T.

(iv) W(U*TU) = W(T), ot U est un opérateur unitaire.

Exemple I1.1.1 [19] Soit T le décalage unilatéral sur H, I'espace de Hilbert {5 des suites carrées sommables. Pour

tout f = (f1, fo,...) € H,|fIl=1,0naTf = (fa,f3,...) et donc considérer

(Tf, )= fifa+ fofs+ fafa+---
avee | f1]> + | f2|* + - - - = 1. Remarquerez que

(TF, 1)

IN

Lfil 1 fol + [ fol | f3] + - -

IA

AP 2l r2lnl 4] < 22— 1A

Ainsi (T'f, f)| < 1si|fi| # 0. Pour|f1| = Oet f contenant un nombre fini d’entrées non nulles, on peut montrer

de la méme maniere que |(T' f, )| < 1 par en considérant le nombre naturel minimum n pour lequel f,, # 0.
Ainsi W (T) est contenu dans le disque unité ouvert {z : |z| < 1}. Montrons maintenant qu’il s’agit en fait

du disque unité ouvert. Soit z = re’®,0 < r < 1, un point quelconque de ce disque. Envisager

f= (\/1 - r27r\/1 - rQe_ie,TZMe_me, .. )

Observe ceci

IfIP=1-r+r2(1—-r)+r* (1 -1+ - =1

16
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Par ailleurs,
(Tf, ) :r(l—r2)ei9+r3 (1—r2) e ...
i0

=re

L’exemple suivant montre le calcul de I” image numérique comme enveloppe d'une famille de cercles.

II.1.2 Rayon numérique

Définition I1.1.2 [19] Soit T un opérateur défini sur H, W (T') son image numérique. Le rayon numérique w(T")
de l'opérateur T est donné par :

w(T) = sup{|A|, A € W(T)}.
Remarquez que, pour tout vecteur x € H, on a
(Tz,2)] < w(T)]l=]*

Exemple I1.1.2 [19] Soit T I'opérateur de décalage (a droite) sur C™ défini par

SifeC™, f=(fi,forsfa)onaTf=1(0,f1,fo..., n1)et
(Tf,f)=ffo+ fofs+ -+ fa-ifa
Ainsi [(Tf, £)] < |fil1fa] + - + [ fa1] | fn]- Nous devons donc calculer
sup {[fl[f2] + - + | fao1l [ ful}

sous réserve de la condition Y, | fil? = 1. Soit r; = |f;], et considérons la fonction de Lagrange

F(ri,re,...,Tn,A) =1r1rg + -+« +rp_1Tp — A <Z r? — 1) (IL.1)
1

17
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A partir de (I1.1), nous pouvons définir

oF
— =719 —2Xr;1 =0
87“1 "2 &
OF
— =r1+r3—2Xry=0
87"2
(IL.2)
oF
—— =7Tp_ o+ 1Ty, =2 \r,_1=0
8Tn—l
F
887“ =rp_1—2Xr, =0
En écrivant © = (r1,7r9,...,7y) et
01 0 0 0
1 0 0

00 --- 10

on peut écrire les équations (11.2) sous la forme
Az = 2)z.

Notez que A = 2B, oit B est la matrice hermitienne qui a 1 dans la sous-diagonale et la super-diagonale et 0

ailleurs. Ainsi X est une valeur propre de B.

Notez en outre qu’en multipliant (I1.2) par r1,rq, ..., ry, dans l'ordre et en ajoutant, nous obtenons
2(rirg 4 -+ +Tp_1my) —2)\(7‘f+-~-+ri) =0.

Donc A\ = riry + -+ + rp_17y, puisque r3 +1r3 + - - -+ r2 = 1. Puisque la valeur maximale de I'expression pour

A est w(T), nous avons nécessairement que

km
T)=s 3 k=12, ...
w(T) bup{CObn—I—l’ ,2, ,n}
Ainsi
T
T =
w(T) C08 ———

Notez que comme n — oo, w(T) — 1. Nous montrons maintenant que w(T") est une norme équivalente de T.

18
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Définition I1.1.3 [17] Le rayon spectral de T est défini par
r(T) = sup{|Al, A € o(T)}.

Remarque I1.1.1 Soit T € B(H), T* l'opérateur adjoint de T, alors
1) r(T*) =r(T).

2) r(T™) =r(T)™.
Définition I11.1.4 [17] Un opérateur T est dit opérateur normaloide si
1T = r(T).

Un opérateur T est dit opérateur spectraloide si

Théoreme I1.1.1 [19] Le rayon numérique et la norme d’opérateur sont deux normes équivalentes. Ol
w(T) < [T < 2w(T).

Théoréme I1.1.2 [19] Siw(T') = ||T||, alors r(T') = || T

II.1.3 Relation entre I'image numérique et le spectre d’un opérateur

Théoréme I1.1.3 [19] On a toujours o(T) C W(T), ot W(T) dénote la fermeture de I'image numérique de

Uopérateur T.

Exemple 11.1.3 [19] Dans C? soit T I'opérateur défini par la matrice

Siz = (f,9),|=|> = |fI> +19/> = L, ona Tz = (g,0) et (Tx,x) = gf. Notez que |(Tz,z)| = |g||f| <

3 ([f1? +1gl?) < 5, et donc

W(T) {z:|z|§;}

Soit z =re®, 0 <r < L sion choisit x = (cos a, et

<3 sina), ot sin20 = 2r < let 0 < o < %, on voit que

(Tx,x) = e sinacos o = re.

19
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1
Ainsi W(T) = {z : |2 < 1}, le disque fermé de centre 0 et de rayon 3

——

m!|—~
=
| =T
—

Etona

det(T — XI) =0 & det(T — \) = =\ =0
Donc o(T') = {0}.
Théoreme I1.1.4 [19] Soit W (T) = [m, M], alors m, M € o(T).
Théoréme I1.1.5 [19] Soit T un opérateur et w(T) < 1. Alors w(T™) <1, n=1,2,3,..
Théoréme 11.1.6 [17] Pour tout opérateur T € B(H) et un nombre naturel n on a

w(T") < w™(T).

Théoreme I1.1.7 [15] Pour tout opérateur T € B(H) on a

w(T) < ~(IT) + 1T2]%)

DN =

Théoreme I11.1.8 [15] Si T € B(H), alors

1
1T T+ TT|| < (w(D)* < S| T°T + TT".

N

II.1.4 Quelques propriétés des opérateurs auto-adjoints et normaux

Théoreme I1.1.9 [19] T est un opérateur auto-adjoint si et seulement si W (T') est un intervalle de R.

20
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Théoréme I1.1.10 [17] Soit T € B(H) avec T auto-adjoint alors | T|| = r(T) = w(T).
Théoréme I1.1.11 [17] Si T est un opérateur normal, alors |T™|| = ||T||"™ pour tout n > 1. De plus, |T|| =

r(T) = w(T).

I.1.5 Image et rayon numérique du produit

Théoreme I1.1.12 [19] Soit T un opérateur non négatif autoadjoint qui commute avec un autre opérateur S.

Alors W(T'S) C W(T)W(S).
Théoréme 11.1.13 [19] Si T, S sont deux opérateurs linéaires et bornés sur l'espace de Hilbert (H, (.,.)), alors
w(TS) < 4w(T)w(S).

et on a si T commute avec S

w(TS) < 2w(T)w(S).
Théoreme I1.1.14 [19] Si T est un opérateur isométrique qui commute avec autre opérateur S, alors
w(TS) < w(S).

On dit que T et S sont double commutes si T'S = ST et T'S* = S*T.

Le résultat suivant est vérifié

Théoreme I1.1.15 [19] Si les opérateurs T et S sont double commutes, alors

w(TS) < w(T)|S]. (IL.3)
Corollaire I1.1.1 [19] Soit T' un opérateur normal commute avec S, alors

w(TS) < w(T)w(S).

Un probleme lié a I'inégalité (I1.3) est de trouver la meilleure constante positive ¢ pour laquelle I'inéga-

lité w(T'S) < cw(T)||S|| soit vérifiée pour les opérateurs T" et S dans B(H).
Théoréme I1.1.16 [15] Pour tout T, S € B(H) ona

w(TS + ST) < 2v/2w(T)||S].
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Le résultat suivant est valable pour plusieurs opérateurs :

Théoreme I1.1.17 [15] Si A, B,C,D,S,T € B(H), alors
uww3+cmng;mw%@thurwWB+cw%“ﬂcu4mmmm| (IL.4)

pour tout cavec 0 < o < 1.

Remarque I1.1.2 [15] Soient T = I (I'opérateur identité) et S = 0 dans le théoreme 11.1.17, nous obtenons
l'inégalité

w(TS) < %HTT* + 5. (IL5)
De plus, on a l'inégalité associée

w(TS) < %HT*T + 85", (IL6)
Quand 7" ou S ne soit pas normal, les inégalités (IL.5) et (I1.6) ne sont pas équivalentes.
Remarque I1.1.3 [15] Soient T =S = I,C = B, et D = + A dans le théoreme 3.2.5, on obtient 'inégalité

w(TS + ST) < %HT*T +TT* +8°S + 557,

qui fournit une estimation du rayon numérique de la commutateur T'S — ST.

II.1.6 Image et rayon numérique de transformation d’Aluthge
Théoréme I1.1.18 [30] pour tout T € B(H), W(T) c W(T).

Théoreme I1.1.19 [30] Soit T = U | T' | une décomposition polaire. si nous pouvons choisir U comme isométrie

alors W (T) ¢ W(T).

Théoreme 11.1.20 [15] Soit T € B(H), T son transformation d’Aluthge. Alors

w(T) < |IT* V2 (< |IT).
Théoreme I1.1.21 [31] Soit T € B(H). Alors

w(®) < 3 (1T +w(®) < 5 (IT0+ 177)72) (7)

1
2

on remarque que si T = 0, alors évidemment w(T) = 7).
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Théoréme I1.1.22 [4] Soit T € B(H) et Ty =| T |* U | T |*=> pour X € [0;1]. Alors
p

1 ~ 1
T)< min { - (T) = (IT|? + (T2
wlt) < min {50 () + 7 (1 + 1)

Théoréme 11.1.23 [4] Soit T € B(H). Alors

1 . 1
w(T) < 2|7 ( min HT,\H> + |7+ TT|.
A€[0,1] 4

En particulier,

1 ~ L x
wA(T) < SITNIT + 4 IT°T + TT7).

Théoreme I1.1.24 [4] Soit T € B(H). Alors

w?(T) < min (1

N1 ~ 1
TQ) 2T HT H S N\T*T + TT*
< min { gu (%) + 71| D] ) + g 0T+ 77|

En particulier,

~ 1 ~ 1
w(T) < qu (T2) + JITIT + 17T+ TT7|

Théoréme 11.1.25 [4] Soit T € B(H). Alors

1 ~ ~ 2 1 1
4 . 2 2 2 2
w ( ) 1 tnl[él,ll] w t -+ || || t + 8'l,U ( + ) + 1 H H

ot P =T*T +TT*. En particulier,

4 1 T2 =12 1 2 2 1 2
wh(T) < 2o (w (T2) + TN + gu (1P + PT2) + 1P|

I.2 Quelques inégalités en introduisant une nouvelle norme

Dans [27] les auteurs ont introduit une nouvelle norme nommeée («, 3)-norme, sur B(H). Pour T €

B(H),lanorme (a, ) de T, notée ||T'|| o3, est défini comme :

1T )l0,5 = sup { V/al(Ta, )P + BITal? s w € H, ol =1},

ol av, 8 sont des constantes positives avec (a, 8) # (0,0). On remarque quesia =1, 8 = 0 alors | T]|a5 =
w(T),etsiae = 0,8 =1alors |T||a,s = ||T||- De plus, si nous considérons o« = 5 = 1, alors nous avons le
rayon Davis-Wielandt modifié de T, ’est-a-dire || 7|5 = dw*(T), ( voir [5]) . A [6], les chercheurs ont

pris a + 8 = 1, c'est-a-dire § = 1 — « et ont exploré la a—norme de T' définie comme suit :

ITll0 = sup { V/al{Tz,2) B+ (1 = ) [Tal? : & € H, |1z = 1}
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Théoreme I1.2.1 [27] || - ||a,p définit une norme sur B(H) pour a, 8 > 0, telle que (o, 8) # (0,0), et est
équivalente a la norme de rayon numérique w(.) et a la norme d’opérateur usuelle |||, satisfaisant les inégalités

suivantes :

Vi@ T Bu(T) < [Tl < o+ 4Bju(D)
max { Y2 EB /B I < 1Tl s < Vi T BT

Remarque I1.2.1 [27] Les bornes inf et sup de rayon numériques classiques découlent facilement des inégalités

ci-dessus en considérant « = 1,6 =00ua=0,5 = 1.

Théoreme I1.2.2 [27] Soit T € B(H) et soit oS # 0. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

L | Tllap = /ow?(T) + B|ITI.
2. T est normaloide, ¢’est-a-dire w(T) = ||T||.

3. Il existe une suite de vecteurs unitaires {x, } dans H telle que

Tz, || = ||T) et Um [{(Txp,z,)| =w(T).
n—oo

lim
n—oo
Théoreme I1.2.3 [27] Soit T € B(H) et soit a8 # 0. Alors | T||ap = /(o +48)w(T) si et seulement si

T=0.

Proposition I11.2.1 [27] La norme («, B) sur B(H) satisfait les propriétés suivantes :

1. || - lla,8 1'est pas une norme d’algebre, c’est-a-dire qu’il existe A, B € B(H) pour lesquelles

IAB|

a8 < [[AllaslBlla,s

ne tient pas.

2. || - lla,p ne satisfait pas l'inégalité de puissance, c’est-a-dire qu’il existe des opérateurs A, B € B(H) et
n € N\{1} tels que

1A% la.5 < [IAlla,5 €t [|1B" o5 > I1Blla,s-
3. SiU € B(H) est un opérateur unitaire. Alors :
[Ullas < [[l]a,p-

4. Sia+ B =1et Aest normal alors ||A"(|, 5 = |[Al[y 5, pour tout n € N.
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5. || - lla,p est faiblement unitairement invariant, ¢’est-a-dire,
U TUllgp = Tl VT € B(H),

ot U € B(H) est un opérateur unitaire.

6. || - ||, est conservé sous I'opération adjointe, ¢’est-a-dire,
[Tl = T |5, VT € B(H).-

Théoreme I1.2.4 [27] Soient A, B € B(H) tels que A qui commute avec autre opérateur B.

1. Sif#0,0na

4o 1
Amuﬁs¢(m+ﬁp+5)MMMBmﬂ

2. Si A est une isométrie, on a

«
ABllaps < 1)||B|la
48105 <[ (755+1)1Bls

3. SiAB* =B*Aet3#0,0na

BBl

14800 < [ (555 +1 ) min{ o 2=, by
Théoreme I1.2.5 [27] Soit T' € B(H). Alors
1L T)2 5 < ||$ (T*T + TT*) + BT*T
2.|IT|2 5 < §w (T?) +||§ (T*T + TT*) + BT*T||

3. IT)12 5 < |la(| Re(T)| + |Im(T)|)? + BT*T||

Corollaire 11.2.1 [27] En utilisant Le théoréme 11.2.1 a savoir, w(T) < 1+ﬁ) |T ||, €t en passant a l'infi-

o

mum. On obtients les inégalités suivantes :

1 wX(T) <infap o35 ||§ (T +TT*) + BT*T|| < 5 |T*T +TT*|.
2. w(T) < infop oig {50 (T?) +||§ (T*T + TT*) + BTT||} < Jw (T?) + ;| T*T + TT*|

3. w(T) < infap 515 [la(| Re(T)| + | Im(T)|)? + BT*T||.
Exemple I1.2.1 [27] En particulier, si nous prenons « = 1, 8 = 0 dans le corollaire I1.2.1 (3), alors nous obtenons
I'inégalité suivante
w(T) < [ Re(T)] + [Tm(T)][].
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La limite supérieure existante du rayon numérique en termes de Re(T) et Im(T') est
A7) < || Re(D)[* + [ Tm(T)|?
w < .

Nous donnons un exemple pour montrer que la borne supérieure obtenue ici est meilleure que celle existante. En

1 0
considérant la matrice T = , il est facile de voir que l'inégalité w*(T) < ||Re(T)|* + || Im(T)|?

0 4
donne w(T) < \/2, alors que notre inégalité donne w(T) < 1.

Lemme II.2.1 [8] Soit a,b, e € H avec ||e|]| = 1. Alors

(@, e)(e; b)] < S (llallllbll + |{a; b)])

N | =

Lemme I1.2.2 [20] Pour a,b > 0et 0 < o < 1. Alors,
1
a®b'=* < aa+ (1 —a)b < [aa” + (1 — )b"]" pourr > 1.

Lemme I1.2.3 [24](McCarty inequality) Soit A € B(H), A > 0 et soit x € H un vecteur unitaire quelconque.

Alors
1. (Az,z)" < (A"z,x) pourr > 1

2. (A"z,z) < (Az,z)" pour 0 < r < 1.
Remarque I1.2.2 Soit I un opérateur d’identité. Nous pouvons vérifier que :

Hllas = Va+ 5

oit o, 8 > 0, avec («, B) # (0,0).

Etsi(a+ 8 =1) Ontrouve ||I||op =1=||I|.

Théoreme I1.2.6 Soit T un opérateur normal dans B(H), T* son adjoint. Alors,

IT*T|la,p = Ve + BT
ot o, 8 > 0, avec («, B) # (0,0).

Preuve. Soit T un opérateur normal; en utilisant la définition de la norme («, 5). Nous avons :
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IT*T|2 5 = ”51”11_)1{0¢|<T"‘TI,£L“>|2 + BIT*Tx|*}
< ”81”121{Of||T*TH2||17H4 + BIIT*T|*||=|1*}
< ”81”181 {allT*T |||} + ”31H1§1 {BIT*T|I?||=|*}
= ofT|*+8IT|*
= (a+B)|IT|*
Alors, [|[T*T ||a,p < Vo + BT
||T*T\|i,5 = sup {a|<T*Tx,x>\2 + ﬁHT*Tx||2}

llzll=1

sup {af|Tx|* + BTz }
1

=

sup {a||Tz||* + 8| Tz|*} (D’ apres Lemme 1.4.1)
llzll=1

Y

Sup. {(a+B)T=|"}

lzll=

(o + BT

Alors, |T*T||las > Vo + B||T|*

T*Tla,p = Vo + BT

D’ ou

Théoréme 11.2.7 Soit T, S, R € B(H), tel que Tcommute avec S et R. Alors,
1
ITS + BT 5 < (5o + 8) (TS| + | RTI) + o [w(T5%) + w(T*R?) + |TS||RTI] . (18)

ot o, 8 > 0, avec («, B) # (0,0).
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Preuve. Soit x € H, |z| = 1; en utilisant la définition de la norme (o, 8) et le lemme I1.2.1. On obtient :

(TS +RT)ao)? < ((TSr,)| + |(RTz,2)])?

= [(TSz,2)|* + [(RTz,z)|* + 2(T Sz, z)|(RT %, z)|

— TSz, (x, S*T*z)| + |(RTx, ) (z, T* R*2)| + 2 |(TSz, z) (z, T* R*z)|
5 (ISl |57 T" ]| + (TS, §°T0)]) + 5 (|RTa] |T* B
+ (RTw, T*R*z)|) + | TS|| | T* R*z|| + |(T'Se, T* R*z)|

1
(1782 |15° T + (T35, 2)]) + 5 (|RT=] |R°T*2]

N |

+ (TR, x)|) + | TS| | R*T*x|| + (T Sz, T* R*z)|

IN

1 1
3 (ITS)? + {T*5%x, 2)|) + 3 (IRT||* + {T*R*z, z)))

+2| TS| TR

IN

(ITS|* + w(T?S) + | RT||* + w(T*R*) + 4| TS| | TR]|)

N~ N

1
(IS + |IRTI)® + 3 (w(T?$?) +w(T?*R?)) + [|ST|| TR
Alors,

(TS + BT}z, o) < 5 (TS| + [RTI + J (u(T°8%) + w(T*F) + | TS|ITR.  (19)

N |

Aussi,

(TS + RT)z||> = [((TS+ RT)x, (TS + RT)x)|
= |((T'S+RT)*(TS + RT)z,z)|
= |(TS)*TSxz,z)| + |((RT)*RTx,z)| + |((TS)*RTx, )| + |((RT)*T Sz, z)|
< | TSz|* + || RT|® + 2||TS||||RT |
< |ITS|1” + | RT||? + 2| TS|||RT||

= (TS|l + [ RT))>.

Alors,

I(TS £ RT)||* < (ITS|| + || RT|))*. (IL.10)
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En utilisant (I1.9) et (I1.10) nous obtenons :

TS £RT|2; = sup {al((T'S+RT)z,z)* + B||(TS + RT)z|*}

llzll=1

IN

o (3 TSI+ IRTIN + 5 (w289 + w(r*R2) + |TSI1TR)
+B(ITS| + |BT))?

= (ot TSI +IRTI + o |3 (u(T*8%) + w(r*RY) + TS| |7

2
[
Corollaire I1.2.2 En utilisant (I11.8) et Lemme 11.2.1 a savoir, w(T) < \/ﬁHTﬂaﬁ. On obtient l'inégalité
suivante :
w(TS % BT < S22 (78| 4 RTI + 2 |2 (w(T%8?) + w(T*R?) + TS| | BT
~ 2(a+P) a+p3 (2

Théoreme I1.2.8 Soit A, B, X € B(H), tels que A, B soient positifs. Alors,
IAAXBY2 5 < (a+ BIX[? [|NA2 + (1 — N B (IL11)
ot 0 < A< 1,aveca, 8 >0, (o, B) # (0,0).

Preuve. Soit # € H un vecteur unitaire; en utilisant la définition de la norme («, 3). Alors

|AAXB M2, = l‘ngl{a|<AAXBHx,x>|2+BHAAXBI*AIH2}
= swp {a(XB'z, %) + 54X B2
lzfl=1

< s {all X2 B ] %] + BIX 2 | B e}

llzll=1

= (a+p) s {IX|? B | 42"}

llzll=1

= (a+p) sup {||XH2 <B2(1_’\)x,x> <A2’\x,x>}

llzll=1

< (a+B) sup {||X|\2<A?;wc>A <32x,x>H} (D’apres Lemme I1.2.3)

ol =1
< (a+pB) sup {|X|*{(AA*+ (1 —A)B?*)z,z)} (D’aprés Lemme I1.2.2)
o) =1
= (a+B)X[P[rA%+ (1 -\ B
Alors, [AAX B2 5 < (a+ B)IX|1? |AA% + (1 - \)B?|| =

Corollaire I1.2.3 Soit Ty = |T|MU|T|*> la transformation d’Aluthge généralisée de T telle que U est un opé-

rateur unitaire avec la décomposition polaire de T'. Alors

[Txllas < v+ BT
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00 < A < 1,avec a, 8 > 0, (0, B) # (0,0).

Preuve. Si nous prenons A = B = |T| et X = U dans le théoreme I1.2.8, alors

T2 = NTPUITI M
< (a+B)UIP ATE + 1= NITP|
< (a+8)|ITP
= (a+8)|TIP.

Alors, |Thllas < Va+B||T||. m

Théoreme I1.2.9 Soit A, B, X € B(H), tels que A, B soient positifs. Alors,

AXB'A 4+ AAXBA
2

A2 4+ B?

[ ;

5.5 < (a+ D)X (IL.12)

o0 < A< 1laveca, 8 >0, (o, B) # (0,0).
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Preuve. Soit € H un vecteur unitaire; en utilisant la définition de la norme («, 3). Alors

A 1—X 1—X A
Alors, | AAXB B2 < (a4 ) X2

A XB' + A X B

2

2

12,5

IN

IN

IN

ap {a AXBT 4 ATXBY o
=1 2 ’
AXB'"A 4+ AAXBA
+ B : o}
sup { a (I<A*X B'w,z)| + <A“XBAx,x>|>2
lzl|=1 2
_ _ 2

. |AXX B'z|| + || AY A X B x|

2
sup {a <|<A’\XBl’\x,a:>|2 + |<A”XBAx,x>|2>
lzl|=1 2
iy (||AU<BHx|2 + ||A1/\XB’\:UQ)}

2

1
—~ sup {(Oz|<A)\XB17)\:L',I>|2 JrﬂHA)‘XBl*)‘tz)
llzll=1

+ (a(A" X Bz, 2) > + B|| AT X B 2|?) }
3 e (o BIXIP (A2 4 (L= B )
T (ot BXIP (1~ NA” + AB%) 2,2))

@B
\lsﬂlz)l {{(AA?+ (1= N)B*) + (1= NA* + AB?)) z,z)}
(a + @HX” H?HIEI {<(A2 + B2) z,x>}
@+ o112 A2
A2—532 -
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CHAPITRE

I

SPECTRE ETENDU DES OPERATEURS

Dans ce chapitre, nous présentons quelques résultats sur les relations possibles entre le spectre
étendu de AB et BA en dimension finie, et ses conséquences sous forme de plusieurs corollaires, aussi
et nous prouvons quelques égalités entre le spectre étendu pour l'opérateur T, pour la transformation

Aluthge et pour la transformation Duggal en dimension infinie.

III.1 Définitions et propriétés générales

Définition II1.1.1 [?] On dit qu'un nombre complexe X est une valeur propre étendue de l'opérateur T' € B(H),
s'il existe un opérateur X € B(H)\{0} tel que TX = AXT. Dans ce cas, I'opérateur X est dit vecteur propre
étendu de T associé a \. On note g+ (T') U'ensemble de toutes les valeurs propres étendues de T. L'ensemble de

tous les vecteurs propres étendus correspondant i X sera noté By (N).

ot (T) ={N € C, X e& B(H)\{0}suchthat TX =\XT} (IIL.1)
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On remarque que 1 est toujours dans le spectre étendu pour tout A € B(H), avec X = I comme vecteur propre

étendu associé.
Exemple I11.1.1 [32]
1. Soit V est I'opérateur de volterra sur L*[0, 1] définit par : V f (x) = [ f(t)dt, alors oeqr (V) =]0, 00].

2. On considere opérateur shift S : 1>(C) — [?(C) défini par : S (x1,22,...) = (0,21,22,...), donc

Oext (T) = (C

Proposition III.1.1 [32] Soit T € B(H) et A € C*. Ona,
1. Oext ()\T) = AO’ext (T)
2. X € 0ext (T) si, et seulement si, % € Oeut (T).

3. SiT est inversible, alors X € oex; (T) si, et seulement si, 3 € ooy (T71).

Remarque III.1.1 [32] Si 0 € p(T), alors 0 ¢ o (T'). En effet, soit T € B(H) et 0 € p(T), supposons
que 0 € oy (T'), alors il existe un opérateur X € B(H)\{0} tel que TX = 0. Donc, T = 0 ce qui est une

contradiction.

Théoreme II1.1.1 [2] Soient A et B deux opérateurs de B(H) tels que o(A) N o(B) = 0. Alors X = 0 est

l'unique solution de I'équation opératorielle AX — XB = 0.
Proposition II1.1.2 [2] Soit T € B(H), alors
Oext(T) C{N € C:0(T)Na(AT) # 0}.

En particulier, si o(T) = {a} avec o # 0, alors oo (T) = {1}. On peut déduire immédiatement le corollaire

ci-dessous.
Corollaire III.1.1 [2] Si T € B(H) est un opérateur quasinilpotent, alors

Oext (ol +T) = {1} Va € C\{0}

III.1.1 Relation avec le spectre ponctuel

La proposition suivante donne une relation entre le spectre étendu d’un opérateur et son spectre

ponctuel.
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Proposition I11.1.3 [?] Soit T' € B(H). Alors, on a

{S.acam.seq @) com

Remarque I11.1.2 [2] 1. On remarque que si T' est dans le spectre ponctuel de T*, le spectre ponctuel de T est
inclus dans son spectre étendu. Mais ce n’est pas vrai en général. En effet, si T = A, alors 0,(T') = {A}, tandis
que oex (T) = {1}.

2. Notons quesi 0 € o,(T)Nop, (T*), alors o (T') = C. En effet, il existe dans ce cas deux vecteurs x,y € H\{0}

tels que Ta = T*y = 0. Alors, 'opérateur X = x @ y vérifie TX = AXT = 0 pour tout A € C.

III.1.2 Puissances d’opérateurs

Dans cette paragraphe on donne la relation entre le spectre étendu d'un opérateur et celui de ses
puissances. Soit T' € B(H) et supposons que A € oc,(T') avec X est le vecteur propre étendu associé,
c-a-dire,

TX =)\XT

Alors, pour tout entier naturel n,

T™'X =\"XT"
Par conséquent, A € 0., (T) implique que A" € oeqe (T7).

Théoréme I11.1.2 [?] Soient n € Net A € C. Alors A € gy (T™) si, et seulement s'il existe une racine n'ieme

de p appartenant @ oeq.(T).

II1.1.3 Cas de dimension finie

Dans ce paragraphe on décrit completement le spectre étendu d’un opérateur agissant sur un espace

de Hilbert complexe de dimension finie.
Théoreme I11.1.3 [1] Soit T un opérateur linéaire borné sur un espace de Hilbert H de dimension finie. Alors
Oeat(T) ={A € C:0(T)No(AT) # 0}

Corollaire III.1.2 [1] Soit T un opérateur linéaire agissant sur un espace de Hilbert H de dimension finie, alors :
1. oext (T) = {1} si, et seulement si, o(T) = {«a}, avec o # 0.
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2. 0t (T) = C si, et seulement si, T n’est pas inversible.

3. Si T est inversible, alors oo (T) = {a/B : a, € o(T)}.

III.2 Spectre étendu de quelques classe d” opérateurs

Dans cette partie, on traite une classe d’opérateurs tres importante, a savoir les opérateurs auto-
adjoints, normaux et quasinormaux définis sur un espace de Hilbert H, et nous présenté des cas ot1 on

peut déterminer les valeurs propres étendues et les vecteurs propres étendus.

III.2.1 Produit des opérateurs autoadjoints

Théoreme I11.2.1 [9] Soient A, B € B(H), et soit T = AB tel que 0 ¢ 0,(T") U o, (T*), alors
1. Si A,B > 0,alors o, (T) C RY.
2. SiA>0et B= B* alors o (T) C R*.
Théoreme I11.2.2 [9] Soient A,B € B(H) tels que A > 0 et B* = B, et soit T = AB tel que T et T*
sont injectifs. Considérons R = vV ABV/A et a > ||R)||, et notons par E la mesure spectrale associé a R. Soient
maintenant A € R*, X € B(H)\{0}. Alors
1. Si A €]0,1], alors TX = AXT si et seulement si
VAE(] = 00, t])VABX = AXVAE(] — 00,t/]\)VAB, Vt €] — \a, \d],
E(] — 00, t))VABX =0, Vte[—a,—\a]et

VABX = E(] — o0, t))VABX, Vit € [\a,d].

2. Si\€]—1,0[, alors TX = AXT si et seulement si
VAE(|t,a))VABX = AXVAE(] — 00,t/\)VAB, Vt €]Aa, —Aa|
E(] — o0, t))VABX =0, Vte[—a,\a]et

TX = E(t,a))VABX, Vte [-)a,a]

3. Si\€l,+o0, alors TX = A\XT si et seulement si
VAE(] — 00, t]))VABX = AXVAE(] — 00, t/\)VAB, Vit €| —a,al,
XVAE(] —oo,t/)\) =0, Vte|[-)a,—a]et

TX = AXVAE(] — co,t/A\)VAB, Vt € [a, \a].
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4. Si\ €] —o0,—1],alors TX = AXT si et seulement si

VAE(t,a))VABX = AXVAE(] — 00, t/\)VAB, Vt€]—a,a|
XVAE(] —o00,t/)]) =0, Vte [a,—\a]et
TX = AXVAE(] — 00,t/\)VAB, Vte [\a,—a].
Corollaire II1.2.1 [9] Soit T € B(H) un opérateur autoadjoint injectif et soit a > ||T'||. Notons par E le mesure

spectrale associée a T'. Soient maintenant A € R* et X € B(H)\{0}. Alors
1. Si X €]0,1], alors TX = AXT si et seulement si
E(] —o00,t])X = XE(] —o0,t/A]), Vte€]— Aa,Ad|
E(] —o00,t])X =0, Vte[—a,—M\a]et
E(]—o00,t])X =X, Vte€[\a,al.
2. Sih€]—1,0[, alors TX = AXT si et seulement si
X =E(—-00,t])X — XE(] —00,t/A]), Vt€]la,—Adg]
E(] —00,t])X =0, Vte[—a,Ad]et
E(]-o00,t])X =X, Vte][-Xa,q]
3. SiX€[l,+o0f alors TX = AXT si et seulement si
E(] —o0,t])X = XE(] —o0,t/A]), Vte€]—a,a]
XE( —o00,t/A\) =0, Vte[-Xa,—a]et
XE(—o0,t/A) =X, Vte€]a,\]
4. Si\ €] —o0,—1],alors TX = AXT si et seulement si
X =E(-00,t])X — XE(] —00,t/A]), Vte€]—a,a],
XE(]—o00,t/A]) =0, Vtela,—Xaet

XE( —o0,t/N) =X, Vte[Aa,—al.
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II1.2.2 Spectre étendu des opérateurs normaux

Théoréme I11.2.3 [9] Soient N, M € B(H) deux opérateurs normaux et notons par EN et EM les mesures

spectrales associées a N et M respectivement. Si X € B(H) alors NX = XM si et seulement si
EN(A)X = XEM(A) VA € Bor(o(N)No(M)),

EN(A)X =0 VA € Bor(o(N)) tel que ANo(M) =0,

XEM(A)=0 VA € Bor(a(M)) tel que ANo(N) =10,

ot BV (Q) signifie I'ensemble de tous les boréliens dans I'ensemble compact Q.

Corollaire II1.2.2 [9] Soit N un opérateur normal avec E pour mesure spectrale associée. Alors NX = AX N si

et seulement si

E(A)X =XE(2) VA €BV(o(N)Na(AN)),
E(A)X =0 VA € BiV(a(N)) tel gue ANo(AN) =0

XE(%)=0 VA € BIV(o(AN)) tel gue ANa(N) =0

Alors, on obtient le théoreme essentiel de ce paragraphe.
Théoreme I11.2.4 [9] Soit N un opérateur normal avec E pour mesure spectrale associée. Alors

Ot (N) ={A € C:3A € Bor(c(N)No(AN)) tel que E(A) # 0}.

II1.2.3 Spectre étendu des opérateurs quasinormaux
Lemme II1.2.1 [28] Soit T € B(H) un opérateur quasinormal tel que 0 € o,(T); alors ooy (T') = C.

Théoreme I11.2.5 [28] SiT : H — H est un opérateur quasinormal mais pas un opérateur normal et 0 ¢ o,(T'),

alors

{/)\\; cC: )\i7>\j (S Up(T)} U {0} C Uemt(T)~

Théoreme I11.2.6 [28] Soit T' € B(H) un opérateur auto-adjoint et le spectre essentiel opss (T') = 0, alors
Oeat(T) ={A € C:0p(T) Nop(AT) # 0} .

Corollaire II1.2.3 [28] Soit T' € B(H) un opérateur normal compact, alors
Oext (T) ={A € C:0,(T)Nop(AT) # 0}.

37



Chapitre III Spectre étendu des opérateurs

Théoreme I11.2.7 [28] Soit T' € B(H) un opérateur quasinormal mais non normal; alors
D={\eC: |\ <1} Coeu(T).
Théoréme I11.2.8 [28] Soit T € B(H) un opérateur quasinormal put, alors
Oext(|T]) C et (T).
Corollaire II1.2.4 [28] Si T est un opérateur quasinotmal pur, alors

{A X € gy (IT)), || €1} C ene(T)..

III.3 Spectre étendu de la transformation d’Aluthge

II1.3.1 Spectre étendu de la transformation d’Aluthge en dimension finie

Nos principaux résultats sont 'amas de relations entre le spectre étendu de AB et BA, et ses consé-

quences sous forme de plusieurs corollaires.

Théoreme I11.3.1 Soient A et B des opérateurs linéaires bornés sur un espace de Hilbert complexe de dimension

finie H, tel que A soit auto-adjoint. Alors
Oext (AB) = Jezt(BA)

Preuve. Pour tout opérateur linéaire borné A et B défini sur un espace de Hilbert complexe de dimension

finie, on a

oot (AB) = {AeC:0(AB)No(AAB) #0}  (par Le théoreme II1.1.3)
= {AeC:0(AB)NAs(AB) #0}  (par Le théoreme L.6.3)
— {MeC:0(BA)NAs(BA)#0}  (par Le lemme 1.6.2)
= {NeC:0(BA)No(ABA)#0}  (par Le théoreme 1.6.3)

= Oext (BA)

mSi A= |T|z et B = U|T|2, ot1 U est l'opérateur unitaire de la décomposition polaire de 7" dans le

théoreme II1.3.1, alors on obtient le corollaire suivant :
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Corollaire II1.3.1 Soit T un opérateur linéaire borné défini sur un espace de Hilbert complexe de dimension finie

H, tel que T = U|T| sa décomposition polaire, T sa transformation d’Aluthge. Alors

Oext (T) = Oegxt (T) .

Nous pouvons prouver le corollaire II1.3.1 d"une autre maniere
Preuve. Pour tout opérateur linéaire borné T défini sur un espace de Hilbert complexe de dimension
finie H, tel que T = U|T| sa décomposition polaire, on a
oext (T) = {NeC:0(T)No(AT) # 0} (par Le théoreme II1.1.3)
= {AeC:o(T)NXo(T)#0}  (par Le théoreme 1.6.3)
= {AeC:o(T)NXo(T) #0}  (par Le théoreme L.6.6)
= {AeC:a(T)Na(N\T) # 0} (par Le théoreme 1.6.3)

= ot (T).

mSi A= |T|et B=T,ou U est l'opérateur unitaire de la décomposition polaire de T" dans le théoreme

II1.3.1, alors on obtient le corollaire suivant :

Corollaire II1.3.2 Soit T un opérateur linéaire borné défini sur un espace de Hilbert complexe de dimension finie

H, tel que T = U|T| sa décomposition polaire, T sa transformation de Duggal . Alors

~

Oext (T) = Oext (T) .

Si A = |T|* et B = U|T|*"*, ot U est I'opérateur unitaire de la décomposition polaire de 7" dans le

théoreme II1.3.1, alors on obtient le corollaire suivant :

Corollaire II1.3.3 Soit T un opérateur linéaire borné défini sur un espace de Hilbert complexe de dimension finie

H, tel que T = U|T| sa décomposition polaire. Pour \ € [0, 1] then
Oext (ﬁ) = Oext (T)

Si A =|T|z et B=T" 'U|T|2, ou U est I'opérateur unitaire de la décomposition polaire de T’ dans le

théoreme II1.3.1, alors on obtient le corollaire suivant :

Corollaire II1.3.4 Soit T' un opérateur linéaire borné défini sur un espace de Hilbert complexe de dimension finie

H, tel que T = U|T| sa décomposition polaire. Alors
Oext (Tn) = Oext (Tn)
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Si A = |T|et B= (T)"'U, ou U est I'opérateur unitaire de la polaire décomposition de T dans le

théoreme II1.3.1, alors on obtient le corollaire suivant :

Corollaire II1.3.5 Soit T un opérateur linéaire borné défini sur un espace de Hilbert complexe de dimension finie

H, tel que T = U|T| sa décomposition polaire. Alors
Oext (fn) = oeat(T").

Exemple I11.3.1 Soit T une matrice 2 x 2 définie comme suit :

1 5 1 2
T = , lopérateur adjoint de T est T* = )
—2i 1 -5t 1
5 T 2
T = |T* = , aussi |T| = ,
—7t 26 —i 5
L 1 1 0 =
so |T|z = , doncU=
-1 =2 - 0
-2 —

La transformée Aluthge de I'opérateur T est T =

{ 4
En utilisant le corollaire 111.1.2, nous calculons le spectre étendu pour l'opérateur T et la transformée d’Aluthge
de l'opérateur T.

o(T) = {~1 = V10, -1+ V10}, o(T) = {1 - V10, ~1 + V10}.

Donc, nous obtenons

oext(T) ={1; 11+_2§/E' 11—2\/ﬁ}/ oot (T) = {1; 11+_2§/E' 11—2§/E}'

’ Js) ) _

Ainsi Oext (T) = ert(T).

II1.3.2 Spectre étendu de la transformation Aluthge en dimension infinie

Dans ce théoreme, nous prouvons des égalités entre le spectre étendu pour 1'opérateur 7', pour la

transformation d”Aluthge et pour la transformation de Duggal en dimension infinie.

Lemme I11.3.1 Soit T un opérateur dans B(H). Alors |T|? est inversible si T est inversible.
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Preuve.

T estinversible = T* estinversible

= T*T = |T|? est inversible.

Théoreme I11.3.2 Soit T un opérateur linéaire borné défini sur 'espace de Hilbert complexe séparable H, tel que

T = U|T| sa décomposition polaire. Si T est inversible et |T|z X = X|T|z. Alors

(l) Oext (TV) = Oext (T) = Oext (T)

~

(1i) aem(f") = Oent(T") = aewt(f”) pour tous n € N.

~ o~

(IZI) O'ezt(TT) = Uext(TT)'

On note que T est la transformation de Duggal, tel que T =|T[U

Preuve. Pour tout opérateur linéaire borné T défini sur un espace de Hilbert complexe séparable, tel que

T = U|T| sa décomposition polaire. T" est inversible et IT|2X = X|T|2,0na

(1) oext (T)={Ae€C,3X € B(H)\{0} tel que TX = AXT} (D apres (IIl.1.1))

TX =)XXT <

U|T|X = AXU|T|

& UIT|?|T|2X = AXU|T|2|T|®
& UIT|2X|T|? = AXU|T|2|T|? (D apres [T|2X = X|T|?)
& |T|>(U|T|> X|T|2)|T|?
& T2 (AXUIT|?|T(2)|T|2
& |T|IZUIT|ZX|T]*(JT)?)~" (D apres Lemme IIL3.1)
& |TEAXU[T|2[TP(T*) !
& |T|2UIT|?X = A|T|2 XU|T|?
& |T|?UIT|ZX = AX|T|2U|T|? (D’ aprés |T|2 X = X|T|?)
& TX =MXT.
AlOTS, Text (T) = Gexe (T).
Aussi, e (T) ={N € C,3IX € B(H)\{0} tel que TX = AXT}.

41



Chapitre III Spectre étendu des opérateurs

TX = AXT < U|T|X = AXU|T|
& UX|T|=AXU|T| (D apres|T|?X = X|T|?)
& |TI(UX[T)|T] = [T|(AXU[T])|T|
& |TUX|TR(T?) ! = |[TIAXU|T)*(|T]*)"" (D aprés Lemme I11.3.1)
& |T|UX = M\T|XU
& |T|JUX = AX|T|U (D’ aprés |T|? X = X|T|?)
& TX =\XT.

~

Alors, gext (T) = oext (T).

(i) et (T™) = {\ € C,3X € B(H)\{0} tel que T"X = AXT"}.

T"X = AXT" <« (U|T))"X = AX(U|T)"™
& (U|T))"~1UIT|3| T2 X
& AX(U|T)"'UIT|? T
& (UIT)" 'UIT|ZX|T|? (D apres |T|2X = X|T|?)
& AX(UT)"~'U|T)3 T2
& |T|Z((UT)"~UIT| X|T|?)|T|*
& [T[2(AX(U|T))"~"U|T|?|T|2)|T|>
& |T|Z(UIT)*'UIT]ZX|T2(T)*)~" (D’ apres Lemme I11.3.1)
& [T[2AX(UIT))" 'UIT|2|T]*(|T)
& [T (U|T)"~U|T]2 X
& ATRX(UT)" 'UlT|>
& [TZ(UIT)* 'UIT|ZX (D apres |T|2X = X|T)|?)
& AX|T|? (U[T|)"~'UT|>
& (TPUIT]?)"X = AX(IT|>U|T|2)"

& T"X = \XT".
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Alors, Gyt (T™) = Tex (T™).

Aussi, et (T") ={A € C,IX € B(H)\{0} tel que T" X = AXT"}.

T"X = AXT" < (U[T])"X = AX(U|T|)"
& (UIT)"'UIT|X = AX(U[T])"~'U[T|
& (UIT)" 'UX|T| = AX(U|T)* 'U|T| (D apres|T|?X = X|T|?)
< |TI((UT))" " UX|T))|T|
& |T|/(AX(U|T|)"~'U|T|)|T|
& [T|U|IT)" *UX|TP(T*) "t (D aprés Lemme I11.3.1)
& AT|X(UIT)" UlT*(TP)~
& (ITJU)"X = AX|T|(U|T)*'U (D’ aprés |T|? X = X|T|?)
< (ITU)"X = AX(|TJU)"

& T"X = AXT".
Alors, gext (T™) = Oext (f”).

(ii1)  Oext (TT) = {\ € C,3X € B(H)\{0} tel que TTX = AXTT}.

TTX =AXTT <« U|T||T|2U|T|?X = AXU|T||T|2U|T|>
& U|T|?|T|UX|T|? = AXU|T|?|T|U|T|? (D’ apres |T|2X = X|T|?)
& |T|2 (U T|2|T|UX|T|?)[T|?
& |T|Z(AXUIT|2|T|U|T|2)|T|?
& |T|2U|T)Z|T|UX|T2(JT|*)~" (D’ aprés Lemme I11.3.1)
& [TI2AXUIT|2|T|U|T2(IT[*)"
& |T|2UIT|Z|T|UX = AT|2XU|T|?|T|U
& |T|?U|T|2|T|UX = AX|T|?U|T|2|T|U (D’ apres |T|2X = X|T|?)
& TTX = AXTT.

~ o~

Alors, 0ot (TT) = 0ope(TT). m
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CHAPITRE

IV

APPLICATIONS ET EXEMPLES

Dans cette partie, on va voir quelques exemples ol on peut calculer 1l'image numérique, le rayon

numérique, la transformation d” Aluthge et le spectre étendu des opérateurs.

IV.1 Exemples et Applications en dimension finie

IV.1.1 Spectre étendu et rayon numérique de transformation d’Aluthge généralisée

0 2 0
Soit T une matrice 3 x 3 définie comme ssuit: T = | g (o ¢ | .Ilestfacile de voir que ||T|| = 2 et
0 01
0 0 O 01 0
T ont la décomposition polaire T =U|T|,ou|T|=| o 2 o |etU=] 1 0 0
0 01 0 0 1
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0 0 O
Ainsi Ty = [TPUITI* = | o o o | pour tous A € [0,1], et donc w (i\) = HT’\H = 1 pour tous
0 0 1

A € [0,1]. Il s’ensuit que

1 ~ 1 1 1
170 mi HT H ST T+ TT = = x2x 1+~ x4 =2.
171 (min [5]) + 17T+ 7o = <214 g

Par conséquent, le théoreme I1.1.23 donne w(7T') < V2.
D’autre part, nous calculons le spectre étendu de 1" opérateur T et la transformation d’Aluthge géné-

ralisée Ty. En utilisant le corollaire II.1.2, nous calculons le spectre étendu pour l'opérateur T et la

transformée d’Aluthge généralisée de I'opérateur T.
o(T) = {0,1}, o(T)) = {0, 1}.

Ainsi 0zt (1)) = Oeqr(T).

IV.1.2 La relation entre le spectre étendu de 1’ opérateur 7 et sa transformation

d’Aluthge
0 0 5
Soit T une matrice 3 x 3 définie comme suit: 7 = | 1 @ 0 |- EtT ontla décomposition
N
¥ o5 0
1 00 0 O 1
polaire T=U|T|,ou|T|=]| ¢ 1 o |etU=]| 1 ? 0
V3
005 B o190
0 0 Vb
Ainsi T = |T|2U|T|z = | 1 NER
Vi V5
2 2

Nous calculons les polynémes pour les valeurs propres de la matrice T et T,

V3 5 5x3 53 V3 5v/3

PT()\):/\Q(T—/\)—Z— T ZSA:—A3+7A2+TA—5,
1 1 1
Pf(A):A2(§—A)—ﬁZﬁ—ﬁzﬁ+\/ng:—A3+§A2+5T\/§A—5:PT(A).

Donc o(T) = o(T).

Alors 0e34(T) = 0ent(T).

45



Chapitre IV Applications et exemples

IV.1.3 Inégalités de rayon numérique de I’ opérateur 7" utilisant la transformation

d’Aluthge généralisée

0 2 0 4 0 0

Nous considéronsT = | ¢ o 3 |.Ilestalorsfaciledevoirque P =T*T+TT*=| ¢ 13 0o |,|T|=
0 0 0 0 0 9

0 0 O 0 1 0

0 2 0 letU=1] o o0 1 |, ouU estlisométrie partielle dans la décomposition polaire de T',

0 0 3 0 0 0

c’est-a-dire T' = U|T|. Alors,

00 0
Ty=TMUITI =] 0 o 23>
00 0

2)\317A
2 )

Par conséquent, w (i\) : Tv,\H = 223172 |P|| = 13 etw (T?P + PT?) = 39. Ainsi, I'inégalité que

nous avons obtenue dans le théoreme I1.1.25 donne w(T") < 2.05076838. Mais l'inégalité (I1.7) obtenue

par Yamazaki dans [31] donne w(T") < 2.11237244.

IV.1.4 Spectre étendu et image numérique de I'opérateur T’
Proposition IV.1.1 [25] Soit {e1, ez} une base orthonornale de H. Alors

Tl elo,2n]}.

W(T) = {{Tz,x) : x = ey cosf + ieasinf exp(ip), 8 €] 0, 5

Proposition IV.1.2 [32] Le spectre eterdu de T est
1. 0ot (T) = {ﬁf i) € a(T)} sidi £\ 0.
2. 0oy (T) = {1} si Ay = Ay #0.
3. Ot (T) =CsiA;=0,i=1,2.

-1 1
Exemple IV.1.1 Soit T = , alors

0 1

1. W(T') est une ellipse de foyers F = —1 et F' = 1 et axe manimum 1 et axe majeur 2.23.
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2. oext(T) = {—1}
En effet,

1. On définit le vecteur x comme dans la proposition IV.1.1, alors x = e; cosf + ez sinfexp(ip) oit § €

10, 5[, ¥ € [0, 27]. Ensuite

-1 1 cos cos
(Tz,z) = ,
0 1 sin 0 exp(ip) sin @ exp(ip)
< —cos 0 + sin 0 exp(ip) cos @ >
sin @ exp(ip) sin 0 exp(—ip)

= —cos? 0 + cos fsin  exp(ip) + sin? 0
2 1. . .9 .
= —cos“ 0+ ism29exp(up) +sin® 0 =z + iy

01
1.
T = —cos20 + 5811129008(,0

1. .
y = gsin 20 sin .
Donc

1
z 4 cos 20)? + y? = = sin® 26.
2

C’est ane famille de cercles et nous pouvons maintenant obtenir lear union. la derniere expression Si, on

prend ¢ = 20, alors la derniere expression reecrit comme

1
(v +cos)® +y* = 5sin’¢ 0<o<m,

on derive par rapport a ¢, on obtient
1
(x + cos p)* +9° = 3 cos ¢

En eliminant ¢ entre les deux dernieres Equations, on obtient

x2 2

Y
T+ (/4 14
Ceci est une ellipse dont le centre est eyale a 0 et des axes eyales an 1 et /5 = 2.23. Nous pouvons representer

l'image numerique de T' comme suit
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2. T est une matrice inversible, alors d’apres la proposition IV.1.2, on a

Text(T) = {i A A € U(T)}

J

etcar A1 = —MXg, ON A Opyy (T) = {_1}‘

IV.1.5 Spectre étendu et image numérique de la matrice de Jordan

Lemme IV.1.1 [14] Soit T € B(H) et 0 = [—m, 7], on pose Ag := max o (Sp) oit Sy := % (ewT + 67;9T*) =S}
Alors,

W(T) = m96[—71',7'r] H97

oit le demi espace Hy est défini par

Hy = {z € Re (ewz) < /\9} .
Exemple IV.1.2 Soit J,, une matrice n x n de Jordan définie sous la forme

1 sis=r+1
(Jn)rs::

48

0 sinon

1. L'image numérique de J,, est
{2212 < (n—1)/n} CW (1) € {z: ]2l < 1.

2. Le spectre étendu de J,, coincide avec I'ensemble des nombres complexes. En effet, pour déterminer la pre-

miére inclusion, on va utiliser théoréme 1.3.3. Alors, si 6 € R et on définie vg € C™ par vg . := n~/2e"?,
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alors
(Jnve,ve) = (vo,vg)

n— lem

n

En utilisant la convexité de W (A) et le fait que ||J,,|| = 1, on obtient le résultat.

IV.2 Exemple et Application en dimension infinie

On définit I'opérateur de Hardy V,, sur un espace de Lebesgue L, [0, 1] sous la forme

(Vaf) () = 2 / F(t)at
oun € N,n > 1 est un nombre fixé. Il est claire que
Viy = MynV = Mynin H

ott Mym, Mym f(x) = 2™ f(x) est 'opérateur de multiplication. V f(z) = [ f(t)dt est I'opérateur clas-
sique de Volterra et H, Hf(z) = X [ f(t)dt est I'opérateur classique de Hardy dans I'espace de Le-
besgue L, [0, 1].

Pour un nombre entier fixé n > 1. On considere 'opérateur de Hardy V,, qui a défini dans 1’espace

de Lebesgue L, [0, 1]. (1 < p < 00) sous la forme

(Vaf) (@) = (" + 1) / £(1) (V1)
Premiérement, on va calculer la norme de V,,

Proposition IV.2.1 Pour un entier fixé n > 1, soit V,, l'opérateur de Hardy définit sur L,[0,1] sous la forme
(IV.1). Alors, on a

L |[Vall < 22—
(p+1)(n+1)

2. V,, est un opératur de Volterra ( c-a-dire compact et quasinilpotent) dans l'espace L,|0,1]; en particulier

Vo — 0 quand (n — o0).

Preuve.
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1. Pour toute f € L,[0,1],0ona

IVafll, =

(x”+1)/oxf(t)dt :
:/01 (x"—l—l)/:f(t)dt
s/ol (2" + 1) (/01|f(t)|dt>pdx
< | s (f 1 feat)
sy lp+1 (/ |f(t) Ipdt>1/p </01 1th>1/q

9op+1
:(n+1 /‘f IPat

2+1

T+ Dp+1)

p

dzr

I[F115-

< __2¥2
Dong, ||V,| < (n+1)(p+1)

2. Pour tout A € C\{0}. I'équation de valeur propre de V,, est équivalente a ’équation différentielle
N(x) = (2" 4+ 1) g(x) avec condition initiale g(0) = 0 ot1 g(z) = [ f(t)dt avec f est un vecteur
propre. La solution de 'équation intégro différentielle est g(z) = f(x) = 0 qui implique que V,,
n’admet aucun valeur propre non nul. Depuis que V,, est compact, cela implique que o (V,,) = {0}

et cela montre que V,, est un opérateur de Volterra.

Corollaire IV.2.1 V,, est un opérateur de Volterra, alors oe (V) = (0, +00).

Exemple IV.2.1 On traite dans cet exemple une autre classe d’opérateurs auto-adjoints injectifs, plus précisé-
ment, on considére des opérateurs sans spectre ponctuel, et tels que le zéro appartient au spectre continu. Pour

simplifier, on va traiter le cas 0 la multiplicité spectrale est égale i 1.
Tf(x) =xf(x),Vf € L*[0,1)Vx € [0,1]

il est connu que T est un opérateur auto-adjoint et que o(T') = o.(T) = [0, 1]. Soit ¢ : [0, 1] — [0, 1] une fonction
mesurable. L’opérateur C., est dit de composition s'il est défini par C, f (x) = f(¢(x)). L'opérateur de composition
Crz, va étre simplement noté par Cy. De plus, si ¢ € L>°[0,1], on définit I'opérateur de multiplication par ¢
comme M, f(x) = ¢(x) f(x) Dans cet exemple, on peut utiliser le corollaire I11.2.2 pour décrire les ensembles des

valeurs propres et des vecteurs propres étendus de I'opérateur T. En effet, si I'on note par le mesure spectrale
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associée a T, alors pour tout X € [0,1], E({[0,A]}) = Xjo,n]- On peut alors obtenir le résultat de la méme
maniere comme dans le dernier exemple. Cependant, on va traiter cet exemple autrement en utilisant la théorie des
fonctions, une telle méthode qui va avoir son propre étendu. Supposons pour cela que X soit un nombre complexe
et que X soit un opérateur borné sur L?[0,1] tels que TX = AXT. Notons d’abord, puisque T est injectif, que
X = 0 est l'unique solution de I'équation T X = 0, on peut alors supposer que A € C*. D’aprés les hypotheses,
pour tout f € L?[0,1] et tout n € Nona

T"Xf=X"XT"f

ce qui impligue en particulier

Xp(t) = p (i) X1,¥p € C[X].

Supposons dans un premier temps que A € C\ [0, 00 [ et posons K = [0,1] U [0, 1]. Soit f € L?[0,1], alors f
peut étre vue comme élément de L?(K) si 'on pose flo,1y/xy = 0, p.p.
D’apres le corollaire I11.2.1 , il existe une suite (py,),,cy C C[X] qui converge vers f dans L?(K). Ainsi,

Xf(t)= lim Xp,(t) = lim p, <;> X1=0.pp.tel0,1]

n— oo n—oo

D’oit X = 0. Par conséquent oo (T') C] 0, 00].

Exemple IV.2.2 Soit R > 0, et posons D := D(0, R le disque fermé D(0, R), et considérons sur L?(D) I'opéra-
teur normal N défini par N f(z) = 2 f(z) pour tout f € L?(D). Si l'on note par E la mesure spectrale associée i

N, alors E(A) = Mya. Alors, ooy (N) = C*.
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CONCLUSION

Cette these est consacré a 1’étude de quelques propriétés de 'image numérique, rayon numérique,
transformation d’Aluthge et spectre étendu des opérateurs linéaires bornés dans un espace de Hilbert
H et interactions.

Le premier chapitre est consacré a I'étude des opérateurs linéaires bornés dans un espace de Hilbert H.
De plus, nous avons présenté quelques définitions et propriétés de transformation d”Aluthge. En outre,
une bréve étude sur opérateur linéaire borné, quelques classes d’opérateurs, Spectre d"un opérateur.
Dans le deuxiéme chapitre, nous montrons que la norme (o, §) est équivalente a la rayon numérique
et a la norme usuelle de 'opérateur. Nous étudions également les conditions d’égalité pour ces bornes.
Nous obtenons ensuite des bornes supérieure et inférieure pour la norme («, ) des opérateurs linéaires
bornés, et appliquons les résultats pour obtenir des bornes pour le rayon numérique des opérateurs li-
néaires bornés.

Dans la quatrieme partie, nous présentons quelques résultats sur les relations possibles entre le spectre
étendu de AB et BA en dimension finie, et ses conséquences sous forme de plusieurs corollaires, aussi
et nous prouvons quelques égalités entre le spectre étendu pour 'opérateur 7', pour la transformation
Aluthge et pour la transformation Duggal en dimension infinie.

Nous avons alloué la derniere partie pour calculer 'image numérique, le rayon numérique, la trans-
formation d’Aluthge et le spectre étendu des opérateurs de quelques exemples prédéfinis. Aussi, nous

avons appliqué des résultats obtenus dans les premiers chapitres.
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