
République Algérienne Démocratique et Populaire 

Ministère de l’Enseignement Supérieur et de la 

Recherche Scientifique 

Université Echahid Hamma Lakhdar Eloued 
 

 

 

 

      

 

 

 

Faculté de Sciences Exactes 

Département de Mathématiques 

 

Thèse en vue de l’obtention du diplôme de doctorat LMD en 
mathématiques 

Spécialité: Analyse Mathématiques et applications 

 

Intitulé : 

Spectres étendus, images numériques des opérateurs 

et transformations d’Aluthge et interactions 

 

Présentée Par : 

GUEMOULA Asma 

Devant le jury composé de: 

  

Adel Aissaoui Prof. Univ. Eloued Président 

Abdelouahab Mansour Prof. Univ. Eloued Encadreur 

Abderrazak Hechifa MCA Univ. Ouargla Co- Encadreur 

Smail Bouzenada Prof. Univ. Tebessa Examinateur 

Kamel Akrout Prof. Univ. Tebessa Examinateur 

Messaoud Guesba MCA Univ. Eloued Examinateur 

 
 

Année universitaire: 2022/2023 



Abstract

This thesis joins in the field of operator theory where it is based on a relatively of numerical range,

extended spectrum and Aluthge transformation of bounded linear operator on Hilbert space H .

We present some results on the possible relations between the extended spectrum of AB and BA in fi-

nite dimension, and its consequences in the form of several corollaries. Moreover, thanks to this relation

we could find the extended spectrum of the Aluthge transformation.

Also we prove some equalities between the extended spectrum of the Aluthge transformation, the

Duggal transformation and the operator T in infinite-dimensional .

On the other hand, we show that the norm (α, β) is equivalent to the numerical radius, and to the usual

norm of the operator. We also study the equality conditions for said bounds. We then obtain upper and

lower bounds for the (α, β)-norm of bounded linear operators, and apply the results to obtain bounds

for the numerical radius of bounded linear operators.

In the last part, we give some examples where we can calculate the numerical range, numerical radius,

Aluthge transformation and extended spectrum of some operators, also we apply some theorems of our

results.

Key words : Numerical range, numerical radius, Aluthge transformation, (α, β)-norm , extended spec-

trum.



 ملخص
 

سمى تإلى حد ما  مفاهيم حديثةوبشكل أكثر تحديدًا حول  ؤثراتهذه الأطروحة جزء من مجال نظرية الم

 . Hهيلبرت  فضاءفي  ةالمحدود ةالخطي ؤثراتالصورة الرقمية والطيف الممتد وتحويل اليج للم

في البعد المحدود، ونتائجها  BAو ABنقدم بعض النتائج حول العلاقات المحتملة بين الطيف الممتد لـ 

 الطيف الممتدفي شكل عدة توطئات. بالإضافة إلى ذلك، من خلال هذه العلاقة، تمكنا من العثور على 

 ل اليج.يلتحو

 في الأبعاد اللانهائية. T ؤثروالم ديغالوتحويل  ليجابين الطيف الممتد لتحويل  اتكما أثبتنا بعض التكافؤ 

كما ندرس  .T ؤثرللم المعتاد والنظيم العددي القطر نصف يعادل( β،αأن النظيم ) بينمن ناحية أخرى، ن

 مؤثراتلل( β،α) نظيمشروط المساواة لهذه الحدود. نحصل بعد ذلك على الحدود العلوية والسفلية لل

 الخطية المحدودة. مؤثراتلنتائج للحصول على حدود نصف القطر العددي للالخطية المحدودة ، ونطبق ا

، وتحويل العددي، ونصف القطر رقميةال صورةفي الجزء الأخير، نقدم بعض الأمثلة حيث يمكننا حساب ال

 ، كما نطبق بعض نتائجنا.ؤثراتوالطيف الممتد لبعض الم اليج

 

 متد.المطيف ال، ( β،αنظيم )، جالي، نصف القطر العددي، تحويل رقميةال صورةال الكلمات المفتاحية:

 

 



Résumé

Cette thèse s’inscrit dans le domaine de la théorie des opérateurs et plus pariculièrement autour de

deux notions assez récentes appelées image numérique, spectre étendu et transformation d’Aluthge des

opérateurs linéaires bornés dans un espace de Hilbert H .

Nous présentons quelques résultats sur les relations possibles entre le spectre étendu de AB et BA

en dimension finie, et ses conséquences sous la forme de plusieurs corollaires. De plus, grâce à cette

relation, nous avons pu trouver le spectre étendu de la transformation d’Aluthge.

Aussi nous prouvons quelques égalités entre le spectre étendu de la transformation d’Aluthge et la

transformation de Duggal d’un opérateur T en dimension infinie .

D’autre part, nous montrons que la norme (α, β) est équivalente au rayon numérique, et à la norme

usuelle de l’opérateur. Nous étudions également les conditions d’égalité pour ces bornes. Nous obte-

nons ensuite des bornes supérieures et inférieures pour la norme (α, β) des opérateurs linéaires bornés,

et nous appliquons les résultats pour obtenir des bornes pour le rayon numérique des opérateurs li-

néaires bornés.

Dans la dernière partie, nous donnons quelques exemples où nous calculons l’image numérique, le

rayon numérique, la transformation d’Aluthge et le spectre étendu de quelques opérateurs, aussi nous

appliquons quelques théorèmes de nos résultats.

Mots clés : Image numérique, rayon numérique, transformation d’Aluthge, (α, β)-norme , spectre étendu.
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Notations Générales

H Espace de Hilbert.

B(H) l’ensemble des opérateurs linéaires et bornés sur un espace de Hilbert H.

⟨., .⟩ Le produit scalaire .

∥T∥ la norme de l’opérateur T.

∥T∥α,β (α, β)− norme de l’opérateur T.

N(T ) Le noyau de l’opérateur T.

R(T ) L’image de l’opérateur T.

W (T ) L’image numérique de T.

r(T ) Rayon spectral de T.

w(T ) Rayon numérique de T.

T ∗ L’opérateur adjoint d’un opérateur T.

T
1
2 La racine carrée d’un opérateur positif T.

|T | Le module d’un opérateur T.

T−1 L’inverse d’un opérateur T.

σ(T ) Le spectre de T.

ρ(T ) L’ ensemble resolvante de T.

σext(T ) Le spectre étendu de T.

∼
T La transformation d’Aluthge de T.

∼
Tλ La transformation de Aluthge généralisée de T.

T̂ La transformation de Duggal de T.



INTRODUCTION

Ce travail s’inscrit dans le cadre de l’analyse fonctionnelle et plus précisement dans le domaine de

la théorie des opérateurs sur les espaces de Hilbert. Dans toute notre étude, H signifiera un espace de

Hilbert complexe et séparable. On notera aussi par B(H) l’agèbre des opérateurs linéaires bornés définis

sur H .

L’étude des images numériques des opérateurs et leurs applications a joué un rôle très important

dans de nombreux domaines des mathématiques et autres domaines de la physique et les sciences et de

l’ingénierie.

L’image numérique d’un opérateur linéaire borné T ∈ B(H) a été introduite en 1918 par Toeplitz dans

[29] comme suit

W (T ) = {⟨Tx, x⟩ : x ∈ H, ∥x∥ = 1} ⊆ C

Où ⟨., .⟩ et ∥.∥ sont respectivement le produit scalaire et la norme associés dans H , le rayon numérique

de T est défini par

ω(T ) = {Sup|z| : z ∈ W (T )}

En 1990 A. Aluthge a introduit dans [3] une transformation qui porte son nom, la transformation

d’Aluthge, pour étendre quelques porpriétés spectrales aux opérateurs p- hyponormaux (i,e. (T ∗T )p ≥

(TT ∗)p, p > 0). Pour un opérateur T ∈ B(H), on considère sa décomposition polaire T = V |T |. La

transformation d’Aluthge de T est définie par

∼
T = |T | 12V |T | 12 .

1



Introduction

Dans [26], K. Okubo a introduit la transformation de Aluthge généralisée. Pour λ ∈ [0, 1], on appelle

la transformation λ-Aluthge, l’appliation ∆λ : B(H) −→ B(H) définie par :

∆λ(T ) = |T |λV |T |1−λ

En 2002. Takeaki Yamazaki a présenté dans [30] une étude sur l’image numérique de la transformation

d’ Aluthge, où il a présenté les résultats suivants

— ω(T ) ≥ ω(
∼
T ).

— si T est une matrice n× n, alors W (T ) ⊃ W (
∼
T ).

— si N(T ) ⊂ N(T ∗), alors W (T ) ⊃ W (
∼
T ).

Et puis nombreux chercheurs ont travaillé sur l’image numérique de la transformation d’ Aluthge.(voir

par exemple [13], [22] et [31]).

Dans [27] les auteurs ont introduit une nouvelle norme nommée (α, β)-norme, sur B(H). Pour T ∈

B(H), la norme (α, β) de T , notée ∥T∥α,β , est défini par suit

∥T∥α,β = sup
{√

α|⟨Tx, x⟩|2 + β∥Tx∥2 : x ∈ H, ∥x∥ = 1
}
,

où α, β sont des constantes positives avec (α, β) ̸= (0, 0). On remarque que si α = 1, β = 0 alors

∥T∥α,β = w(T ), et si α = 0, β = 1 alors ∥T∥α,β = ∥T∥. De plus, si nous considérons α = β = 1,

alors nous avons le rayon Davis-Wielandt modifié de T , c’est-à-dire ∥T∥α,β = dw∗(T ), ( voir [5]). Ils ont

étudié les propriétés de base de cette norme, y compris les limites supérieures et inférieures. En tant

qu’application de la présente étude, ils ont également estimé les limites du rayon numérique des opé-

rateurs linéaires limités. Avec des exemples, les résultats améliorent certaines des inégalités du rayon

numérique existantes importantes.

À [6], les chercheurs ont pris α + β = 1, c’est-à-dire β = 1 − α et ont exploré la α−norme de T définie

comme suit

∥T∥α = sup
{√

α|⟨Tx, x⟩|2 + (1− α)∥Tx∥2 : x ∈ H, ∥x∥ = 1
}
.

Nous consacrerons une partie de la thèse à l’étude d’une notion spectrale assez récente, appelée le

spectre étendu des opérateurs. Soit T ∈ B(H), on dit qu’un nombre complexe λ est une valeur propre

étendue de l’opérateur T , s’il existe un opérateur X ∈ B(H) \ {0} tel que TX = λXT . Dans ce cas,

l’opérateur X est dit vecteur propre étendu associé à λ. On appelle spectre étendu de T l’ensemble de

2
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toutes les valeurs propres étendues de T , et on le notera par σext(T ).

Dans [7], A. Biswas, A. Lambert et S. Petrovic ont introduit cette notion en montrant que le spectre

étendu d’un opérateur T à image dense, correspond au spectre ponctuel d’un autre opérateur (non-

borné en général) construit à partir de T . En effet, Soient T,X ∈ B(H) et supposons quil existe un

opérateur Y ∈ B(H) tel que

TX = Y T. (1)

Notons ensuite par ΩT l’ensemble de tous les opérateurs X ∈ B(H) pour lesquels il existe un opérateur

Y ∈ B(H) vérifiant (1). On vérifie facilement que ce dernier ensemble forme une algèbre. Si de plus T

est à image dense, on peut définir l’application.

ϕT : ΩT −→ B(H)

X 7−→ Y.

qui est un homomorphisme d’algèbre fermé. Supposons maintenant que pour l’opérateur X ̸= 0, il

existe un nombre complexe λ tel que Y = λX , on obtient alors l’équation TX = λXT , ou l’égalité équi-

valente ϕT = λX . Par conséquent, un nombre complexe λ est une valeur propre étendue de l’opérateur

T si et seulement si λ est une valeur propre de l’opérateur (non-borné) ϕT .

Cette thèse est composée d’une introduction, quatre chapitres en plus d’une liste de références biblio-

graphies.

Le premier chapitre est consacré aux préliminaires, il comprend six sections. Dans les quatre premières

sections, nous présentons quelques propriétés fondamentales et importantes de l’espace de Hilbert, ainsi

que des propriétés fondamentales des opérateurs linéaires bornés dans l’espace de Hilbert. Nous pré-

sentons quelques notions de base comme classes, puisssance et racine carré, etc. Dans la section I.5, nous

introduisons le concept de spectre avec quelques résultats, qui seront utiles dans le chapitre 3 de cette

thèse.

Enfin, la section I.6 est consacrée à la transformée d’Aluthge, où on va donner quelques propriétés gé-

nérales, ainsi que quelques résultats.

Dans le deuxième chapitre, nous présentons l’image et le rayon numérique des opérateurs et la trans-

formation d’ Aluthge. Ce chapitre est divisé en deux grandes parties. Dans la première, on a étudé

quelques propriétés d’image et de rayon numérique des opérateurs. Dans la deuxième partie, nous in-

3
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troduisons une nouvelle norme sur l’espace des opérateurs linéaires bornés sur un espace de Hilbert

complexe, qui généralise la norme de rayon numérique. Nous étudions les propriétés de base de cette

norme, nous montrons que la norme (α, β) est équivalente à la norme numérique du rayon et à la norme

usuelle de l’opérateur. Nous étudions également les conditions d’égalité pour les bornes. Nous obtenons

ensuite des bornes supérieures et inférieures pour la norme (α, β) des opérateurs linéaires bornés, et ap-

pliquons les résultats pour obtenir des bornes pour le rayon numérique des opérateurs linéaires bornés.

Nous illustrons par des exemples que les résultats améliorent certaines des importantes inégalités de

rayon numériques existantes.

Nous commençons le troisième chapitre par la présentation de quelques définitions et propriétés du

spectre étendu. Ensuite, nous présentons une autre partie sur le spectre étendu de quelques classe d’

opérateurs. Enfin, nous présentons quelques résultats sur les relations possibles entre le spectre étendu

de AB et BA en dimension finie, et ses conséquences sous forme de plusieurs corollaires, aussi et nous

prouvons quelques égalités entre le spectre étendu pour l’opérateur T , pour la transformation Aluthge

et pour la transformation Duggal en dimension infinie.

Dans le dernier chapitre, nous avons présenté des exemples prédéfinis dans lesquels nous allons cal-

culer l’image numérique, le rayon numérique, la transformation d’ Aluthge et le spectre étendu des

opérateurs, aussi nous allons appliquer les résultats obtenus dans les premiers chapitres.

4



CHAPITRE

I

NOTIONS PRÉLIMINAIRES

Dans ce chapitre, on va donner quelques éléments essentiels dans la théoire des operateurs, qui sont

nécessaires pour la suite de notre travail, comme espace de Hilbert, espace de Banach, opérateur linéaire

borné, quelques classes d’opérateurs, spectre d’un opérateur et transformation d’Aluthge.

I.1 Espace de Hilbert

Définition I.1.1 [17] Soit X un espace vectoriel sur le corpsC. S’il existe un nombre complexe ⟨x, y⟩ pour chaque

paire de vecteurs x, y ∈ X satisfaisant :

1. ⟨x, x⟩ ≥ 0 pour tout x dans X et ⟨x, x⟩ = 0 si et seulement si x = 0.

2. ⟨y, x⟩ = ⟨x, y⟩ pour tous x et y dans X .

3. ⟨x+ y, z⟩ = ⟨x, z⟩+ ⟨y, z⟩ pour tous x, y et z dans X .

4. ⟨λx, y⟩ = λ ⟨x, y⟩ pour tous x et y dans X et pour tout nombre complexe λ.

5



Chapitre I Notions Préliminaires

Alors ⟨x, y⟩ est appelé produit scalaire de x et y.

Un espace vectoriel complexe X ayant le produit scalaire est dit espace muni d’un produit scalaire, ou un espace

pre-hilbertien.

Définition I.1.2 [17] Soit X un espace vectoriel sur le corps C. S’il existe un nombre réel ∥x∥ pour tout vecteur

x ∈ X satisfaisant :

1. ∥x∥ ≥ 0 pour tout x dans X , et ∥x∥ = 0 si et seulement si x = 0.

2. ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ pour tous x et y dans X .

3. ∥λx∥ =| λ | ∥x∥ pour tout x dans X et pour tout nombre complexe λ.

Alors ∥x∥ est dit norme de x.

Théorème I.1.1 [17] Un espace muni d’un produit scalaire est un espace normé.

Définition I.1.3 [17] Un espace complet muni d’un produit scalaire est dit espace de Hilbert.

Définition I.1.4 [17] Un espace normé et complet est dit espace de Banach.

I.2 Opérateur linéaire borné sur un espace de Hilbert

Définition I.2.1 [17] Une application T d’un espace de Hilbert H vers H est dit opérateur linéaire si T satisfait :

1. T (x+ y) = Tx+ Ty pour tous x, y ∈ H .

2. T (αx) = αTx pour tout x ∈ H et tout nombre complexe α.

L’opérateur identité I est défini par Ix = x pour tout x ∈ H .

L’opérateur zero 0 est défini par 0x = 0 pour tout x ∈ H .

Définition I.2.2 [17] Un opérateur linéaire T sur un espace de Hilbert H est dit borné, s’il existe c > 0 tel que

∥Tx∥ ≤ c∥x∥ pour tout x ∈ H .

∥T∥ la norme d’opérateur T est définie par

∥T∥ = inf{c > 0 : ∥Tx∥ ≤ c∥x∥, ∀x ∈ H},

Notation. On note par B(H) l’ensemble des opérateurs linéaires et bornés sur un espace de Hilbert H .
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Théorème I.2.1 [17] Pour tout opérateur linéaire et borné T , on a :

∥T∥ = sup{∥Tx∥ : ∥x∥ = 1};

∥T∥ = sup{∥Tx∥ : ∥x∥ ≤ 1};

∥T∥ = sup{| ⟨Tx, y⟩ |: ∥x∥ = ∥y∥ = 1}.

Théorème I.2.2 [17] Soient S et T deux opérateurs linéaires et bornés sur un espace de Hilbert H , on a les

propriétés suivantes :

(i) ∥αT∥ =| α | ∥T∥ pour tout α ∈ C.

(ii) ∥S + T∥ ≤ ∥S∥+ ∥T∥.

(iii) ∥ST∥ ≤ ∥S∥∥T∥.

I.2.1 L’adjoint d’un opérateur

Définition I.2.3 [17] Soit T un opérateur dans B(H), pour un y fixé dans H , on considère une fonction f

définie par f(x) = ⟨Tx, y⟩ sur H , selon le théorème de représentation de Riesz, il existe u ∈ H unique tel que

f(x) = ⟨Tx, y⟩ = ⟨x, u⟩ pour tout x ∈ H , par conséquent, nous pouvons définir T ∗ l’opérateur adjoint de T ,

par ⟨Tx, y⟩ = ⟨x, u⟩ = ⟨x, T ∗y⟩, pour x, y ∈ H .

Théorème I.2.3 [17] Soit T un opérateur défini sur un espace de Hilbert H . On a T ∗ est aussi defini sur H , et

les propriétés suivantes sont satisfaites :

(i) ∥T ∗∥ = ∥T∥.

(ii) (T + S)∗ = T ∗ + S∗.

(iii) (αT )∗ = ᾱT ∗, pour tout α ∈ C.

(iv) (T ∗)∗ = T .

(v) (ST )∗ = T ∗S∗.

(vi) (T−1)∗ = (T ∗)−1, si T est inversible.

Corollaire I.2.1 [17] Soit T un opérateur dans B(H), on a

(i) ∥T ∗T∥ = ∥TT ∗∥ = ∥T∥2.

(ii) T ∗T = 0 si et seulement si T = 0.
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I.3 Puisssance et racine carré d’un opérateur positif

I.3.1 Puissance d’un opérateur

Définition I.3.1 Soit T un opérateur sur un espace de Hilbert H , où

Tnx = T ◦ T ◦ . . . ◦ T︸ ︷︷ ︸
nfois

x ∀n ∈ N, avec T 0 = I (Opérateur identité),

Tn est dit l’opérateur puissance de T .

Proposition I.3.1 Soit T un opérateur linéaire borné sur un espace de Hilbert H , alors la propriété suivante est

vérifiée :

∥Tn∥ ≤ ∥T∥n pour tout n ∈ N.

I.3.2 Racine carré d’un opérateur positif

Opérateur Positif (noté par T ≥ 0) si ⟨Tx, x⟩ ≥ 0, pour tout x ∈ H .

Théorème I.3.1 [17] Pour tout opérateur positif A, il existe un opérateur positif S tel que S2 = A.

Définition I.3.2 [17] L’opérateur S défini dans le théorème 1.3.1 est dit racine carré de A et est noté par S = A
1
2 .

I.4 Quelques classes d’opérateurs

Définition I.4.1 [17] R(T ), l’image de T , est définie par :

R(T ) = {Tx;x ∈ H},

et N(T ) le noyau de T , est defini par :

N(T ) = {x ∈ H;Tx = 0}.

.

Définition I.4.2 [17] Soit T un opérateur dans B(H), T est dit :

1. Opérateur auto-adjoint si T ∗ = T .
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2. Opérateur normal si T ∗T = TT ∗.

3. Opérateur quasinormal si T (T ∗T ) = (T ∗T )T .

4. Projection si T 2 = T .

5. Projection orthogonale si T 2 = T = T ∗.

6. Opérateur unitaire si T ∗T = TT ∗ = I .

7. Opérateur isométique si T ∗T = I .

8. Opérateur hyponormal si T ∗T ≥ TT ∗.

9. Opérateur isométrique Partiel si T = TT ∗T .

10. Opérateur paranormal si ∥T 2x∥ ≥ ∥Tx∥2 pour tout vécteur unité x ∈ H .

11. Opérateur sous-normal si T a une extension normale.

12. Opérateur anti-hermetien si T ∗ = −T .

13. Opérateur compact si ⟨Txn, xn⟩ −→ 0, pour toute suite orthonormée {xn} de H .

14. Opérateur k-quasihyponormal si T ∗(T ∗T )kT ≥ T ∗(TT ∗)kT , pour tout k ∈ N.

15. Opérateur p-hyponormal si (T ∗T )p ≥ (TT ∗)p.

16. Opérateur de classe A si |T 2| ≥ |T |2.

17. Opérateur de classe A(k) si (T ∗|T 2k|T )
1

k+1 ≥ |T |2, pour tout k ∈ N.

18. Opérateur absolument-k-paranormal si ∥|T |kTx∥ ≥ ∥Tx∥k+1 pour tout vécteur unité x ∈ H , k ∈ N.

19. Opérateur k-hyponormal si (T ∗T )k ≥ (TT ∗)k, pour tout k ∈ N.

Définition I.4.3 [17] Pour deux opérateurs A et B. Soit [A,B] le commutateur de A et B défini par, [A,B] =

AB −BA.

Un opérateur T est dit binormal si [T ∗T, TT ∗] = 0.

Définition I.4.4 [17] Un opérateur U est dit symétrique si U∗U = UU∗ = U2 = I , ce qui est équivalent à

{U∗ = U et U est unitaire}.

Définition I.4.5 [17] Un opérateur T est dit nilpotent si T 2 = 0.

Théorème I.4.1 [17] Les relations d’inclusion suivantes sont valables :

9



Chapitre I Notions Préliminaires

Auto-adjoint ⊆ Normal ⊆ Quasinormal

⊆ Sous-normal⊆ Hyponormal ⊆ Paranormal .

I.4.1 La décomposition cartésienne

Théorème I.4.2 [17](forme cartésienne)

Soit T un opérateur sur l’espace de Hilbert H , il existe deux opérateurs auto-adjoints A et B tels que T = A+ iB

nécessairement A = 1
2 (T + T ∗) et B = 1

2i (T − T ∗).

I.4.2 La décomposition polaire

Définition I.4.6 [17] Soit T un opérateur sur un espace de Hilbert H , alors il existe un opérateur isométrique

partiel U tel que : T = U | T |.

où | T |= (T ∗T )
1
2 , avec N(U) = N(| T |), T = U | T | est dit la décomposition polaire de T , et si la condition

N(U) = N(| T |) n’est pas nécessairement satisfaite, T = U | T | est dit seulement une décomposition de T .

Théorème I.4.3 [17] Soit T = U | T | la décomposition polaire d’un opérateur T dans un espace de Hilbert H .

Alors on a

(i) N(| T |) = N(T ).

(ii) | T ∗ |q= U | T ∗ |q U∗ pour tout entier positif q.

I.5 La transformation d’Aluthge

Définition I.5.1 [17] Pour un opérateur T = U | T |, on définit la transformation d’Aluthge de T par
∼
T comme

suit :
∼
T = |T | 12U |T | 12 . (I.1)

Définition I.5.2 [26](la transformation de Aluthge généralisée)

Pour λ ∈ [0, 1], on appelle la transformation λ-Aluthge, l’appliation Tλ : B(H) −→ B(H) définie par :

∼
Tλ = |T |λU |T |1−λ

Dans le cas λ = 1, on a
∼
T 1 = |T |U, qu’on appelle la transformation de Duggal. Pour λ = 1

2 on trouve la définition

de la transformation de Aluthge définie dans (I.1). Et pour λ = 0 on a tout simplement
∼
T 0 = U |T | = T .
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Théorème I.5.1 [3] Soit T ∈ B(H) un opérateur p-hyponormal avec p > 0. Alors on a les assertions suivantes :

1. Si 1
2 ≤ p < 1, alors

∼
T est hyponormal.

2. Si 0 < p < 1
2 , alors

∼
T est

(
p+ 1

2 )-hyponormal.

Lemme I.5.1 [23] Soient T ∈ B(H) et λ ∈]0, 1], alors on a l’équivalence suivante :

T est quasi-normal ⇐⇒
∼
Tλ = T.

Proposition I.5.1 [10] Soient T ∈ B(H) et λ, µ ∈ [0, 1] tels que λ ̸= µ. Supposons que N (T ) ⊂ N (T ∗), alors

on a :
∼
Tλ =

∼
Tµ ⇐⇒ T est quasi-normal.

Remarque I.5.1 [10] Sans la condition N (T ) ⊂ N (T ∗) la proposition précédente n’est plus vraie. Par exemple,

si T est nilpotent d’ordre deux ;T ̸= 0 et T 2 = 0, alors
∼
Tλ =

∼
Tµ = 0 pour tous λ, µ ∈]0, 1].

Lemme I.5.2 [10] Soient T ∈ B(H) et α ∈ C. On suppose que
∼
Tλ = αT , on a les cas suivants :

1. Si α = 1, alors T est quasi-normal (TT ∗T = T ∗TT ).

2. Si α = 0, alors T est un nilpotent d’ordre 2,
(
T 2 = 0

)
.

3. Si α ∈ C\{0, 1}, alors T = 0.

Lemme I.5.3 [12] Soient T ∈ B(H) et λ ∈]0, 1 [ . On suppose que T et T ∗ sont injectifs. Alors,

∼(
T 2
)
λ
= T =⇒ T 2 = T ∗.

Lemme I.5.4 [12] Soient T ∈ B(H) et λ ∈]0, 1 [ . On suppose que T et T ∗ sont injectifs. Alors on a l’implication

suivante :
∼
Tλ = T ∗ ⇒ T = T ∗.

Lemme I.5.5 [12] Soit T ∈ B(H) et λ ∈]0, 1[. Si T est quasi-normal, alors :

∼
(T ∗)λ = T ⇒ T = T ∗.

Théorème I.5.2 [11] Soit T ∈ B(H) et λ ∈]0, 1[. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

1.
∼

(TS)λ =
∼

(ST )λ, ∀S ∈ B(H).

2.
∼

(TS)λ =
∼

(ST )λ pour tout opérateur S = x⊗ x, x ∈ H .
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3. T = αI , pour un α ∈ C.

Théorème I.5.3 [11] Soit T ∈ B(H) un opérateur inversible. Alors, les conditions suivantes sont équivalentes :

1. T est positif.

2. pour tout λ ∈ [0, 1],
∼
Tλ est positif.

3. il existe un λ ∈ [0, 1] tel que
∼
Tλ est positif.

En particulier, si
∼
Tλ = cI pour une certaine constante non-nulle c ∈ C, alors T = cI .

I.6 Spectre d’un opérateur

Définition I.6.1 [17] Soit T un opérateur sur un espace de Hilbert H , on dit que T est un opérateur inversible

s’il existe un opérateur S tel que ST = TS = I , où I est l’opérateur identité. On ecrit S = T−1 et T−1 est

l’inverse de T .

Théorème I.6.1 [17] Si T est un opérateur et c un nombre positif tel que ∥Tx∥ ≥ c∥x∥ pour tout vecteur x ∈ H ,

alors R(T ) l’image de T est fermée.

Corollaire I.6.1 [17] Si T ≥ cI pour c > 0, alors T est inversible.

Définition I.6.2 [17] σ(T ) le spectre de l’opérateur T est défini par :

(d1) σ(T ) = {λ ∈ C : T − λ n’est pas inversible}.

L’ensemble ρ(T ) est défini par :

ρ(T ) = C− σ(T )

et ρ(T ) est dit l’ ensemble resolvente de T .

(d2) σP = {λ ∈ C : il exsiste x ̸= 0 telle que Tx = λx}, σP est dit spectre ponctuel de T .

(d3) σC(T ) = {λ ∈ C : (T − λ)−1 est non borné et R(T − λ) = H}, σC(T ) est dit spectre continu de T .

(d4) σR(T ) = {λ ∈ C : (T − λ)−1 existe et R(T − λ) ⊊ H}, σR(T ) est dit spectre residuel de T .

(d5) σA(T ) = {λ ∈ C : il existe une suite des vecteurs unitaires {xn} telle que ∥Txn − λxn∥ −→

0 quand n −→ +∞}, σA(T ) est dit spectre approximatif de T .
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Dans le diagramme en ordre suivant on clarifie la relation entre les différents types de spectres.

(a) (T − λ)−1n’existe pas ⇔ λ ∈ σP

(b) (T − λ)−1existe



(b1)(T − λ)−1 est borné


(b11)R(T − λ) = H ⇔ λ ∈ ρ(T )

(b12)R(T − λ) ⊊ H ⇔ λ ∈ σR(T )

(b2)(T − λ)−1 est non borné


(b21)R(T − λ) = H ⇔ λ ∈ σC(T )

(b22)R(T − λ) ⊊ H ⇔ λ ∈ σR(T )

Proposition I.6.1 [17] σ(T ) = σP (T ) ∪ σC(T ) ∪ σR(T ) tel que σP (T ), σC(T ) et σR(T ) sont des parties

disjointes de σ(T ).

Théorème I.6.2 [17] Pour les opérateurs A et B, on a σ(AB) \ {0} = σ(BA) \ {0}.

Théorème I.6.3 [17] Soit σ(T ) le spectre d’un opérateur T , et soit P (t) un polynome à coefficients complexes.

Alors

P (σ(T )) = σ(P (T )).

Théorème I.6.4 [17] Soit σ(T ) le spectre d’un opérateur inversible T , alors

σ(T−1) = {σ(T )}−1 = { 1
λ
, λ ∈ σ(T )}.

Théorème I.6.5 [17] Soit σ(T ) le spectre d’un opérateur T , alors

σ(T ∗) = {σ(T )}∗ = {λ̄ : λ ∈ σ(T )}.

Théorème I.6.6 [23] Si T ∈ B(H), alors on a les égalités suivantes :

σ(T ) = σ

(
∼
Tλ

)
et σp(T ) = σp

(
∼
Tλ

)
.

Théorème I.6.7 [16] Si T ∈ B(H) et f une fonction holomorphe au voisinage de σ(T ), alors

∥∥∥∥f (∼
Tλ

)∥∥∥∥ ≤ ∥f(T )∥.

En particulier, ∥∥∥∥∼Tλ

∥∥∥∥ ≤ ∥T∥.
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Lemme I.6.1 [23] Soient A et B des opérateurs dans B(H), tels que A soit auto-adjoint . Alors, AB est inversible

si et seulement si BA l’est.

Lemme I.6.2 Pour les opérateurs A et B, tel que A est auto-adjoint, on a σ(AB) = σ(BA).

Preuve. D’après le théorème I.6.2, nous avons pour tous les opérateurs A et B,

σ(AB) \ {0} = σ(BA) \ {0}.

Si A est auto-adjoint ; en utilisant le lemme I.6.1, on trouve :

si λ = 0

0 ∈ σ(AB) ⇔ AB n’est pas inversible

⇔ BA n’est pas inversible

⇔ 0 ∈ σ(BA).

si λ ̸= 0

0 /∈ σ(AB) ⇔ AB est inversible

⇔ BA est inversible

⇔ 0 /∈ σ(BA).

Alors, σ(AB) = σ(BA)
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CHAPITRE

II

IMAGE NUMÉRIQUE DES

OPÉRATEURS

Dans ce chapitre, nous montrons que la norme (α, β) est équivalente à la rayon numérique et à la

norme usuelle de l’opérateur. Nous étudions également les conditions d’égalité pour les bornes. Nous

obtenons ensuite des bornes supérieures et inférieures pour la norme (α, β) des opérateurs linéaires

bornés, et appliquons les résultats pour obtenir des bornes pour le rayon numérique des opérateurs

linéaires bornés.
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II.1 Définitions et propriétés générales

II.1.1 Image numérique

Définition II.1.1 [17] Soit T un opérateur dans B(H), l’image numérique de T est l’ensemble W (T ) des

nombres complexes défini par

W (T ) = {⟨Tx, x⟩ : x ∈ H, ∥x∥ = 1}.

Proposition II.1.1 [19] Soient T et S deux opérateurs dans B(H), α, β ∈ C, on a les propriétés suivantes :

(i) W (αI + βT ) = α+ βW (T ).

(ii) W (T + S) ⊂ W (T ) +W (S).

(iii) W (T ∗) = {λ̄, λ ∈ W (T )}, où T ∗ est l’adjoint de T .

(iv) W (U∗TU) = W (T ), où U est un opérateur unitaire.

Exemple II.1.1 [19] Soit T le décalage unilatéral sur H , l’espace de Hilbert ℓ2 des suites carrées sommables. Pour

tout f = (f1, f2, . . .) ∈ H, ∥f∥ = 1, on a Tf = (f2, f3, . . .) et donc considérer

⟨Tf, f⟩ = f1f̄2 + f2f̄3 + f3f̄4 + · · ·

avec |f1|2 + |f2|2 + · · · = 1. Remarquerez que

|⟨Tf, f⟩| ≤ |f1| |f2|+ |f2| |f3|+ · · ·

≤ 1

2

[
|f1|2 + 2 |f2|2 + 2 |f3|2 + · · ·

]
≤ 1

2

[
2− |f1|2

]
Ainsi |⟨Tf, f⟩| < 1 si |f1| ̸= 0. Pour |f1| = 0 et f contenant un nombre fini d’entrées non nulles, on peut montrer

de la même manière que |⟨Tf, f⟩| < 1 par en considérant le nombre naturel minimum n pour lequel fn ̸= 0.

Ainsi W (T ) est contenu dans le disque unité ouvert {z : |z| < 1}. Montrons maintenant qu’il s’agit en fait

du disque unité ouvert. Soit z = reiθ, 0 ≤ r < 1, un point quelconque de ce disque. Envisager

f =
(√

1− r2, r
√
1− r2e−iθ, r2

√
1− r2e−2iθ, . . .

)
Observe ceci

∥f∥2 = 1− r2 + r2
(
1− r2

)
+ r4

(
1− r2

)
+ · · · = 1

16



Chapitre II Images numériques des opérateurs

Par ailleurs,

⟨Tf, f⟩ = r
(
1− r2

)
eiθ + r3

(
1− r2

)
eiθ + · · ·

= reiθ

L’exemple suivant montre le calcul de l’ image numérique comme enveloppe d’une famille de cercles.

II.1.2 Rayon numérique

Définition II.1.2 [19] Soit T un opérateur défini sur H , W (T ) son image numérique. Le rayon numérique w(T )

de l’opérateur T est donné par :

w(T ) = sup{|λ|, λ ∈ W (T )}.

Remarquez que, pour tout vecteur x ∈ H , on a

|⟨Tx, x⟩| ≤ w(T )∥x∥2

Exemple II.1.2 [19] Soit T l’opérateur de décalage (à droite) sur Cn défini par

T =



0 0 0

1 0 0 · · ·

0 1 0

· · · 0

0 0 0 · · · 0 1 0


Si f ∈ Cn, f = (f1, f2, . . . , fn), on a Tf = (0, f1, f2, . . . , fn−1) et

⟨Tf, f⟩ = f1f̄2 + f2f̄3 + · · ·+ fn−1f̄n.

Ainsi |⟨Tf, f⟩| ≤ |f1| |f2|+ · · ·+ |fn−1| |fn|. Nous devons donc calculer

sup {|f1| |f2|+ · · ·+ |fn−1| |fn|}

sous réserve de la condition
∑n

i=1 |fi|
2
= 1. Soit ri = |fi|, et considérons la fonction de Lagrange

F (r1, r2, . . . , rn, λ) = r1r2 + · · ·+ rn−1rn − λ

(
n∑
1

r2i − 1

)
(II.1)
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À partir de (II.1), nous pouvons définir

∂F

∂r1
= r2 − 2λr1 = 0

∂F

∂r2
= r1 + r3 − 2λr2 = 0

...

∂F

∂rn−1
= rn−2 + rn − 2λrn−1 = 0

∂F

∂rn
= rn−1 − 2λrn = 0

(II.2)

En écrivant x = (r1, r2, . . . , rn) et

A =



0 1 0 · · · 0 0

1 0 0

0 1 0 1
...

...

0 1

0 0 · · · 1 0


on peut écrire les équations (II.2) sous la forme

Ax = 2λx.

Notez que A = 2B, où B est la matrice hermitienne qui a 1
2 dans la sous-diagonale et la super-diagonale et 0

ailleurs. Ainsi λ est une valeur propre de B.

λ = cos
kπ

n+ 1
, k = 1, 2, . . . , n.

Notez en outre qu’en multipliant (II.2) par r1, r2, . . . , rn dans l’ordre et en ajoutant, nous obtenons

2 (r1r2 + · · ·+ rn−1rn)− 2λ
(
r21 + · · ·+ r2n

)
= 0.

Donc λ = r1r2 + · · ·+ rn−1rn puisque r21 + r22 + · · ·+ r2n = 1. Puisque la valeur maximale de l’expression pour

λ est w(T ), nous avons nécessairement que

w(T ) = sup

{
cos

kπ

n+ 1
, k = 1, 2, . . . , n

}
Ainsi

w(T ) = cos
π

n+ 1

Notez que comme n → ∞, w(T ) → 1. Nous montrons maintenant que w(T ) est une norme équivalente de T .
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Définition II.1.3 [17] Le rayon spectral de T est défini par

r(T ) = sup{|λ|, λ ∈ σ(T )}.

Remarque II.1.1 Soit T ∈ B(H), T ∗ l’opérateur adjoint de T , alors

1) r(T ∗) = r(T ).

2) r(Tn) = r(T )n.

Définition II.1.4 [17] Un opérateur T est dit opérateur normaloïde si

∥T∥ = r(T ).

Un opérateur T est dit opérateur spectraloïde si

w(T ) = r(T ).

Théorème II.1.1 [19] Le rayon numérique et la norme d’opérateur sont deux normes équivalentes. Où

w(T ) ≤ ∥T∥ ≤ 2w(T ).

Théorème II.1.2 [19] Si w(T ) = ∥T∥, alors r(T ) = ∥T∥.

II.1.3 Relation entre l’image numérique et le spectre d’un opérateur

Théorème II.1.3 [19] On a toujours σ(T ) ⊂ W (T ), où W (T ) dénote la fermeture de l’image numérique de

l’opérateur T .

Exemple II.1.3 [19] Dans C2 soit T l’opérateur défini par la matrice

T =

 0 1

0 0

 .

Si x = (f, g), ∥x∥2 = |f |2 + |g|2 = 1, on a Tx = (g, 0) et ⟨Tx, x⟩ = gf̄ . Notez que |⟨Tx, x⟩| = |g∥f | ≤

1
2

(
|f |2 + |g|2

)
≤ 1

2 , et donc

W (T ) ⊂
{
z : |z| ≦ 1

2

}
Soit z = reiθ, 0 ≤ r ≤ 1

2 , si on choisit x =
(
cosα, eiθ sinα

)
, où sin 2α = 2r ≤ 1 et 0 ≤ α ≤ π

4 , on voit que

⟨Tx, x⟩ = eiθ sinα cosα = reiθ.
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Ainsi W (T ) =
{
z : |z| ≤ 1

2

}
, le disque fermé de centre 0 et de rayon

1

2
.

Et on a

det(T − λI) = 0 ⇔ det(T − λI) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
−λ 1

0 −λ

∣∣∣∣∣∣∣∣ = λ2 = 0.

Donc σ(T ) = {0}.

Théorème II.1.4 [19] Soit W (T ) = [m,M ], alors m,M ∈ σ(T ).

Théorème II.1.5 [19] Soit T un opérateur et w(T ) ≤ 1. Alors w(Tn) ≤ 1, n = 1, 2, 3, ...

Théorème II.1.6 [17] Pour tout opérateur T ∈ B(H) et un nombre naturel n on a

w(Tn) ≤ wn(T ).

Théorème II.1.7 [15] Pour tout opérateur T ∈ B(H) on a

w(T ) ≤ 1

2
(∥T∥+ ∥T 2∥ 1

2 )

Théorème II.1.8 [15] Si T ∈ B(H), alors

1

4
∥T ∗T + TT ∗∥ ≤ (w(T ))2 ≤ 1

2
∥T ∗T + TT ∗∥.

II.1.4 Quelques propriétés des opérateurs auto-adjoints et normaux

Théorème II.1.9 [19] T est un opérateur auto-adjoint si et seulement si W (T ) est un intervalle de R.
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Théorème II.1.10 [17] Soit T ∈ B(H) avec T auto-adjoint alors ∥T∥ = r(T ) = w(T ).

Théorème II.1.11 [17] Si T est un opérateur normal, alors ∥Tn∥ = ∥T∥n pour tout n > 1. De plus, ∥T∥ =

r(T ) = w(T ).

II.1.5 Image et rayon numérique du produit

Théorème II.1.12 [19] Soit T un opérateur non négatif autoadjoint qui commute avec un autre opérateur S.

Alors W (TS) ⊂ W (T )W (S).

Théorème II.1.13 [19] Si T, S sont deux opérateurs linéaires et bornés sur l’espace de Hilbert (H, ⟨., .⟩), alors

w(TS) ≤ 4w(T )w(S).

et on a si T commute avec S

w(TS) ≤ 2w(T )w(S).

Théorème II.1.14 [19] Si T est un opérateur isométrique qui commute avec autre opérateur S, alors

w(TS) ≤ w(S).

On dit que T et S sont double commutes si TS = ST et TS∗ = S∗T .

Le résultat suivant est vérifié

Théorème II.1.15 [19] Si les opérateurs T et S sont double commutes, alors

w(TS) ≤ w(T )∥S∥. (II.3)

Corollaire II.1.1 [19] Soit T un opérateur normal commute avec S, alors

w(TS) ≤ w(T )w(S).

Un problème lié à l’inégalité (II.3) est de trouver la meilleure constante positive c pour laquelle l’inéga-

lité w(TS) ≤ cw(T )∥S∥ soit vérifiée pour les opérateurs T et S dans B(H).

Théorème II.1.16 [15] Pour tout T, S ∈ B(H) on a

w(TS + ST ) ≤ 2
√
2w(T )∥S∥.
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Le résultat suivant est valable pour plusieurs opérateurs :

Théorème II.1.17 [15] Si A,B,C,D, S, T ∈ B(H), alors

w(ATB + CSD) ≤ 1

2
∥A|T ∗|2(1−α)A∗ +B∗|T |2αB + C|S∗|2(1−α)C∗ +D∗|S|2αD∥ (II.4)

pour tout α avec 0 ≤ α ≤ 1.

Remarque II.1.2 [15] Soient T = I (l’opérateur identité) et S = 0 dans le théorème II.1.17, nous obtenons

l’inégalité

w(TS) ≤ 1

2
∥TT ∗ + S∗S∥. (II.5)

De plus, on a l’inégalité associée

w(TS) ≤ 1

2
∥T ∗T + SS∗∥. (II.6)

Quand T ou S ne soit pas normal, les inégalités (II.5) et (II.6) ne sont pas équivalentes.

Remarque II.1.3 [15] Soient T = S = I, C = B, et D = ±A dans le théorème 3.2.5, on obtient l’inégalité

w(TS ± ST ) ≤ 1

2
∥T ∗T + TT ∗ + S∗S + SS∗∥,

qui fournit une estimation du rayon numérique de la commutateur TS − ST .

II.1.6 Image et rayon numérique de transformation d’Aluthge

Théorème II.1.18 [30] pour tout T ∈ B(H), W (T̃ ) ⊂ W (T ).

Théorème II.1.19 [30] Soit T = U | T | une décomposition polaire. si nous pouvons choisir U comme isométrie

alors W (T̃ ) ⊂ W (T ).

Théorème II.1.20 [15] Soit T ∈ B(H), T̃ son transformation d’Aluthge. Alors

w(T̃ ) ≤ w(T ).

r(T̃ ) = w(T ).

w(T̃ ) ≤ ∥T 2∥1/2 (≤ ∥T∥).

Théorème II.1.21 [31] Soit T ∈ B(H). Alors

w(T ) ≤ 1

2

(
∥T∥+ w(T̃ )

)
≤ 1

2

(
∥T∥+ ∥T 2∥1/2

)
(II.7)

on remarque que si T̃ = 0, alors évidemment w(T ) = 1
2∥T∥.
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Théorème II.1.22 [4] Soit T ∈ B(H) et T̃λ =| T |λ U | T |1−λ pour λ ∈ [0; 1]. Alors

w(T ) ≤ min
λ∈[0,1]

{
1

2
w
(
T̃λ

)
+

1

4

(
∥T∥2t + ∥T∥2−2t

)}
Théorème II.1.23 [4] Soit T ∈ B(H). Alors

w2(T ) ≤ 1

2
∥T∥

(
min

λ∈[0,1]

∥∥∥T̃λ

∥∥∥)+
1

4
∥T ∗T + TT ∗∥ .

En particulier,

w2(T ) ≤ 1

2
∥T∥∥T̃∥+ 1

4
∥T ∗T + TT ∗∥ .

Théorème II.1.24 [4] Soit T ∈ B(H). Alors

w2(T ) ≤ min
λ∈[0,1]

(
1

4
w
(
T̃ 2
λ

)
+

1

4
∥T∥

∥∥∥T̃λ

∥∥∥)+
1

4
∥T ∗T + TT ∗∥

En particulier,

w2(T ) ≤ 1

4
w
(
T̃ 2
)
+

1

4
∥T∥∥T̃∥+ 1

4
∥T ∗T + TT ∗∥

Théorème II.1.25 [4] Soit T ∈ B(H). Alors

w4(T ) ≤ 1

16
min
t∈[0,1]

(
w
(
T̃ 2
t

)
+ ∥T∥

∥∥∥T̃t

∥∥∥)2 + 1

8
w
(
T 2P + PT 2

)
+

1

16
∥P∥2,

où P = T ∗T + TT ∗. En particulier,

w4(T ) ≤ 1

16

(
w
(
T̃ 2
)
+ ∥T∥∥T̃∥

)2
+

1

8
w
(
T 2P + PT 2

)
+

1

16
∥P∥2.

II.2 Quelques inégalités en introduisant une nouvelle norme

Dans [27] les auteurs ont introduit une nouvelle norme nommée (α, β)-norme, sur B(H). Pour T ∈

B(H), la norme (α, β) de T , notée ∥T∥α,β , est défini comme :

∥T∥α,β = sup
{√

α|⟨Tx, x⟩|2 + β∥Tx∥2 : x ∈ H, ∥x∥ = 1
}
,

où α, β sont des constantes positives avec (α, β) ̸= (0, 0). On remarque que si α = 1, β = 0 alors ∥T∥α,β =

w(T ), et si α = 0, β = 1 alors ∥T∥α,β = ∥T∥. De plus, si nous considérons α = β = 1, alors nous avons le

rayon Davis-Wielandt modifié de T , c’est-à-dire ∥T∥α,β = dw∗(T ), ( voir [5]) . À [6], les chercheurs ont

pris α+ β = 1, c’est-à-dire β = 1− α et ont exploré la α−norme de T définie comme suit :

∥T∥α = sup
{√

α|⟨Tx, x⟩|2 + (1− α)∥Tx∥2 : x ∈ H, ∥x∥ = 1
}
.
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Théorème II.2.1 [27] ∥ · ∥α,β définit une norme sur B(H) pour α, β ≥ 0, telle que (α, β) ̸= (0, 0), et est

équivalente à la norme de rayon numérique w(.) et à la norme d’opérateur usuelle ∥.∥, satisfaisant les inégalités

suivantes : √
(α+ β)w(T ) ≤ ∥T∥α,β ≤

√
(α+ 4β)w(T )

max

{√
α+ β

2
,
√
β

}
∥T∥ ≤ ∥T∥α,β ≤

√
(α+ β)∥T∥

Remarque II.2.1 [27] Les bornes inf et sup de rayon numériques classiques découlent facilement des inégalités

ci-dessus en considérant α = 1, β = 0 ou α = 0, β = 1.

Théorème II.2.2 [27] Soit T ∈ B(H) et soit αβ ̸= 0. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

1. ∥T∥α,β =
√
αw2(T ) + β∥T∥2.

2. T est normaloïde, c’est-à-dire w(T ) = ∥T∥.

3. Il existe une suite de vecteurs unitaires {xn} dans H telle que

lim
n→∞

∥Txn∥ = ∥T∥ et lim
n→∞

|⟨Txn, xn⟩| = w(T ).

Théorème II.2.3 [27] Soit T ∈ B(H) et soit αβ ̸= 0. Alors ∥T∥α,β =
√

(α+ 4β)w(T ) si et seulement si

T = 0.

Proposition II.2.1 [27] La norme (α, β) sur B(H) satisfait les propriétés suivantes :

1. ∥ · ∥α,β n’est pas une norme d’algèbre, c’est-à-dire qu’il existe A,B ∈ B(H) pour lesquelles

∥AB∥α,β ≤ ∥A∥α,β∥B∥α,β

ne tient pas.

2. ∥ · ∥α,β ne satisfait pas l’inégalité de puissance, c’est-à-dire qu’il existe des opérateurs A,B ∈ B(H) et

n ∈ N\{1} tels que

∥An∥α,β < ∥A∥nα,β et ∥Bn∥α,β > ∥B∥nα,β .

3. Si U ∈ B(H) est un opérateur unitaire. Alors :

∥U∥α,β ≤ ∥I∥α,β .

4. Si α+ β = 1 et A est normal alors ∥An∥α,β = ∥A∥nα,β , pour tout n ∈ N.
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5. ∥ · ∥α,β est faiblement unitairement invariant, c’est-à-dire,

∥U∗TU∥α,β = ∥T∥α,β , ∀T ∈ B(H),

où U ∈ B(H) est un opérateur unitaire.

6. ∥ · ∥α,β est conservé sous l’opération adjointe, c’est-à-dire,

∥T∥α,β = ∥T ∗∥α,β ,∀T ∈ B(H).

Théorème II.2.4 [27] Soient A,B ∈ B(H) tels que A qui commute avec autre opérateur B.

1. Si β ̸= 0, on a

∥AB∥α,β ≤

√(
4α

(α+ β)2
+

1

β

)
∥A∥α,β∥B∥α,β

2. Si A est une isométrie, on a

∥AB∥α,β ≤

√(
α

α+ β
+ 1

)
∥B∥α,β

3. Si AB∗ = B∗A et β ̸= 0, on a

∥AB∥α,β ≤

√(
α

α+ β
+ 1

)
min

{
2√

α+ β
,

1√
β

}
∥A∥α,β∥B∥α,β .

Théorème II.2.5 [27] Soit T ∈ B(H). Alors

1. ∥T∥2α,β ≤
∥∥α

2 (T ∗T + TT ∗) + βT ∗T
∥∥

2. ∥T∥2α,β ≤ α
2w
(
T 2
)
+
∥∥α

4 (T ∗T + TT ∗) + βT ∗T
∥∥

3. ∥T∥2α,β ≤
∥∥α(|Re(T )|+ | Im(T )|)2 + βT ∗T

∥∥
Corollaire II.2.1 [27] En utilisant Le théorème II.2.1 à savoir, w(T ) ≤ 1√

(α+β)
∥T∥α,β , et en passant à l’infi-

mum. On obtients les inégalités suivantes :

1. w2(T ) ≤ infα,β
1

α+β

∥∥α
2 (T ∗T + TT ∗) + βT ∗T

∥∥ ≤ 1
2 ∥T

∗T + TT ∗∥.

2. w2(T ) ≤ infα,β
1

α+β

{
α
2w
(
T 2
)
+
∥∥α

4 (T ∗T + TT ∗) + βT ∗T
∥∥} ≤ 1

2w
(
T 2
)
+ 1

4 ∥T
∗T + TT ∗∥

3. w2(T ) ≤ infα,β
1

α+β

∥∥α(|Re(T )|+ | Im(T )|)2 + βT ∗T
∥∥.

Exemple II.2.1 [27] En particulier, si nous prenons α = 1, β = 0 dans le corollaire II.2.1 (3), alors nous obtenons

l’inégalité suivante

w(T ) ≤ ∥|Re(T )|+ | Im(T )|∥.
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La limite supérieure existante du rayon numérique en termes de Re(T ) et Im(T ) est

w2(T ) ≤ ∥Re(T )∥2 + ∥ Im(T )∥2.

Nous donnons un exemple pour montrer que la borne supérieure obtenue ici est meilleure que celle existante. En

considérant la matrice T =

 1 0

0 i

, il est facile de voir que l’inégalité w2(T ) ≤ ∥Re(T )∥2 + ∥ Im(T )∥2

donne w(T ) ≤
√
2, alors que notre inégalité donne w(T ) ≤ 1.

Lemme II.2.1 [8] Soit a, b, e ∈ H avec ∥e∥ = 1. Alors

|⟨a, e⟩⟨e, b⟩| ≤ 1

2
(∥a∥∥b∥+ |⟨a, b⟩|)

Lemme II.2.2 [20] Pour a, b ≥ 0 et 0 ≤ α ≤ 1. Alors,

aαb1−α ≤ αa+ (1− α)b ≤ [αar + (1− α)br]
1
r pour r ≥ 1.

Lemme II.2.3 [24](McCarty inequality) Soit A ∈ B(H), A ≥ 0 et soit x ∈ H un vecteur unitaire quelconque.

Alors

1. ⟨Ax, x⟩r ≤ ⟨Arx, x⟩ pour r ≥ 1

2. ⟨Arx, x⟩ ≤ ⟨Ax, x⟩r pour 0 < r ≤ 1.

Remarque II.2.2 Soit I un opérateur d’identité. Nous pouvons vérifier que :

∥I∥α,β =
√

α+ β

où α, β ≥ 0, avec (α, β) ̸= (0, 0).

Et si (α+ β = 1) On trouve ∥I∥α,β = 1 = ∥I∥.

Théorème II.2.6 Soit T un opérateur normal dans B(H), T ∗ son adjoint. Alors,

∥T ∗T∥α,β =
√
α+ β∥T∥2.

où α, β ≥ 0, avec (α, β) ̸= (0, 0).

Preuve. Soit T un opérateur normal ; en utilisant la définition de la norme (α, β). Nous avons :
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∥T ∗T∥2α,β = sup
∥x∥=1

{
α|⟨T ∗Tx, x⟩|2 + β∥T ∗Tx∥2

}
≤ sup

∥x∥=1

{
α∥T ∗T∥2∥x∥4 + β∥T ∗T∥2∥x∥2

}
≤ sup

∥x∥=1

{
α∥T ∗T∥2∥x∥4

}
+ sup

∥x∥=1

{
β∥T ∗T∥2∥x∥2

}
= α∥T∥4 + β∥T∥4

= (α+ β)∥T∥4.

Alors, ∥T ∗T∥α,β ≤
√
α+ β∥T∥2.

∥T ∗T∥2α,β = sup
∥x∥=1

{
α|⟨T ∗Tx, x⟩|2 + β∥T ∗Tx∥2

}
= sup

∥x∥=1

{
α∥Tx∥4 + β∥T 2x∥2

}
≥ sup

∥x∥=1

{
α∥Tx∥4 + β∥Tx∥4

}
(D’ après Lemme I.4.1)

= sup
∥x∥=1

{
(α+ β)∥Tx∥4

}
= (α+ β)∥T∥4.

Alors, ∥T ∗T∥α,β ≥
√
α+ β∥T∥2.

D’ où ∥T ∗T∥α,β =
√
α+ β∥T∥2.

Théorème II.2.7 Soit T, S,R ∈ B(H), tel que T commute avec S et R. Alors,

∥TS ±RT∥2α,β ≤ (
1

2
α+ β) (∥TS∥+ ∥RT∥)2 + α

[
w(T 2S2) + w(T 2R2) + ∥TS∥∥RT∥

]
. (II.8)

où α, β ≥ 0, avec (α, β) ̸= (0, 0).
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Preuve. Soit x ∈ H , ∥x∥ = 1 ; en utilisant la définition de la norme (α, β) et le lemme II.2.1. On obtient :

|⟨(TS ±RT )x, x⟩|2 ≤ (|⟨TSx, x⟩|+ |⟨RTx, x⟩|)2

= |⟨TSx, x⟩|2 + |⟨RTx, x⟩|2 + 2|⟨TSx, x⟩∥⟨RTx, x⟩|

= |⟨TSx, x⟩ ⟨x, S∗T ∗x⟩|+ |⟨RTx, x⟩ ⟨x, T ∗R∗x⟩|+ 2 |⟨TSx, x⟩ ⟨x, T ∗R∗x⟩|

≤ 1

2
(∥TSx∥ ∥S∗T ∗x∥+ |⟨TSx, S∗T ∗x⟩|) + 1

2
(∥RTx∥ ∥T ∗R∗x∥

+ |⟨RTx, T ∗R∗x⟩|) + ∥TSx∥ ∥T ∗R∗x∥+ |⟨TSx, T ∗R∗x⟩|

=
1

2

(
∥TSx∥ ∥S∗T ∗x∥+

∣∣⟨T 2S2x, x
⟩∣∣)+ 1

2
(∥RTx∥ ∥R∗T ∗x∥

+
∣∣⟨T 2R2x, x

⟩∣∣)+ ∥TSx∥ ∥R∗T ∗x∥+ |⟨TSx, T ∗R∗x⟩|

≤ 1

2

(
∥TS∥2 +

∣∣⟨T 2S2x, x
⟩∣∣)+ 1

2

(
∥RT∥2 +

∣∣⟨T 2R2x, x
⟩∣∣)

+2∥TS∥∥TR∥

≤ 1

2

(
∥TS∥2 + w(T 2S2) + ∥RT∥2 + w(T 2R2) + 4∥TS∥∥TR∥

)
=

1

2
(∥TS∥+ ∥RT∥)2 + 1

2

(
w(T 2S2) + w(T 2R2)

)
+ ∥ST∥∥TR∥.

Alors,

|⟨(TS ±RT )x, x⟩|2 ≤ 1

2
(∥TS∥+ ∥RT∥)2 + 1

2

(
w(T 2S2) + w(T 2R2)

)
+ ∥TS∥∥TR∥. (II.9)

Aussi,

∥(TS ±RT )x∥2 = |⟨(TS ±RT )x, (TS ±RT )x⟩|

= |⟨(TS ±RT )∗(TS ±RT )x, x⟩|

= |⟨(TS)∗TSx, x⟩|+ |⟨(RT )∗RTx, x⟩| ± |⟨(TS)∗RTx, x⟩| ± |⟨(RT )∗TSx, x⟩|

≤ ∥TSx∥2 + ∥RTx∥2 + 2∥TS∥∥RT∥

≤ ∥TS∥2 + ∥RT∥2 + 2∥TS∥∥RT∥

= (∥TS∥+ ∥RT∥)2.

Alors,

∥(TS ±RT )x∥2 ≤ (∥TS∥+ ∥RT∥)2. (II.10)
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En utilisant (II.9) et (II.10) nous obtenons :

∥TS ±RT∥2α,β = sup
∥x∥=1

{
α|⟨(TS ±RT )x, x⟩|2 + β∥(TS ±RT )x∥2

}
≤ α

(
1

2
(∥TS∥+ ∥RT∥)2 + 1

2

(
w(T 2S2) + w(T 2R2)

)
+ ∥TS∥∥TR∥

)
+β(∥TS∥+ ∥RT∥)2

= (
1

2
α+ β) (∥TS∥+ ∥RT∥)2 + α

[
1

2

(
w(T 2S2) + w(T 2R2)

)
+ ∥TS∥∥RT∥

]
.

Corollaire II.2.2 En utilisant (II.8) et Lemme II.2.1 à savoir, w(T ) ≤ 1√
(α+β)

∥T∥α,β . On obtient l’inégalité

suivante :

w(TS ±RT )2 ≤ α+ 2β

2(α+ β)
(∥TS∥+ ∥RT∥)2 + α

α+ β

[
1

2

(
w(T 2S2) + w(T 2R2)

)
+ ∥TS∥∥RT∥

]
Théorème II.2.8 Soit A,B,X ∈ B(H), tels que A, B soient positifs. Alors,

∥AλXB1−λ∥2α,β ≤ (α+ β)∥X∥2
∥∥λA2 + (1− λ)B2

∥∥ (II.11)

où 0 ≤ λ ≤ 1, avec α, β ≥ 0, (α, β) ̸= (0, 0).

Preuve. Soit x ∈ H un vecteur unitaire ; en utilisant la définition de la norme (α, β). Alors

∥AλXB1−λ∥2α,β = sup
∥x∥=1

{
α|⟨AλXB1−λx, x⟩|2 + β∥AλXB1−λx∥2

}
= sup

∥x∥=1

{
α
∣∣⟨XB1−λx,Aλx

⟩∣∣2 + β∥AλXB1−λx∥2
}

≤ sup
∥x∥=1

{
α∥X∥2

∥∥B1−λx
∥∥2 ∥∥Aλx

∥∥2 + β∥X∥2
∥∥B1−λx

∥∥2 ∥∥Aλx
∥∥2}

= (α+ β) sup
∥x∥=1

{
∥X∥2

∥∥B1−λx
∥∥2 ∥∥Aλx

∥∥2}
= (α+ β) sup

∥x∥=1

{
∥X∥2

⟨
B2(1−λ)x, x

⟩ ⟨
A2λx, x

⟩}
≤ (α+ β) sup

∥x∥=1

{
∥X∥2

⟨
A2x, x

⟩λ ⟨
B2x, x

⟩1−λ
}

(D’après Lemme II.2.3)

≤ (α+ β) sup
∥x∥=1

{
∥X∥2

⟨(
λA2 + (1− λ)B2

)
x, x

⟩}
(D’après Lemme II.2.2)

= (α+ β)∥X∥2
∥∥λA2 + (1− λ)B2

∥∥
Alors, ∥AλXB1−λ∥2α,β ≤ (α+ β)∥X∥2

∥∥λA2 + (1− λ)B2
∥∥

Corollaire II.2.3 Soit T̃λ = |T |λU |T |1−λ la transformation d’Aluthge généralisée de T telle que U est un opé-

rateur unitaire avec la décomposition polaire de T . Alors

∥T̃λ∥α,β ≤
√

α+ β ∥T∥ .
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où 0 ≤ λ ≤ 1, avec α, β ≥ 0, (α, β) ̸= (0, 0).

Preuve. Si nous prenons A = B = |T | et X = U dans le théorème II.2.8, alors

∥T̃λ∥2α,β = ∥|T |λU |T |1−λ∥2α,β

≤ (α+ β)∥U∥2
∥∥λ|T |2 + (1− λ)|T |2

∥∥
≤ (α+ β)

∥∥|T |2∥∥
= (α+ β) ∥T∥2 .

Alors, ∥T̃λ∥α,β ≤
√
α+ β ∥T∥ .

Théorème II.2.9 Soit A,B,X ∈ B(H), tels que A, B soient positifs. Alors,

∥A
λXB1−λ +A1−λXBλ

2
∥2α,β ≤ (α+ β)∥X∥2

∥∥∥∥A2 +B2

2

∥∥∥∥ (II.12)

où 0 ≤ λ ≤ 1, avec α, β ≥ 0, (α, β) ̸= (0, 0).
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Preuve. Soit x ∈ H un vecteur unitaire ; en utilisant la définition de la norme (α, β). Alors

∥A
λXB1−λ +A1−λXBλ

2
∥2α,β = sup

∥x∥=1

{
α|⟨A

λXB1−λ +A1−λXBλ

2
x, x⟩|2

+ β∥A
λXB1−λ +A1−λXBλ

2
x∥2
}

≤ sup
∥x∥=1

{
α

(
|⟨AλXB1−λx, x⟩|+ |⟨A1−λXBλx, x⟩|

2

)2

+ β

(
∥AλXB1−λx∥+ ∥A1−λXBλx∥

2

)2
}

≤ sup
∥x∥=1

{
α

(
|⟨AλXB1−λx, x⟩|2 + |⟨A1−λXBλx, x⟩|2

2

)
+ β

(
∥AλXB1−λx∥2 + ∥A1−λXBλx∥2

2

)}
=

1

2
sup

∥x∥=1

{(
α|⟨AλXB1−λx, x⟩|2 + β∥AλXB1−λx∥2

)
+
(
α|⟨A1−λXBλx, x⟩|2 + β∥A1−λXBλx∥2

)}
≤ 1

2
sup

∥x∥=1

{
(α+ β)∥X∥2

⟨(
λA2 + (1− λ)B2

)
x, x

⟩
+ (α+ β)∥X∥2

⟨(
(1− λ)A2 + λB2

)
x, x

⟩}
=

(α+ β)

2
∥X∥2

sup
∥x∥=1

{⟨(
(λA2 + (1− λ)B2) + ((1− λ)A2 + λB2)

)
x, x

⟩}
=

(α+ β)∥X∥2

2
sup

∥x∥=1

{⟨(
A2 +B2

)
x, x

⟩}
= (α+ β)∥X∥2

∥∥∥∥A2 +B2

2

∥∥∥∥
Alors, ∥AλXB1−λ+A1−λXBλ

2 ∥2α,β ≤ (α+ β)∥X∥2
∥∥∥A2+B2

2

∥∥∥

31



CHAPITRE

III

SPECTRE ÉTENDU DES OPÉRATEURS

Dans ce chapitre, nous présentons quelques résultats sur les relations possibles entre le spectre

étendu de AB et BA en dimension finie, et ses conséquences sous forme de plusieurs corollaires, aussi

et nous prouvons quelques égalités entre le spectre étendu pour l’opérateur T, pour la transformation

Aluthge et pour la transformation Duggal en dimension infinie.

III.1 Définitions et propriétés générales

Définition III.1.1 [2] On dit qu’un nombre complexe λ est une valeur propre étendue de l’opérateur T ∈ B(H),

s’il existe un opérateur X ∈ B(H)\{0} tel que TX = λXT . Dans ce cas, l’opérateur X est dit vecteur propre

étendu de T associé à λ. On note σext(T ) l’ensemble de toutes les valeurs propres étendues de T . L’ensemble de

tous les vecteurs propres étendus correspondant à λ sera noté Eext(λ).

σext (T) = {λ ∈ C, X ∈ B(H)\{0} such that TX = λXT} (III.1)
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Chapitre III Spectre étendu des opérateurs

On remarque que 1 est toujours dans le spectre étendu pour tout A ∈ B(H), avec X = I comme vecteur propre

étendu associé.

Exemple III.1.1 [32]

1. Soit V est l’opérateur de volterra sur L2[0, 1] définit par : V f(x) =
∫ x

0
f(t)dt, alors σext(V ) =]0,∞[.

2. On considère opérateur shift S : l2(C) → l2(C) défini par : S (x1, x2, . . .) = (0, x1, x2, . . .), donc

σext(T ) = C.

Proposition III.1.1 [32] Soit T ∈ B(H) et λ ∈ C∗. On a,

1. σext (λT ) = λσext (T ).

2. λ ∈ σext (T ) si, et seulement si, 1
λ̄
∈ σext (T

∗).

3. Si T est inversible, alors λ ∈ σext (T ) si, et seulement si, 1
λ ∈ σext

(
T−1

)
.

Remarque III.1.1 [32] Si 0 ∈ ρ(T ), alors 0 /∈ σext (T ). En effet, soit T ∈ B(H) et 0 ∈ ρ(T ), supposons

que 0 ∈ σext (T ), alors il existe un opérateur X ∈ B(H)\{0} tel que TX = 0. Donc, T = 0 ce qui est une

contradiction.

Théorème III.1.1 [2] Soient A et B deux opérateurs de B(H) tels que σ(A) ∩ σ(B) = ∅. Alors X = 0 est

l’unique solution de l’équation opératorielle AX −XB = 0.

Proposition III.1.2 [2] Soit T ∈ B(H), alors

σext(T ) ⊂ {λ ∈ C : σ(T ) ∩ σ(λT ) ̸= ∅}.

En particulier, si σ(T ) = {α} avec α ̸= 0, alors σext (T ) = {1}. On peut déduire immédiatement le corollaire

ci-dessous.

Corollaire III.1.1 [2] Si T ∈ B(H) est un opérateur quasinilpotent, alors

σext (αI + T ) = {1} ∀α ∈ C\{0}

III.1.1 Relation avec le spectre ponctuel

La proposition suivante donne une relation entre le spectre étendu d’un opérateur et son spectre

ponctuel.
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Proposition III.1.3 [2] Soit T ∈ B(H). Alors, on a

{
α

β̄
, α ∈ σp(T ), β ∈ σp (T

∗)

}
⊂ σext (T ).

Remarque III.1.2 [2] 1. On remarque que si T est dans le spectre ponctuel de T ∗, le spectre ponctuel de T est

inclus dans son spectre étendu. Mais ce n’est pas vrai en général. En effet, si T = λI , alors σp(T ) = {λ}, tandis

que σext (T ) = {1}.

2. Notons que si 0 ∈ σp(T )∩σp (T
∗), alors σext (T ) = C. En effet, il existe dans ce cas deux vecteurs x, y ∈ H\{0}

tels que Tx = T ∗y = 0. Alors, l’opérateur X = x⊗ y vérifie TX = λXT = 0 pour tout λ ∈ C.

III.1.2 Puissances d’opérateurs

Dans cette paragraphe on donne la relation entre le spectre étendu d’un opérateur et celui de ses

puissances. Soit T ∈ B(H) et supposons que λ ∈ σext(T ) avec X est le vecteur propre étendu associé,

c-à-dire,

TX = λXT

Alors, pour tout entier naturel n,

TnX = λnXTn

Par conséquent, λ ∈ σext(T ) implique que λn ∈ σext (T
n).

Théorème III.1.2 [2] Soient n ∈ N et λ ∈ C. Alors λ ∈ σext (T
n) si, et seulement s’il existe une racine n’ìème

de µ appartenant à σext(T ).

III.1.3 Cas de dimension finie

Dans ce paragraphe on décrit complètement le spectre étendu d’un opérateur agissant sur un espace

de Hilbert complexe de dimension finie.

Théorème III.1.3 [1] Soit T un opérateur linéaire borné sur un espace de Hilbert H de dimension finie. Alors

σext(T ) = {λ ∈ C : σ(T ) ∩ σ(λT ) ̸= ∅}

Corollaire III.1.2 [1] Soit T un opérateur linéaire agissant sur un espace de Hilbert H de dimension finie, alors :

1. σext (T ) = {1} si, et seulement si, σ(T ) = {α}, avec α ̸= 0.
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2. σext(T ) = C si, et seulement si, T n’est pas inversible.

3. Si T est inversible, alors σext (T ) = {α/β : α, β ∈ σ(T )}.

III.2 Spectre étendu de quelques classe d’ opérateurs

Dans cette partie, on traite une classe d’opérateurs très importante, à savoir les opérateurs auto-

adjoints, normaux et quasinormaux définis sur un espace de Hilbert H, et nous présenté des cas où on

peut déterminer les valeurs propres étendues et les vecteurs propres étendus.

III.2.1 Produit des opérateurs autoadjoints

Théorème III.2.1 [9] Soient A,B ∈ B(H), et soit T = AB tel que 0 /∈ σp(T ) ∪ σp (T
∗), alors

1. Si A,B ≥ 0, alors σext(T ) ⊂ R∗
+.

2. Si A ≥ 0 et B = B∗, alors σext (T ) ⊂ R∗.

Théorème III.2.2 [9] Soient A,B ∈ B(H) tels que A ≥ 0 et B∗ = B, et soit T = AB tel que T et T ∗

sont injectifs. Considérons R =
√
AB

√
A et a > ∥R∥, et notons par E la mesure spectrale associé à R. Soient

maintenant λ ∈ R∗, X ∈ B(H)\{0}. Alors

1. Si λ ∈]0, 1[, alors TX = λXT si et seulement si

√
AE(]−∞, t])

√
ABX = λX

√
AE(]−∞, t/λ])

√
AB, ∀t ∈]− λa, λa[,

E(]−∞, t])
√
ABX = 0, ∀t ∈ [−a,−λa] et

√
ABX = E(]−∞, t])

√
ABX, ∀t ∈ [λa, a].

2. Si λ ∈]− 1, 0[, alors TX = λXT si et seulement si

√
AE(]t, a])

√
ABX = λX

√
AE(]−∞, t/λ])

√
AB, ∀t ∈]λa,−λa[

E(]−∞, t])
√
ABX = 0, ∀t ∈ [−a, λa] et

TX = E(]t, a])
√
ABX, ∀t ∈ [−λa, a]

3. Si λ ∈ [1,+∞[, alors TX = λXT si et seulement si

√
AE(]−∞, t])

√
ABX = λX

√
AE(]−∞, t/λ])

√
AB, ∀t ∈]− a, a[,

X
√
AE(]−∞, t/λ]) = 0, ∀t ∈ [−λa,−a] et

TX = λX
√
AE(]−∞, t/λ])

√
AB, ∀t ∈ [a, λa].
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4. Si λ ∈]−∞,−1], alors TX = λXT si et seulement si

√
AE(]t, a])

√
ABX = λX

√
AE(]−∞, t/λ])

√
AB, ∀t ∈]− a, a[

X
√
AE(]−∞, t/λ]) = 0, ∀t ∈ [a,−λa] et

TX = λX
√
AE(]−∞, t/λ])

√
AB, ∀t ∈ [λa,−a].

Corollaire III.2.1 [9] Soit T ∈ B(H) un opérateur autoadjoint injectif et soit a > ∥T∥. Notons par E le mesure

spectrale associée à T . Soient maintenant λ ∈ R∗ et X ∈ B(H)\{0}. Alors

1. Si λ ∈]0, 1[, alors TX = λXT si et seulement si

E(]−∞, t])X = XE(]−∞, t/λ]), ∀t ∈]− λa, λa[

E(]−∞, t])X = 0, ∀t ∈ [−a,−λa] et

E(]−∞, t])X = X, ∀t ∈ [λa, a].

2. Si λ ∈]− 1, 0[, alors TX = λXT si et seulement si

X = E(]−∞, t])X −XE(]−∞, t/λ]), ∀t ∈]λa,−λa[

E(]−∞, t])X = 0, ∀t ∈ [−a, λa] et

E(]−∞, t])X = X, ∀t ∈ [−λa, a]

3. Si λ ∈ [1,+∞[, alors TX = λXT si et seulement si

E(]−∞, t])X = XE(]−∞, t/λ]), ∀t ∈]− a, a[

XE(]−∞, t/λ]) = 0, ∀t ∈ [−λa,−a] et

XE(]−∞, t/λ]) = X, ∀t ∈ [a, λa]

4. Si λ ∈]−∞,−1], alors TX = λXT si et seulement si

X = E(]−∞, t])X −XE(]−∞, t/λ]), ∀t ∈]− a, a[,

XE(]−∞, t/λ]) = 0, ∀t ∈ [a,−λa et

XE(]−∞, t/λ]) = X, ∀t ∈ [λa,−a].
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III.2.2 Spectre étendu des opérateurs normaux

Théorème III.2.3 [9] Soient N,M ∈ B(H) deux opérateurs normaux et notons par EN et EM les mesures

spectrales associées à N et M respectivement. Si X ∈ B(H) alors NX = XM si et seulement si

EN (∆)X = XEM (∆) ∀∆ ∈ Bor(σ(N) ∩ σ(M)),

EN (∆)X = 0 ∀∆ ∈ Bor(σ(N)) tel que ∆ ∩ σ(M) = ∅,

XEM (∆) = 0 ∀∆ ∈ Bor(σ(M)) tel que ∆ ∩ σ(N) = ∅,

où B≀∇ (Ω) signifie l’ensemble de tous les boréliens dans l’ensemble compact Ω.

Corollaire III.2.2 [9] Soit N un opérateur normal avec E pour mesure spectrale associée. Alors NX = λXN si

et seulement si 

E(∆)X = XE
(
∆
λ

)
∀∆ ∈ B≀∇(σ(N) ∩ σ(λN)),

E(∆)X = 0 ∀∆ ∈ B≀∇(σ(N)) tel que ∆ ∩ σ(λN) = ∅

XE
(
∆
λ

)
= 0 ∀∆ ∈ B≀∇(σ(λN)) tel que ∆ ∩ σ(N) = ∅

Alors, on obtient le théorème essentiel de ce paragraphe.

Théorème III.2.4 [9] Soit N un opérateur normal avec E pour mesure spectrale associée. Alors

σext (N) = {λ ∈ C : ∃∆ ∈ B or(σ(N) ∩ σ(λN)) tel que E(∆) ̸= 0}.

III.2.3 Spectre étendu des opérateurs quasinormaux

Lemme III.2.1 [28] Soit T ∈ B(H) un opérateur quasinormal tel que 0 ∈ σp(T ) ; alors σext (T ) = C.

Théorème III.2.5 [28] Si T : H → H est un opérateur quasinormal mais pas un opérateur normal et 0 /∈ σp(T ),

alors {
λi

λj
∈ C : λi, λj ∈ σp(T )

}
∪ {0} ⊂ σext(T ).

Théorème III.2.6 [28] Soit T ∈ B(H) un opérateur auto-adjoint et le spectre essentiel σess (T ) = ∅, alors

σext(T ) = {λ ∈ C : σp(T ) ∩ σp(λT ) ̸= ∅} .

Corollaire III.2.3 [28] Soit T ∈ B(H) un opérateur normal compact, alors

σext (T ) = {λ ∈ C : σp(T ) ∩ σp(λT ) ̸= ∅} .
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Théorème III.2.7 [28] Soit T ∈ B(H) un opérateur quasinormal mais non normal ; alors

D̄ = {λ ∈ C : |λ| ≤ 1} ⊂ σext(T )..

Théorème III.2.8 [28] Soit T ∈ B(H) un opérateur quasinormal pur, alors

σext(|T |) ⊂ σext(T ).

Corollaire III.2.4 [28] Si T est un opérateur quasinotmal pur, alors

{λµ : λ ∈ σext (|T |), |µ| ⩽ 1} ⊂ σext(T )..

III.3 Spectre étendu de la transformation d’Aluthge

III.3.1 Spectre étendu de la transformation d’Aluthge en dimension finie

Nos principaux résultats sont l’amas de relations entre le spectre étendu de AB et BA, et ses consé-

quences sous forme de plusieurs corollaires.

Théorème III.3.1 Soient A et B des opérateurs linéaires bornés sur un espace de Hilbert complexe de dimension

finie H , tel que A soit auto-adjoint. Alors

σext(AB) = σext(BA)

Preuve. Pour tout opérateur linéaire borné A et B défini sur un espace de Hilbert complexe de dimension

finie, on a

σext (AB) = {λ ∈ C : σ(AB) ∩ σ(λAB) ̸= ∅} (par Le théorème III.1.3)

= {λ ∈ C : σ(AB) ∩ λσ(AB) ̸= ∅} (par Le théorème I.6.3)

= {λ ∈ C : σ(BA) ∩ λσ(BA) ̸= ∅} (par Le lemme I.6.2)

= {λ ∈ C : σ(BA) ∩ σ(λBA) ̸= ∅} (par Le théorème I.6.3)

= σext (BA).

Si A = |T| 12 et B = U|T| 12 , où U est l’opérateur unitaire de la décomposition polaire de T dans le

théorème III.3.1, alors on obtient le corollaire suivant :
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Corollaire III.3.1 Soit T un opérateur linéaire borné défini sur un espace de Hilbert complexe de dimension finie

H, tel que T = U|T| sa décomposition polaire, T̃ sa transformation d’Aluthge. Alors

σext(T̃ ) = σext(T ).

Nous pouvons prouver le corollaire III.3.1 d’une autre manière

Preuve. Pour tout opérateur linéaire borné T défini sur un espace de Hilbert complexe de dimension

finie H, tel que T = U|T| sa décomposition polaire, on a

σext (T ) = {λ ∈ C : σ(T ) ∩ σ(λT ) ̸= ∅} (par Le théorème III.1.3)

= {λ ∈ C : σ(T ) ∩ λσ(T ) ̸= ∅} (par Le théorème I.6.3)

= {λ ∈ C : σ(T̃ ) ∩ λσ(T̃ ) ̸= ∅} (par Le théorème I.6.6)

= {λ ∈ C : σ(T̃ ) ∩ σ(λT̃ ) ̸= ∅} (par Le théorème I.6.3)

= σext (T̃ ).

Si A = |T| et B = U, où U est l’opérateur unitaire de la décomposition polaire de T dans le théorème

III.3.1, alors on obtient le corollaire suivant :

Corollaire III.3.2 Soit T un opérateur linéaire borné défini sur un espace de Hilbert complexe de dimension finie

H, tel que T = U|T| sa décomposition polaire, T̂ sa transformation de Duggal . Alors

σext(T̂ ) = σext(T ).

Si A = |T|λ et B = U|T|1−λ, où U est l’opérateur unitaire de la décomposition polaire de T dans le

théorème III.3.1, alors on obtient le corollaire suivant :

Corollaire III.3.3 Soit T un opérateur linéaire borné défini sur un espace de Hilbert complexe de dimension finie

H, tel que T = U|T| sa décomposition polaire. Pour λ ∈ [0, 1] then

σext(T̃λ) = σext(T ).

Si A = |T| 12 et B = Tn−1U|T| 12 , où U est l’opérateur unitaire de la décomposition polaire de T dans le

théorème III.3.1, alors on obtient le corollaire suivant :

Corollaire III.3.4 Soit T un opérateur linéaire borné défini sur un espace de Hilbert complexe de dimension finie

H, tel que T = U|T| sa décomposition polaire. Alors

σext(T̃
n) = σext(T

n).

39



Chapitre III Spectre étendu des opérateurs

Si A = |T| et B = (T)n−1U, où U est l’opérateur unitaire de la polaire décomposition de T dans le

théorème III.3.1, alors on obtient le corollaire suivant :

Corollaire III.3.5 Soit T un opérateur linéaire borné défini sur un espace de Hilbert complexe de dimension finie

H, tel que T = U|T| sa décomposition polaire. Alors

σext(T̂
n) = σext(T

n).

Exemple III.3.1 Soit T une matrice 2× 2 définie comme suit :

T =

 1 5i

−2i 1

 , l’opérateur adjoint de T est T∗ =

 1 2i

−5i 1

 ,

T∗T = |T|2 =

 5 7i

−7i 26

 , aussi |T| =

 2 i

−i 5

 ,

so |T| 12 =

 1 i

−i −2

 , donc U =

 0 i

−i 0

 .

La transformée Aluthge de l’opérateur T est T̃ =

 −2 −i

i 4

.

En utilisant le corollaire III.1.2, nous calculons le spectre étendu pour l’opérateur T et la transformée d’Aluthge

de l’opérateur T.

σ(T) = {−1−
√
10,−1 +

√
10}, σ(T̃ ) = {−1−

√
10,−1 +

√
10}.

Donc, nous obtenons

σext(T) = {1; 11+2
√
10

−9 ; 11−2
√
10

−9 }, σext(T̃ ) = {1; 11+2
√
10

−9 ; 11−2
√
10

−9 }.

Ainsi σext(T̃ ) = σext(T ).

III.3.2 Spectre étendu de la transformation Aluthge en dimension infinie

Dans ce théorème, nous prouvons des égalités entre le spectre étendu pour l’opérateur T , pour la

transformation d’Aluthge et pour la transformation de Duggal en dimension infinie.

Lemme III.3.1 Soit T un opérateur dans B(H). Alors |T |2 est inversible si T est inversible.
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Preuve.

T est inversible ⇒ T ∗ est inversible

⇒ T ∗T = |T |2 est inversible.

Théorème III.3.2 Soit T un opérateur linéaire borné défini sur l’espace de Hilbert complexe séparable H, tel que

T = U|T| sa décomposition polaire. Si T est inversible et |T| 12X = X|T| 12 . Alors

(i) σext(T̃ ) = σext(T ) = σext(T̂ ).

(ii) σext(T̃
n) = σext(T

n) = σext(T̂
n) pour tous n ∈ N.

(iii) σext(T T̃ ) = σext(T̃ T̂ ).

On note que T̂ est la transformation de Duggal, tel que T̂ = |T|U

Preuve. Pour tout opérateur linéaire borné T défini sur un espace de Hilbert complexe séparable, tel que

T = U|T| sa décomposition polaire. T est inversible et |T| 12X = X|T| 12 , on a

(i) σext (T) = {λ ∈ C,∃X ∈ B(H)\{0} tel que TX = λXT} (D’ après (III.1.1))

TX = λXT ⇔ U|T|X = λXU|T|

⇔ U|T| 12 |T| 12X = λXU|T| 12 |T| 12

⇔ U|T| 12X|T| 12 = λXU|T| 12 |T| 12 (D’ après |T| 12X = X|T| 12 )

⇔ |T| 12 (U|T| 12X|T| 12 )|T| 32

⇔ |T| 12 (λXU|T| 12 |T| 12 )|T| 32

⇔ |T| 12U|T| 12X|T|2(|T|2)−1 (D’ après Lemme III.3.1)

⇔ |T| 12λXU|T| 12 |T|2(|T|2)−1

⇔ |T| 12U|T| 12X = λ|T| 12XU|T| 12

⇔ |T| 12U|T| 12X = λX|T| 12U|T| 12 (D’ après |T| 12X = X|T| 12 )

⇔ T̃X = λXT̃ .

Alors, σext (T) = σext (T̃ ).

Aussi, σext (T) = {λ ∈ C,∃X ∈ B(H)\{0} tel que TX = λXT}.
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TX = λXT ⇔ U|T|X = λXU|T|

⇔ UX|T| = λXU|T| (D’ après |T| 12X = X|T| 12 )

⇔ |T|(UX|T|)|T| = |T|(λXU|T|)|T|

⇔ |T|UX|T|2(|T|2)−1 = |T|λXU|T|2(|T|2)−1 (D’ après Lemme III.3.1)

⇔ |T|UX = λ|T|XU

⇔ |T|UX = λX|T|U (D’ après |T| 12X = X|T| 12 )

⇔ T̂X = λXT̂ .

Alors, σext (T) = σext (T̂ ).

(ii) σext (T
n) = {λ ∈ C,∃X ∈ B(H)\{0} tel que TnX = λXTn}.

TnX = λXTn ⇔ (U|T|)nX = λX(U|T|)n

⇔ (U|T|)n−1U|T| 12 |T| 12X

⇔ λX(U|T|)n−1U|T| 12 |T| 12

⇔ (U|T|)n−1U|T| 12X|T| 12 (D’ après |T| 12X = X|T| 12 )

⇔ λX(U|T|)n−1U|T| 12 |T| 12

⇔ |T| 12 ((U|T|)n−1U|T| 12X|T| 12 )|T| 32

⇔ |T| 12 (λX(U|T|)n−1U|T| 12 |T| 12 )|T| 32

⇔ |T| 12 (U|T|)n−1U|T| 12X|T|2(|T|2)−1 (D’ après Lemme III.3.1)

⇔ |T| 12λX(U|T|)n−1U|T| 12 |T|2(|T|2)−1

⇔ |T| 12 (U|T|)n−1U|T| 12X

⇔ λ|T| 12X(U|T|)n−1U|T| 12

⇔ |T| 12 (U|T|)n−1U|T| 12X (D’ après |T| 12X = X|T| 12 )

⇔ λX|T| 12 (U|T|)n−1U|T| 12

⇔ (|T| 12U|T| 12 )nX = λX(|T| 12U|T| 12 )n

⇔ T̃nX = λXT̃n.
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Alors, σext (T
n) = σext (T̃

n).

Aussi, σext (T
n) = {λ ∈ C,∃X ∈ B(H)\{0} tel que TnX = λXTn}.

TnX = λXTn ⇔ (U|T|)nX = λX(U|T|)n

⇔ (U|T|)n−1U|T|X = λX(U|T|)n−1U|T|

⇔ (U|T|)n−1UX|T| = λX(U|T|)n−1U|T| (D’ après |T| 12X = X|T| 12 )

⇔ |T|((U|T|)n−1UX|T|)|T|

⇔ |T|(λX(U|T|)n−1U|T|)|T|

⇔ |T|(U|T|)n−1UX|T|2(|T|2)−1 (D’ après Lemme III.3.1)

⇔ λ|T|X(U|T|)n−1U|T|2(|T|2)−1

⇔ (|T|U)nX = λX|T|(U|T|)n−1U (D’ après |T| 12X = X|T| 12 )

⇔ (|T|U)nX = λX(|T|U)n

⇔ T̂nX = λXT̂n.

Alors, σext (T
n) = σext (T̂

n).

(iii) σext (T T̃ ) = {λ ∈ C,∃X ∈ B(H)\{0} tel que T T̃X = λXTT̃}.

T T̃X = λXTT̃ ⇔ U|T||T| 12U|T| 12X = λXU|T||T| 12U|T| 12

⇔ U|T| 12 |T|UX|T| 12 = λXU|T| 12 |T|U|T| 12 (D’ après |T| 12X = X|T| 12 )

⇔ |T| 12 (U|T| 12 |T|UX|T| 12 )|T| 32

⇔ |T| 12 (λXU|T| 12 |T|U|T| 12 )|T| 32

⇔ |T| 12U|T| 12 |T|UX|T|2(|T|2)−1 (D’ après Lemme III.3.1)

⇔ |T| 12λXU|T| 12 |T|U|T|2(|T|2)−1

⇔ |T| 12U|T| 12 |T|UX = λ|T| 12XU|T| 12 |T|U

⇔ |T| 12U|T| 12 |T|UX = λX|T| 12U|T| 12 |T|U (D’ après |T| 12X = X|T| 12 )

⇔ T̃ T̂X = λXT̃ T̂ .

Alors, σext(T T̃ ) = σext(T̃ T̂ ).
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CHAPITRE

IV

APPLICATIONS ET EXEMPLES

Dans cette partie, on va voir quelques exemples où on peut calculer ll’image numérique, le rayon

numérique, la transformation d’ Aluthge et le spectre étendu des opérateurs.

IV.1 Exemples et Applications en dimension finie

IV.1.1 Spectre étendu et rayon numérique de transformation d’Aluthge généralisée

Soit T une matrice 3× 3 définie comme suit : T =


0 2 0

0 0 0

0 0 1

 . Il est facile de voir que ∥T∥ = 2 et

T ont la décomposition polaire T = U |T |, où |T | =


0 0 0

0 2 0

0 0 1

 et U =


0 1 0

1 0 0

0 0 1

.
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Ainsi T̃λ = |T |λU |T |1−λ =


0 0 0

0 0 0

0 0 1

 pour tous λ ∈ [0, 1], et donc w
(
T̃λ

)
=
∥∥∥T̃λ

∥∥∥ = 1 pour tous

λ ∈ [0, 1]. Il s’ensuit que

1

2
∥T∥

(
min

λ∈[0,1]

∥∥∥T̃λ

∥∥∥)+
1

4
∥T ∗T + TT ∗∥ =

1

2
× 2× 1 +

1

4
× 4 = 2.

Par conséquent, le théorème II.1.23 donne w(T ) ≤
√
2.

D’autre part, nous calculons le spectre étendu de l’ opérateur T et la transformation d’Aluthge géné-

ralisée T̃λ. En utilisant le corollaire III.1.2, nous calculons le spectre étendu pour l’opérateur T et la

transformée d’Aluthge généralisée de l’opérateur T.

σ(T) = {0, 1}, σ(T̃λ) = {0, 1}.

Ainsi σext(T̃λ) = σext(T ).

IV.1.2 La relation entre le spectre étendu de l’ opérateur T et sa transformation

d’Aluthge

Soit T une matrice 3 × 3 définie comme suit : T =


0 0 5

1
2

√
3
2 0

√
3
2

−1
2 0

 . Et T ont la décomposition

polaire T = U |T |, où |T | =


1 0 0

0 1 0

0 0 5

 et U =


0 0 1

1
2

√
3
2 0

√
3
2 − 1

2 0

.

Ainsi T̃ = |T | 12U |T | 12 =


0 0

√
5

1
2

√
3
2 0

√
15
2 −

√
5
2 0

.

Nous calculons les polynômes pour les valeurs propres de la matrice T et T̃ ,

PT(λ) = λ2(

√
3

2
− λ)− 5

4
− 5× 3

4
+

5
√
3

2
λ = −λ3 +

√
3

2
λ2 +

5
√
3

2
λ− 5,

PT̃ (λ) = λ2(

√
3

2
− λ)−

√
5×

√
5

4
−

√
15×

√
15

4
+

√
5
√
15

2
λ = −λ3 +

√
3

2
λ2 +

5
√
3

2
λ− 5 = PT(λ).

Donc σ(T) = σ(T̃ ).

Alors σext(T̃ ) = σext(T ).
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IV.1.3 Inégalités de rayon numérique de l’ opérateur T utilisant la transformation

d’Aluthge généralisée

Nous considérons T =


0 2 0

0 0 3

0 0 0

. Il est alors facile de voir que P = T ∗T+TT ∗ =


4 0 0

0 13 0

0 0 9

 , |T | =


0 0 0

0 2 0

0 0 3

 et U =


0 1 0

0 0 1

0 0 0

, où U est l’isométrie partielle dans la décomposition polaire de T ,

c’est-à-dire T = U |T |. Alors,

T̃λ = |T |λU |T |1−λ =


0 0 0

0 0 2λ31−λ

0 0 0

 .

Par conséquent, w
(
T̃λ

)
· 2

λ31−λ

2 ,
∥∥∥T̃λ

∥∥∥ = 2λ31−λ, ∥P∥ = 13 et w
(
T 2P + PT 2

)
= 39. Ainsi, l’inégalité que

nous avons obtenue dans le théorème II.1.25 donne w(T ) ≤ 2.05076838. Mais l’inégalité (II.7) obtenue

par Yamazaki dans [31] donne w(T ) ≤ 2.11237244.

IV.1.4 Spectre étendu et image numérique de l’opérateur T

Proposition IV.1.1 [25] Soit {e1, e2} une base orthonornale de H . Alors

W (T ) = {⟨Tx, x⟩ : x = e1 cos θ + ie2 sin θ exp(iφ), θ ∈] 0, π
2
[, φ ∈ [0, 2π]}.

Proposition IV.1.2 [32] Le spectre eterdu de T est

1. σext (T ) =
{

λ1

λj
: λi, λj ∈ σ(T )

}
si λi ̸= λj ̸= 0.

2. σext (T ) = {1} si λ1 = λ2 ̸= 0.

3. σext (T ) = C si λi = 0, i = 1, 2.

Exemple IV.1.1 Soit T =

 −1 1

0 1

, alors

1. W (T ) est une ellipse de foyers F = −1 et F = 1 et axe manimum 1 et axe majeur 2.23.
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2. σext(T ) = {−1}.

En effet,

1. On définit le vecteur x comme dans la proposition IV.1.1, alors x = e1 cos θ + e2 sin θ exp(iφ) où θ ∈

]0, π
2 [, φ ∈ [0, 2π]. Ensuite

⟨Tx, x⟩ =

⟨ −1 1

0 1


 cos θ

sin θ exp(iφ)

 ,

 cos θ

sin θ exp(iφ)


⟩

=

⟨ − cos θ + sin θ exp(iφ)

sin θ exp(iφ)

 ,

 cos θ

sin θ exp(−iφ)


⟩

= − cos2 θ + cos θ sin θ exp(iφ) + sin2 θ

= − cos2 θ +
1

2
sin 2θ exp(iφ) + sin2 θ = x+ iy

0u̇

x = − cos 2θ +
1

2
sin 2θ cosφ

y =
1

2
sin 2θ sinφ.

Donc

(x+ cos 2θ)2 + y2 =
1

2
sin2 2θ.

C’est ane famille de cercles et nous pouvons maintenant obtenir lear union. la derniere expression Si, on

prend ϕ = 2θ, alors la derniere expression reecrit comme

(x+ cosϕ)2 + y2 =
1

2
sin2 ϕ 0 ≤ ϕ ≤ π,

on derive par rapport à ϕ, on obtient

(x+ cosϕ)2 + y2 =
1

2
cosϕ

En eliminant ϕ entre les deux dernieres Equations, on obtient

x2

1 + (1/4)
+

y2

1/4
.

Ceci est une ellipse dont le centre est eyale à 0 et des axes eyales an 1 et
√
5 = 2.23. Nous pouvons representer

l’image numerique de T comme suit
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2. T est une matrice inversible, alors d’après la proposition IV.1.2, on a

σext(T ) =

{
λi

λj
: λi, λj ∈ σ(T )

}
et car λ1 = −λ2, on a σext (T ) = {−1}.

IV.1.5 Spectre étendu et image numérique de la matrice de Jordan

Lemme IV.1.1 [14] Soit T ∈ B(H) et θ = [−π, π], on pose λθ := maxσ (Sθ) où Sθ := 1
2

(
eiθT + eiθT

∗) = S∗
θ .

Alors,

W (T ) = ∩θ∈[−π,π]Hθ,

où le demi espace Hθ est défini par

Hθ =
{
z ∈ Re

(
eiθz

)
≤ λθ

}
.

Exemple IV.1.2 Soit Jn une matrice n× n de Jordan définie sous la forme

(Jn)r,s :=


1 si s = r + 1

0 sinon

1. L’image numérique de Jn est

{z : |z| ≤ (n− 1)/n} ⊆ W (Jn) ⊆ {z : |z| ≤ 1}.

2. Le spectre étendu de Jn coïncide avec l’ensemble des nombres complexes. En effet, pour déterminer la pre-

mière inclusion, on va utiliser théorème 1.3.3. Alors, si θ ∈ R et on définie vθ ∈ Cn par vθ,r := n−1/2eirθ,
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alors

⟨Jnvθ, vθ⟩ = ⟨vθ, vθ⟩

=
n− 1

n
eiθ

En utilisant la convexité de W (A) et le fait que ∥Jn∥ = 1, on obtient le résultat.

IV.2 Exemple et Application en dimension infinie

On définit l’opérateur de Hardy Vn sur un espace de Lebesgue Lp[0, 1] sous la forme

(Vnf) (x) = xn

∫ x

0

f(t)dt

où n ∈ N, n ≥ 1 est un nombre fixé. II est claire que

Vn = MxnV = Mxn+1H

où Mxm ,Mxmf(x) = xmf(x) est l’opérateur de multiplication. V f(x) =
∫ x

0
f(t)dt est l’opérateur clas-

sique de Volterra et H,Hf(x) = 1
x

∫ x

0
f(t)dt est l’opérateur classique de Hardy dans l’espace de Le-

besgue Lp[0, 1].

Pour un nombre entier fixé n ≥ 1. On considère l’opérateur de Hardy Vn qui a défini dans l’espace

de Lebesgue Lp[0, 1]. (1 ≤ p < ∞) sous la forme

(Vnf) (x) = (xn + 1)

∫ x

0

f(t)dt. (IV.1)

Premièrement, on va calculer la norme de Vn

Proposition IV.2.1 Pour un entier fixé n ≥ 1, soit Vn l’opérateur de Hardy définit sur Lp[0, 1] sous la forme

(IV.1). Alors, on a

1. ∥Vn∥ ≤ 2 p√2
p
√

(p+1)(n+1)
.

2. Vn est un opératur de Volterra ( c-à-dire compact et quasinilpotent) dans l’espace Lp[0, 1]; en particulier

Vn → 0 quand (n → ∞).

Preuve.
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1. Pour toute f ∈ Lp[0, 1], on a

∥Vnf∥pp =

∥∥∥∥(xn + 1)

∫ x

0

f(t)dt

∥∥∥∥p
p

=

∫ 1

0

∣∣∣∣(xn + 1)

∫ x

0

f(t)dt

∣∣∣∣p dx
≤
∫ 1

0

(xn + 1)
p

(∫ 1

0

|f(t)|dt
)p

dx

≤
∫ 1

0

(xn + 1)
p
dx

(∫ 1

0

|f(t)|pdt
)

=
2p+1

(n+ 1)(p+ 1)

(∫ 1

0

|f(t)|pdt
)1/p(∫ 1

0

1qdt

)1/q

=
2p+1

(n+ 1)(p+ 1)

∫ 1

0

|f(t)|pdt

=
2p+1

(n+ 1)(p+ 1)
∥f∥pp.

Donc, ∥Vn∥ ≤ 2 p√2
p
√

(n+1)(p+1)

2. Pour tout λ ∈ C\{0}. l’équation de valeur propre de Vn est équivalente à l’équation différentielle

λ′(x) = (xn + 1) g(x) avec condition initiale g(0) = 0 où g(x) =
∫ x

0
f(t)dt avec f est un vecteur

propre. La solution de l’équation intégro différentielle est g(x) = f(x) = 0 qui implique que Vn

n’admet aucun valeur propre non nul. Depuis que Vn est compact, cela implique que σ (Vn) = {0}

et cela montre que Vn est un opérateur de Volterra.

Corollaire IV.2.1 Vn est un opérateur de Volterra, alors σext (Vn) = (0,+∞).

Exemple IV.2.1 On traite dans cet exemple une autre classe d’opérateurs auto-adjoints injectifs, plus précisé-

ment, on considère des opérateurs sans spectre ponctuel, et tels que le zéro appartient au spectre continu. Pour

simplifier, on va traiter le cas ò la multiplicité spectrale est égale à 1.

Tf(x) = xf(x),∀f ∈ L2[0, 1]∀x ∈ [0, 1]

il est connu que T est un opérateur auto-adjoint et que σ(T ) = σc(T ) = [0, 1]. Soit φ : [0, 1] → [0, 1] une fonction

mesurable. L’opérateur Cφ est dit de composition s’il est défini par Cφf(x) = f(φ(x)). L’opérateur de composition

Cλx, va être simplement noté par Cλ. De plus, si φ ∈ L∞[0, 1], on définit l’opérateur de multiplication par φ

comme Mφf(x) = φ(x)f(x) Dans cet exemple, on peut utiliser le corollaire III.2.2 pour décrire les ensembles des

valeurs propres et des vecteurs propres étendus de l’opérateur T . En effet, si l’on note par le mesure spectrale
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Chapitre IV Applications et exemples

associée à T , alors pour tout λ ∈ [0, 1], E({[0, λ]}) = χ[0,λ]. On peut alors obtenir le résultat de la même

manière comme dans le dernier exemple. Cependant, on va traiter cet exemple autrement en utilisant la théorie des

fonctions, une telle méthode qui va avoir son propre étendu. Supposons pour cela que λ soit un nombre complexe

et que X soit un opérateur borné sur L2[0, 1] tels que TX = λXT . Notons d’abord, puisque T est injectif, que

X = 0 est l’unique solution de l’équation TX = 0, on peut alors supposer que λ ∈ C∗. D’après les hypothèses,

pour tout f ∈ L2[0, 1] et tout n ∈ N on a

TnXf = λnXTnf

ce qui implique en particulier

Xp(t) = p

(
t

λ

)
X1,∀p ∈ C[X].

Supposons dans un premier temps que λ ∈ C\ [0,∞ [ et posons K = [0, 1] ∪
[
0, 1

λ

]
. Soit f ∈ L2[0, 1], alors f

peut être vue comme élément de L2(K) si l’on pose f|0,1⟩/λ} = 0, p.p.

D’après le corollaire III.2.1 , il existe une suite (pn)n∈N ⊂ C[X] qui converge vers f dans L2(K). Ainsi,

Xf(t) = lim
n→∞

Xpn(t) = lim
n→∞

pn

(
t

λ

)
X1 = 0.p.p.t ∈ [0, 1]

D’où X = 0. Par conséquent σext (T ) ⊂] 0,∞[.

Exemple IV.2.2 Soit R > 0, et posons D := D(0, R] le disque fermé D(0, R], et considérons sur L2(D) l’opéra-

teur normal N défini par Nf(z) = zf(z) pour tout f ∈ L2(D). Si l’on note par E la mesure spectrale associée à

N , alors E(∆) = Mχ∆. Alors, σext (N) = C∗.
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CONCLUSION

Cette thèse est consacré à l’étude de quelques propriétés de l’image numérique, rayon numérique,

transformation d’Aluthge et spectre étendu des opérateurs linéaires bornés dans un espace de Hilbert

H et interactions.

Le premier chapitre est consacré à l’étude des opérateurs linéaires bornés dans un espace de Hilbert H .

De plus, nous avons présenté quelques définitions et propriétés de transformation d’Aluthge. En outre,

une brève étude sur opérateur linéaire borné, quelques classes d’opérateurs, Spectre d’un opérateur.

Dans le deuxième chapitre, nous montrons que la norme (α, β) est équivalente à la rayon numérique

et à la norme usuelle de l’opérateur. Nous étudions également les conditions d’égalité pour ces bornes.

Nous obtenons ensuite des bornes supérieure et inférieure pour la norme (α, β) des opérateurs linéaires

bornés, et appliquons les résultats pour obtenir des bornes pour le rayon numérique des opérateurs li-

néaires bornés.

Dans la quatrième partie, nous présentons quelques résultats sur les relations possibles entre le spectre

étendu de AB et BA en dimension finie, et ses conséquences sous forme de plusieurs corollaires, aussi

et nous prouvons quelques égalités entre le spectre étendu pour l’opérateur T , pour la transformation

Aluthge et pour la transformation Duggal en dimension infinie.

Nous avons alloué la dernière partie pour calculer l’image numérique, le rayon numérique, la trans-

formation d’Aluthge et le spectre étendu des opérateurs de quelques exemples prédéfinis. Aussi, nous

avons appliqué des résultats obtenus dans les premiers chapitres.
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