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Notations générales

Ensemble des nombres réels.
Ensemble des nombres complexes.
Ensemble des nombres naturels.
Ensemble des ouverts.

Ensemble vide.

Adhérence de T.

Intérieurs de T

Adjoint d’opérateur 7.

Image d’un opérateur 7.

Domaine d’un opérateur 7'

Forme bilinéaire de dualité.
"Bracket" de semi-dualité.

La boule fermée de centre a et de rayan r.
Espace des fonctions bornées.
Norme dans l’espace LP.

L’espace des applications linéaires.

L’espace des applications linéaires et continues.
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Introduction générale

Introduction générale

Dans ce mémoire on a présenté une introducion générale sur la théorie, trés vaste, des
opérateurs.

Le premier chapitre est introductif : On y donne des rappels sur les espaces vectoriels
normeés, les espaces de Banach et les espaces de Hilbert qui sont necessaires pour aborder
notre sujet.

Dans le second chapitre on a étudié, en générale, les opérateurs linéaires bornés ou non
bornés, définis sur des espaces de Banach ou des espaces de Hilbert et leurs propriétés.

Puis on a consacré a chaque type de ces opérateurs une étude dans un paragraphe :

- Inverse d’un opérateur.

- Adjoint d’un opérateur.

- Opérateur auto-adjoint.

- Opérateur compact.

- Opérateur positive.

- Opérateur normal.

Dans le troisiéme chapitre on exposé quelques théorémes fondamentals qui sont en rela-
tion avec la théorie des opérateurs :

- Prolongement par continiuté d’'un opérateur a domaine dense.

- Théoréme de 'application ouverte.

- Théoréme du graphe fermé.

- Théoréme de Banach-Steinhaus.



Chapitre 1

Espaces de Banach et espaces de

Hilbert

1.1 Espaces vectoriels normeés

Définition 1.1.1 /8] Soit X un espace vectoriel sur un corps k (k =R ou C). On appelle
norme sur X une application
Il : X = R*

v = |l

vérifiant les propriétés suivantes :

(1) Pour z € X : ||z]| = 0 & x = Ox. (séparation)

(17) Ve € X,VA € k: ||Ax| = |A|||z] . (homogénéité)

(i13) Vo,y € X @ ||z +y|| < ||lz]| + |ly|| . (inégalité triangilaire)

Exemple 1.1.1 Sip € [1;00], on définit une norme ||.||,, sur k™en posant

1

n P

[z, = <Z|xilp> :
=1

Définition 1.1.2 /3] Deux normes ||.||, et ||.||, sur un espace vectoriel X sont équivalentes

s’il existe des constantes o, 3 € RY telles que :

allzfl, < llzfl, < Bll=ll, ,Vee X



1.2. Espaces de Banach

Définition 1.1.3 /8] Soit X un espace vectoriel, on dit que X est un espace vectoriel normé

si on muni par une norme quelconque, noté (X, ||.|| ) -

Exemple 1.1.2 (R, |.|) est un espace vectoriel normé.
n 2

Remarque 1.1.1 Pourp =2, |z, = <Z |xz|2> s’appelle la norme euclidienne.
i=1

1.1.1 Continuité

Soient (X, [|.||) et (Y, ].|ly) sont deux R-espaces vectoriels normés et A est une partie non

vide de X.
Définition 1.1.4 /8] (continuité en un point a)

Soit @ un élément de A, f de A dans Y. On dit que f est continue au point SSI

lim f () = f (a)

TEA
i.e, si

Ve>0,30 >0;Ve e A |lz—al|y <d=|f(z)— f(a)|y <e.
Définition 1.1.5 [8/ (continuité globale)
Une application f de A dans Y est continue sur A si f est continue en tout point de A.

Exemple 1.1.3 (important) Toute fonction polynomiale de (R", ||.||..) dans (R,|.|) est con-

tinue sur R"™.

1.2 Espaces de Banach

Tous les espaces vectoriels considérés ici ont pour corps de base k = R ou k = C, sauf

mention du contraire.

Définition 1.2.1 /3] Un espace de Banach est un espace vectoriel normé complet.



1.3. Espaces de Hilbert

Théoréme 1.2.1 [2] Sur un espace vectoriel de dimension finie, toutes les normes sont

équivalentes.

Corollaire 1.2.1 [5/Tout espace vectoriel normé de dimension finie est un espace de Ba-

nach.

Exemple 1.2.1 L’espace B (X) des fonctions bornées sur un ensemble quelconque X est

de Banach pour la norme :

1/l Zilel)glf(af)l-

1.3 Espaces de Hilbert

Définition 1.3.1 /3] Un espace de Hilbert (X, {(.,.)) est un espace de Banach dans lequel la

norme provient d’un produit scalaire sur R ou hermitien sur C.
Théoréme 1.3.1 La norme associé par un produit scalaire, c-a-d

[zl x = v/ {z,2)

satisfait ’égalité

2 2 2 2
Iz +ylI” + llz =yl = 2 (=" + ly[I°) -

Exemple 1.3.1 - (R",|.||) = (R",(.,.)) avec (z,y) = inyi est un espace de Hilbert
i=1
(espace euclidien).

-(C",(.,.)) avec (x,y) = ZLE est un espace de Hilbert (espace hermitien).
i=1



Chapitre 2

Les opérateurs linéaires bornés et

non-bornés

2.1 L’espace L(X,Y)
Soit X et Y deux espaces vectoriels sur k.

Définition 2.1.1 (applications linéaires d’un espace vectoriel dans un autre)

Une application f de X dansY est dite linéaire si :
fla+y)=f(z)+f(y)

fAx) = Af ()
On note L (X,Y) l’ensemble des applications linéaires de X dansY et L (X) l’ensemble

Ve, y € X,V €k,

des applications linéaires de X dans X.

Remarque 2.1.1 - Un endomorphisme d’un espace vectoriel X est une application linéaire
de X dans X.

- Un isomorphisme de X sur'Y est une application linéaire bijective.

- On dit qu’un isomorphisme de X dans lui-méme est un automorphisme de X .

- On dit qu’une application linéaire de X dans k est une forme linéaire.

Proposition 2.1.1 /2] L (X,Y) est un espace vectoriel sur k.



2.2. L’espace L(X,Y)

Exemple 2.1.1 Soit X = C ([a,b],k) l'espace vectoriel des applications continues de |a, b]
dans k.

L’application f — ¢ (f) = f: f (t) dt est une forme linéaire sur l’espace X = C ([a, b] , k).

2.2 L’espace L(X,Y)

Si (X, ||.lx) et (Y,]l.]lyy) sont deux espaces vectoriels normés, on note £(X,Y) I'espace
vectoriel constitué par toutes les applications linéaires continues de X dans Y. Lorsque

X =Y, on écrit L(X) au lieu de L(X, X).

Théoréme 2.2.1 [2] Soit f une application linéaire de X dans Y, alors les propriétés

suivantes sont équivalentes:

1. f est continue sur X.

[\

. f est continue en 0.

w

. f est bornée sur la boule unité fermée.

W

. [ est bornée sur la sphére unité fermée.

ot

. Il existe C' > 0 tq pour tout z € X , on a

If @)y < Cllzllx

=

. [ est lipschitzienne.

7. f est uniformément continue sur X.

Démonstration. [1 = 2| f € L(X,Y) = f est continue sur X.
< f est continue en xg, Vg € X.
— f est continue en 0.

[2 = 3] f est continue en 0, donc et par définition on a :

Ve > 0,36 > 0;Va € X : ||af|y <6 = ||f ()]y <. (2.2.1)



2.2. L’espace L(X,Y)

On choisi un certain ¢y > 0 pour le quel il existe un certain o > 0 telque :
Vo€ X : flelly < o= If (@)lly < <o
La boule d’unité fermée est ’ensemble des points
Bp(0,1) ={z: [lzflx <1}.
On remarque que pour tous = € Br (0,1), on a :
B

J J
22| =7 lally £ 5 < dolear - aflx <1).
Donc nous obtenons d’aprés (2.2.1)

2

X

7 (%) =|%r@| =R1r@iy < voe Beo
Y Y
:¢Vx€£ﬁmJ)Wf@MY§%2§Cb
0

Ce qui montre que f est bornée sur la boule unité fermée.
[3 = 4] On sait, en général, que :
f est bornée sur A

BCA

= f est bornée sur B. En effet, 4Cy > 0 telque :

Ve e A:|f @)y <C.
Donc
Vre BCA: ||f(m)\|y < (.

f est bornée sur Br (0,1).
Mais on a S (0,1) C Bp(0,1). Donc
f est bornée sur Br (0,1) = f est bornée sur S (0,1).

[4 = 5] On a f est bornée sur la sphére unité fermée, donc
Ve e S(0,1) (le:lz||=1):|f (x)] < Co.

On montre que

Ve e X — ||f (2)|ly < Collz]ly-

Dans le cas ou x = 0 l'inégalité est clair.



2.2. L’espace L(X,Y)

Dans le cas ou x # 0 on pose y = m € 5(0,1), puisque

lylly = [ \ 1 ] Ll =1
e —_— = e a’/’ =
S| 7| PV | 7 [E2 [ —
et selon 4 on a :
I (El, =7 Gere)], = e ], <
S x ~
E® ||as||X v Ml 7y =
— —IIf( My < Co.

]l x

Donc Vx € X on a:
1f @)y < Collzlly -

[5 = 6] D’aprés 'hypothése on a :
Ve,y € X ||f (z—y)lly < Collz —yllx

et comme f est linéaire on a donc

1f (@) = f W)lly < Colle —ylly-
C’est-a-dire que f est lipschitzienne.
6 =T

Ve >0, Elé—atelquer yeX:llzv—yly<d = |f(@)—fWl<e
0

C’est-a-dire que f est uniformément continue.

7= 1]

fest borné < 3IM > 0: ||f (2)|ly < M |zl Ve e X.
Soit (7),cy C X telque :

lim |z, —z| =0,
n—-4oo

on a :

1f (@0 = 2)lly = If (2n) = f (@)l (car f € L(X,Y))
< M flan — 2 x

= 0< Tm |[f (za) = f(2)lly <M lim |z, = afl =0.

n—-+4o0o



2.2. L’espace L(X,Y)

Donc

f(wn) = f(x) dans (Y, |]ly) -
Ce qui montre que f est continue sur X donc f € L(X,Y). m

Proposition 2.2.1 57 X est un espace vectoriel normé de dimension finie et si 'Y est un

espace vectoriel normé, alors toute application linéaire f : X — 'Y est continue.

Preuve. Par équivalence des normes, on peut se ramener au cas ot X = (k% ||| )

d
Notons (e, ..., eq) la base canonique de k?. Si x = inei € X, alors

i=1
) Xl oo -
%
d

d
<D lailllf (elly < (
Y =1
Par conséquent, le critere de continuité est satisfait avec C' = Z I f(e)|ly . m
i=1

d

> fle)

=1

LF @)y =

Z%’f <6i)

Proposition 2.2.2 [2] L’application définie de ||.||xy) de £(X,Y) dans Ry par :

Hf”L(X,Y) -

sup. If @y, VfeLl(X)Y)

est une norme sur L (X,Y), donc(ﬁ (X,Y), |].HE(X’Y>> est un espace vectoriel normé.

Démonstration. On va montrer les conditions de la norme : (i), (i7) , (i) .
Clest claire que || f|[,xyy = 0 ( car on sait que ||f (z)ly > 0,Vz € X)

On remarque que :

1l zxyy =0 <= sup [[f (2)[| = 0 <= Vo € Brp(0,1) : [|f (2)[ly =0,

[lz]|>1
donc
Ve € Bp(0,1): f(z)=0 (2.2.2)
On démontre maintenant que pour x ¢ Bp (0,1) ( c’est & dire||z||y > 1). On a aussi

f(x)=0.0na:

v ¢ Bp(0,1) = ﬁ € Br(0,1)
2.2.2 T\ g 1 _ 0 _o
=/ (H:vH) = e @ =0=70)



2.2. L’espace L(X,Y)

C’est-a-dire

Ve € Bp(0,1): f(z)=0 (2.2.3)
Donc, d’aprés (2.2.2) et (2.2.3) on a pour tout z € X, f (z) = 0. Ce qui montre que :
f =0+ [fllzxy) =0, ce qui prouve (7).

On remarque que :

Ml zxyy = sup A (@)lly = sup [A[|[F (2)]ly = || Sup 1 @)y = Il 2xvy

llzll<1 [[=[I<1 [EF(AS

ce qui prouve (7).

On remarque que :

If + 9lleixyy = sup I(f +9) (@)lly = sup [If (z) + g (2)[ly

[l=]|<1 ]| <1
< H81||1§1(||f(x)||y+||9( 2)lly) < Sup, If (2 )||y+”81H1§1 lg (@)[ly

= [1fllcixyy + 119l 2y s

ce qui prouve (7it).

Donc, (E (X,Y), ||.||£(X7y)> est un espace vectoriel normé. m

Corollaire 2.2.1 Si f € L(X,Y), alors :

f@ |
Wiy = sup LMY sl = ink e /11F @)y < ezl s 2 € XD
0 2lx e
zeX yeX

Vo e X = |[f @)y < Ifllzxev 12l x -
Ve > 0,3 € X/ || f (z)lly > (LfI] — &) [loellx -

Proposition 2.2.3 [5/ Si (X, ||.||y) est un espace vectoriel normé et si (Y,||.|y) est un

espace de Banach, alors (L’ (X,Y), H'Hz:(x,y)> est un espace de Banach.
Démonstration. Soit (f,),.y C £(X,Y) une suite de Cauchy :

Ve >0,3N. € N; Vp,g > N. = ||f, — fq“c(X,Y) <E.

10



2.2. L’espace L(X,Y)

Donc, par définition de la norme || f[| ;v yy :
Ve 0,3N. € N5 ¥pg > N = Ify () — fy @lly < llzlly, Vo € X.

Donc, pour tout € X la suite (f, (x)),,cy est de Cauchy dans (Y, ||.||y-) qui est supposé
complet.

Donc, elle converge et il existe f telle que :

f(x)= lim f,(z), Vo € X.

n—-+o0o

On peut vérifier que 'application f ainsi définie est linéaire de X dans Y. 1l reste a

montrer que f est continue. Pour cela, montrons que f est bornée. On rappelle que :
Wollecy = Malleger| < 1o = falleger
Ainsi
Ve> 03N, €N ¥p,g = No = [Ifyll ooy — Mfall oo | < =
La suit (| fx]]),,en €st donc de cauchy dans R, donc bornée, il existe C' > 0 tel que :
[follexyy €5 ¥neN.

Donc
1o @)y < falloxyy lzllx < Cllzllx, Vo€ X.

Donc, en passant a la limite sur n :

m @)l = [l < Cllally Vo€ X.

Ceci démontre la bornitude de I’application linéaire f et donc f € L(X,Y).
Il reste & montrer que f, converge vers f dans £ (X,Y).

On sait que (fn), oy vérifie que :
\V/é‘ > 07 ElNE € N ) vpvq Z NE = pr - f||£(X7Y) <é&.
Donc, par définition de la norme || f|[,xy) :

Ve>0,3N. € N5 ¥p,g > Ne = [, (2) = fy @)y <ellzlly, Vo e X

11



2.3. Théoréme du prolongement par continuité

Donc en passant a la limite sur ¢ et en tenant compte que pour tout = € X :
Jm (1 (@) = fo @)y = Wy (@) = f (@)l
On en déduit
Ve >0,IN. e N; Vp> N, = ||fp(z) = [ (2)]ly <e|z|ly, VorelX.
Donc, par définition de la norme de f
Ve>0,IN. eN; Vp > N. = [|fp — follyxv) <&
Ce qui démontre la convergence de la suite f,, vers f. =

Proposition 2.2.4 [7] Si X,Y et Z des espaces vectoriels normés et f € L(X,Y), g €
L(Y,Z), alorsgo fe L(X,Z) etona :

lg o f”c(X,Z) < Hf”c(x,y) Hg“LZ(Y,Z) :
Démonstration. Soit x un vecteur de X ; on peut écrire

g e H@lz = llg(f @Dz < N9l ez 1F @y <9l eevz) 1 ey l2lx

ce qui entraine I'inégalité voulue. m

2.3 Théoréme du prolongement par continuité

Soit X un e.v.n et Y un espace de Banach.

Théoréme 2.3.1 [2] Chaque application f de (D (f),Y), ou D (f) = X, sa prolongation
£ 4 X, atteindre || = |11

fF e LXY) 5 [(x) = f(x),x e D(f), 171 = 1A

Démonstration. On o f € (D(f),Y), signifie que f uniformément continue.
Comme X un espace métrique et Y un espace métrique complet et selon le théoréme 2

dans § 2.7 du ([2]) il existe une extension de f uniformément continue sur X.

12



2.3. Théoréme du prolongement par continuité

Donc, il suffit de montrer que f* est linéaire et || f*|| = ||f||. On a comme D (f) = X,
van 1,29, 1 € X = 3(27) 515 (22) 515 (Tn)psy C D (f) 5 2 — 21, ) — 29, T, — 1,

Az, — Az (n— 00)

avis
£ (21) = lim f* (2,) = lim f ()
J* (w2) = lim f* (27) = lim f (a7)
fr(Ax) = lim f*(Az,) = lim fAz,
ainsi

I (o ea) = T f (ah +22) = T f(d) + lim f(22) = f* (1) + /* (22)

F* ) = T f () = A lim f (2,) = Af* (2)

n—oo

Donc : f*e L(X,Y).

Démontrons que : || f*|| = || f]| -
On a
1F*l = sup [/ (@)l = sup [|f* (z)]| = sup [|f (=) =[]
el <1 lol<1 lel<1
zeX z€D(f)
Autrement dit
10 = (11 (2.3.1)

D’autre part, nous avons

Vo€ D(f) = f (&) = f* (x)

nous avons que || ()| < [[f] ][, done = [[f* @)} < [ =]l,

et de la définition de ||f*||, on a le résultat:

L1 < A1 (2.3.2)

(2.3.1) et (2.3.2) donnent : || f*||=||f]|. =

13



2.4. Opérateurs linéaires bornés dans un espace Hilbert

2.4 Opérateurs linéaires bornés dans un espace Hilbert

Dans toute cette section, H est un espace de Hilbert.

Théoréme 2.4.1 Si T est un opéarteur linéaire borné ayant pour domaine D (T') dense
dans un espace de Hilbert H, alors il existe un prolongement par continuité de T c’est a

dire qu il existe un opérateur linéaire borné T dont le domaine est H tout entier et tel que
VeeD(T) T=Tz et Hf” = 7).

Définition 2.4.1 Un opérateur linéaire T' sur un espace de Hilbert H est dit hermitien ou

symétrique si, quels que soient x et y appartenant o H,

(| Ty) =Tz |y).

2.4.1 Inverse d’un opérateur

Soient H et H' deux espaces de Hilbert et A € £ (H, H') un opérateur.

Définition 2.4.2 On dit que A est inversible s’il existe B € L (H', H) tel que

Ao B = Iy, et BoA=lIy,

ot Iy (resp. Ig) est lUopérateur identité de H (resp. de H'). Un tel opérateur B
(lorsequ’il existe ) est unique. On l'appelle opérateur inverse de A ou plus simplement

inverse de A et on le note B :== A~!.
Théoréme 2.4.2 [4] Sidim H < 400, les propriétés suivantes sont équivalentes :

- T' est inversible .

- T est injectif.

- T est surjectif.

- T admet un inverse a droite (i.e. il existe U € L (H, H) tel que T o U = Ig).
- T admet un inverse a gauche (i.e. il existe V € L(H, H) tel que V o T = I).

14



2.4. Opérateurs linéaires bornés dans un espace Hilbert

+o0o
Théoréme 2.4.3 [4] SiT € L(H, H) est tel que |||y ) < 1, alors la série ZT” est

n=0
convergente dans L (H,H), Uopérateur I — T est inversible et

+o0
(I-7)7'=>) 1"
n=0

Remarque 2.4.1 Le résultat précédent est vrai aussi st H est remplacé par un espace de

Banach quelconque.

Remarque 2.4.2 Il convient de savoir utiliser le résultat du théoréme sous la forme suiv-
ante :

SiT € L(H,H) est tel que |[I =Ty < 1, alors T' est inversible et on a T =
+oo

-1

2.4.2 Adjoint d’un opérateur

Soient H; et Hy deux espaces de Hilbert et T' € L (H;y, Hs) . L’unique application linéaire
T* € L(H,, Hy) telle que pour tous x € Hy,y € Hs, on ait :

(T'(z),y) = (z,T"(y))
est appelée adjoint de T' .

Théoréme 2.4.4 Etant donné un opérateur linéaire borné T sur un espace de Hilbert H,
il existe un opérateur linéaire borné T et un seul, appelé adjoint de T, tel que, quels que

sotent x et y appartenant a H on ait :
(y | Tz) = (T"y | z).
T et T™ on méme norme.

Théoréme 2.4.5 [2] Soit T' un opérateur borné de Hy dans Hsy. Il existe un et un seul

opérateur borné T*de H, dans Hy vérifiant
Va,y € Hy x Hy, (T(2),y) g, = (2, T"(y)) g, -
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2.4. Opérateurs linéaires bornés dans un espace Hilbert

L’opérateur T™est appelé opérateur adjoint de T, et Uon a [|T| zop, pyy = 117N 2oy 1)
Preuwve. A y € H, fixé, considérons la forme linéaire £ sur Hy définie par L (x) =

(T'(x),y) .
D’aprés l'inégalité de Cauchy-Schwarz dans Ha,

L@ < MM oy ) 191, 1911,

Donc L est continue. Le théoréme de représentation de Riez-Frécht assure donc ’existence

d’un unique élément T* (y) de Hy tel que :

Vx € H, <T($),y>H2 = <$7T*(y)>H1

De plus, ce méme théoréme donne

1T @ ey, = 1L g < N7 2y 191,

Vérifions la linéarité de Uapplication y — T (y) .

Pour (A1, Xo) € k% et (y1,y2) € H3, on a par définition de T*,Vx € Hy,

(2, T" (Myr + Aay2)) gy, = (T (@), Myr + Aayo)

=M AT (2) ,y1) g, + Ao (T (2) ) g
(e, T (90)) gy + Ao (2, T (y2) g,
= (z, MT" (1) + AT (Y2)) g,

Donc

T (Myr + Aay2) = MT (y1) + AT (1)

Reste a montrer que T et T ont la méme norme. On a déja vu que :

Yy € Ho, | T (W)l 7, < ||T||L(H1,H2) 9]l g,

Donc
||T*||,C(H1,H2) S ||T||L‘,(H1,H2) :

Mais en utilisant le fait que :

Vo € Hlvvy S H27 <T (Z’) 7y>H2 = <LU,T* (y>>H1
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2.4. Opérateurs linéaires bornés dans un espace Hilbert

pour tout y € Hs, et [inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

2 *
TN, = KT (), T (@) | < N gy 12l g, 1T (@),
ce qui assure visiblement que

||T||,C(H1,H2) S ||T*||L‘,(H17H2) - B

Proposition 2.4.1 - Pour tout T € L (H, Hy), on a :
(T) =T et [Tz, my = 1T 2oy i) -
-SiT € L(Hy,Hy) et S € L(Hy, Hy), alors :
(SoT) =T"oS*.
- Pour tout T3, Ty € L (H;, Hy) et tout \,p € C, on a :
(AT} + pTy)* = NIy + uTy.
- Si'l existe T alors (T%) 7", est verifie (T%)™" = (T~1)".
Exemple 2.4.1 Soit H = £?([a,b]) (a < b) l'espace dbes classes de fonctions x : [a,b] — C

de carré sommable avec le produit scalaire (x,y) = /x (t)y (t) dt et soit f : [a,b] — C

une fonction continue fixée. L’application T qui a la fonction x € H fait correspondre la

fonction Tx définie sur |a,b] par

(T) (t) = f (t) (t)

est un opérateur 7' € L (H, H) appelé opérateur de multiplication par f. L’opérateur
T* € £ (H, H) est alors 'opérateur de multiplication par la fonction f.

2.4.3 Opérateur auto-adjoint

Définition 2.4.3 Soit H un espace de Hilbert, et soit T € L(H). On dit que T est auto-

adjoint si : T* =T ou bien

Vo,ye H « (Tz,y) = (z,Ty)

et on dit aussi que T est symétrique ou que T est hermitien.
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2.4. Opérateurs linéaires bornés dans un espace Hilbert

Définition 2.4.4 Soit T € L(H) alors : T est un isométrie <= Vx € H,||Tx| = ||z|| ou

bien :

Vr,y € H: (T'z,Ty) = (z,y).

Définition 2.4.5 Un opérateur T € L (H) est dit :

1) T normal si T =TT".

2) T' auto-adjoint si T =T

3) T unitaire si TT* =TT = 1.
4) T une projection si T? =T.

Remarque 2.4.3 I est clair que les opérateurs auto-adjoints et unitaires sont normauz.

Théoréme 2.4.6 [1] Si T auto-adjoint alors

1T = sup [(Tz,x)].

[lz]|<1

Démonstration. On pose ar = sup |(Tz,z)|.
=<1

Selon l'inégalité de Cauchy-Schwarz

(T, 2)| < [T ||| < 1]

donc
ar < 7| (2.4.1)
pour tout z, (|[z|| < 1) on a
[(Tz, )| < ar
cas x # 0 on a
‘<Ti7 i>‘ <o
]| ||
c-a-d
(Tz.x)| < ar||z]? (2.4.2)
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2.4. Opérateurs linéaires bornés dans un espace Hilbert

d’autre parte pour tout x,y € H on a

(T(x+y),x+y) = (Tz,y) +(Ty,z) + (Ty,y)

Tx,z)+
+ (T, y) +(y, Tx) + (Ty,y)
n
n

=(Tx,x

(T, y) + (Tz,y) + (Ty, y)

(Tz, )
(Tz, x)
=Tz, x)
(Tw,z) +2Re (Tz,y) + (Ty,y)

=(Tx,x
il existe méme méthode
(T(x—y),z—y) = (Tx,z) = 2Re (Txz,y) + (Ty,y)

ci donner

ARe (Tz,y) = (T (z+y),z+y)— (T(x—y),z—1y)

Selon (2.4.2) et en utilisant la loi du parallélogramme, on a

4[Re (T, y)| = (T (z +y),x + y)| + (T (x —y) = — y)]
< ag (o +ylI* + llo = ylI*) = 2oz (Jz]” + lly]*)

pour tout x,y € H, on a

[Re (T, )| = az (lz]* + |ly]*)

on prondre x d’ou étre Tz # 0 et on pose y = |H;f” Tx

d’cet chois étre ||z|| = ||y et

]l > ]l ]l
Re <Tx, —Tx )= Re (Tx,Tz) = (Tx, Tx)
17| ||T-T||

ITz|” < ar ||z
IIT I

c-a-d
2
|Tz|| < ar [z

on indedui

IT|| < ar (2.4.3)

d’aprés (2.4.1) et (2.4.3) il existe
HTH =ar = SupHxHSl ’<T§C,LIZ‘>| - n
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2.4. Opérateurs linéaires bornés dans un espace Hilbert

Proposition 2.4.2 - Si T, S autos-adjoints et o, B € R, alors l'opérateur o'T' + 35S est aussi

- Si T, S autos-adjoints et ST =TS, alors T'S aussi

- Si T' auto-adjoint alors le nembre (T'z,x) € R,Vx € H

- Si T auto-adjoint et pour tout = € H, (T'z,x) =0 alors T'=0
- Si T auto-adjoint, alors

IT[| = max ([Mz], [mr])

Selon

My = sup (Tz,z)| et mp = ”iIHIf (Tx,z)|.
Jel=1 =l=1
Exemple 2.4.2 Soit T € L(H). Alors ToT* =T* oT sont des opérateur auto-adjoints.
En effet (ToT*) = (T*) oT*=ToT*et (T*oT) =T *o (T*)* =T*oT.
2.4.4 Opérateur normal

Définition 2.4.6 [6/ On dit que T € L (H) est un opérateur normal si T commute avec

son adjoint,

T =TT".

Théoréme 2.4.7 [6] Soit T € L(H). Alors

IToT*|=|IT" o T = ||T|".

Théoréme 2.4.8 [6/ Un opérateur T € L (H) est normal si et seulement si

| Tx| = ||T"z|| ,pour x € H.

Démonstration. Pour tout € H, nous avons

||Tx||2 = (Tz,Tx)y=((T"oT)z,x)
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2.4. Opérateurs linéaires bornés dans un espace Hilbert

et

|T*z|* = (T*z, T*z) = (T o T*) z, x) .
Parce que T o T*, T* o T € A (H) (vois 7.3.4 [6]), nous avons||Tz||* = || T*z|” si seulement
siToT*=T"oT. m

Théoréme 2.4.9 [6] Soit H un espace de Hilbert sur C, l'opérateur T' € L (H) est normal

si et seulement s’il existe deux opérateur Ty,Ty, € A(H) tels que :

TyoTy, =ThoTyetT =T, +i15,T" =T —iTs.
Démonstration. Si T} et T, € A(H) tels que T)oTy, =Ty 0T}, alors
ToT* = (Ty +iTy) o (T) — iTh)
= T24T2=(Ty—iTy) o (T} +iTy)
= T"oT.
SiT est normal, alors Ty = 1 ( T+ T*) et Ty = 1 ( T'— T*) satisfait & 'énoncé du théoreme.

Théoréme 2.4.10 [6] L’ensemble des opérateurs normauzx est un sous-espace linéaire fermé

de L(H).

Démonstration. Si T} et T sont des opérateurs normaux, «, 8 € k, 'opérateur oT; +

[BT5 est normal.

Soit {7T},,n € N} une suite d’opérateurs normaux telle que 7, M

Alors pour tout x € H

Tol= tm_ [Tl = lim [Tl = |77 =
Théoréme 2.4.11 [6] Si T est un opérateur normal, alors ||T|* = ||T?|.

Démonstration. Pour tout T € £ (H), nous avons |T||> = ||T* o T| (vois 7.3.13 [6]).

Soit T' normal. D’aprés théoréeme 2.4.8, nous obtenons pour tout x € H,
|72 = |T(T2)|| = |T* (T2)|| = (T* o T)z],

ce qui montre que :

T2 = |T*oT|| = |IT|*. m
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2.4. Opérateurs linéaires bornés dans un espace Hilbert

2.4.5 Opérateur positif

Définition 2.4.7 On dit qu’un opérateur T' sur un Hilbert H est positif s’il vérifie (z, Tx) >
0 pour tout v € H. On écrit' T’ > S si T — S est positif.

En utilisant identité de polarisation on voit qu’un opérateur positif est nécessairmement

auto-adjoint.

Lemme 2.4.1 La série entiére en 0 de /1 — z est absolument convergente sur le disque

|z| < 1.

Théoréme 2.4.12 Tout opérateur positif T admet un unique opérateur positif S tel que
T = S2?. De plus, S commute avec tout opérateur qui commute avec T.On appelle S la

racine carré de T' et on note par VT.
Preuve. Unicité : Soit Si, Sy > 0 tel que S? = S2 = T alors pour i = 1,2
ST =S=TS,.
Un calcul direct donne

0= (87— 53) (S1—52) = (1 = 82) S1 (Sy — S2) +(S1 — 82) S (S — Sa).

(1)>0 (2)>0

On en déduit alors que (1) — (2) = (S; — S5)° = 0. En particulier, on a
2
0= (81 = 8[| = (51 = S°[|” = 1181 = Sell*
Existence : 11 suffit de le montrer pour 7" > 0, ||T’|| = 1. Dans ce cas,on a 1— T > 0 et

1 =Tl = sup (z,(1-T)z) <1.
Jall=1

oo
La série S = ch(l — T)% est donc absolument convergente grace au Lemme 2.4.1 avec
k=0

V1—2z= chzk et ¢, < 0 pour tout k£ € N*. On vérifie que

k=0

S=1+> q1-T)">1+> gl>0.
k=1 k=1
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2.4. Opérateurs linéaires bornés dans un espace Hilbert

Enfin, on a

S2 = Z < Z Cka/> (1 — A)n

n=0 \k+k'=n

Comme Z cxcw = 0 pour tout n > 2, on en conclut que S? =7T. m
k+k'=n

Exemple 2.4.3 - Pour tout opérateur T € L(X,Y), T*T € L(X) est hermitien car
(T*T)* =T*(T*)" = T*T d’aprés la proposistion.

De plus T*T > 0 car, pour tout © € X, (T*Tx,z) = | Tz||> > 0. En particulier T? > 0
des que T = T™.

2.4.6 Opérateur compact

Dans toute cette section, H; et Hs sont deux espace de Hilbert, et ’on note EHI et EHz

leurs boules unitées.

Définition 2.4.8 Soit H, et Hy deux espaces de Hilbert.
On dit qu’une application linéaire T de H, dans Hy est compacte si ['image de la boule

unité de Hy par T est relativement compacte dans Hs.
Notation 2.4.1 On note K (Hy, Hy) l’ensemble des opérateurs compact de Hy dans Hs.

Dans le cas H; = Hy = H, on adopte la notation condensée K (H).
Retenons la caractérisation suivante, forte utile, des applications linéaires compactes

(appelées aussi opérateurs compacts).

Proposition 2.4.3 Un opérateur linéaire T' de Hy dans Hs est compact si et seulement si
pour toute suite bornée ()

H,.

nen de Hy, la suite (T (xy)),cn @ une valeur d’adhérence dans

Proposition 2.4.4 L’enemble K (Hy, Hs) est une Sous-espace vectoriel fermé de L (Hy, Hs).

Proposition 2.4.5 La composée d’un opérateur compact et d’une application linéaire et

continue (dans un sens ou dans l’autre) est encore un opérateur compact.
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2.5. Décomposition du spectre d’un opérateur borné

Définition 2.4.9 Un opérateur T € L (Hy, Hy) est dit rang fini si ImT' est de dimension

finie ; son rang est la dimension de ImT.
Proposition 2.4.6 Un opérateur de rang fini est compact.

Théoréme 2.4.13 Une application linéaire entre les espaces de Hilbert est compacte si et

seulement si elle est la limite d’une suite d’opérateurs de rang fini.

Exemple 2.4.4 Soient x,y et z éléments fixé dans espace de Hilbert H.
On définie
Tx = (z,y) .2

Soit {z,,} une suite borné, c-a-d.
IM > 0,VYn € N. ||z,|| < M

d’autre parte, on a

zn, )| < Nlaall Iyl < M lyl|

donc on pout extraire une sous suite (x,,,y) de (x,,y) convergente
Alors

Tx,, = (xp,,y) z — az quand n — oo

D’ou T est un opérateur compact.

2.5 Décomposition du spectre d’un opérateur borné

Proposition 2.5.1 [7] Soient X et Y deux espaces de Banach et soit T € L(X,Y); les
condition suivantes sont équivalentes:

(1) Uapplication T est injective d’image fermée.

(i1) il existe un nombre ¢ > 0 tel que pour tout x € X on ait ||T (z)|y > ||z x -

(¢14) il n’existe pas de suite (x,) dans X telle que ||z,|y =1 et nLHEOO T (2n)]ly = 0.

Démonstration. Si (i) est satisfaite, T détermine une application continue bijective
T 1 de X sur Uespace de Banach im (T). Par le théoréme des isomorphismes [7], T | est
un isomorphisme : obtient (ii) avec ¢ = HT1_1||71. Il est évident que (ii) implique (iii);

montrons que (1i1) = (ii) : si (i1) n'est pas satisfaite, il existe pour tout entier n > 1 un

24



2.5. Décomposition du spectre d’un opérateur borné

vecteur y, € X tel que n=" |lya|| > |7 (yn)||; si on pose 2, = ||ynll ™" Yn, on a ||z,]] = 1 et
IT (2,)|| < %, done (iii) n'est pas satisfaite.

Si (it) est satisfaite, il est clair que T est injective; si (y,) est une suite dans im(T') qui
converge vers y € Y, écrivons y,, = T(z,) avec x, € X ; on a ||z, — | < ¢ lyn — Ymlls
donc la suite (z,)est de Cauchy, donc convergente vers x € X puisque X est complet ; alors
la suite y, = T'(x,,) converge vers T'(x), doncy =T (z) est dans im(T), qui est donc fermée
dans l’espace Y .

St un opérateur borné T’ de X dans Y est inversible, il posséde les deux propriétés suiv-
antes :

A. 1 existe une constante ¢ > 0 telle que ||Tx|| > c||z|| pour tout x € X.

B. OnaT(X)=Y.

La deuxiéme propriété est une forme faible de surjectivité : l'image de T'est dense dans

Y'; c’est évidemment vrai quand T est inversible, puisqu’alors T est surjectif. De plus, lorsque

: , oy , 11
T est inversible, la propriété A est vraie avec ¢ = ||[T7|

z € X, lorsque T~ existe dans L(Y, X)||z|| = T (T (2))|| < [T |T (z)]|. =

> 0: en effet, on a pour tout

Lemme 2.5.1 [7] Soient X etY deux espaces de Banach, un opérateur T € L(X,Y) est

wversible si et seulement s’il vérifie A et B.

Proposition 2.5.2 [7] Soient X et Y deux espaces de Banach et soit T € L(X,Y);

Vopérateur transposé 'T € L(Y*, X*) est inversible si et seulement T est inversible.

Corollaire 2.5.1 [7] Soient X un espace de Banach compleze et T € L(X); on a

Sp(‘T) = Sp(T).

Démonstration. Il suffit de remarquer que'(T — Xl dx) =" T — A dx~ pour tout nombre
complexe .

Dans le cas hilbertien, on préfére le plus souvent exprimer le résultat précédent en utilisant
Uadjoint T* € L (H) plutot que la transposée 'T € L (H*). Le seul petit piége a éviter est
que (T — Mdg)* = T* — Mdy (il y a une barre de conjugaison !). m
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2.6. Opérateur linéaire non borné

Définition 2.5.1 [7] Soient X un espace de Banach complexe et T € L (X); on appelle
spectre ponctuel de T' I’ensemble Spp(T') des A € C tels que T— N dx ne soit pas injectif(c’est
l’ensemble des valeurs propres de T').

On appelle spectre résiduel de T 'ensemble Sp,.(T) des A € C tels que T — N dy soit
mjectif, mais son image ne soit pas dense.

On appelle spectre continu de T ’ensemble Sp.(T) des A € C tels que T — N dx soit
injectif, a image dense mais pas fermée.

On voit que 'on a A € Sp.(T) si et seulement si : X € Sp(T)et T — N dx est injectif &
mmage dense ; en effet, l'image de T'— N dx n’est alors pas fermée : si elle était fermée, elle
serait égale a X, l'opérateur T' — N dx serait un isomorphisme et A ne serait pas dans le

spectre de T'.

Proposition 2.5.3 [7] Soient X un espace de Banach complexe et T € L(X); on a

Spr(T) = Spp("T)\Spp(T) et Spe(*T) C Spe(T).
Si X est réflexif, on a légalité Sp.("T) = Sp.(T).

Proposition 2.5.4 [7] Le spectre résiduel d’un opérateur normal est vide.

Démonstration. Soit 7 € £ (H) un opérateur normal; pour tout scalaire A € C,
Ty = T — Mdy est normal, si A est dans le spectre, ou bien T n’est pas injectif et \ €

Sp,(T), ou bien T' est injectif, donc & image dense et A € Sp.(T). m

2.6 Opérateur linéaire non borné

Soit H un espace de Hilbert et T" un opérateur dans H, c¢’est-a-dire, une application linéaire
définie sur un espace vectoriel D (T') C H a valeurs dans H.
Dans la suit, on suppose que D (T") est dense dans H. (Si D (T) est dense dans H on dit

que T" est densément défini).
Exemple 2.6.1 Soit H=L1?(R) et D(T)={u€ H:zue H}. On définit T par

(Tu) (x) = 2zu(x) pouru e D(T).
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2.6. Opérateur linéaire non borné

Alors T est un opérateur linéaire non borné avec un domaine de définition dense.
Le graphe d’un opérateur T' : D (T)) — H est un sous-espace vectoriel dans H x H défini
par

T'(T)=A{[u,fle HxH:ue D(T), f=Tu}.

Lopérateur T est un fermé si I'(T) est fermé dans l'espace H x H muni du prodoit

scalaire

([ur, ug] , [v1,v2]) = (u1,v1) + (uz,v2)

et de la norme correspondante. Si Ty est un autre opérateur dans H tel que T (T) C
['(T1), alors Ty est appelé extension de T. Dans ce cas, on écrit T C Tj.
Il est claire que Ty est une extension de T si et seulement si D (T) C D (Ty) et Tu = Tiu

pour w € D (T). L'opérateur T est dit fermable s’il existe une extension fermée de T.

Proposition 2.6.1 Soit T un opérateur fermable. Alors il existe une extension T de T

telle que T C T pour toute autre extension fermée Ty. De plus, T (T) =T(T).

Définition 2.6.1 Soit T' un opérateur fermé dans H. L’ensemble résolvant de T, noté
p(T), est constitué de tous les nombers A € p(T), Uopérateur Ry (T) = (A —T) " est

appelé la résolvante de T' au point .
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Chapitre 3

Théorémes fondamentals et

applications

3.1 Théorémes fondamentals sur les applications linéaires

3.1.1 Théoréme du graphe fermé

Soient X, Y des espaces de Banach. Une application linéaire f de X dans Y est continue si

et seulement si son graphe
I'(f) =A{(z, f(x))|z € E}

est fermé dans X x Y.

Démonstration. Soit f une application linéaire de X dans Y continue. Alors naturelle-
ment, son graphe est fermé. En effet si (z,,, f(2,))nen est une suite de I' (f) qui converge
dans X x Y vers (z,y), alors par continuité de f, on a y = f(z) et (z,y) € I'(f).

Réciproquement, supposons que I'(f) est fermé. Alors, comme X, Y sont des
Banach, X X Y est aussi un Banach et I' (f) également en tant que sous-espace fermé de
X xY. Notant p: I'(f) — X et ¢: I'(f) — Y, les restrictions des applications projections
(z,y) =z et (z,y) —yal(f).

Alors, on a par construction méme :

p est bijective et f = gop™?
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3.1. Théorémes fondamentals sur les applications linéaires

Comme les projections sur X et Y sont continues (par définition méme de la topologie
produit sur X x Y'), les restrictions a I" (f) que sont p et ¢ le sont aussi et par le théoréme
d’homéomorphisme de Banach précédent, p~! 'est aussi. Par composition, on en conclut

donc f = qop! est continue. m

3.1.2 Théoréme de ’application ouverte

Théoréme 3.1.1 [2] Soient X,Y deux espaces de Banach et T € L(X,Y) surjective. Alors,

T est ouverte.

Pour simplifier la démonstration du théoréme, commencgons par démontrer le lemme

suivant :

Lemme 3.1.1 [2] T est ouverte si et seulement si l'image par T de tout voisinage ouvert
de 0 est un voisinage ouvert de 0.

Démonstration. Supposons que T est ouverte. Si'V' est un voisinage ouvert de 0, alors
T(V) est un ouvert contenant T'(0) = 0, donc un voisinage ouvert de 0.

Inversement, soit Q un ouvert de X et montrons que T(S2) est un ouvert de Y. Pour
ce faire, il suffit de prouver que T()) est voisinage de chacun de ces points. Soit x € (2,

puisque €2 est ouvert :
Ir>0,B(x,r) CQ=B0O,r)CQ—z={y—xz|yecN}.

En effet, |z| <r = ||[(z+2) —z||<rez+xz e Blx,r) CQ, ainsi z+zx =y €Q et
donc z=y—x € —ux.

Alors Q) — x est un voisinage de 0 et T(2 — x) = T(Q) — T'(z) (par linéarité de T') est
un voisinage ouvert de 0 (par hypothése).

Ainsi, T(Q) = T(Q —x) + T (x) est un voisinage owvert de T'(x), ce qui finit de montrer
que T'(2) est ouvert dans'Y. m

Passons a la démonstration du théoréme :
Méthode 1 : Soit U un voisinage ouvert de 0, il s’agit de montrer que T'(U) est encore
un voisinage ouvert de 0. Or, il existe r > 0 tel que B(0,7) C U et T(B(0,7)) C T(U), il

suffit alors de montrer que 7'(B(0,7)) est un voisinage ouvert de 0.
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3.1. Théorémes fondamentals sur les applications linéaires

Etape 1 : Montrons que T(B(0,7)) est un voisinage de 0. Comme X = U B(0,nr),

neN*
par surjectivité de 7" on a :

Y =T7(X)c |JT(BO,nr) c |JT(BO,nr)

neN* neN*

Ainsi, notant Y,, = T(B(0,nr)) ,on a Y = U Y, et la suite des (Y},),en+ étant une
neN*

suite de fermés, par le théoréme de Baire, il existe alors n € N* tel que Y, # ) et Y, étant
d’intérieur non vide, il existe x € Y,, et p > 0 tel que B(x,p) C Y.

Objectif 1 : Montrons que B(z, p) — 2 = B(0,p) C Yz, = T(B(0, 2nr)).

Soit y € B(z,p) C Y, par définition de Y,,, il existe une suite (y,),en de B(0,nr) telle
que lim 7' (y,) =y.

p—-+oo

De méme, x € B(x, p) C Yy, alors il existe () oy de B(0,nr) telle que lim T(z,) = x.

p—+o0
Par linéarité et continuité de T :

Jim T (yp —ap) =y =z 00 ly, — 2l < flpll + |2l < 20

et donc pour tout y € B(z,p), y —x € Ya,. On en déduit alors
B(z,p) —x = B(0,p) C Ya,.

Objectif 2 : Montrons que B(0, ) C T(B(0,7)) = Y;.
Par la propri¢té d’homogénéité de la norme ||, on a d’abord B(0, &) = 5= B(0, p), puis
d’apres ce qui précede 5 L 5-B(0,p) C an
De plus, on a aussi %an = W En effet, si z € an, alors :
A(yp)pen dans B(0,2nr), z = L lim T(y,) = lim T(;nyp)

2n p—+oo p—+oo

avec 5-y, € B(0,7) et z € T(B(0,r)). Réciproquement, si z € T(B(0,r)), alors z =

(2
hrf T(xp) oz, € B(0,7) et 2 = 5 hin T(2nxz,) ou 2nx, € B(0,2nr) = x € 5-Ya,.
p—-+oo p—

Etape 2 : Montrons que T'(B(0,7)) est un voisinage de 0.

Notant B = B(0, 1) la boule unité ouverte de X et A\ = -, on a:

B(0,\) ¢ T(B(0,r) = B c T(B(0, %)
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3.1. Théorémes fondamentals sur les applications linéaires

Objectif 3 : Soit z € B. Construison (z3)r>1tq 2 € B(0, i) et ||z = T (w1 + ... +23) ]| <

L

2F -
+oo
Montrer alors que x = Zxk < oo et que z € Bp(0,%) C B(0,3) vérifie z = T'(z).
k=1
Soit z € B C T(B(0,%). En particulier B(z,3) NT(B(0,%) # 0 et il existe z; € B(0, §)
tel que
1
Iz =T @l < 5

De méme, z —T(z1) € B(0,3) C T(B(0, %)) et B(z —T(x1),3) NT(B(0, %)) # 0. D’ou
il existe zo € B(0, 55) tel que :

Iz = T(ea) = T@)] = 1z~ T+ )] < 3.

Ainsi, on construit de proche en proche, une suite (zy)ren+ telle que :

r 1
Alors ||z < gty et Z(%)k’l étant convergente, on en déduit que Z ||z || Pest aussi.
k>1 k>1

Dans un espace de Banach, ’absolue convergence impliquant la convergence, E T} con-
k>1
400

verge et on note xr = Zxk, sa limite. De plus :
k=1

+00 T—i-oo 1 k—1 2o o 3y
< <N (5] =% Br(0,2) cB(0=
El<> <530 (5) =3 =rene(0F)cn(0])

Alors, lim ||z =T (z1 + ... + )| = 0 et par continuité de T et de ||.||, il vient :
p

— 400

=T (2)] =0 et 2 = T (x) eB((),%T).

Conclusion 3.1.1

per(s(02)) > 5(02) = b e o

et T (B (0,1)) est un voisinage de 0, car en contient un, ce qui achéve la démonstration

du théoéme.
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3.1. Théorémes fondamentals sur les applications linéaires

3.1.3 Théoréme de Banach-Steinhaus

Théoréme 3.1.2 Soit (X, ||.||y) un espace de Banach et (Y, ||.||y) un espace vectoriel normé.

Soit de plus, A une partie non vide de L.(X,Y). Alors :

1. Ou bien (|| f]|;)feca est borné.

2. Ou bien il existe x € X tel que

sup [|£(@)lly = +oo.
feEA

Démonstration. Soit & € N. Posons O = {m € X / sup||f(x)]y > k} :
feA
Afin d’appliquer le théoréme de Baire, montrons que Oy, est un ouvert de X. Pour g € A,

définissons V) = {z € X / ||g ()|l > k}. Il est clair que UVg’“ C Og.
geA
De plus, si x € Oy, il existe g € A tel que ||g (x)||y, > k, car sinon, pour tout f € A, on

aurait || f (z)|ly, <k et donc

sup [| f ()], < k.
feA

Ainsi O C UVg’“ , et finalement,

geA
o= vy (3.1.1)
geA
X—-R . I
Pour g € A, posons ¢, : . L’application ¢ et 'application y — ||yl

z = [lg (@)lly
étant continues, il en est donc de méme de ¢,.

Ainsi, comme V) = ¢! (Jk, +00l), V¥ est un ouvert de X.
Finalement, I’égalité (3.1.1) prouve que Oy, est un ouvert de X. m
-ler cas : Pour tout k£ € N, 'ouvert O, est dense dans X.

L’espace X étant complet, le théoréme de Baire prouve alors que ﬂOk est dense dans

keN
X. En particulier, ﬂOk # 0.
keN
Soit donc xy € ﬂOk. Alors, pour tout k € N, sup||f (zo)||y > k. A la limite sur &, il
keN fed

vient ainsi que sup || f (xo)]]y = +00.
feA
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3.1. Théorémes fondamentals sur les applications linéaires

-2éme cas : 1l existe un entier kg tel que Oy, ne soit pas dense dans X. (O, peut méme
étre vide).

Il existe donc x1 € X et 1 > 0 tels que B(x1,71) N Ok, = 0, on
B(zi,m) ={z € B/ |l — x| <ri}

Ainsi,

Vy € B(zy,m1),Vf € A |f (@)|ly <k (3.1.2)

Soit alors x € X tel que ||z||y = 1. Soit de plus f € A.

Comme 3 +x; € B(xy,71), d’apres (3.1.2), on a ||f (%x + xl) < ko.

Iy

Mais la linéarité de f donne
f (@) = %f (G +a) - %f(xl).

De plus, 1 € B (z1,71), ainsi ||f (z1)]| < ko.

Finalement, | f (z)[y < %k:o + %ko = % = M et donc ||f||, < M. Bref, pour tout
feAfl, <M

Finalement, (|| f||;)sca est borné.

Application 1 : Soit (X,|.||y) un espace de Banach et (Y,].||;-) un espace vectoriel
norme.

Soit de plus (f,) une suite de L.(X,Y’) convergeant simplement vers f: X — Y. Alors
feLXx,y).

En effet, 'application f, limite simple d’applications linéaires, est elle aussi linéaire.

La seule difficulté réside dans la continuité de f.

-Soit A= {f, /ne N} C L(X,Y). Soit de plus z € X.

Comme nl_lg_loo | fn () = f(2)|ly, = 0, la suite (||f, (x)|y) est donc bornée et ainsi,
sup lg (2)lly < +o0.

D’aprés le théoréme précédent, ([g||,),., est borné : Il existe donc M € R* tel que
pour tout entier n, || f,||, < M.

Finalement, pour tout « € X, et pour tout n € N, || f, ()|, < M ||z[/y . A la limite sur

n, il vient, pour tout x de X,

LF @)y < Ml
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3.1. Théorémes fondamentals sur les applications linéaires

Ainsi, f est continue et f € L.(X,Y).
Application 2 : Il existe des fonctions continues différentes de la somme de leur série
de Fourier.
- Soit X D’espace vectoriel des fonctions continues de R dans C, 27-périodiques. Munis-
sons X de la norme ||.||, définie par
Vie X flle = S |f ()]

™

Pour p € Z, posons ¢, (f) = %/f (t) o~ Pt 1.

—Tr

X—-C
fr— Zcp(f)'

p=—n
Pour f € X, ¢, (f) représente donc la somme partielle de la série de Fourier associée a

- Soit n € N. On définit ¢, :

f, prise au point 0. Il est clair que ¢, € £ (X,C). Par ailleurs, pour ¢t € [—7, 7]\ {0} ,on

a

i ot — eintl — e e _ ez’nte_ienTHt) sin (#5-1) _ sin (*5-1)
= 1 —eit e i3 sin (%) sin (L)
[-m, 7] = C
Définissons alors h,, : % sit#0 . Notons que h, est continue. Pour
t— B

2n + 1 sinon

™

f € X, onadonc p,(f) = %/hn (t) f(t)dt, soit

—T

1 ™
(DI < | 5 [ It ) 51

Ainsi, ¢, est continue et ||¢, |, < %/ |l (1) dt.

Soit alors ¢ € N. Soit f, 'application 27-périodique définie par : Pour tout ¢t € [—7, 7],

hn (1)

fo(t) = m
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3.1. Théorémes fondamentals sur les applications linéaires

On vérifie sans peine que f, € X.
Posons d, = |, (fy) — %/ |y, ()| dt| .
Alors )

i, () = R (8)]° = 5 1R (2)

1 1
27Tq_ | (O] + 5 q

. ’hn(t)‘"i‘%
Ainsi,
li (fy) = L ]|h ()| dt (3.1.3)
qu_gl en(Jq) = 5 n .

Mais gu (fy) = len (o)l < loalle Ifulle < Ialle car [fulle < 1. A la limite, avec
(3.1.3) , on obtient donc

1 ™
lenlle = 57 [ Vo 0 at

_ 1 _ o [sm(®5)
Finalement, ||s0n||£ = 9 |hn <t)| dt = 27 i (t) dt.
Sin §

- Comme pour tout = € R, |sinz| < |z|, on a donc

2n+1
™ s 2 7
1 [ |sin (25t 2 [ |sin (221¢)| 2 |sin
il >— [ —F73—Fdt==——22dt>= [ —d 3.1.4
lealle 2 5 [ 2[R la s 2 [ g, (3.1.4)
—T 0 0
Or, on sait que lirf /%“'du = +00.
0
D’apres (3.1.4), on obtient donc
lim_ gl = +oo (3.05)

- Mais (X, |.||.,) est un espace de Banach, aussi le théoréeme de Banach-Steinhaus
s’applique-t-il. D’apres (3.1.5), (||¢nl|;) n’est pas borné : aussi existe-t-il fy € X tel que
sup |, (fo)] = +o0. La série de Fourier de f; diverge donc en 0, car sinon, la suite (¢, (fo))
ggﬁait convergente et a fortiori bornée. Par conséquent, f, differe de la somme de sa série

de Fourier.
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Résumé

Dans ce mémoire on a étudié les espaces topologiques selon leurs degré
de séparabilité.

Dans le premier chapitre on a exposé et détaillé les notions générales
des espaces topologiques.

Dans le second chapitre on a étudié les axiomes de séparations qui
classifient ces espaces avec de nombreux exemples illustratifs.

Finalement on a présenté les théoremes qui relient ces différents
espaces avec leurs démonstrations.

Mots-clés: Espaces de Banach-Espaces de Hilbert-Les Opérateurs linéaires.

Abstract

In these memory topological spaces was studied according to their
degree of separability.

In the first chapter presented and detailed the basic concepts of
topological spaces.

In the second chapter we studied the axioms of separations which
classify these spaces with numerous illustrative examples.

Finally we presented the theorems that connect these spaces with their
demonstrations .

\f-Words: Banach Spaces-Hibert Spaces-Lineair Operators. /
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