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Notations générales

Nous utiliserons les notations suivantes tout au long de ce travail :

ensembles
R ensemble des nombres réels .
R, ensemble des nombres réels positifs.
R% ensemble des nombres réels strctement positifs.
N ensemble des entiers naturels.
N~ ensemble des nombres naturels a I’exclusion zéro.
C ensemble des nombres complexes.
C%[a, b)) = C([a,b]) I'espace des fonctions f continues sur [a, b] a valeur réels.
LP([a,b]) espace de fonctions u mesurables sur [a, b] et vérifiant f: lu(t)[Pdt < oo.
AC([a,b]) espace de fonctions absolument continues sur [a, b]
(= {ue C(la,b]); ' € L' ({0, B)}).
Fonctions
() La fonction Gamma.
B(p,q) La fonction Béta.
E,(2) la fonction de Mittag-Leffler & un parametre.
E,5(2) la fonction de Mittag-Leffler & deux parametre.
L{f(t)} La transformée de Laplace de la fonction f.
A opérateur laplacien.

Dérivée et intégrale

mn ’ . Ve . . ~ .
D" = jt—n dérivée ordinaire par rapport a t d’ordre entier n.

il



Notations

13, intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre «.
Dg, dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre a.
Abréviations

R-L Riemann-Liouville.

M-L Mittag-Leffler.
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Introduction générale

Le calcul fractionnaire est un champ d’étude mathématique qui sort du traditionnel
définitions des opérateurs intégrales et dérivées : définir l'intégrale fractionnaire comme
simple généralisation de l'intégrale d’ordre entier, et la dérivée fractionnaire comme 1'opé-
ration inverse; c¢’est un sujet presque aussi ancien que le calcul différentiel classique connu
aujourd’hui. En 1695 L’Hopital a posé la question quant a la signification de % sin = %
c’est et si n est fractionnaire ?”; Leibniz a répondu que "d2x sera égal & xv/dx + z”. Cet
événement a été aujourd’hui considéré comme le début de ’émergence et le développement
de ce branche, et le fait que la question posée spécifiquement pour n = % c’est-a-dire une
fraction (nombre rationnel) a en fait donné lieu au nom de cette partie des mathématiques.
Des recherches ultérieures et d’autres développements, entre autres, ont conduit Riemann a
la construction de 'opérateur intégral fractionnaire Riemann-Liouville, basé sur l'intégrale
qui a été la pierre angulaire précieuse dans le calcul fractionnaire depuis lors. Avant Liouville
et Riemann, Euler a fait le premier pas quand il a étudié le cas simple d’intégrales frac-
tionnaires des monomes d’ordre réel arbitraire dans le mode heuristique de 1’époque. Une
premiere tentative de Liouville a été plus tard purifiée par le mathématicien suédois Holm-
gren [B], qui en 1865 a fait des contributions importantes a 1’étude de ce theme. Mais c’est
Riemann [9] qui I’a reconstruit pour 'adapter a I’équation intégrale d’Abel, et 1’a donc rendu
beaucoup plus utile. Aujourd’hui il existe de nombreuses formes d’opérateurs intégraux frac-
tionnaires, mais 'opérateur de Riemann-Liouville est toujours le plus fréquemment utilisé.

On pourrait penser que cette recherche de dérivation fractionnaire est une question de
mathématiques pures sans applications aux autre domaines, pourtant un exemple simple

de mécanique de fluides montre comment la dérivée d’ordre un demi apparait tout natu-

rellement quand on veut expliciter un flux de chaleur sortant latéralement d’un écoulement
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fluide en fonction de I’évolution temporelle de la source interne.

Recement un intérét considérable a été porté au calcul fractionnaire par I'application de
ces concepts dans différents domaines de la physique et de I'ingénierie, ot on a pu trouver
un progres signifiant de travaux théoriques qui peuvent servir comme fondation pour un
nombre d’applications dans ces domaines([[L1], [7], [12], [8]). Par exemple,un intérét particu-
lier pour la dérivation fractionnaire est lié a la modélisation mécanique des caoutchouc et des
gommes, en général toutes sortes de matériaux qui conservent la mémoire des déformations
passées et dont le comportement est dit viscoélastique . Une autre théorie qui se développe
en parallele avec la dérivation fractionnaire c¢’est celle de systéemes dynamiques, qui a pour
but I'étude des systemes physiques qui évoluent au cours du temps.

Le travail présenté dans ce mémoire s’inscrit dans le cadre de s’adapter avec le calcul
fractionnaire grace a une variété d’applications utilisant des définitions et des propriétés
qui n’ont pas été étudiées auparavant et qui constituent un champ de recherche fertile pour
d’autres problemes aux limites.

Ce mémoire contient trois chapitres répartis comme suit :

Le premier chapitre est destiné aux différents outils et techniques mathématiques utilisés
par la suite : fonctions spéciales (les fonction Gamma, Béta et celle de Mittag-Leffler), trans-
formée de Laplace, espaces de fonctions (intégrables, continues et absolument continues) et
quelques notions et résultats de la théorie d’analyse fonctionnelles (Théoreme d’Arzela-
Ascoli, principe de contraction de Banach et théoreme de Schaefer, ...)

Dans le deuxieme chapitre nous présentons les définitions de dérivations et intégrations
fractionnaires au sens de Riemann-Liouville et ses propriétés en les comparant avec celle de
Caputo.

Le dernier chapitre est consacré a deux applications :

Dans la premiere, on modélisera le probleme d’hypothéeque par 1’équation différentielle

d’ordre factionnaire suivante :

Dy y(t) —ry(t) = —a, 0<wv<l1
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Dans La deuxieme application, on abordera la question d’existence et unicité de solution

pour le probléeme aux limite & multi-point suivant :
Dau(t) = f(t,ut), 1l<a<2, tel0,T], T>0
Iru(t)|mo =0,  Dyu(T) = 30, ailg (&)

on0<&<T, T>0, a,€eRy;, m>2 f:]0,7] x R— R est continue .
Dg. et I, sont respectivement la dérivée et I'intégrale d’ordre fractionnaire o au sens de

Riemann-Liouville.



Chapitre 1

Outils de base

Dans ce chapitre, on donne quelques définitions et propriétés que nous utiliserons dans

la suite de ce travail.(voir [1], [6], [14], [L0] )

1.1 Fonctions spéciales

1.1.1 La fonction Gamma

La fonction Gamma (ou fonction d’Euler de deuxiéme espeéce) est fonction qui prolonge

la factorielle aux valeurs réelles.

Définition 1.1.1. La fonction Gamma est définie par l'intégrale suivante :
+oo
'a— / et dt, (1.1)
0
tel que o € RY.

Propriété 1.1.1. Une propriété importante de la fonction Gamma est la relation de récur-

rence suivante :

MNa+1) =al(«) a >0, (1.2)

en effet, (a4 1) = f0+oo e—tpat1l=1 ;.
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Pour 0 < a < b et en intégrant par parties, on a :

b b
/ el = / e ttedt
a a

b
— (—taet}Z—i—a/ et Ldt

Sia— 0" et b — 400, on trouve :
MNa+1)=0—-0+al(«).

Propriété 1.1.2. La fonction gamma d’Euler généralise la factorielle car, on a pour tout
neN
I'(n+1)=nl (1.3)

Raisonnons le par récurrence si n = 0, alors :
ro+1)=r()=1=0.
Supposons que la formule est vrai pour n — 1, i.e
I'((n—1)+1)=T(n)=(n—-1),

et montrons qu’elle est vrai pour n.

D’apres I’équation (@), on trouve
F(n+1)=nl'(n) =n(n—1)! =nl

On peut calculer aussi
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Démontrons maintenant que
[(1/2) = /7.

Par définitions, nous avons

+oo +o0
I'(1/2) = / e /D= 1qr = / et Y2qt.
0 0

Pour 0 < a < b, apres un changement de variables

b Vb )
/ e 124t :/ e 2z,
a va

r = t/?

ou

dx = (1/2)t/2dt

Sia — 0% et b — 400, alors nous obtenons

+oo +o00o 9
/ e V20t = 2/ e “dx.
0 0

+oo 9
I = / e “dr,
0
il est clair que

“+oo —+00 “+oo —+00
I’ = (/ e’:Qd:U) (/ eyzdy) :/ / e~ @) dady.
0 0 0 0

En utilisant les coordonnées polaires, on trouve

+oo  pm/2 , +o0 N —r? oo
I2:/ / e " rdé’drzz/ e " 7‘d7’:z _€ :2
0 0 2 /o 2 2 4

Comme I > 0 et ceci est vrai tout simplement parce que =@ > 0, alors I = ‘/TE Donc;

+oo
/ e V2t = 2? — VT
0

Calculons l'intégrale

En se servant de ce important résultat et la relation fonctionnelle (Q), on voit facilement
que pour tout n € N

1 Ix3Ixdx..x(2n—-1
Pin+ 1) = X 3 X ><2n><(n )

2 v
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Remarque 1.1.1. D’apres le résultat ), par récurrence on déduit facilement que pour

tout n € N
B I'(z +n)
F(I)_:17.(:U+1)...(:1:—|—n—1)7

cette relation permet de définir I'(x) pour x réel négatif tel que —n < x < —n + 1. On a

ainsi défini I'(x) pour tout nombre réel x.
Dans notre cas pour n = [a] + 1 nous avons, 0 < n—a < 1, ce qui signifie que —n < —a <
—n + 1 et selon la convention ci-dessu, on aura

I'(n—«)
(—a).(—a+1)...(—a+n—-1)

[(—a) =

1.1.2 La fonction Béta

La fonction Béta(ou fonction d’Euler de premier espece) est définit par :

1
B :(p,q) —>/ ™11 — 1)1 dr, (1.4)
0
tels que : p > 0 et ¢ > 0.

Propriétés 1.1.1. La fonction Béta satisfait aux propriétés suivantes :

1. Dans sa définition sous forme d’intégrale, le changement de variable s =1 — T prouve

que cette fonction est symétrique c’est-a-dire que

B(p,q) = B(q,p).

2. 1l suffit d’effectuer une intégration par partie pour prouver que
pB(p.q+1)=q¢B(p+1,q).

3. B(p,1) = ]%.

1.1.3 La relation entre la fonction Gamma et la fonction Béta

La fonction Béta est relié a de la fonction Gamma par :

I'(p)L'(q) (1.5)

Blp.g) = L(p+q)
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Preuve :

L(p)(q) = (/g+aaexxp1dw> </§+aoeyyqldy>

+oo +oo
0 0

utilisons le changement de coordonnées suivant :

=
U:x/(;c—i—y) y:u(l—v)
v u
O(xy) = —uv —u(l —v) = —u, alors
O(u,v) 1—v —u

1 “+o00
M(pT(g) = / / (w0 (u(1 — 0)) e — uldudy

0

1 +00
= / / uPT P (1 — ) e dudy
0

0

- (/ ” i) ( - i)

= T(p+q)B(p,q).

Ce qui entraine que B(p,q) = Fr(fzig) oul'(p+q) #0.

Si p, q sont des entiers naturels, on obtient :

(p—1Dl(g—1)!
(p+q—-1)"

B(p,q) =

1.1.4 Fonction de Mittag-LefHler

Définition 1.1.2. La fonction de Mittag-Leffler généralisée a deux parametres est définie

pour tout z € C par le développement en série entiére :

+oo Zk
Ew@yzzgf@zra,(a>mﬁ>oy (1.6)

Pour =1 ,on obtient la fonction de M-L dite a un paramétre :

o0 Zk
Eo(z) = ’; Mok 7 1) (a > 0). (1.7)
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De la formule ), il en résulte que :

o) = ﬁ + 2Eas(2).

En effet, par définition on a,

+oo Sk +oo Sk+1

Eap(z) = % Tlak+p) kz_l I'(a(k+1)+5)
B +o00 sz

- Z Dok + (a+ 5))

k

T3t Tk s @ )

1
- m + ZEOc,a"F/B(Z)'

Exemple 1.1.1. Pour des valeurs spéciales de o et B on a :

1. By(z2) =By =305 OF(k+1 = e’

+ k 1 k:+1 z_1
2. Eip(z) = k;o?)ri;z ZkOkJrl)': Zk0k+1 ==

1.2 Formule de Dirichlet

Soient h(z,y) une fonction continue et «, 5 deux réels positifs. L’expression suivante est

dite formule de Dirichlet :

/Ot(t —2)* o /0‘”(13 — )" h(x,y)dy = /Ot dy /yt(t —2)* Yz — y)? h(x, y)dz.

Certains cas particuliers de la formule de Dirichlet sont d'un intérét particulier. Par exemple,

si on prend
h,y) = g(z)f(y),

et

Alors;;

/0 (t — 2)* e / (& — 9P f(y)dy = Bloy B) / (t — )5 f(y)dy,

ou B est la fonction béta.
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1.3 Regle de dérivation de Leibniz

Définition 1.3.1. régle de dérivation de Leibniz de définie par :

o) 0
%[/O f(t,x)d:c] zf(t,b(t))b’(t)+/0 %f(t,x)dx_

1.4 Transformée de Laplace

Définition 1.4.1. Soit f une fonction définie pour toutt € R,. La transformée de Laplace
de f notée L{f(t)} est alors donnée, lorsqu’elle existe, par la fonction de la variable complexe
s définie par : o

LU} = F(o) = [ e rio (1.9
f est appelée Uoriginale de L{f}.

La transformée de Laplace inverse est donnée par :

1 c+ioco
LHF(0) = F(0) = o / ¢ F(s)ds, = Re(s)
e La transformée de Laplace d’une dérivée d’ordre entier n de la fonction f est :
n—1
LM DY) = s"F(s) =) " rB(0)
k=0
n—1
= §"F(s)— > _sF 7 D(0).
k=0

Propriété 1.4.1. La transformée de Laplace est linéaire :

n

L{f®)}(s) = £ {Z ijj(t)} (s) = Z ¢ L{f;}(s).

Jj=0

Définition 1.4.2. Lorsque le produit f(x —t)g(t) est intégrable sur R, le produit de convo-
lution de f et g est définie par :

“+o00

(f xg)(z) == flz —t)g(t)dt. (1.9)

10
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Propriété 1.4.2. Si les transformées de Laplace de f et g existent, alors la transformée de

Laplace du produit de convolution vérifie :
L{f * g} (s) = L{f}Hs)L{g}(s). (1.10)

Le tableau suivant donne un bref résumé de certaines transformées de Laplace utiles.

Nous allons souvent se référer a ce tableau le long de ce mémoire.

Y(s)=L{y®)} | y(t) = L7H{Y(s)}
1 o1
5% I'(a)
1 7t —at
Gra)” NON
= " By o (at®)
s(sf’:—a) EOé(_ata)
s(s‘f—&-a) 1-— Ea(—ata)
s"‘(sl—a) taElzaJrl (Clt)
jZ:i tP1E, 5(at®)

(@ est une constante réel et o > 0 arbitraire).

1.5 Espaces fonctionnels

1.5.1 Espaces des fonctions intégrables

Définition 1.5.1. Soient Q = (a,b) (—oo < a < b < +00) un intervalle de R, f: Q — R
etl <p < +oo.

1. Pour 1 <p < +oo, LY(Q) est l’espace des fonctions f tel que f est mesurable et

b
/ |f(z)]Pde < +o0.

2. Pour p = 400, l’espace L>(Q2) est l’espace des fonctions f tel que : f est mesurable

et presque partout bornée sur ).

Théoréme 1.5.1. Soit Q2 = (a,b) un intervalle fini ou infini de R.

11
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1. Pour 1 < P < 400, l'espace LY (Q) muni de la norme ||.||, définit par :
b :
= ([ 1rar)”

2. Pour p = +o0, lespace (L*(2)) muni de la norme ||.||« définit par :

est un espace de Banach.

| flloo :=1nf{M >0:|f(z)] < M p.psur},

est également un espace de Banach.

1.5.2 Espaces des fonctions continues et absolument continues

Définition 1.5.2. Soit Q = [a,b] et n € N. On désigne par C™(Q) 'espace des fonctions f

qui ont leurs dérivées d’ordre inférieur ou égale a n continues sur (), muni de la norme :

fllen =Y 1 Plle
k=0

En particulier sin =0, CY(Q) = C(Q) l'espace des fonctions f continues sur Q@ muni de la

norme :

| flle = max | f(2)].

Définition 1.5.3. Soit Q = [a,b] (—o0 < a < b < +00) un intervalle.
On désigne par AC([a,b]) l’espace des fonctions primitives des fonctions intégrables, c¢’est a
dire :

AC(fa,B]) = {f/ﬂso  Llant): fr) = o+ | IWW} ,

et on appelle AC([a,b]) Uespace des fonctions absolument continues sur [a,b).

Définition 1.5.4. Pour n € N, on désigne par AC"([a,b]) l’espace des fonctions f ayant
des dérivées jusqu’a l'ordre (n — 1) continues sur [a,b] telles que f"~V € AC([a,b]) c’est d
dire

AC™([a,b]) :=={f : [a,b] = C et fOV e AC([a,b])}.

En particulier AC*([a,b]) = AC([a, b]).

12
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1.6 Outils d’analyse fonctionnelle

Soient E, F deux espaces de Banach, on désigne par C(E, F) l'espace de toutes les

fonctions f : £ — F' continues.

1.6.1 Théoréme d’Arzela-Ascoli

Définition 1.6.1. Soit M un sous ensemble de C(E, F).

1. On dit que M est équicontinue en u € E si pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que :

1f(u) = F)lr <e

et cect pour tout f € M et pour tout v € E vérifiant :
lu—vllp <.

2. On dit que M est équicontinue sur E, si M est équicontinue en tout u € E.
En particulier, si E = |a,b] et ' =R. On dit que M € C(E, F) est équicontinue sur E si
et seulement si :

Ve >0,3n>0,Vfe M Vr,y€la,b]: |[z—y|l<n=|fzx)— fy)] <e

Définition 1.6.2. Soit M un sous ensemble de C(E, F).

On dit que M est uniformément borné, s’il existe une constante C' > 0 tel que :
Ifl<Cc  VfeM.

Théoréme 1.6.1. Soit M une partie de C([a,b]) muni de la norme de la convergence uni-
forme.
M est relativement compact dans C([a,b]) si et seulement si M est équicontinue et unifor-

mément borné.

Définition 1.6.3. Soit A: E — F un opérateur. On dit que :

o A est compact si l'image par A de tout borné de E est relativement compact (c’est-a-

dire que son adhérence est compact) dans F.

13
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o A est dit complétement continu s’il est continu et compact.

Théoréme 1.6.2. (Théoréme d’Arzela-Ascoli)
Soient E un espace de Banach compact et F' un espace de Banach quelconque.

Une partie M de C(E, F') est relativement compact si et seulement si :
1. M est équicontinue sur E.

2. Pour tout x € E, l'espace M (x) défini par :
M(z) ={f(x)/f € M}

est relativement compact dans F'.

1.6.2 Principe des applications contractantes

Définition 1.6.4. Soit E un espace Banach. On dit qu’une application

T : E — E est contractante, s’il existe 0 < K < 1 tel que :
V(z,y) € EXE:||T(x) =T(y)lle < K|z —yle.

Théoréme 1.6.3. (Le théoréme du point fizre de Banach)

Soit E un espace de Banach, et T': E — E une application contractante, alors T admet

un unique point fize,

(i.e; il existe a € E unique tels que T'(a) = a).

On introduit a présent un important théoreme d’existence dont on aura besoin par la

suite dans la deuxieme application.

Théoréme 1.6.4. (Théoréme de Schaefer)

Soit E un espace de Banach. Supposons que T : E — E est un opérateur complétement

continu et 'ensemble V ={u € B/ w=pTu, 0<p<1} estborné. Alors T a un point

fixe dans E.
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Chapitre 2

Dérivation et intégration fractionnaire

Dans cette chapitre nous présentons certaines les définitions, les résultats, les théories
et principales les propriétés concernant l'intégrale et la dérivée fractionnaire au sens de

Riemann-Liouville.(voir[d], [13], [14])

2.1 Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

Soit f une fonction continue sur l'intérvale [a, b] on considére l'intégrale

10 = /tf<7')d7'. (2.1)

150 = [an [ s

d’apres le théoreme du Fubini on trouve;

1

_ ﬁ/a (t — 1) f(r)dr. (2.2)

I?F(t)

En répétant la méme opération n fois on obtient :

™) = /:dtl /:1 dts /t/t (t— 1)L F(r)dr
L

= 1) / (t — 7)1 f(r)dr.

a

pour tout entier n.

Cette formule est appelée formule de Cauchy et comme nous avons (n—1)! = I'(n), Riemann

15



Chapitre 2 La dérivation et intégration fractionnaire

rendu compte que la derniere expression pourrait avoir un sens méme quand n prenant des
valeurs non-enters, alors c¢’était naturel de définir I'opérateur d’intégration fractionnaire

comme suit :
Définition 2.1.1. Soit f € L'[a,+oo[, a € R et a € R, lintégrale fractionnaire de
Riemann-Liouville d’ordre o de la fonction f de borne inférieure a est définie par :

« 1 ! a—1

I = Fo / (t — 1)L f(r)dr. (2.3)

—x<La<t <40

Cas particulier : 1] f(t) = f(t) (i.c I}, est I'opérateur identité ).
Remarque 2.1.1. Pour simplifier [’écriture,on notera dans la suite 1§, par I

Remarque 2.1.2. Par le simple changement de variable s =t — 7, on remarque que I3

peut étre ecrit sous la forme suivante :

1o f(t) = ﬁ /0 (1= 8)ds. (2.4)

(autre définition de l'intégrale de R-L).

2.1.1 Intégrales fractionnaires au sens de R-L de quelques fonc-
tions usuelles

1. Soit f(t) = (t —a)’ aveca € Ret f > —1:

1

Iq, (t) = m/ (t — 7)Y (1 — a)’dr,

en utilisant le changement de variable 7 = a + (¢ — a)s ou s varie de 0 a 1 puis la

fonction Béta, on obtient :

IS0 = g [ e (=8 s - o) = s

F(la)
= —(t —a)**’ o
Fay "B + 1)
T +1) _ gt
N F(a+5+1)(t )

16



Chapitre 2 La dérivation et intégration fractionnaire

Donc;

« _ F(ﬂ + 1) a+
%ﬁ—@ﬁﬁﬁﬁﬁ:ﬁu—@ﬁ. (2.5)

Pour a =0, on a
r 1
o 47 = 4f — _TB+Y) aes
* o+ 5+1)
2. La fonction constante f(t) = C

@ _ a 1
I;.C = T)* " Cdr

!
Q’Q\H

p1

s

Q

:

o
=t e
g( (t— ) }
= ar@ T

_ ﬁ(t—a)a.

Q

—

D’ou le résultat ;

8.0 = fa " (2.7)

3. La fonction exponentielle f(t) = exp (kt) Pour & > 0, et @ > 0, a ¢ N.
En utilisant la formule (@) de l'intégrale de R-L avec a = —oo, on obtient ;

1

I* _exp(kt) = m/o Ooso‘_l exp(k(t — s))ds

exp(kt)

+oo
= s texp(—ks)ds.
o, )

(2.8)

Par le changement de variable x = ks, on déduit que,

par suite

1% exp(kt) = p(ht) /0+0° <z>a1exp(—x)@

() k k
ex too
= k= Fp(fyk)t)/o 2 exp(—x)dx
o _qexp(kt) N
= My t@
= k “exp(kt).

17



Chapitre 2 La dérivation et intégration fractionnaire

Donc;

I exp(kt) = k™% exp(kt). (2.9)

2.1.2 Propriétés principales de ’intégrale fractionnaire au sens de
R-L

Théoréme 2.1.1. Pour f € Cla, b, l'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville posséde

la propriété de semi-groupe suivant :
a (18 — Jotp
I(l+ (Ia+f)(t) - ‘[(Z+ f(t)’
pour o > 0 et 5 > 0.

Preuve : Soit f € Cla,b],a > 0 et, 8 > 0 alors;

B0 = s [ e
— ﬁ /at(t — )t {ﬁ /T<T — S)B_lf(s)ds} dr

_ m/:(t e [/ (r - s)ﬁ‘lf(s)ds} dr

D’apres la formule de Dirichlet on trouve :

BLO0 = o [ oy syas
. LB et
- <a+ﬁ>r<a>r<>/“ R
- - a+p—1
= T | s
= L)

Remarque 2.1.3. L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville peut notamment s’écrire

sous forme de produit de convolution de la fonction puissance h,(t) = ta = et f(t)

1 f(t) = / halt — 7)F(7)dT = (ho % F)(D).

18



Chapitre 2 La dérivation et intégration fractionnaire

Proposition 2.1.1. L’opérateur lintégrale I3, est linéaire.
En effet, sif et g sont deuz fonctions telles que I f et I g existent, alors pour ¢y et cz

deux réels arbitraires on aura

19 (erf +oag) (1) = ﬁ / (t = 1) (erf + cag) (r)dr
= F(a)/a(t_T)a f(T)dT—i—F(&)/a(t—T)a g(T)dr

= ald f(t) + el g(t).

Propositions 2.1.1. Soit f € C%([a,b)). Alors on a
LogUg HO) = HE),  a>1

2. lima e (12 F)(t) = f(1),  a>0.

Preuve

1. Appliquons regle de dérivation de Leibniz , nous obtenons,

sz = 5 (o [ se)

a—1

= t — )@= () dr
S ol K (Y

a—1

= Fasren 0O

a—1

= t — )e=D=le ) dr
(a—l)F(a—l)/a(t ) f(r)d

1

N — t _7-(0‘*1)*1 dr = (1*1 '
F(a—l)/a(t ) fr)dr = (157 1))

2. Pour la derniére identité, on considére la fonction f € C°([a,b)), nous avons

1o f(t) = ﬁ / (t — ) f(r)dr.

D’apres la relation (@) on peut écrire :

(t—a)®

vza
Tat1)

101 =
+

19



Chapitre 2 La dérivation et intégration fractionnaire

quand o — 07. Donc pour un certain ¢ > 0, on aura

B0~ it 0] = | [ - g [ netrw
< | =D = Sl
= wa ) =) = sl
1 ¢ ol B )
[ =) = sl (2.10)

D’une part, on a f est continue sur [a; b] alors,
Ve > 0,30 > 0,Vt,7 € [a,b] : |[T—t| <d=|f(T) — f(t)] <

ce qui entraine :

/ (t— T)a_1|f(7') — f)]dr < e/ (t — T)O‘_ldT = G%Q. (2.11)
t—6 t—0
D’autre part,
t—o . 1 t—o .
/a (¢S = Fldr < s / (t— 1) () + | F ()
t—o
< 2 sup ()] / (t—r)otdr, Vi€ [a,b)
£€la,t] a
— oM (@ - %a) V€ [a,b] (2.12)

ot M = supge(qq | f(§)-
Une combinaison de (IZ.ld), (IZl]J) et (I212|) nous donne :

(t—a)®
Fla+1)

[Ia, f(t) = fl < [€0% +2M ((t — a)* — 0%)]

al'(a)

1 a o e
— NCEEY [€0Y 4+ 2M((t — a)* — 0%)],

faisons tendre « vers 07, on obtient :
)

g f) = 1f()| < pay Ve> 0,

I'(a+1)?

ce qui montre que

lim T2 f(t) — f(£) = 0.

a—0F
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Chapitre 2 La dérivation et intégration fractionnaire

Théoréme 2.1.2. Si f € L'a,b], et a > 0 alors I3 f(t) existe pour presque toute t € [a, b]
et on a :

I3, f € L'[a,b)].

Preuve : Soit f € L'[a,b];on a :

1 t “+o00
00 = gy [ €= = [ e =mpyen
avec —oo < a<t<—+4oo
tel que :
w - 0<u<b—a
g()=¢ "

et

h(u)=
0, u€R-—[a,b]

comme g, h € L'(R), alors I, f € L'[a,b].

Théoréme 2.1.3. Soit o > 0 et soit (f,)2, une suite des fonctions continues uniformément
convergente sur [a,b], alors la suite (I3 fu)p2; est uniformément convergente et on peut

intervertir l’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville et la limite comme suit :

(s 50) 0= (22 1 0

Preuve Soit f la limite de la suite (f,,), alors f est continue sur [a, b] car la convergence

est uniforme, alors :

12 fut) — 12 S(0)] = 'ﬁ [ == ) - s ar
< ﬁ / (t = 1) fulr) — F(r)]dr
< ﬁ\!fn—flloo(b—a)a,

d’ot, la convergence uniforme de la suite (I3, f,)52, vers I7 f sur [a, b].
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Chapitre 2 La dérivation et intégration fractionnaire

2.1.3 Composition de ’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

avec la dérivée ordinaire

Théoréme 2.1.4. Soient o > 0 et fune fonction continue sur J = [0,b]. Si D f est continue

alors pour toutt >0 on a :

d f(0) 01
%f(t)] + =t

d a _ Ja

Preuve Par définition on a

If0) = g | =

En effectuant le changement de variable 7 = ¢ — s* avec \ = é alors on obtient

If(t) = ﬁ / (N2t — $)(—AsVds

@

1 a
= — t — sM)ds.
Nla+1) /0 / )
En utilisant regle de dérivation de Leibniz , on obtient

d 1 " d
—If(t) = =—— 0)at™ ! —f(t —sNds]| .
IO = o [FOar s [ G- as
Maintenant, si on inverse le changement de variable, c’est & dire on pose 7 =t — s*, alors
1
ds = —Xsl_)‘dT,
d fO) oy, 1 [0d 1o
—[I°f(t)] = ot —— [ = —= d
dt[ f) aT(a)a i al'(a) /t dtf(T) 2 ’

- f(o)aa—1 a ! _Ta—li dr
 al(a) ! +af(04)/o(t ) dtf( )

= s+ L

ce qui acheve la démonstration.
2.1.4 Transformée de Laplace de I’'intégrale fractionnaire de R-L

Lemme 2.1.1. Soit @ >0, n=[a]+1 et f € L'[0,b] pour tout b > 0, alors la transformée

de Laplace de l'intégrale fractionnaire de R-L est formulée comme suit :

LG, f)(s) = sL([) (s).
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Chapitre 2 La dérivation et intégration fractionnaire

Preuve On peut écrire I, f sous la forme d’une convolution de deux fonctions

g(t) = pto L et f(7)

1
IQ’

500 = g7 [ =7 )i = s 1)

alors

g i) = [ o|©

On sait que

Donc
L(Ig, f)(s) = s"L(f) (5).
2.2 Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville

Définition 2.2.1. Soit f € L'[a,4+oo[, a € R et « € R%, n € N, la dérivée fractionnaire de

Riemann-Liouville d’ordre o de f de borne inferieure a est définie par :

Dy ft) = ﬁ%/ﬂ(t—r)"—“—lﬂr)m (2.13)
= D {I;°f(t)}, (2.14)

\ " s ey .
ou D" = L est dérivée d’ordre entier n = [a] + 1.

Cas particuliers
1. DY f(t)=D" {1} f(t)} = f(t) (DY, est Popérateur identité ).

2. Pour a = n ou n est un entier, 'opérateur donne le méme résultat que la différentiation

classique d’ordre n.

Dy f(t) = D" L f(t) = D", f(t) = D" (1)
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Chapitre 2 La dérivation et intégration fractionnaire

Remarque 2.2.1. Si a <0, on convient de prendre Dy, f(t) = 1,2 f (t).
Remarque 2.2.2. Pour simplifier l’écriture, on notera dans la suite Dg, par D<.
Lemme 2.2.1. Soit o € R, et soit n € N tel que n > « alors;

Dy, =D "Iy
Preuve L’hypothese sur n implique que n > [a] + 1. Ainsi,

Dn];er—a _ (D[a]—i-an—[a}—l) ([;L:[a]—l]c[gr]—&—l—a)

[a]+1 n—[a]—1 rn—[a]—-1\ rla]+1—«
D (D Iy, ) I3y

D[a}Jrl[L[loﬂJrlfa — D@

a4
car D=1 71Imh — 1 (Popérateur identité).
Théoreme 2.2.1. Soit f et g deux fonctions dont les dérivées fractionnaires de Riemann-

Liouville existent, pour ¢y et co € R alors :

Dy, (e1f + cag) existe, et on a :

DG, (erf (1) + c29(t)) = e DG, f(t) + 2Dy, g(1).

2.2.1 Dérivées fractionnaires au sens de R-L de quelques fonctions

usuelles

1. Soit f(t) = (t — a)? avec 8 > —1.
11 suffit d’appliquer la définition R.2.1 et le résultat (2.3)

« dn n—o
Dg, (t — a)’ = pres (Ia+ (t — a)ﬂ)

N GRS
o dtm (F(ﬁ—l—n—oz—l—l)(lf )’ )

_ PB+1)  d" s
N F(5+n—a+1)dt"(t a)”", (2.15)

on sait que
n

%(zﬁ —a)ff = (B4n—a)B+n—a—-1)...(B—a+1)(t—a)*  (2.16)
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Chapitre 2 La dérivation et intégration fractionnaire

Et comme on a :
FB+n—a+l)=B+n—-a)B+n—a—-1)...(8—a+1)[(B—a+1). (2.17)

Par substitution de () et () dans () on obtient :

TB+1)(B+n—a)f+n—a—1)...(6—a+1)(t—a)

o (4 \B
Da(t=a) Bin—a)Bin—a-1). B-at)TB-atl)
r'B+1) “a
TG ot
Donc;
o« s _LBHD s
Dg (t—a) _FW—a+D@ a)’e. (2.18)
Dans le casoua=0on a :
o7 _ F(ﬁ + 1) -«
Dy 7 = mtﬁ : (2.19)

Un cas particulier tres important a mentionner est que :

Corollaire 2.2.1. D8‘+tﬁ =0, pour tout f =« —1i aveci=1,2,3...,n (n est le plus
petit entier > «) ; en effet

D P = o ﬁ /t(t — T)a_n+1TﬁdT
0+ L(n—a)dtr J,

dn n—«

= % (IU+ tﬂ)

_ d_n F(B + 1) t,B-i—n—Oé
din \I'(B+n—a+1)

o din \I'(B+n—a+1)

LB+1) a .

- F(ﬁ—l—n—oz—l—l)%(tn =0
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Chapitre 2 La dérivation et intégration fractionnaire

C

2. Le fonction constante f(t)

o dn n—«
Dy C = %(Ja+ C)

- i (et )

C dr

= m%(t —a)" 7 (2.20)
On a;
d" n—o __ —«
%(t—a) =n—a)n—a—-1)...(1—a)(t—a)™°, (2.21)
et comme on a;
I'n—a+l)=n—a)n—a—-1)...1—a)I'(1 —a). (2.22)
Par substitution de () et () dans () on obtient :
N Cn—a)n—a—-1)...(1—a){t—a)™®
D nm—a)n—a—-1)...(1—-a)l'(1 —a)
_ C t — )—oz
Tl - a)( @
Donc
o o O —«
Da+C = m(f — CL) . (223)

C’est-a-dire que la dérivée au sens de Riemann- Liouville d’une constante n’est pas

nulle.

3. Fonction exponentielle f(t) = exp(kt), Pour k > 0, et a > 0, o ¢ N.
En utilisant la formule () en a = —oo et la résultat (@) a donne;

n

D _exp(kt) = %]f;‘ exp(kt)
dn a—n
= o (k" exp(kt))

= kY"E" exp(kt)
= k%exp(kt).
Donc;

D? _ exp(kt) = k“ exp(kt). (2.24)
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Chapitre 2 La dérivation et intégration fractionnaire

4. Fonctions sinbx et cosbx
Les dérivés fractionnaires de ces fonctions trigonométriques seront déduites a ’aide de
la formule précédente et des autres concepts de I’analyse complexe. On peut généraliser

le dernier résultat pour k = ib
D __ e = (ib)¥e™ = i“b*e™, (2.25)

Selon la formule de Moivre, on a

i = (cosg + isin%)a = 005% + isina—;. (2.26)

Et avec la formule d’Euler, dans ()
D*_ e = b <cos% + ism%) (cosbt + isinbt). (2.27)
Comme D?_ est linéaire, alors
D*__e™ = D*__cosbt +iD*__sinbt. (2.28)

De () et (), on trouve
an an

D2 __cosbt +iD%__sinbt = b* <0037 + zsm7> (cosbt + isinbt)
= b (cos%cosbt — sin%sinbo
+ b <sin%cosbt + cosgsinbo
= b%cos <ﬂ + bt) + ib%sin (ﬂ + bt) .
2 2
Par I'application des deux membres on conclut que,

D% __cosbt = b%cos <O;—7T + bt) , (2.29)

et
D°_sinbt = bsin (% + bt) . (2.30)

Lemme 2.2.2. Soient o > 0 et f € L'a,b] alors I’égalité :

Dg 15, f(t) = f(#),

est vraie pour presque tout sur |a, bl.
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Chapitre 2 La dérivation et intégration fractionnaire

Preuve En utilisant la définition et le théoreme on aura :
Dg Iz f(t) = DIg ® (I3 f(t))
D" (I37°13,) f(1)
= D"I; f(t) = f(t).

2.2.2 Compositions des dérivées fractionnaires

Soient, m —1<a<metn—1<p8<n,

n

D, D2, 1(0) = D10 = 3 [0 10, e
et
B na _ potp S a—j (t - a)_ﬁ_j
D7, De, () = D f () = 3 [DE (0], (-

D’apres les deux relations précédentes, nous pouvons conclure que les dérivées fractionnaires

au sens de R-L ne commutent pas.

2.2.3 Compositions mixtes

Théoreme 2.2.2. Soient o, 5 deux réels tels quen — 1 < a <n, m—1< 8 < m avec

(n,m € N*) alors :

1. Si0< B < a, alors pour f € L'[a,b] I’égalité :

Dy, (15 f) (t) = 1277 £ (),

est vrai presque partout sur |a, b].

2. 510 <a< p etla dérivée fractionnaire ij;af existe alors :
B « B «
Dy, (Ig.f) (t) = Da* f(1).
3. S’il existe une fonction g € L{a,b] tel que f = I3 g alors :

I3, DG, f(t) = f(1),

pour presque tout t € [a, b).
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Chapitre 2 La dérivation et intégration fractionnaire

4. Pour a >0, k € N*. §i les dérivées fractionnaires Dy, [ et ijjo‘f existent, alors :
k e} o k4o

Preuve En utilisant la définition et la théoreme on obtient :

1. Pour 0 < f<aona:
Di, (I f)(t) = D ;77 (I3 f) (1)
= D" (IT0F) (1)
= D"I; (I37°F) (1)
= I377F().
2. Pour0<a< fona:
Dy (18, /) t) = Dm0 (18, 1) (t)
= DI f(t)

= DI f(t).

Ig,Dg f(t) = I3.Dg (I7,9(t))
= I3.9(1)
= f@).
4. On a:
DH(DSf() = DMDMI()

= DRtk gy

_ prengie

= Dy f(1).
Lemme 2.2.3. Supposons que h € L'(0,+00);a > 0 et D§, h(t) € L'(0,+00),
alors I§, D§ h(t) = h(t) + 31" cit®" ot € R etn=[a] + 1.

En effet, Dg t*~" = 0.
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Chapitre 2 La dérivation et intégration fractionnaire

2.2.4 Autres résultats concernant les dérivées fractionnaires

Théoréme 2.2.3. Soient o > 0 et (fx)72, une suite des fonctions continues uniformément
convergente sur [a,b], et que Dg. fi existe pour chaque F.
Si la suite (Dg fx)il, est uniformément convergente sur Ja,b]. Alors, pour chaque t € [a,b],

nous avons

( lim D2, fk> (t) = (Df;+ Jim fk> (t).

k—so00

Propositions 2.2.1. Soit f € Cla,+oo[. Si Dg, f(t) existe en un point t, il en est de

méme que Dy quelque soit b < ty. On a,
n—a n—a b n—o—
LI f(t) =17 f(t) + ﬁ [Jt—7) Lf(r)dr.

2. DS f(t) = D f(t) + wity [, (¢ = 7)o f(7)dr

Preuve

1. On a par définition de 'opérateur d’intégration fractionnaire et ses propriétés

1

R0 = g [ = e

= (nl_ n ( / (= 7o f(r)dr + /b (o f(T)dT>

1

’ n—a—1 ; ! _ \n—a-—1
- e Lo+ g [ e

S _ ’ — )" () dr
= B0+ ey [ = e

2. Utilisons le résultat (1), on trouve

Dg f(t) = D5 f(t)

n rn—ao n 1 ’ n—a—1
— DUICf(t) + D m/ (t — 7)o f () dr

1
[(=a)

= DRI+ s [ (=7 e
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Chapitre 2 La dérivation et intégration fractionnaire

Proposition 2.2.1. Soient o« > 0 et n = [a] + 1. Si f € AC™([a,b]), alors la dérivée

fractionnaire D2‘+f existe presque partout sur |a,b] et elle est donnée par

n—1
f(j j—a 1 ! n—a—1 g(n)
;:Fj—a+1)(t_a) +—)/a(t—7') L (r)dr.

2.2.5 Transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de R-L

Théoréme 2.2.4. Si f € L'[0,b], b > 0, la transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire
de R-L de f est :

i
L

L(Dg, f)(s) = s*(Lf)(s) = Y s" DG 1 ()] o

0

iy

avecn — 1 < a < n, cette transformée de Laplace est bien connue .

Preuve Par la définition et lemme , on trouve,

L(Dg, f)(s) = LD"I5"f)(s)

= s"L ([g;a ) (s) — Z s* [Dnikil([g;a )<t)]t:0

k=0
_ ZS Da k—1 )]t:O'

Intégrales et dérivées de quelques fonctions usuelles (résultats )

f(t) I (1) Dy, f(t) Spécifications
(t—a) | folids (t— o)™t | 2225t —a)’ | a€R,a > 0,8 > —1
th e tot? Faet e a=0,a0>0,8> -1
C ﬁ(t—a)a ﬁ(t—a)*a aeR a>0,CeR
exp(kt) k= exp(kt) kE* exp(kt) a=—oo,a>0,k>0

2.3 Comparaison entre la dérivée au sens de Riemann-

Liouville et la dérivée au sens de Caputo

Dans une modélisation mathématique 1'utilisation des dérivées fractionnaires au sens de

R-L meéne a des conditions initiales contenant les valeurs limites des dérivées fractionnaires
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a la borne inférieure de I'intervalle. Caputo a utilisé une approche pour éviter ce probleme.

Pour 0 <n—1 < a < n, et une fonction f telle que jt—z f € L' [a,b]; La dérivée fractionnaire

au sens de Caputo d’ordre o € RY, d’une fonction f est donnée par :

cna _ n—« d" _ 1 t _ n—a— ﬁ
DL f(0) = I G0 = ey [ =7yt ey,

avecn —1 <a<n,néeN.

Et la relation entre les dérivés de Riemann-Liouville et Caputo est donnée comme suit :

supposons que f est fonction telle que D%, f(t), D2, f(t) existent, alors

D f(t) =* D f() + 3 -

k=0

Les deux dérivées sont égales dans le cas ot f*)(a) =0 pour k=0,1,...,n—1

L’avantage principale de I'approche de Caputo est que les conditions initiales des
équation différentielles fractionnaires avec dérivées de Caputo acceptent la méme forme
comme pour les équations différentielles d’ordre entier, ¢’est a dire, contient les valeurs

limites des dérivées d’ordre entier des fonctions inconnues en borne inférieur z = a.

Une autre différence entre la définition de Riemann et celle de Caputo est que la
dérivée d’une constante est nulle par Caputo, par contre par Riemann-Liouville elle
est ﬁ(t —a)”*.

Graphiquement, on peut dire que le chemin suivi pour arriver a la dérivée fraction-
naire au sens de Caputo est également 'inverse quand on suit ’autre sens (Riemann-
Liouville), ¢’est a dire pour trouver la dérivée fractionnaire d’ordre « oin—1 < a <n
par approche de Riemann-Liouville, on commence d’abord par I'intégration fraction-
naire d’ordre (n—«) pour la fonction f(x) et puis on dérive le résultat obtenu a 'ordre
entier m, mais pour trouver la dérivée fractionnaire d’ordre a oun — 1 < a < n par
I'approche de Caputo on commence par la dérivée d’ordre entier m de la fonction f(x)

et puis on 'integre d’ordre fractionnaire (n — «).
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Applications

3.1 Application 1 : Probleme d’hypotheque

(voir [5])

Supposons qu’un client prend un prét de P dinars a un taux d’'intérét de R% par an, et
veut rembourser le prét en Z années. L’objectif immédiat est de savoir ce que les paiements
annuels devraient étre pour que le prét est effectivement compensé en Z années. Supposons
que chaque paiement annuel est de A dinars et la dette restante a la fin de T" années est

y(T), on peut montrer que :
r A T
y(T) =P+ R)" - 4|1+ R)" —1], (3.1)

dans le cas ou T' = Z on veut que la dette y(Z) = 0, alors comme P et R sont connus, on
trouve
P(1+ R)?R
A= L (3.2)
(1+ R)? —1

Cependant les clients sont généralement intéresses a connaitre mensuel et non annuel paiment.

Par conséquent, on peut transformer les deux équations (@) et (@) en

y(t) =P +7r) —2[(1+r) —1]

P(14r)?r
(1+47r)z—1

(3.3)

a =

ot y(t) est la dette restante a la fin de la t°™¢ mois, r est 'intérét mensuel, a le paiment

mensuel, z le nombre totale des mois. Le probléeme dont nous avons discuté peut étre modélise
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en utilisant ’équation de différence suivante

Ay(t) —ry(t) = —a, (3.4)
qui admet comme solution (@) notre objectif maintenant est d’approximer la solution de
(@) en utilisant une équation différentielle d’ordre fractionnaire. Pour achever cet objectif
on considére 1’équation

Dy, y(t) —ry(t) = —a, 0<v<1 (3.5)
On va résoudre cette équation en utilisant la transformée de Laplace. Prenons la transformet

du 2 nombres de I’équation (@), on obtient
L{Dg y(t) —ry(t)} = L{—a}.
D’apres de propriété , on obtient
L{Dg,y(t)} — rL{y(t)} = —L{a}.

En utilisant le théoréme et la formule (@) on trouve :
(1o a
s"Lyy()} = DU y(0) = rL{y(t)} = ——.

Par conséquent

sY (s) — D™y (0) — 7Y (s) = —g, (3.6)

si on pose ¢ = D~(7)y(0), alors on trouve

C a

Yis) = st —r  s(sv—r)

En utilisant le tableau d’inverse de Y(s) dans le premier chapitre
Yo(t) = ct' B, ,(rt") — at’ E, 1 ("), (3.7)

comime nous avons

lim t* ' E,,(rt") = 1,

t—0t

on soit également que

lim t*E, 11 (rt") = 0,

t—0t+

dans ce cas, on peut considérer ¢ comme la dette initiale, dont la valeur est P. Alors,

I'équation (@) peut étre écrit comme suit

Yo(t) = Pt"" B, ,(11") — at" By oy (11°). (3.8)
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Exemple 3.1.1. Supposons qu’un client prend une hypothéque de 30 ans a 100,000 dinars
d’intérét annuel 7%.

Puis a l'aide de (@) nous notons que

007
127

P+ )
P il G s (3.9)

P = 100, 000;
et (I+r)y7—1

Nous pouvons maintenant écrire spécifiquement (@) et (@), respectivement, comme

665

Tl 0.07/12)" — 1], (3.10)

y1(t) = 100,000(1 + 0.07/12)" —

et
¥, (t) = 100, OOOt”’lEv7U((O.O7/12)t”) — 665t”Ev,v+1((0.07/12)t”. (3.11)
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Chapitre 3 Applications

La figure 3.1 présente une comparaison sur le comportement de yy(t) et y,(t), pour

v =0.99,0.98 et t € [0,360].

y(t)
100000

80000
60000
40000

20000

0 50 100 150 200 250 300 350

FIGURE 3.1 — Dans cette figure, y; est la plus haute courbe, et yg9s est la partie inférieure
courbe. Notez que y, s’approche y; comme v — 1. Aussi, remarque que le client devrait
payer au loin le prét beaucoup plus vite si 'un des modeles de rapprochement (fractionnaire)
a été utilisé. En fait,il semble que plus la valeur de v, plus vite qu’il faudra pour rembourser
le prét. nous pouvons conclure qu’'une plus petite valeur de v, ou 0 < v < 1, est I’équivalent

de raccourcir les intervalles entre les paiments, et donc d’abisser le taux d’intérét.
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3.2 Application 2 : Existence de solution pour un pro-
bleme aux limites d’ordre fractionnaire

(voir [13])
Soit le probléeme aux limites suivante :
Dg.u(t) = f(t,u(t)), l<a<2, tel0,T], T>0

I u(t)|mo = 0, Dyu(T) = 350, ailg u(&s)

(3.12)

oul0 <& <T,T>0,a € R, m > 2 Dy, et I, sont respectivement la dérivée et
I'intégrale d’ordre fractionnaire v au sens de Riemann-Liouville, f : [0,7] x R — R est

continue.

3.2.1 Probléme auxiliére

Lemme 3.2.1. Pour tout y(t) € C([0,T]), le probléme :

Dgu(t) =y(t), 1<a<2, te€l0,T], T>0

I u(t)|i=o = 0,  Dy?u(T) = Y27, ailg (&)

(3.13)

admet une solution unique :

_ ! (t — T)a_l et Z:il Qi S 20—2
) = [0 T ey [ma_l) T

- /0 T(T - T)yde] , (3.14)

m a; 202
tels que A:% etT # A.

Preuve D’apres le Lemme , le probléme () est équivalent a :
1 t
u(t) = et '+ et + —— / (t — 1) y(r)dr.
I'(a) Jo

Selon les résultats (@), () et le théoreme on a;
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Lrout) = o (1577 + oo (17072) + 137 (Igvy) (t)
= l(a)t +cl(a— 1)+ Iy(t).
A partir de la condition I27*u(t)|—o = 0, on obtient
al(a)0+cl(a—1) + I2y(0) =0 = cl(a—1)=0
= 9 =0.
Donc,
u(t) = e t* t + I y(t).
e D’une autre part on a :
DS = o (D) + D () (0
= col(a)t + I3 y(t),
et
Itu(t) = o (L7 7) + 187 (Igy) (1)

['(a)
['2a—1)

= O 20y (t).

En utilisant la condition aux limites D§;*u(T) = -7 a; 157 u(&;), on obtient :

al ()T + I3y(T) = Zal [cl 6T I Ty (&)

A Zz 1 az£

ou [(2a—1)

Donc,

o1 [I(a) ZCLJM Yy(&) — Iory(T),

et alors,

o=t [ [ 6t [ -],
tel que T # A.
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Finalement on trouve

_ Pt =Tt to! D iy Wi & 202
w) = [ E P+ g [ [ 6 e

- [ -,

ce qui complete la démonstration.

3.2.2 Existence de solution pour le probleme donné

E = C([0,T]) désigne l'espace de toutes les fonctions continues définies de [0, 7] dans

R muni de la norme définie par ||z| = sup{|z(¢)|,t € [0,T]}. Soit 'opérateur P : £ — E

défini par :
(Pu)(t) = /0 % PR
ra—1 Zjil a; &i -
: D(a)(T - 4) {F(Qa —1) /0 (& — 1) f(r,u(r))dr

- /0 NT-ne u(T))dT} | (3.15)

On remarque que le probleme donné équation admet une solution dans E si et seulement

si 'opérateur P a un point fixe.

Théoréme 3.2.1. Supposons qu’il existe une constante positive Ly telle que | f(t,u(t))| < Ly
pour tout t € [0,T] et uw € E. Alors le probléeme ) admet au moins une solution dans
E.

Preuve Nous montrons, dans un premier temps, que l'opérateur P est completement

continue. la continuité de l'opérateur P résulte de la continuité de f. Soit €2 une partie
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bornée de FE, alors pour tout u € €2, on a

ol < [ S iyl

e Siiai [ _V2am2) e Y
L(a)|T - Al (T(2a—1)/0 (& = 7)™ LS (ru(r))ld
- [ - T)|f(T7U(T))IdT>

< Lll/o (t_zj dr

T
D i Qi 202
_ T _
+ |T A \Pa—1) (fz T) dT—l—/O( T)dT)}

a—l m 2a0-1 2
(Z:Fl(;j) +7; )} vt € [0,T].

+

= b {rml)* T(a)T — 4]

Ce qui implique

T Ta—l Zﬂi a£‘2a71 T2
P < L =1 1Sy - )
|Pull < L [F(a+1) T =4 ( F2a) 2 )1 < 0

Par conséquent, P(£2) est uniformément borné.
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Pour tout 0 <t; <ty <T et u €2, ona

t (tl — T)a_l
/0 e

t?il Ziﬂllai ‘i 20220 (P dr
+ = (ray | €=t

- /OT(T — T)f(T,u(T))dT) — /;2 (tQI:(—Tyl_lf(Tau(T))dT

a)
_ t5~! ( D iy Ui
C(a)(T — A) \TI'2a — 1)

(Pu)(ty) = (Pu)(t2)] =

/0 "6 =, u(r)dr
_ /OT(T — u(T))dT) ‘

A
R (e [

_ L[QT—ﬂm)_Zf@%%%in

< o[ [ e

i (e [ [N o) H

— 0 quand t; —> ts.

Ce qui montre que P(f2) est équicontinue sur [0, 7. Ainsi, par le théoreme d’Arsela-Ascoli
, I'opérateur P est completement continue sur FE.
Dans la suite considérons 'ensemble V = {u € E/u = pPu, 0 < p < 1}, et montrons qu'il
est borné . Soit u € V'; alors u = pPu, 0 < pu < 1 pour tout ¢ € [0,7], on a les éstimations
suivantes :
t a-1
) = [ frutr

e [ D iy @i

(o) (T —A) |I'2a— 1

- [ @=nsratrnar].

+

&
) / (6 — 7V f(r, u(r))dr
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et
u() = ulPul®)
(t =)
< [ rratlar

te! D iy Gi
[(a)|T — A \I'(2ae — 1

" /OT<T—T>|f<r,u<T>>|dT)

L [/0 <t_2;_1d7

gt (2 Ll [0

1 r(04+1)+ ()|;1 Al %(2;§a1+72 =M.
L{ (Z o)

Ainsi, ||u|| < M. Alors, 'ensemble V est bornée. Alors d’apres le théoréeme de Schaefer ,

&
) / (& — 72 f (ryulr))|dr

IA

<

Iopérateur P admet au moins un point fixe, ce qui implique que le probleme () admet

au moins une solution.

3.2.3 Résultat d’unicité

Pour le prochain théoréme nous utiliserons les deux hypotheses :

H;) il existe une constante positive L. tel que
(Hy) P , tel g
\f(t,w)—f(t,y)]éll\x—y\, VtE[O,T], x>y€R-

(Hy) La constante L satisfi au condition
fe? a—1 m ¢2a—1 2 -1
IFa+1) T()|T — A I'(2c) 2
Théoréme 3.2.2. Supposons qu’en vertu de I’hypothese (Hy), (Hs), probléme ) admet

une solution unique dans E = C[0,T].

Preuve Posons sup;c( 7y | f (¢, 0)] = M, et choisissons

T Tozfl Zﬁi af?afl T2
>9M i=1 "">1 -
r= st F(a+1)+F(oz)|T—A|( T(2a) 2)}
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puis nous montrons que P (Br) C Br, ou Br ={u € E : ||u| < r}. Pour tout v € Br, nous

avons

Lt —T7)
/ I'a) f(T u(r))dr

b (s [ 6 ratrar

[Pull = sup
te[0,T]

204—1

- / =it u<7>>dr)
< s [ [0t lar

t€[0,T]

ra—1 Z?ilai &  daca ]
e Crore l ACE T

v [ @i )]

bt —r)et
< s | [ - 101+ 150

te[0,T

o1 D iy G §i 2020 (7)) — F(r _ _
I'(a)|T — A (F(Qa—l)/o (& =) (1 f (rul(r)) = f(r, 0)[ + [f(, 0)])d

" /OT(T —7)(If (T u(r)) = f(r,0)] + | f (7, 0>|)d7)]
< sup {(L“LMl) (/Ot(t;i_lw

te[0,7) ()
! Stia (% a
T T[T = A] <F(2a1—1)/0 (& — 7)™ dr

v [freaw)))

T° 7o Y& T
< (Lr+ M) [F(er) + ()T — 4] ( I'(20) +7>} <.

Ce qui montre que PB, C B,.
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Compte tenu de (H;), pour chaque ¢ € [0, 7], nous avons
t (t _ 7_)01—1
[P — ol = sup | [T g0) — p0.0))ar
teo, 7] |Jo (@)

ou

A:

TOC
L
[r(a Y
en vertu de de I'hypothese (Hz), 0 < A < 3

! D iy i
+Ime—m(mm—1

- [[@ =m0t - sear)

&
) / (& — ) 2(f(t2) — f(t.y))dr

t (t _ T)afl
< tg[lél% [/0 Tlf(t ,x) — f(t,y)ldT
1 to— 1 l 1 a; (é— . 7_)201—2“](‘({; l') _ f(t )|d7—
a)|T — A] \T'(2a — 1) ' ’ Y

" / (T = Df(t,2) - y)\dr)}

t a—1
(t—7)
< sup |L||lz— /—dr
te[o,%[ | y“( L T(@)
ot 2@1 a; & 20—2
i= o a=27
T T@T =4 (r<2a—1>/o (&= m)™dr

o [anw))]

TO[
Lo =l |y +
— Al -y,

IN

Ta—l (Zz 1%6204 1 T_Q):|

T -4\ Ta) 2

Ta—l Z:ll &ifga_l T2
DT = A ( F20) 7)] ’

< 1, alors P s’agit d’une contraction. Par

conséquent le théoreme du point fixe de Banach assure que l'opérateur P admet un

point fixe unique.

Exemple 3.2.1. Considérons le probleme aux limites a quatre points suivant :

DPu(t) + f(tu(t) =0, 0<t<l
or u(t) + f(t, u(t)) (3.16)
Lo%u(t)limo =0, DE2u(T) = Y07 ailg ul(é)
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\ 8llu
ou f(tu) = grgp i, @ =2 a=3 &=1/2, &G=1/3

T = 2 nous avons

A= a;8?)T(2a—1) =14 T = 2. de toute évidence L = 1/8 comme
|f(tu) = f(E0)] < 1/8]lu— vl

de plus,

fe? o—1 m ¢2a-1 2
r o1 2ima& TN g
Fa+1) T(a)|T - A| ['(2a) 2
Ainsi, 'ensemble de [’hypothése du théoréme sont remplies. par conséquent, )

admet une solution unique sur C|0, 1].
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Conclusion

L’objectif de ce mémoire est d’introduire et définir les dérivées et les intégrales frac-
tionnaires de Riemann-Liouville, en tant qu’extension des dérivées et intégrales ordinaires.
Ainsi que déterminer les caractéristiques et les résultats liés a ceux-ci, et de les pratiquer
et appliquer dans différentes situations. Ce travail nous a permis de savoir 'importance du
calcul fractionnaire dans le domaine des mathématiques. Grace a ce recherche, nous avons
beaucoup appris sur le calcul dite fractionnaire, en particulier la maitrise a une certaine
mesure, de calculer des dérivées ou des intégrales fractionnaires pour différentes fonctions.

Nous comptons, dans 'avenir d’appliquer le calcul fractionnaire aux divers problemes et de
développer des autres méthodologies de résolution des équations différentielles et problémes

aux limites d’ordre fractionnaires.
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Résumeé

Le travail présenté dans ce mémoire s'inscrit dans le cadre de s'adapter avec le calcul
fractionnaire en introduisant les opérateurs linéaires d'intégration fractionnaire et de différentiation
fractionnaire de Riemann-Liouville. Grace a une variété d'applications employant ces nouvelles
définitions et propriétés qui n'ont pas été abordées auparavant et qui constituent un champ fertile de
recherche pour plusieurs genres de problemes aux limites. Une attention particuliere est consacré aux
outils auxiliaires nécessaires pour des définir ces nouveaux concepts comme certaines fonctions
spéciales (Gamma-béta...) et a la technique des transformées de Laplace.

Mots clés: dérivée fractionnaire, intégrale fractionnaire, Riemann-Liouville, transformé de
Laplace, théoreme de point fixe, existence et unicité de solution.

Abstract

The work presented in this memoir is part of the framework of adapting with fractional calculus by
introducing the fractional integration and fractional differentiation linear operators of Riemann-
Liouville. Through a variety of applications using these new definitions and properties that have not
been addressed before and that provide a fertile field of research for many kinds of boundary value
problems. Particular attention is devoted to the auxiliary tools necessary to define these new concepts
as certain special functions (Gamma-béta...) and to the Laplace transform technique.

Key words: fractional derivative, fractional integral, Riemann-Liouville, transformed of
Laplace, theorem of fixed point, existence and uniqueness of solution.
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