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Notation

Ensemble des matrices carrées d’ordre n.

Matrice carrée d’ordre n.

Matrice identité d’ordre n.

Valeur propre.

Vecteur propre.

Rayon spectrale de A.

Le pas en espace.
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Introduction

Introduction

Le concept de valeur propre est une notion algébrique s’appliquant a une applica-
tion linéaire d’un espace dans lui méme, il intervient aussi bien en mathématiques pures
qu’appliquées.

La premiere méthode pour calculer les valeurs propres d’une matrice était utilisé par
Joseph Luis Lagrange (1736 - 1813). Elle consiste a calculer les racines du polynéme
caractéristique.

On sait depuis Galois (1811-1832) et Abel (1802-1829) qu’on ne peut pas calculer par
opérations élémentaires les racines d’un polynome quelconque de degré supérieur ou égal
a cinq. On préfere donc les méthodes itératives dans lesquelles on approche pas a pas des
valeurs propres.

L’approximation numérique des valeurs propres est un probléme important rencontré
dans le traitement d’équations différentielles, EDP et d’équation intégrales. Cette approche
permet aussi de résoudre de multiples problemes de vibration, I’étude de 1’équation de
Schrodinger en mécanique quantique, la théorie des graphes.

Les méthodes itératifs sont des algorithmes qui nous donne une approximation des
valeurs propres. Nous étudierons deux types de méthodes : méthodes partiels fournissant
seulement certaines valeurs propres et méthodes globales qui rendent compte de ’ensemble

de tout le spectre.



Introduction

Dans notre mémoire, nous avons adopté le plan suivant :

Apres une introduction générale, nous avons cité quelques définitions et propriétés sur
les matrices carrées.

Quand au deuxieme chapitre, nous avons a bordé la méthode directe du calcul des
valeurs propres et les vecteurs propres associés.

Le troisieme chapitre est consacré aux méthodes itératives pour calculs des valeur et
vecteurs propres, tel que :
- La méthode des puissances.
- La méthode des puissances inverses.
- La méthode de jacobi.

La derniere chapitre est sous une forme des applications qui montrent les intérétes aux
différentes domaines de mathématiques. (calcul puissance d’une matrice, résolution d’un
systeme différentiel, méthodes itératives).

Finalement, cette mémoire contient une anex de matlab et coloturé par une conclusion.



Chapitre 1. Préliminaires

— Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, nous mentionnons des rappelles sur les matrices et quelques propriétés

d’une matrice carré, ainsi des matrices particuliére.
) 1%

1.1 Rappelle sur les matrices

Définition 1.1.1. Si E et F sont deux espaces vectoriels de dimensions n et m res-
pectivement, toute application linéaire | de E dans F' peut se représenter par un tableau

rectangulaire de m lignes et n colonnes.

ai T Q1n

am1 - OGmn,
appellée matrice associée a l.

On notera

A=(ajj)avecl1 <i<m,1<j<n.

-Pouri=1:A=(an,ai2, - ,a1n).
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-Pour j=1:

ail

am1

Définition 1.1.2. (Matrice carrée) Pour n = m, On dit que A une matrice carée d’ordre

Exemple 1.1.1.

A est une matrice carrée d’ordre 2.

1.2 DMatrice carrée partuculiere

Définition 1.2.1. (Matrice triangulaire supérieure) C’est une matrice M, telle que

Exemple 1.2.1.

Définition 1.2.2. (Matrice triangulaire inférieure) C’est une matrice N ou

Ni,j = 0, (Z < j)
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Exemple 1.2.2.

3 00
4 1 0
-2 5 9

Définition 1.2.3. (Matrice tridiagonale) La matrice tridiagonale est

d e 0 0

f d e 0
R—

0 f d e

0 0 f d

- Sie=f, on dit que R est tridiagonale symétrique.

- La matrice tridiagonale symétrique par bloc :

D E 0 O

FE 0
R=

0 E

0O 0 FE D

ol :
e D : matrice tridiagonal symétrique.

o F : matrice symétrique.

Définition 1.2.4. (Matrice diagonale) C’est une matrice carrée, telle que

aij:O V]#Z
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Exemple 1.2.3.

1 00
0 20
00 3

a; =1, Vi
Exemple 1.2.4.
1 00
010
0 01

On note aussi I, ou n est la dimension de la matrice, c’est aussi l’élément neutre de la

multiplication matricielle.

Définition 1.2.6. (Matrice transposé) La matrice transposée de A = (a; ;) est

At = (ajﬂ').

1.3 Propriétés principales d’'une matrice carrée

Soit A une matrice carrée tel que

A= (Ai,j)a 1< Za] <n.

Définition 1.3.1. (Matrice symétrique) Une matrice A est dite symétrique, si

(ai,j) = (aj,i)) V(l,j),
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donc : At = A.
Exemple 1.3.1.

A= , Al = = A

Définition 1.3.2. (Matrice inverse) La matrice inverse de A est par définition, la matrice
noté A~' telque

AA ' =ATTA=1T,

ou I est la matrice d’identité.

Exemple 1.3.2.

cosf —sinf
A=

sinff cos@

det(A) = cos? 0 +sin?f = 1 # 0.

Donc

cosf@ —sinf cosf sinf 1 0

sinf cos@ —sinf cos6 0 1

Définition 1.3.3. (Matrice orthogonale) La matrice A est dite orthogonale, Si A=t = At

Définition 1.3.4. (Matrice définie positive) On appelle forme quadratique associée a la
matrice A la forme

Q(X)=X'AX.

Une forme quadratique est dite définie positive si

X'AX >0, (VX #0).

Une matrice carrée est définie positive si la forme quadratique associée est définie positive.
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1.4 Différences finies en dimension 1

1.4.1 Discrétisation de domaine

Soit 2 = [a, b] un domaine de R et 9Q = {a, b} la frontiere de .

Le maillage uniforme définie sur le domaine €2 est : z; = a +ih, ot h = z; 41 — ;.

1.4.2 Approximation de dérivées secondes

Différences finies centrées :

On considére le dévelopement de Taylor de u(x; + Az) et u(x; — Ax) :

2 3 4
(@ + Az) = u(zs) + Azu® (z;) + —A;f u® (z;) + A;f u® (@) + —Aﬁ u® (&),
tel que z; < & < x; + Az, et
2 3 4
u(w; — Az) = u(a;) — Azu (z;) + %u@) (z;) — A?)—;Tu(:i)(azi) + %u(‘g (&2),

tel que x; — Ax < & < x;.

Effectuant la somme de ces deux équations, on obtient

w(z; + Ax) + u(z; — Az) = 2u(z;) + Ax?u® (25) + O(Ax?),

ce qui équivaut a

u® () = u(w; + Az) + UXL";Q— Az) — 2u(z;) oA

Alors

u® () ~ u(z; + Az) + ugviZ— Az) — 2u(z;)
T
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Dongc, on peut écrire

4@ o Wit +ui—1 — 2uy
g Ax? '

1.5 Différences finies en dimension 2

1.5.1 Discrétisation de domaine

Dans ce cas on discrétise le domaine rectangulaire Q = [a,b] X [, d], par des maillages
formés de grilles perpendiculaire. On prend Az et Ay les pas discrétisation de I'intervalle
[a,b] X [c, d] respectivement. Le maillage définie sur le domaine [a,b] X [c,d] est : (x;,y;) =

(a+iAx,c+ jAy), ot Ax =zjp1 —z; et Ay =yj11 —y; aveci =1,...,Net j=1,..., M.

1.5.2 Approximation de dérivées secondes

Différences finies centrées :

62“@. y;) ~ Uit1,j — 2Uij + Ui
Ox2 " Ax? ’
82u (x y) ~ Ui j+1 — 2Ui,j + Ui 5—1
2 v ) Ay? )

1.6 Discrétisation de temps

La discrétisation consiste a donner un ensemble de points t, n = 0,--- ;M + 1, de
I'intervalle |0, T et un ensemble de points x;,i = 0,--- , N 4+ 1 de Uintervalle [a, b].
h—
Ar = ¢ ,
n+1

xi=a+iAx; i=0,---,N+1, / xo=aet xys1 =D,

T
M+1’

At =
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t"=nAt; n=0,-- ,M+1 /) t"=0et " =T
Les inconnues discrétes sont notées : U".

1.6.1 Approximation des dérivées par rapport au temps

Schéma d’Euleur explicite :

aﬂ(x t”) ~ UinH i
ot v At

1.7 Théoréme de Lax

Pour un probleme aux limites linéaire consistant, la stabilité est une condition néssecaire

et siffisante pour la convergence [5].

10



Chapitre 2. Méthodes directes pour calculer les valeurs et les vecteurs propres

— Chapitre 2

Méthodes directes pour calculer les

valeurs et les vecteurs propres

Dans ce chapitre, on va citer quelques propriétés des valeurs propres d’une matrices
carré. Par la suite, nous abordons la méthode directe pour le calcul des valeurs propres
et les vecteurs propres associées dans le cas ou la dimension de la matrice est inférieur a
cing.

Les matrices tridiagonales symétrique jouent un role tres important dans le probleme
aux limites linéaires a partir de leurs valeurs et vecteurs propres pour cela, nous citons

deux lemmes importants qui nous donne les valeurs et vecteurs propres des ces matrices.

2.1 Généralités sur les valeurs et les vecteurs propres

2.1.1 Valeurs propres et Vecteurs propres

En étudiant des transformations linéaires de la forme

11
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valeurs et les vecteurs propres

ol i i i
Yy air a2
Y, as1 a2
Y = , A=
Y, Gnl  An2

aln X
a2n x2
; X =
Gnn Tn

Il est intéressant de connaitre quels sont les vecteurs X, s’ils existent, qui gardent la méme

direction aprés transformation par I'opération A.

Comme deux vecteurs non nuls ont méme direction, si et seulement si, I'un est un

multiple scalaire de ’autre alors on cherche les vecteurs X dont les images Y par 'opérateur

A.
Donc on cherche les vecteurs X tels que
AX = )X,
ou encore
(A=A)X =0.

C’est un systeme d’équations linéaires et homogenes en A du type

ain — A a2 e a1n 1 0
any g — A - aonp T2 0 2.1)
— 2.1

anl an2 o Opp — A Tn 0

et l'on sait qu’'une solution X (# 0) existe si et seulement si

det(A — \I)

12

#0,
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or

det(A —AI) = (=1)"[A\" — ByA" 1 4+ BoA" 2 - (—1)"det(A)] = 0, (2.2)

oules B,, (m=1,---,n—1)sont (—1)™ fois la somme de tous les mineurs principaux
d’ordre m de A.

Cette équation s’appelle équation caractéristique de la matrice A.

Ces racines de I’équation caractéristique sont appelées valeurs propres de la matrice A

et les vecteurs solutions correspondants du systeme (2.1]) sont appelés vecteurs propres de

A.

2.1.2 Quelques propriétés

Les valeurs propres peuvent étre complexes méme si la matrice est réelle.

Les valeurs propres d’une matrice symétrique sont toutes réelles.

Si A est diagonale, les valeurs propres de A sont égales aux éléments diagonaux.

Deux matrices semblables ont les mémes valeurs propres.

e Si toutes les valeurs propres d’une matrice carrée sont strictement positives, on dit que

cette matrice est symétrique définie positive (noté A > 0).

Si A valeur propre alors A — u et sont respectivement valeurs propres A — ul et

(A — pI)~! pour tout u € R.

Définition 2.1.1. (Rayon spectral). Soit A(n,n) une matrice complexe dont les n valeurs

propres sont notées \;, alors

p(A) = max |\, (1 <i<n),

est le rayon spectral de la matrice A.

13
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2.2 Méthodes directes pour calculer les valeurs propres

Exemple 2.2.1.

M =05, Ay = —1, p(A) = maz;=12|\i|, alors p(A) = 5.

Exemple 2.2.2.

2 2 3
A=111 1
1 3 -1

- Polynémme caractéristique de la matrice A

det(A—\) = 11—\ 1 =0

A+2)(AN2 =41 +3)=0.

Alors, les valeurs propres de la matrice A sont

Les vecteurs propres

AV = AV

2z 4 2y + 3z = Az,

r+y+z=Ay,

x4+ 3y —z = Az,

14
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Pour \{ = -2
204+ 2y + 32 = -2z 11
AV = -2V = r+y+z=-2y =Vi= 1
r+3y—z=-2z2 —11
Pour Ao =1:
204+ 2y + 3z ==z, 1
AVy =1V = r+y+z=uy, =V, = 1
43y —z2 =z, -1
Pour \3 =3:
2z 4 2y + 3z = 3z, 1
AV =3V = r+y+z=3y, =Va=|1
4+ 3y —z =3z, 1

Alors, les vecteurs propres associés aux valeurs propres A1, Ao et A3 sont respectivement

Vl, VQ et Vg.

Exemple 2.2.3.

1 2
A=
-1 -1
- Polynémme caractéristique :
det(A — \I) =0,
1—AX 2
det(A—\I) = =0
-1 —1-=A
=N +1=0

15
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:>)\1:i,)\2:—i.

Alors les valeurs propres de la matrice A sont : i et —i.

Les vecteurs propres :

AV = \V,
T+ 2y = Az,
—r—y=M\y.
Pour \1 =1 :
T+ 2y = ix, x=(—i—1)y, —i—1
AVy =iV = = =V =
—T —y =1y, y=1 1
Pour A\ = —1 :
T+ 2y = —ix, z=(i—1)y, i—1
AVy =iVy, = = = Vs =
—T -y =1y, y=1 1

2.3 Les valeurs propres d’une matrice tridiagonal

Les matrice tridiagonal sont des matrices particuliers, qui apparaitre dans plusieurs
problémes sur tout en EDP (elliptique - parabolique - hyperbolique), apres la discriti-

sations, on obtient la forme matricielle, ol la matrice est tridiagonal ou tridiagonal par

bloc.

16
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Lemme 2.3.1. [2]. Soit A € M, (R), telle que

a B 0 0 0

8 o S 0 0

0 8 «a 0 0
A=

00 0 a B

0 0 O g«

Les valeurs propres de la matrice A sont données par

km
)\ et 2 _
F=a+ Bcos(n+1>,

ovk=1,---,n.

Exemple 2.3.1. Pour

2 -1 0 0 0
1 2 -1 0 0
A= 0 -1 2 -1 0 0
0 1 2

Les valeurs propres de la matrice A sont

N
2o (o0 () - (35 )
—2-2 <1—251n2 (2(;11)»

17
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Les vecteurs propres de la matrice A sont

2.4 Les valeurs propres d’une matrice tridiagonale par blocs

symétrique

Corollaire 2.4.1. [3]. VL € M, 1)(R) et VA, B € My(R), tels que

A B 0 0 0

B A B 0 0

0 B A B 0

L= ,

0 0 O A B

0 0 O B A
a g 0 0 0 d ¢ 0 0 0
B a B 0 0 c d ¢ 0 0
0 8 a 2 0 0 ¢ d ¢ 0

A: s B:

0 0 8 a B 0 0 c d c
0 0 O 5 « 00 O c d

18
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Les valeurs propres de L sont

qm qm pm
= 2 — 2 2 —
Agp =+ 5cos<k+1)+ <d—i— ccos(k+1>>cos<N+1),

1<g<ket 1<p<N.

Exemple 2.4.1.

Les valeurs propres sont

Agp = —4+ 2 cos (kqfl) +2(1) cos (Npi 1)
— —4+2cos <qu1> +2cos (A%)
(ot ) ()
T )
o st () o )

— —4sin? (2(1311)) — 4sin® <2(J§7—TH)> ‘

19
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Les vecteurs propres de la matrice A sont

. qm . pm
sin — + sin —
k * N
2 2
Vap = — sinﬂ—i—sinﬂ

k N

. qm L 2pm
sin —— 4+ sin ——
k N

20
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— Chapitre 3

Méthodes itératives pour le calcul des

valeurs propres

Nous nous intéressons a la détermination des valeurs propres (le spectre) et des vecteurs
propres correspondants d’une matrice A de dimension n.
Des méthodes plus adaptées sont utilisées, elles sont séparées entre deux types de
méthodes :
e Méthodes globales :
- Méthode de Jacobi.
- Méthode QR.
- Transformation sous forme de matrice de Hessenberg.
- Méthode de Lanczos.

- Méthode de bissection.

e Méthodes partielles :
- Méthode de la puissance.
- Méthode de la puissance inverse.
- Méthode de délation.
Dans notre travail, nous introduisons les méthodes suivantes :
- Méthode de la puissance.

- Méthode de la puissance inverse.

21



Chapitre 3. Méthodes itératives pour le calcul des valeurs propres

- Méthode de Jacobi.

3.1 Méthode de puissance

La méthode de puissance est un algorithme itératif pour trouver le plus grande valeur
propre (en valeur absolue) et un vecteur propre correspondant d’une matrice quelconque

donnée a partir du théoreme suivant.

Théoreme 3.1.1. La méthode de puissance sert a calculer la plus grande valeur propre

(en valeur absolue) d’une matrice quelconque A ainsi que son vecteur propre associée.

Démonstration : Soit A; la plus grande vecteur propre de A :
Dot : [A1] > |Ag| > -+ > |\l

Les vecteurs propres {vy,ve, - ,v,} forme une base dans R™ tel que

n
VYER”:YZZCZ"UZ', Ve; € R.
=1

Considerons le vecteur Y(© de R™ tel que (c1 # 0); on applique la transformation vecto-

rielle suivante
Y(l) = AY(O) = A(Z Ci'Ui) = ZciAUi = Zci/\ivi
i=1 i=1 i=1

ou (A’Uz‘ = )\sz)

Alors,

Y(l) =1 \v1 + XUy + -+ + CnAnUm

y® = cl)\%vl + cz)\%vg + -+ cn)\%vn,

yk®) — cl)\’fvl + 02)\15112 + -+ Cn)\fﬂ}n-

22



Chapitre 3. Méthodes itératives pour le calcul des valeurs propres

A partir de la derniere équation, nous avons

A An
Y& = \F o + 02(—2)%1 + e (k|
)\1 /\1

On pose (k) = Cg(%)kUQ +-F cn(i‘\—’;)kvn, On obtient

Y& = A¥(crvr + e(k)), (3.1)

e(k)k—s400 = 0, (IAa] > [Ai)-

Alors, on peut négliger ¢(k). La relation (3.1)) dévient
Y(k) = )\’fclvl,

Par récurrence

y ¢+ = )xlfHCwl
= )\1/\’1€01U1

=Ny "),

Pour calculer A1 parmi tout les composante, en choisit deux composante de méme ordre

de Y41 ot Y*) on obtient
y 4D
v

%

|A1] =

)

ou on prend la moyenne. d

Remarque 3.1.1.
a- Le signe de \; est positive. Si Y®) et Y5+ ont les méme signes.
Le signe de A1 est négative. Si Y®) et YD ont des signes opposées.
y (k+1)

b- Si o limg 4o S est non définie on change le vecteur initiale y ),
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Chapitre 3. Méthodes itératives pour le calcul des valeurs propres

c- Teste d’arrét :

~ C, C' : constate,

c.a.d : le rapport est presque stable.

On prend la valeur approchée comme la plus grande valeur propre de A.

Les étapes de la méthode :

- Choisir Y.
- Y@+ — Ay (@),
- La méthode s’arréte quand la différence entre deux valeurs successives devient

inférieure au seuil €.

Exemple 3.1.1. Déduire la grande valeur propre de la matrice en utilisant la méthode de

puissance, tels que

4 1 0 1
A=11 92 1 avec YOO = | 4
011 1
Itération 1 :
Y = 4yO),
4 1 0 1 5
yW=11 21 1= 4
011 1 2
Itération 2 :
Y@ = Ay,
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Chapitre 3. Méthodes itératives pour le calcul des valeurs propres

Itération 3 :

Itération 4 :

Itération 5 :

Itération 6 :

41 0 5
Y@ =11 91 4
01 1 2
Y@ = Ay ®),

41 0 24

Y® =11 94 15
01 1 6
YW = AY®),

41 0 111
YW=1|1 94 60
01 1 21

YO = Ay®),

41 0 504

YO =1 9 4 9252
01 1 81

y©) — Ay

)

25
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Chapitre 3. Méthodes itératives pour le calcul des valeurs propres

41 0 92968 10161
vO =11 9 1080 | = | 4779
01 1 333 1492
Itération 7 :
Yy = Ay ©)
410 10161 45433
YO =11 9 1 at79 | =1 21141
01 1 1422 6201
Itération 8 :
y® = Ay (D,
41 0 45433 202833
v =11 9 21141 | = | 93906
01 1 6201 97342

On arréte les itérations, on obtient

(8)

Y,

ﬁ ~~ 4.46,
Yy

v
v

}/3(8)

~ 4.40.

1
Alors, A = 5(4.46 +4.44 +4.4) ~ 4.43.

Donc, le vecteur propre associé a la valeur propre A de la matrice A est

202833
Y® =1 93906

27342
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Avantages :

- On n’utilise que des produits des matrices par vecteurs.

- Le calcul, méme avec des matrices de grande taille, ne prend pas de place en mémoire.
Inconvénients :

- Si les valeurs propres sont tres proches, la convergence sera lente.

- L’intéret de la méthode des puissances itérées est de ne pas nécessiter d’hypotheses
trés particulieres sur la matrice, comme étre symétrique. En revanche, elle demande une
configuration particuliere des valeurs propres qui n’est pas toujours vérifiée. De plus, elle
ne permet de calculer qu'une seule des valeurs propres de A.

- Si la matrice est inversible, on peut modifier la méthode pour la valeur propre de plus

petit module.

3.2 Meéthode de puissance inverse

La méthode de puissance inverse est utilisée pour calculer la plus petite valeur de la
matrice A.

Supposons que A soit la valeur propre d’une matrice A avec un vecteur propre associé

Alors, nous pouvons ’écrire comme

AV =V
= AMAV = A"\V
= IV=)A"1V

= A lv=1y,

>

= % est une valeur propre de A~ 1.

1
Remarque 3.2.1. Si A une valeur propre non nulle de la matrice A, alors — une valeur

A
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Chapitre 3. Méthodes itératives pour le calcul des valeurs propres

propre de A~!

Amaz — A,

= A\min AL
Amafﬂ —

Les étapes de la méthode :

Calculer la matrice inverse AL,

Boucle itérative A7 X; = Y.

- On trouve une valeur de A4, pour le nouveau vecteur.

La méthode s’arréte quand la différence entre deux valeurs successives devient

inférieure au seuil €.

Exemple 3.2.1. Utilisons la méthode de puissance inverse pour calculer la petite valeur

propre de

A= 1 92 _1 avec Xo = (1,0,0)".

On calcule la matrice inverse

111
Al=11 2 9
1 2 3

Alors,

Vi = A" X,

11 1 1 1 1

Yi=1 2 2 1 |l=|11=1]1]

1 2 3 0 1 1
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done, X1 = (1,1,1)t :

Yy =ATNXy,
111 1 3 0.5
Yo=11 2 2 1 =15 |[=6] 0833 |-
1 23 1 6 1
donc, Xo = (0.5,0.833,1)! :
Y3 = A" X,
11 1 0.5 2.333 0.4516
Ys=]1 2 2 0.833 | = | 4.166 | =9166 | 08036 |-
1 23 1 5.166 1
done X3 = (0.4516,0.8036,1)" :
Yi=A"'X;
111 0.4516 2.2552 0.4457
Ya=1| 1 2 2 0.8036 | = | 4.0588 | =5.0583 1 (.80232
123 1 5.0588 1
done X4 = (0.4457,0.80232, 1) :
Ys = A1X,
11 1 0.4457 2.24802 0.4451
Ys=112 2 0.80232 | = | 4.05034 | =95.05034 | 0801
1 2 3 1 5.05034 1
done X5 = (0.44,0.8,1)* :
Yo =A"'X;5,
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Chapitre 3. Méthodes itératives pour le calcul des valeurs propres

111 0.44 2.24 0.44
Ys=11 2 2 080 | = 1| 404 | =504 0.80
1 2 3 1 5.04 1

donc X¢ = (0.44,0.80,1)% :

Y, = A7 X,
111 0.44 2.24 0.44
Yo=11 2 2 0.80 | = | 4.04 | =504 0.80 |-
1 2 3 1 5.04 1

donc, X7 = (0.44,0.80,1).
Alors, la plus petite valeur propre de la matrice A est A = ﬁ =0.198

et le vecteur propre associé est X = (0.44,0.80, 1)

3.3 Meéthode de Jacobi

La méthode de Jacobi est une méthode efficace pour trouver les valeurs propres d’une
matrice symétrique. Elle repose sur ’application des étapes de Jacobi pour supprimer les

éléments hors diagonale de la matrice.

Les étapes de la méthode :

- Chercher un grand élément non diagonal.
- Calculer I'angle de rotation.

- Construction de la matrice de rotation.

- A= P'AP.

- Répéter le processus devenir les éléments non diagonaux nuls.
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Exemple 3.3.1. Nous avons la matrice

- Déduire les valeurs propres et les vecteurs propres associés.
Itération 1 :

- Le grand élément non diagonal est : a1z = 2, alors

cosf® 0 siné

—sinf 0 cosf

ot p13 = sinf, p3; = —sinf, p;; = cos, ps3 = cosl avec O = %tan_1<

Lian=1 (213 ) =7 glors
2 a11—ass 47

1 1
n 0%
P=1 0 1 0 |

1 1

v Y
%0—% 1 V2 2 %0
A=pP'AP =] o0 1 o V2 3 2 0 1
L 9 L 2 V2 1 —-L 9

Comme A’ n’est pas une matrice diagonal, on passe a la deuziéme itération.

Itération 2 :
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Chapitre 3. Méthodes itératives pour le calcul des valeurs propres

- Le grand élément non diagonal est azs = 2, alors

-1 0 0
Py = 0 cosf sinf |-
0 —sinf cos6
ot a3 = sinf, age = azz = cosf, azo = —sinf avec 0 = %tan_1 (a;afﬁw) =T
1 0 0
Py = 1 1
S BV R
1 1
0~ »
1 0 0 -1 0 0 1 0 0 -1 0 0
A" = Py lAP, = 1 11| =
2 2 0 7 7 0 3 2 0 NG 0
1 1 1 1
0 N 0 2 3 0 -7 7 0
A" est une matrice diagonal.
- Les wvaleurs propres sont : (—1,1,5).
- Les vecteurs propres associés :
1 1 1 1
7 0 7 1 0 0 5 T2 2
142 0 1 0 0 75 7 0 B 7
-1 9 L 0o —-L L 1 _1 1
V2 V2 V2 V2 V2 2 2
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Chapitre 3. Méthodes itératives pour le calcul des valeurs propres

Alors, les vecteurs propres sont :

1 _1 1

V2 2 2

Vi= Vo= L |;Va=]| L
1 0 2 73 3 73
_ 1 _1 1

V2 2 2

Avantages :

- Simplicité d’implémentation.

- Elle fonctionne bien avec les matrices symétriques réelles, garantissant une bonne conver-
gence.

- Eviter les calculs complexes.

Inconvénients :

- Convergence lente.

- Difficulté avec les grandes matrices.

- Méthode ancienne.

Remarque 3.3.1. En plus des méthodes de puissance, de puissance inverse et de Jacobi,
il existe plusieurs autres méthodes pour trouver les valeurs et les vecteurs propres d’une
matrice, notamment :

Méthode QR, méthode LU, méthode de Newton, méthode de Perron, méthode de Wilkinson.

Voir (8], [9], [10]).
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— Chapitre 4

Applications

Les valeurs propres et les vecteurs propres jouent un roéle important dans le calcul
matriciel pour diverses applications : résolution de systemes d’équations linaires, analyse
en composantes principales, etc.

Les valeurs propres et les vecteurs propres par les méthodes itératives ou intervient le
rayon spectral dans la convergence de la méthode.

Les valeurs et les vecteurs intervient aussi dans la résolution de systeme d’équation
différentielle, ainsi pour le calcule de la puissance d’une matrice.

Application 1 : (Calcul de la puissance d’une matrice)

Soit la matrice

5 1 -1
A=12 4 -2
1 -1 3

Notre but est de trouve A" :

1'¢r€ étapes :
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Chapitre 4. Applications

Les valeurs propres de la matrice A :

5—2A 1 -1
det(A=A)=| 2 4-x =2
1 -1 3=A
4-X =2 1 -1 1 —1
=((bB-M\ X —2x +1x
-1 3= -1 3—=2A 4—-X =2

= N3 1202 — 44\ + 48

= —(A—4)(A—2)(\—6).

On obtient trois valeurs propres distinctes classées par ordre croissant :

A1

I
N
>
no

I
~
>~
w

I
=N

Les vecteurs propres de la matrice A :

Pour \{ =2
.
3z+y—2=0, 0
z =0,
(A-2D)V] =0 = 242y —22:=0, = =Vi=|1
Yy=z
rz—1y+2z=0, 1
\
Pour Ay =4
.
r+y—2=0, 1
T =z,
(A-4DVs=0= 2 —22=0, = %= 0
y =0,
rz—y—z=0, 1
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Chapitre 4. Applications

Pour A3 =6:
—Qf+y—2:0, 1
-'E—y,
(A_6I)?3:OZ> 2r — 2y —22=0, = :>?1: 1
z =0,
r—y—3z=0, 0
oieme gtape :
- Matrice de passage
01 1
P=f10 1|
110
a partir de vecteurs propres.
A0 0 2 00
- Matrice B définie par B = 0 X O =0 4 0
0 0 As 0 0 6
Donc,
2 00 011 -1 1 1
_ 1
B=|o40 |, P=|101|=>P =53] 1 -1 1
0 0 6 110 1 1 -1

3iéme gtape :
- Calcul de A™ :

On peut écrire que

A=PBP'= A*=(PBP ') (PBP™ ') = PB*P".

On peut montrer de méme que A% = PB3P~! et on généralise cette formule au rang n
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par récurrence :

A" = PB"P!,
01 1 m 0 0 1 1 1
1
A"—g 101 0 4" 0 1 -1 1
110 0 0 6" 1 1 -1

4" 46" 4"+ 6" 4" —-6"
1
:5 —on 4 g N 4 Gn on _ gn

=20 4 2n -4 2" 447

Application 2 : (Résolution d’un systeme différentiel [I])

Soit le systeme suivant

y' = Ay + (),
(4.1)
y(0) = a,
ol
1 2 2¢ — 1 0
A= . U(z) = , o=
2 1 z+1 0
Les valeurs propres de la matrice A
1-—A 2
det(A—\I) =
2 1—A
=(1-X?*-4
=)\ -2\ -3.
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Les valeurs propres de la matrices A sont
AL =3, Ao = —1.

Les vecteurs propres associés de la matrices A :

Pour \{ =3 :

—2z 4+ 2y =0, =1,
(A—3I)71:0:> = :>71

20 — 2y =0, T =1,
Pour Ao = —1:
20 4+ 2y =0, =1,
(A+1[)17;:0:> = é@:
20 4+ 2y =0, T = -y,

Les vecteurs propres associés aux valeurs propres de la matrices A sont

ar +b
V() = ;
cr+d
on obtient
-5
3
Y(z) = ,
4
—x + 3

y(x) = Crexp(3z) Vi + Corexp(—x)Va,
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1 1 =2
3
y(z) = Crexp(3x) + Corexp(—x) + :
4
1 -1 —x + 3
Enfin, en considérant la condition initiale on obtient C; = %, Cy = %, d’ou
yi(2) Leap(3a) + Sewp(—a) —
y(x) = =
e Leap(3a) — Seap(—a) —z + 4

Application 3 : (Méthodes itératives)

Soit le probleme de la chaleur en dimension 1

)
oUu U
e R x €]0,1[,¢ €]0,T7,

U0,2) =U(z,1) =0 z €]0,1],
t €0, 7.

U(t,0)=U(t,1)=0
Soit Qp . = {(z4,tn) = (th,nk)/i=0,--- N+ 1;n=0,--- ,M}.
On applique un schéma d’Eluer explicite en temps et un schéma aux différences finies

centrées en espace. On obtient

vr, =20 +U"
Umc(xiatn) ~ it hQZ 1

Y

ygrtt —pyn
Ut(xi,tn) ~ ZTtl

Donc, I’équation discrete s’écrite sous la forme

Upt - Up UM, 0P UL
At n? T

At

UMY = Atf + (=2r + DU +rU + U, =7
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UZO = U()(.I'z)

Ug =U%,, =0

Vi=1,---

)

UM = AtfP + (=20 + WUP +rUP + 10U
Vn=1,---, M

N

On utilise des conditions aux limites Uy = Un41 = 0, on obtient le systeme linéaire

i=1:U" = Atfi + 2r+ DU —rUS,

i =2: U = Atfo + (2r + D)UY — U — U7,

i=N—1:Up = Atfnoa+ @2r+ DU, —rUR —rUR_,,

i=N:UG" = Atfy+ (2r + 1)UR —rUR_,,

Soit la forme matricielle

Les valeurs propres de la matrice A sont

Ur

Us

Un-1

Un

n+1

A= (1 —2r)+2rcos<

—2r+1

Ut = AU + 0",

r

—2r+1

=1 — 4rsin? <
2(

r

N +1

km
N+1)

—2r+1

r

)

r

—2r+1

Ur

Us

Un-1

Un

+At

N
f2

fN-1
In
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Le rayon spectral de A est

p(A) = mazg| A\ (A)| = maxy

km
1—4rsin® | ———— 1
e (2(N+1)>‘<

=|1—4r| <1,

d’ou

1
—1<1—4r<1:>—2<—47"<0:>O<47°<2:>7“<§.

Alors, la stabilité est vérifiée sous la condition r < %
D’apres le théoreme de Lax 7?7, on obtient la convergence sous la condition r < %
Application 4 :

Soit le probleme de poisson en dimension 1 avec la condition de Drichilet

Notre but est I’étude des valeurs et vecteurs propres du probleme discrét.

. . . 1 *
801tQh:{xi:zh,ogz§N+1}ouh:N7_H,NGN

Nous utilisons un schéma centré d’ordre 2 pour approximer les dérivées secondes en espace

Uit1 —2U;i + Uiy

U// ~ h2

L’équation discrete :

Uit1 —2Ui + Uiy
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donc, le probleme discret devient

Uip1 —2U; + Uiy

Uy=Uns1 =0 1=0,--- ,N+1

On pose ook oskosk sk skoskoskoskoskoskoskoskoskoskosk

On utilisé des conditions limites est : Uy = Uny41 =0

i=1 :—Uy+2U; = h2f;

i=2 :—Us+2Us— Uy = h2fy

i=N-1 :=-Un+2Un_1—Un_o= h2fN—1

i=N :2Uny—U,_1=h%fn

Soit la forme matricielle

AU = h%f;
2 -1 0 0 0 Uy fi
-1 2 -1 0 0 Us fo
_ h2
0 -1 2 -1 0 0 =
0 -1 2 Un In

Les valeurs propres de la matrice A sont

A =2 — 2cos <Nk:+7r1> =272 <C082 (2(1\1;11)) -’ (2(1\1;;7;1)))

seafoese ()
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Les vecteurs propres de la matrice A sont

Application 5 :

Soit le probleme de poisson en dimension 2 avec les conditions de Drichilet :

Soit h = hl = h2

PU U

Ox? + Oy?
U(0,y) =0

U(xz,0)=0

:f a(xay) S [OaLx] X [O»Ly}
et U(Ly,y)=0 0<y<lL,

et Ux,Ly)=0 0<z<lL,

O, = {mi,y; = ih,0<i < N+1,0<j < P41}

Nous utilisons un schéma centré d’ordre 2 pour approximer les dérivées secondes en espace :

92U N Ui+1,j — QUZ‘J‘ + Uz‘—l,j

0x?

9 )
hl

82U ~ Ui7j+1 - 2U’L,] + U’i,j—l

Oy?

2 )
h?

pour simplifier, on prend h = hy = ho :

Ui+17j — 4UZ‘7]‘ + Ui_17j + Uz‘,j+1 + Ui,j—l

h2 :fi7
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donc, le probleme discret devient

Ui+17j - 4Ui7j + Ui—l,j + Uz‘,j+1 + Ui,j—l

On pose :

J=1:Us1+Up1 + Ui+ Upg—4U11 = f11,

=19 j=2:Usa+Upa+ Uiz +Ug —4U12 = fi12,

J=3:Us3+Upz+Uia+Up—4U13 = f13,

J=1:U31 + Uz —4Uz1 + U0+ Ui1 = fo1,
=20 j=2:Uso+Usg—4dUso + U1 + U2 = foo,

J=3:U33+Uzs —4Uz3+Uso + Uiz = fa3,

J=1:Us1+Us2+Usg+ Uz —4Uz 2 = f31,

1=39 j=2:Usp+Us3—4Uso +Usy + Usz = f32,

J=3:Us3+Uszs —4Us3+ U3+ Uz 3z = f33,
Soit sous forme matricielle

AU = h®F,
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Notons :

- I la matrice identité d’ordre 3 :

- D la matrice de dimension 3 définie par :

Ux

|
&

0 0 0
0 0 0
1 0 0
0 0
1 0 1
—4 0 0
0 -4 1
0 —4
1 0 1
_1 0
I'=101
(00
_—4 1
1 —4
01

U =

Uiz
Uaa

Usz

45
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Le systeme peut s’écrir sous la forme matricielle par bloc suivante

D I 0 Uy 0
I D I Us | = |0
0 I D Us 0

Les valeurs propres sont :

Les vecteurs propres de la matrice A sont

. qm . pm
sin — 4 sin —
k + N

. m .
sln —— 4+ sin ——

N

Nqr L 2pm
sin ——
k N

sin

Application 6 : (Conditionnement d’une matrice)

Nous avons les valeurs propres de la matrice précédente :

Amin = 3.7327360.96, Amaz = 4
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o<
Alors :
% =1.07
Si
1.07 >1

1.07 est proche de grandeur de I'unité. Donc, notre matrice est bien conditionné.
Conditionnement :

Le conditionnement mesure I'influence des erreurs d’arrondi sur la solution d’un probleme
donné. Il est mis en évidence par une légere perturbation des données initiales. C’est une
notion générale qui s’applique aussi bien aux racines d’un polyndme**#¥HFssIdIRIGRCR ROk
vis-a-vis de la variation de ses coefficients.

Une matrice est dite bien conditionnée si son conditionnement est de l'ordre de gran-
deur de I'unité.[§]

Si A est une matrice symétrique inversible et si Ay a2 €t Apmin désignent respectivement la

plus grande et la plus petite des valeurs propres de A en valeur absolue, on a

conda(A) = Amaz

)\min
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Conclusion

Au terme de ce mémoire apres avoir donnée une généralité sur les matrices, une
présentation des valeurs et vecteurs propres pour une matrice carrée, nous avons procédé
aux méthodes des calcule de valeurs propres :

- Méthode directe.

- Méthodes itératives.

Les valeurs propres et les vecteurs propres jouent un role important dans le calcul matriciel
pour diverses applications, certaines de ces applications ont été exposées.

Enfin, annexe MATLAB avec une liste de références est présentée.
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Annex

Méthode de puissance

A=input(’enter the matrix A :\ n’);

u=input(’enter the initial choice of eigenvector u as column vector :\ n’);
epsilon = input (’\ n enter the tolerance of error’);
ml=1;

v=A*u;

m2=max(abs(v)) ;

err=abs(ml-m?2);

while err> epsilon

v=A"u;

m2=max(abs(v)) ;

u=v/m2;

err=abs(m1l-m2);

ml=m2;

end

fprintf(’\ n the greatest eigenvalue is % 2.5f\ n’,;m1);
disp(’ the corresponding eigenvector is :’);

disp(u)
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Méthode de puissance inverse

a=[21000;1210001210001210001 2;
x0=[1;1;1;1;1];

t=0.000001;

na=length(a);

tol=t*ones(na,1);

% initialing i and initial vector x;
i=1;

x( 5,1)=x0;

% initial error assumption
err=1000000000*rand(na, 1) ;

% loop starts

while  sum(abs(err) >= tol) ~=0
x( 5i41)= inv(a)*x( :,i);

% inverse power method formula

% normalizing the obtained vector
[v,j]= max (abs(x( :,i+1)));
xn=x( :,i+1);

% giving name to new vector x i+1
eigenvalue = (1/xn(j,1));

% eigenvalue of inverse power is 1/lamda
< it D) =x( 5i41)/(en(i)

% normalization of obtained vector

fprintf(’ iteration no : % i the greatest eigenvalue % 0.4f * the corresponding eigenvector

is \ n’ieigenvalue)

o1



v=( 1,i+1)

err= norm(x( :,i+1)-x( :,i),inf);
% finding error

i=i+1

c

%, error :[Cl'l'()l~ Jerry

end
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Résumé

Dans ce travail, nous avons étudié les valeurs propres et les
vecteurs propres, en abordant d'abord les méthodes de calcul
directes et itératives, ainsi que diverses applications basées sur ces
concepts.

Les mots clés: valeurs propres, vecteurs propres méthodes directes

meéthodes itératives , applications
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Abstract

In this work, we studied eigenvalues and eigenvectors, first by
exploring direct and iterative computation methods, along with
various applications that rely on these concepts.

Keywords: Eigenvalues , Eigenvectors , direct methods, iterative

methods, applications
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