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                     Résumé      
      Notre objectif principal dans ce mémoire  andum est d'étendre la théorie de 

Fugled –Putnam  afin d'améliorer son utilisation en ajoutant des conditions aux 

opérateurs utilisés. 

     On sait que la théorie est validée pour un opérateur régulier et pour un autre 

de  B H , et elle s'étend même dans le cas de deux opérateurs réguliers, et cela 

reste vrai pour de nombreux types d'influences.  

     Mais dans le cas d'une influence régulatrice et de deux influenceurs de 

 B H , cela ne se fait qu'en ajoutant des conditions spécifiques. 

      A cet effet, afin d'élargir le cas d'utilisation, nous avons étudié dans quelle 

mesure la théorie a été réalisée dans le cas d'un opérateur sous les modulateurs 

et les opérateurs de  B H  dans l'espace du composé, et nous avons obtenu des 

de nouveaux résultats, qui sont inclus dans la preuve dans cette mémoire.  

Mots clés:  

Théorème de Fuglede-Putnam , opérateur normal  , opérateur sous normal  , 

équations d'opérateurs .  
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Abstract : 
    Our main goal in this memorandum is to expand the Vogelad-Butnam theory 

in order to improve its use by adding conditions to the operators used. 

     We know that the theory is validated for a regular operator and for another 

of  B H , and it extends even in the case of two regular operators, and it 

remains true for many types of influences.  

      But in the case of a regulating influence and two influencers of  B H , it is 

not achieved except by adding specific conditions. For this purpose, in order to 

expand the use case, we studied the extent to which the theory was achieved in 

the case of an operator under the modulators and operators of  B H  in the 

space of the compound, and we got important and new results, which are 

included in the proof in this memory. 

 

 Keywords: 

 Fuglede-Putnam theory, normal operator , subnormal operator,  

operator equation . 
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                 Notations  

 

 

H                        Espace de Hilbert complexe séparable de dimension infinie . 

                         Le corps des nombres complexe . 

 B H                  Espace des opérateurs linéaire bornées sur H  . 

. , .
H

                Produit scalaire . 

.
H

                   La norme . 

1T                        L'inverse de l'opérateur T . 

*T                             Adjoint de T . 

*T T T          Module T .  

 Im T                  L'image d'opérateur T . 

 ker T                 Le noyau d'opérateur T . 

HI                        L'opérateur identité . 

 R T                 La résolvante d'opérateur T .  

 T                   Le spectre d'opérateur T . 

   B H
FP               Propriété de Fugléde-Putnam .    
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              Introduction 

 

    L'analyse fonctionnelle est une partie très importante des mathématique pures ,  

c'est un pilier fondamental des mathématiques appliquées . 

    La théorie des opérateurs est importante aussi bien en analyse fonctionnelle dans 

plusieurs disciplines scientifiques . 

    Elle s'est révélée être une nécessité pour le progrés de plusieurs théories en physique 

et surtout ma mécanique quantique . 

    Le problème traité dans ce mémoire est l'étude de certaines l'extensions du théorème 

de Fugled-Putnam dans les espace de Hilbert pour quelque tybe d'operateur est 

applications cette mémoire est principalement répartie en quatre chapitre . 

    Dans le premier chapitre , on effectue des rappels mathématique des toutes les régles 

de base que nous nous utilisons dans ce travail. Nous avons commencé par les 

définitions et les propriétés de l'espace de Hilbert , anisi que par les opérateur linéaires 

borné et on présente quelques type d'operateurs sur un espace de Hilbert . 

    Dans le deuxième chapitre, nous présenterons les opérateurs linéaires bornés et 

normaux . 

    Le troisième chapitre contient une présentation . 

    Le quatrième chapitre on donne des nouveaux résultats sur l'extension de cette 

théorème pour les opérateurs sous normaux est l'application sur quelque équation 

d'operateurs de typ e    A X X B C      tel que  ,        
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Chapitre 1  

Préliminaire 

    Dans ce chapitre , nous intéressons a quelques définitions et des résultats principaux 

d'analyse fonctionnelle , ces rappels concernent les espaces de Hilbert , est les opéra-

teurs linéaires borné . leurs proprietés sur les espace de Hilbert . 

1.1  Espaces de Hilbert  

1.1.1  Définitions et exemples 

Définitions 1.1.1  soit H  un espace vectoriel . On appelle produit scalaire sur H  

toute forme bilinéaire , définie positive . 

On notera ,x y  le produit scalaire des vecteurs cela signifie que l'application : 

, : H H K    ou   

                                            , ,x y x y   

Vérifiant :  

 Pour tout y H  l'application x H x , y K  
 
est un forme liniéaire  

 Pour tout ,x y H  on a :  

                                 
,

,
,

y x
x y

y x


 



 

Pour tout  x H  :
, 0 0

, 0 0

x x si x

x x si x

  


 
  

 L'espace de Hilbert est un espace vectoriel muni d'un produit scalaire qui est de 

plus complet pour la norme  

                              ,x x x  . 

si l'espace est réel 

si l'espace complex 
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 Tous les espaces de Hilbert que nous considérerons seront supposés séparables , 

c'est-à-dire admettant un sous-ensemble dénombrable dense . 

Remarque 1.1.1.  Notons que dans les cas complexe , on a donc pour ,x y H   

et     : 

                                        , ,x y x y               

Exemple 1.1.1.  :  

1)  Le produit scalaire sur N  défini par  : 

    
 

   
1 1 2 2

1 1

, . . .

,

n n

i i n i i n

x y x y x y x y

ou x x y y



   

    


  
   forme bilinéaire sur  N . 

 Le produit scalaire sur 

 

est défini par : 

    
 

   
1 1 2 2

1 1

, . . .

,

n n

i i n i i n

x y x y x y x y

ou x x y y



   

    


  

  n'est pas forme bilinéaire . 

2) L'espace   2 :L f   

 

mesurable tel que :  
2

f x dx  


  

le produit scalaire :  

      ,f g f x g x dx  et la norme définie par  

1

22
f f x dx

 
  

 



  

1.1.2   Proporietes des espaces de Hilbert  

Proposition 1.1.1.  :  12  ( L'inégalité de Cauchy - Schwartez )  

H espace de Hilbert  ,x y H  

                                   , .
H H

x y x y      

Preuve  : Soient x et y dans H , l'intégrale de Couchy – Shwartez ( anisi que son 

cas d'égalité ) est immédiate si  , 0x x   

Sinon : pour tout  K  ,  tel que  1   
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et      , ,x y x y    

pour tout t   ,  ,x t y x t y      est positive . 

      

         

       

     

     

2

2

2

, , , , ,

, , , ,

, 2 Re , ,

, 2 Re , ,

x t y x t y x x x t y t y x t y t y

x x t x y t y x t y y

x x t x y t y y

x x t x y t y y

          

    

   

   

     

   

  

  

 

Donc  :        2, , , 0x y x x y y       

On aura 

     2, , ,x y x x y y    

Définitions 1.1.2.  ( L'orthognal )  

, :x y H  Si , 0x y   on dit que x et y sont orthogonaux , alors l'orthodonal 

de M ( partie de H ) est définit par :  

 : ,M y H tq x H y x       

Proposition 1.1.2.  ( Identité du parallélogramme )  

Pour tout   2,x y H , on a l'identité :  

 
22 2 2 2

2
H H H H

x y x y x y      

Appéllée I'identité du parallégramme . 

Proposition 1.1.3.  ( Identité polarisation ) 

Soitent  ,x y H  

1) Si : H H K    est une forme bilinéaire symétrique sur E , on a :  

     
1

, , ,
4

x y x y x y x y x y           
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 2 21
,

4
x y x y x y     

 

2) Si K   et si : H H     est une forme sesquilinéaire sur H  on a :  

         
1

, , , , ,
4

x y x y x y x y x y i x iy x iy i x iy x iy                 

Alors :  

2 2 2
, : 2 ,x y x y x x y y      

2 2 2
, : 2 ,x y x y x x y y      

Théoréme 1.1.1.  18  ( projection )  

Soit A  un ensemble convexe fermé ( est non vide ) de H alors pour tout x H  , il 

existe un unique y A  tel que :  

inf
a A

x a x y


    

Autrement dit :  il existe un unique point y A  qui est à une distence de  x  la plus 

petite possible ce point  y  s'appele la projection de  x sur  A . 

Corollaire 1.1.1.  Soit  F  sous espace vectoriel fermé de  H , et soit  x H  

1) Soit y F  tell que  inf
z A

x y x z


    

Alors  x z  est orthogonal à F ( i.e orthogonal à tous les vecteurs z F )  

2) Réciproquement si y F , est tel que :  x y F   

Alors inf
z A

x y x z


    i.e  y est la projection de  x  sur  F . 

Définitions 1.1.3. On notera   Fy P x  et on dira que y est la projection 

orthogonale de x  sur  F . 
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1.2 Généralités sur les opérateurs linéaires bornés  

1.2.1   Définitions et exemples  

Définitions 1.2.1  :  12  ( opérateur linéaire )  

Soient E  et F  deux espace vectoriels  D T E  dans F  l'application  

 :T D T E F   

(  D T  est la domaine de  T ) qui vérifié les conditions suivants :  

1)        , : ,x y D T T x y T x T y     ( condition additive )  

2)        , :x D T k k ou T x T x         ( condition homogéne )  

Remarque 1.2.1 

1. d'autre termes l'opéteur    :T D T E F   est linéaire ssi  :   

     ,T x y T x T y      ,   , ,k et x y D T      

2. Le vecteur   T x  est en générale  xT  . 

3. On suppose que TD est une variété linéaire i.e  

, , , ,T Tx y D k x y D          

Définitions 1.2.2 : ( opérateur continu )  

Soit E  et F  deux espaces de Hilbert un opérateur linéaire continu , A défini de E  

dans F est une application linéaire et continue de E  et F c'est-a-dire : x E  , Ax F  

     , : , :x y E E A x y A x A y              

0 : :c x E     tel que  
F E

A x c x  

le plus petit nombre " "c  s'appelle la norme de l'opérateur A et se note A  i.e  

0 1 1

sup sup supF

F F
x x x

E

A x
A A x A x

x  

    
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Définitions 1.2.3   :  ( L'operateur borneé ) 

On dit l'opérateur :A E F  est borné s'il fait corresponondre à tout ensemble 

borneé dans  D A  un ensemble borneé dans l'espace F . 

Définitions 1.2.4  : Un opérateur linéaire :A E F  tel que  D A H  est borné  

si et seulement si pour tout x H , on a  

F H
A x c x  

Théoréme 1.2.1 :  18  Soit un opérateur linéaire  :A E F  tel que  D A H  

A  est continu si et seulement s'il est borné . 

Exemple 1.2.1.   

1.  L'opérateur de multipication  

   
   

: 0,1 0,1T c c

f x x f x




 

Est borné car :        
 

 
0,1

sup
x

Tf x f x f 


   

                                             , 1f c   

2.  L'opérateur de derivation  

   
   

1: , ,T c a b c a b

f t f t




 

est borné ssi   :  

1

10 :
c

c T f c f f c


      

On a  : 

 
 

 
 

, ,

sup sup
t a b t a b

T f T f t f t f
 

 

    

On sait que :    1c
f f f

 
    

D’où  :  

1c
T f f


  

Donc T est borné  
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Théoréme 1.2.2.  Pour tout opérateur linéaire T sur un espace de Hilbert H ,  

les assertions suivantes sont equivalentes  :  

( i )  T est borné . 

( ii )  T est continu sur l'espace H . 

( iii )  T est continu en un point 0x  de l'espace H .  

Preuve : On remarque qui ( ii )
 

 ( iii ), danc il suffit de démontrer ( i )
 

 ( ii ) et 

( iii )
 

 ( i ).  

 ( i )
 

 ( ii ) : Soit 0x  vecteur quelconque de H et  n n
x


une suite 

Dans H Comme . 

 0 0 0n n nTx Tx T x x T x x      

On a donc  

      0 0n nx x Tx Tx    

d’où la continuité de T . 

 ( iii )
 

 ( i ) : Soit T un opérateur linéaire sur H , continu en 0x , supposons le 

contraire : soit T non borné . alors pour tout entier naturel n il existe un vecteur 

non nul nx H  tel que n nTx n x . Si on pose n
n

n

x
y

n x
  , 

 alors 
1

ny
n

 . 

Or 0ny   , donc 0n ny x x   , mais  

 0 0 1n n
n n

n n

T x n x
T y x Tx T y

n x n x
       

Donc T n'est pas continu en 0x  d’où la contradiction, et par conséquent T est 

borné . 

Définitions 1.2.5  :  9  ( Type de convergences )   

Une suite  n n
T


 d'opérateurs linéaire bornés sur un espace de Hilbert H ,  

et soit  T B H  

a) La suite  n n
T


 converge uniformement vers T si  
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 
lim 0n B Hn

T T


   

b) La suite  n n
T


 converge formement vers T si 

 
lim 0n B Hn

T x Tx


   

c) La suite  n n
T


 converge faiblement vers T si 

, y , y 0 ,n nT x T n    

Remarque 1.2.1 La convergence uniformement  la convergence fortement   la 

convergence faiblement . 

Exemple 1.2.2.   

1. Soit  2nT L l  défini par :  

1 2 1 2

1 1 1 1
, ,... , ,... 1, 0n nT n T

n n n n
   

   
    

   
  

Soit  1 2, ,...    on a :  

 

1 2
1 1

1 2
1 1

1 1
sup sup , ,...

1 1 1
sup , ,... sup 1

n nT T
n n

n n n

 

 

  

  

 

 

 

   

 

Donc on remarque que  

1
0 ,nT n

n
     

Alors nT converge uniformement vers 0  .  

2. Considérons la suite d'opérateurs  n n
T


 définit de 2l  vers 2l  comme suite :  

   1 2 1, ,... 0 , 0, ... , , , ...n n nT      

Montrer que nT  converge simlement vers 0 . 

On a :      10 , 0, ... , , , ...n n nT     

                       

1

2
2

0

0 ,
n

n
n

n


 
    

 
  

Donc  0 ,nT n    
 
 d’où nT  converge fortement vers 0 , 2l    
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3. Considérons  

2:n

n

T l

e 






 

tel que  0,0, ... ,1,0,0,...ne 
 

donc nT converge faiblement vers 0 . 

 

1.2.2   L'inverse d'un operateur linéaire bornée  

Définitions 1.2.6     :  ( Inversibilité ) 

Soit E et F deux espace normés ,  ,A L E F  l'opérateur
 
A  est dit inversible si pour 

tout y F  l'équation A x y  admet une seule solution .   

Définitions 1.2.7     :  ( Opérateur Inversé ) 

On dit que  ,A L E F  est inversible . S'il existe  ,B L E F  tel que  

EAB I  et   FBA I  

On appelle l'inverse de A  est noté par 1A  . 

Remarque 1.2.3 

1. Si EAB I , alors A  admet un inverse à doroite 1
dB A    

2. Si FBA I , alors A
 
admet un inverse à gauche 1

gB A   

3. A  est un opérateur inversible si  1 1
d gA A B     

Théorème 1.2.3.  L'opérateur 1A  inverse d'unopérateur linéaire A est aussi linéaire . 

Remarque 1.2.4 

 ,A L E F  Est inversible s'il est bijectif et 
 

1A   est continue ( borné ).  

Définitions 1.2.8   

Si T est un opérateur linéaire borné , La trace de T est la somme des élément 

diagonaux de la matrice de l'opérateur T dans une base quelconque . 

On note trT   
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Remarque 1.2.5  :  Si  T B H , la trace de l'opérateur inverse de T , 

 

1 1
trT

trT
   

1.2.3   Adjoint d'une opérateur linéaire borné  

Rappel :  Théorème ( Riez – Fréchet )  

Soit H  un espace de Hilbert et f une forme linéaire continue sur H , alors il existe 

a H et un seul tel que : 

 , ,x H f x x a    

Théorème 1.2.4.  9   Soient H et K deux espaces de Hilbert  ,T L H K   

il existe un opérateur unique continu de K dans H noté *T  . 

Preuve :  soient y K , et :  

 

:

,

f H

x f x Tx y



 


 

Alors f est linéaire et bornée car : 

  , .f x Tx y Tx y T x y    

D'après la théorème de Riez – Fréchet il existe un unique z H  tel que :  

  , ,f x Tx y x z   

Possons : *z T y  

Donc *T  est application de K vers H c'est simple de voir que est linéaire ,  

et est aussi bornée car * * * *, ,T y T y T y TT y y   

                           * *. ..TT y y T T y y            

alors *T est bornée et :  *T T  

pour l'unisité de l'opérateur adjoint :  

supposons il  1 2, ,B B L K H  existe tel que :  

1 2 1 2 1 2: , , ,x H Tx y x B y x B y B y B y B B         

Définitions 1.2.9.  : L'unique opérateur linéaire   * ,T L K H  tel que :  
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*, : , ,x H y H Tx y x T y       est appelé l'adjoint de T  . 

Exemple 1.2.3.  Soit  

   

2 2:

, , 0

A

x y x





 
 

On pose 
       1 1 2 2, , ,X x y Y x y    

On a *, ,AX Y X A Y , alors    1 2 2 1 2, , 0 , ,AX Y x x y x x   

D'autre part : on pose  

 *
1 2,A Y Z z z   

On a :     *
1 1 1 2 1 1 1 2, , , ,X A Y x y z z x z y z    

Donc    1 2 2, 0z x z     d’où :     * *
2 2 2, , 0A Y A x y x   

Donc  

   * , , 0A x y x  

Proposition 1.2.1 :  12  Soient ,H K deux espace de Hilbert et soit  T B H  

alors, l'application  *T T est Isometrique de  B H  dans  B H  de plus :  

1.  * *T T . 

2. *T T  . 

3. 
2*T T T  

Preuve :  

1. On montre que :  
**, , , ,Tx y T x y x H y K      on a :  

   
* ** * * *, , , , ,Tx y x T y T y x y T T y x     D’où 

**T T   

2. On a d'après la preuve de théorème précédaent *T T    

 et   
**T T  donc  *T T . 
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3. On a 
2* *T T T T T   . 

D'autre part, en utilisant  

2 2* * *: , ,x H Tx Tx Tx T Tx Tx T Tx x T T x      Et 

on sait que : 

2
2 2* *

2
0 1

sup sup
x x

Tx
T T T x T T

x 

  

 Donc  
2 *T T T  

 Proposition 1.2.2. :  soient  , ,S T L H K  on a :  

1.  
* * * , ,T S T S         . 

2.  
* * *T S S T . 

3. Si T est inversble *T est inversble et    
1 ** 1T T

    

Preuve :  

1. On a :  ,x H y K   

            

   

 

*

* *

*

, ,

, ,

, ,

,

T S x y x T S y

x T y x S y

T x y S x y

T S x y

   

 

 

 

  

 

 

 

 

Donc :   
* * *T S T S       

2. Pour vérifier que  
* * *T S S T  il suffit de montre que 

  
* * *, ,T S x y S T x y  par la définition de l'adjoint on a  : 

      
* * * *, , , ,T S x y x T S y T x S y S T x y    

Donc  
* * *T S S T  

3. T est inversible d’où  

               

   

1 1

* *1 1 *

* *1 * * 1

TT T T I

TT T T I

T T T T I

 

 

 

 

  

  
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Donc est inversible de plus    
1 ** 1T T

   

Lemme 1.2.1. :  soient ;H K  deux espace de Hilbert et  ,T L H K
 
on a :  

( i )   *ker ImTT


 . 

( ii )   *ker ImTT


 . 

( iii )   *ker 0 ImTT K   .  

Corollaire 1.2.1. :  soit H  un espace de Hilbert et soit  T B H  est inversible 

                         
*

0 ,

er 0

Tx x

K T x H

   
 

  
 

Exemple 1.2.4. : L'opérateur de " Shift " S , définit de 2l  vers 2l  n'est pas inversible.  

En effet puisque 

           * * *
1 2 2 3, ,... , ,... 1 ,0,0 ,... 0,0,0 ,... 1 ,0,0 ,...S x x x x S K er S    

Alors :    * 0S   

Lemme 1.2.1. Soit H  un espace de Hilbert complex , et soit  T B H  inversible , 

alors *T  est inversible et on a :    
1 ** 1T T

   

Preuve :  

 1 1TT T T I    ( T est inversible ) d’où      
* * *1 * 1 * * 1TT I I T T T T I        

Alors *T  est inversible et    
1 ** 1T T

    

1.2.4  Opérateurs isometriques, unitaires,positifs, auto-adjoints  

Opérateur isométrie  

Définitions 1.2.10. : On dit que  A B H  un opérateur isométrie (ou isométrique)      

si :                                              *A A I      

Ou bien :  Ax x           

Opérateur unitaire  

Définitions 1.2.11. :  Soit H un espace de Hilbert  U B H . On dit que U est un 

opérateur unitaire si : U est inversible et  
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1 *U U   

D'autre part , on dit qu'un opérateur  T B H  est isométrique si T  préserve 

 les longuers : Tv v  pour tout v H  

Proposition 1.2.3. :  18  soient  ,U V B H  des opérateurs unitaires . Alors :  

( i )  U est isométrique .  

( ii )  1U   . 

( iii )  1U 
 et *U sont unitaires . 

( iv )  UV est unitaire . 

   Preuve :  

( i )  Pour tout V H , on a bien :  

2 2*; ; ;UV UV U V U UV V V V V     

( ii )  Si U V V  pour tout V H , alors :  

sup 1
V H

UV
U

V

   

( iii )  C'est une conséquence immédiate de la proposition président . 

( iv )  On a bien    
1 *1 1 * *UV U V U V UV

     . Pour contre , une application 

linéaire isométrique n'est pas forcément unitaire . 

Opérateur auto – adjoint  

Définitions 1.2.12. :  Soient 1H  et 2H  deux espace de Hilbert et  1 2,T B H H  . 

L'opérateur adjoint de T est l'opérateur linéaire *
2 1:T H H caractérise par  

21

* , ,
HH

T y x y Tx Pour tout 1 2,x H y H   , on dit aussi que T   

est symétrique ou que T est hermitien . 

Exemple 1.2.5.  

1. Soit le matrice  2A    tq 
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0 2

2 0
A

 
  

 
   d’où    *

0 2

2 0
A

 
  

 
 

On remarque que  : *A A  donc est auto-adjoint   

2. Considerons l'opérateur A  défini sur  2L   par     t
Ax t e x t


  

A est un opérateur auto-adjoint car pour tous      2,x t y t L   

                      , ,
t

Ax y Ax t y t dt e x t y t dt
 



 

    

                         ,
t

x t e y t dt x A y






   

Théorème 1.2.4 :  9  ( norme d'un opérateur auto – adjoint )  

Si T  est opérateur auto–adjoint alors 

                                    
1

sup ,
T

T Tx x


  

Proposition 1.2.4.  Soit H un espace de Hilbert complexe , et  T B H auto-adjoint  

alors :         

                          , , ,Tx x x Tx x H              

 Preuve :  

En effet , ,Tx x x Tx  comme T est auto-adjoint , donc : , ,Tx x x Tx  

Corollaire 1.2.2. Si H est un espace de Hilbert et  T B H un opérateur  

auto-adjoint , alors :  

                        , 0 0 ,Tx x T x H      

Proposition 1.2.5. :  Si 1T  et 2T  deux opérateurs auto-adjoint alors  

1. 1 2T T   est un opérateur auto-adjoint ,  ,    

2. 1 2T T  est un opérateur auto-adjoint si   1 2 2 1T T T T  

3. Si T
 
est in opérateur quelconque alors, * *,T T TT

 
et *T T sont auto-adjoints 
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Opérateur positifs  

Définitions 1.2.13. :  On dit qu'un opérateur T sur un espace de Hilbert H est positif 

s'il vérifie : , 0 ,x Tx x H   . On écrit TB si T B  est positif . 

   En utilisant l'identité de polarisation on voit qu'un opérateur positif est néssairement 

auto-adjoint . 

1.2.5   Racin carrée d'un opérateur linéaire borné  

Définitions 1.2.14. Soit  T B H  on dit que  S B H  est la racine carré  

de T si  :
 

2S T    

Théorème 1.2.6. :  12  Soit T un opérateur linéaire borné positif , alors il existe un 

unique opérateur positif S tel que :  2S T  

De plus : si T commute avec B alors  :
 
B commute avec S on note 

1

2S T  

Exemple 1.2.6.  

1. L'opérateur 
2 0

0 4
S

 
  

 
 est la racine carré de l'opérateur  

4 0

0 16
T

 
  

 
 

2. Soit  T B H  défini par :  

                         
   

   

2 2: 0,1 0,1T L L

T f x x f x



 

      
            

1 1
2

0 0

, 0Tf f x f x f x d x x f x d x     

Alors on a :  T
 
est positif , donc il existe S tel que : 2S T on remarque que : 

                                         
   

     

2 2

1

2

: 0,1 0,1S L L

S f x x f x


 

 

Alors :           
1

2
2S f x S S f x S x f x

 
   

 
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         

1 1

2 2x x f x x f x T f x 
 

Corollaire 1.2.3.  Soit T
 
et S deux opérateurs positifs tel que : ST TS , 

alors TS
 
est positif . 

  Preuve : 

On a 0S 
 
alors d'après le théorème précédent :  

0T   tel que :  2T S
 
et aussi  *T T car T positif nous donne T auto-adjoint . 

Soit x H on a donc :  

            2, , , , 0STx x T T x x TTx Tx TTx Tx     

( car T est positif ) alors , TS est positif . 

La démonstation est a chevée . 

Théorème 1.2.7. :  18  ( Décomposition polaire d'un opérateur )  

Soit  T B H
 
et inversible , alors T UR  ou R est positif et U  est unitaire . 

   Preuve : 

Puisque T est inversible *T  l'est aussi d’où *T T est inversible puisque * 0T T   

alors  
1

* 2T T T  existe et elle est méme inversible . On prend :  

 
1

* 2R T T  et  1U TR  . Il reste de montre que U
 
est unitaire on a :  

                        
* ** 1 * 1 * 1 ,U U TR TR R T TR     

(  
*1 1R R 

 
car R

 
positif ) 

  1 * 1 ,R T T R I     ( car  * 2T T R  ) .    
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1.2.6   Les commutateurs  

Soit E  un espace véctoriel normé complexe de dimension infinie . 

Définitions 1.2.15. :  

1. Un élément X de  B E  est appelé commutateur sil existe T et B de  B E  

tel que  X TB BT     

2. Le commutant de  T B E  est lensemble défini par  

    ,T B B E TB BT     

3. Le bicommutant de  T B E  est lensemble défini par  

    , ,A C B E CB BC B A       

Proposition 1.2.5.  

( i )      A A   . 

( ii )  A   est une sous-algébre de  B E  

( iii )  A   est une sous-algébre commutative de  B E  

( iv )  Tout polynome de A appartienta A    

 

1.3 Similarité : 

Définition 1.3.   :1   3
 
soit A et B deux opérateurs dans  B H , on dit que A et B  

sont similaire si et seulement s'il existe un opérateur inversible Q  

tel que  1B QAQ     

Lemme  : soit A et B deux opérateurs dans  B H ,  R A  ,
 

 R B   

et leurs application résolvantes respectivement , alors  R A et  R B sont 

similaire si seulement si A et B les sont . 

         Preuve :  soient A et B deux opérateurs similaires dans  B H  , alors il  

        existe un opérateur inversible Q tel que 1B QAQ   . on a  

                                  1R B R QAQ 
  
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   

   

   

1 11 1

11

1 1 1

QAQ I QA Q Q

Q QA Q Q Q A I

Q A I Q QR A Q

 

 



  



  

     

     

  

 

D’où la similaire de   R A et  R B   

Pour la réciproque on passe aux inverses dans l'égalité précédente . 
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Chapitre  2  

Les opérateurs linéaires bornés et normaux   

        Dans ce chapitre  nous présentons les définitions et les principaux résultats sur 

les opérateurs normaux . 

2.1  Définitions et propriétés   

Définition 2.1.1.  12  On dit que  T B H  est un opérateur normal , si T

commute avec son adjoint :  * *T T TT 

Exemple 2.1.1.  

1/ soit  
0

0

a
T

b

 
  

 
 , tel que ,a b  , d’où  * 0

0

a
T

b

 
   

 
  

On a  * *T T TT , alors  T est normal. 

2/ On considère l’opérateur ( multiplication  T  par une fonction mesurable borne  ) 

   

     

2 2: 0,1 0,1T L L

T f t t f t



 




 

On a   : 

     

     

           

1

0

1

0

1

0

;

;

T f g t f t g t

f t t g t

f t t g t f t t g t

 



 





 







  

Donc :      *T g t t g t   , où bien       *T f t t f t   

Donc,  * *T T T T    
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L’opérateur  T  est un hermitien ( auto-adjoint ) s’il la fonction   est réelle  

Proposition 2.1.1.  Soit
  

 T B H  , les assertions suivantes sont équivalentes  

1. T est normal  

2. *T x T x  , pour tout x H . 

3. Dans les cas complexes, les parties réelles et imaginaires de T  commutent .  

Preuve :  

- Pour x H , alors :   

                                             

 

22 *

* *

* *

, ,

, x

T x T x

T x T x T x T x

T T T T x



 

 

 

Donc l’équivalence de 1 et 2 . 

- On pose : T A i B  , tel que :  ReA T , et  ImB T  

 On a :  

                                       
*T A i B  , et   * * 2T T T T i AB BA    .  

D’où : * *T T T T  si et seulement si AB BA  

Corollaire 2.1.1. Si  T B H  est normal , on a  

                                              *ker kerT T  

Proposition 2.1.2.  18  Soit T est normal , on a : 

1. L’opérateur aT est aussi normal pour tout a   .   

2. L’opérateur nT est normal pour tout *n   . 
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Preuve : 

1) Nous avons : 

     
* *aT aT aaTT ,  et     

* *aT aT aa T T  

Puisque T est normal, d’où il sont égaux .  

2) T est normal, d’où  * *T T T T  

   

   

* *

* *

n n

n nn n

T T T T

T T T T T

 

 
 

   
* *n n n nT T T T   . C’est -à-dire nT est normal, pour tout *n   

Corollaire 2.1.2. Soit P  est polynôme et T est un opérateur normal. Alors  P T  est 

aussi normal .  

Remarque 2.1.1.   nT  normal     T  normal  

Exemple 2.1.2.  Soit  
2

0

i
T

i

 
   

  

On a :   2 2

0

i
T

i

 
   

2T  est normal ,mais T n’est pas normal. 

Proposition 2.1.3.  9  Soit  T B H  est normal , on a :  

                                          ker Im .T T H   

    Preuve : On sait que :          *ker Im ,T T


  

D’où : 

                                   *ker Im Im ,T T T
 

           

Donc  

                               * *H ker ker ker ImT T T T


            
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Proposition 2.1.4. ( Inverse d’un opérateur normal ) 

Soit  T B H  est normal et inversible d’inverse 1T  . Alors 1T  est aussi normal .  

Preuve : On a :  

                                   
* 11 1 * 1T T T T

      

                                   
1 1* *T T T T

 

     ( car normal )    

                                   
1 *1 * 1 1T T T T

                              

Donc
  

1T  est un opérateur normal . 

Proposition 2.1.5.  12  Soit  T B H , les assertions suivantes sont équivalentes  

( i )   T est normal. 

( ii )    1 *T T ( ou * 1T T  ) est unitaire. 

( iii )   Il existe un opérateur unitaire U  tes que :  *T U T . 

Preuve : Montrons que : 

 ( i )
 

 ( ii )    :  On a  

                      
     

   

* *1 * 1 * 1 1 *

* *1 1 * 1

T T T T T T T T

T T T T I T T I

   

  



  
          

 ( ii )
 

 ( iii ) :  Clair . 

 ( iii )
 

 ( i )  :   pour tout x H , On a :  

                           

2 2*

*

2

, ,

T x U T x

U T x U T x T x U U T x

Tx



 



                                 

Donc, T est normal. 
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2.2 quelques classes des opérateurs normaux  

Opérateurs quasi-normaux  

Définition 2.3.2.  Un opérateur  S B H
 
est quasi-normal si :  

                                                   
S commute avec *S S  

Proposition 2.3.1.  9  Si
  
S UT est la décomposition polaire de S , alors

 
S est 

quasi-normal si et seulement si : T et U commutent . 

Preuve :    
1

* 2T S S S   , U est une isométrie partielle. 

1. Si S est quasi-normal alors S et *S S commutent , avec * 2S S T . Cela implique : 

S et T commutent d’où : 

                                 

 

0

0

ST TS

UTT TUT

UT TU T

UT TU

UT TU

 

 

 

  

 

 

2.  

          Si  UT TU UTT TUTT TTUT      

                  2 2ST T S    

                        S est quasi-normal 

Les opérateurs bornés des puissances normaux  

2.3 Les opérateurs n - normal 

    Par suit , nous présentons les opérateurs n - normaux sur un espace de Hilbert H . 

Nous donnons quelques propriétés de ces opérateurs. En général, un opérateur n -

normal n’a pas nécessaire d’être un opérateur normal, un opérateur hyponormal . 
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Définition 2.4.1.   Soit 
 

 T B H , est appelé un opérateur n -normal si :  

                                          * *n nT T T T  

Proposition 2.4.1. Soit  T B H  ,alors T est n -normal si et seulement si : 

   nT est normal . 

Preuve :  

- Soit T opérateur n -normal , * *n nT T T T  . Donc  

                       
      

     

1 2* * * * * *

2 2* * *

n n nn n n

n nn n

T T T T T T T T T

T T T T T

 



 

 
 

         Alors
  

nT est normal . 

- Soit nT est normal. Comme n nT T T T , après propriété de Fuglede            

* *n nT T T T  . Donc T
 
est n -normal . 

Remarque 2.4.1. L’opérateur borné normal est n -normal pour tout n . 

Mais l’inverse n’est pas vrai . 

Exemple 2.4.1. Soit  
2

0

i
T

i

 
   

 , on a T est 2 -normal mais n’est pas normal. 

Proposition 2.4.2. Soit  T B H  est n -normal. Alors  

1. *T est n -normal . 

2. Si  1T   existe, alors 
  1T   est n -normal . 

3. Si S ,
 
T deux opérateurs  B H  sont unitairement équivalents, alors S est n -

normal . 
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Preuve : 

1. Comme T est n -normal, donc nT est normal. On a  

                                    
* * nnT T

 
est normal , 

     Alors *T est un opérateur n -normal . 

2. Comme T est n -normal, donc  est normal. Et on a  

                                    
1 1 nnT T

   est normal, 

     Alors  1T   est un opérateur n -normal. 

3. Soit T est un opérateur n -normal et S ,
 
T sont unitairement equivalents . 

     Donc existe un opérateur unitaire U tel que *S U T U , alors *n nS U T U .           

     Comme nT est normal , alors nS est normal S  est un opérateur n -normal 

. 

Théorème 2.4.1. Si S ,
 
T deux opérateurs n -normaux commutent, alors 

S T est un opérateur n -normal . 

Preuve : comme S ,
 
T deux opérateurs n -normaux commutent nS ,

 
nT sont aussi. 

Alors n nS T est un opérateur normal . 

Et on a    ,
n nn nS T S T S T est normal. Donc S T est opérateur n -normal. 

Remarque 2.4.2. Cette résultat n’est pas nécessairement vrai si S ,
 
T non commutent . 

Exemple 2.4.2. Soit 
1 2

0 1
S

 
   

 et  
2

0

i
T

i

 
   

 opérateurs sur espace  

de Hilbert
 

2 . S  et T sont 2 -normal . On remarque que  

                          
2 2

0 0

i i
ST TS

i i

   
     

   
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Mais  
2 1 4

0 1

i
ST

 
   

 n’est pas normal donc ST n’est pas 2 -normal . 

Proposition 2.4.3.  Soit  T ,
 
S deux opérateurs n -normaux commutent, tel que :                

 
*

S T commute avec 
1

1

n
n k k

k

n
S T

k






 
 
 

 . Alors
  S T  est un opérateur n -normal. 

Preuve :        
1

* * *

0

n
n n k k

k

n
S T S T S T S T

k






  
     

  
 , 

       
1

* ** * * *

1

n
n n n k k n n n

k

n
S T S T S S S T S T T S S T T T

k






 
        

 
   

  Comme  
*

S T  est commute avec 
1

1

n
n k k

k

n
S T

k






 
 
 

 , 

       
1

* ** * * *

1

n
n n n k k n n n

k

n
S T S T S S S T S T S T T S T T

k






 
        

 
   

  Alors          
1

* * *

1

n
n n n n k k

k

n
S T S T S T S T S T S T

k






  
         

  
  

  Donc          
* * *

0

n
n nn k k

k

n
S T S T S T S T S T S T

k




  
          

  
  

Remarque 2.4.3.  La somme de deux opérateurs n -normal commutent ne pas 

nécessairement n -normal. 

Exemple 2.4.3. Soit  
1 0

0 0
S

 
  

 
 
 ,  

0 1

0 0
T

 
  

 
                 

On a  S  et  T sont 2 -normal , et commutent. Mais 

1 1

0 1
S T

 
   

 
 , donc   

2 1 2

0 1
S T

 
   

 
 est non-normal. 

Donc  S T  est un opérateur non 2 -normal. 
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Lemme 2.4.1. soient  ,S T B H  sont deux opérateurs 2 -normaux. Si 

                                                                     
0 ;ST TS    

Alors T S et ST sont 2 -normaux .  

Preuve : 

 On a 
 

2 2 2 20 ,ST TS S T T S    . Alors  
2 2 2S T S T    est normal . 

Donc  S T  est un opérateur 2 -normal . 

  
2 2 2 2 20 ,ST TS ST S T T S      , après (3.1.1) ST est opérateur 

 2 -normal . 

Théorème 2.4.2. Soit 1 ,..........., mT T  sont opérateurs n -normaux sur  B H   

alors  :    1 ......... mT T    et  1 ......... mT T   sont opérateurs n -normaux . 

Preuve : 

       * * *
1 1 1...... ...... ...... ......

n n n
m m m m mT T T T T T T T           

                    * * * * *
1 1 1 1... ...n n n

m m m mT T T T T T T T       

               
** *

1 1 1 1...... ...... ...... ......
nn n

m m m mT T T T T T T T          

         Alors  1 ...... mT T   est un opérateur n-normal . 

 Pour  1 ,..........., mx x H   

       

     

   

*

1 1 1

* *
1 1 1

* *
1 1 1

.... .... ....

.... .... ....

...

n

m m m

n n
m m m

n n
m m m

T T T T x x

T T T T x x

T T x T T x

     

      

  

 

            

     

*
1 1 1

* *
1 1 1

*

1 1 1

...

.... .... ....

.... .... ....

n n n
m m m

n n
m m m

n

m m m

T T x T T x

T T T T x x

T T T T x x

  

      

      

 

Alors          
**

1 1 1 1.... .... .... ....
nn

m m m mT T T T T T T T               

Donc     
 
 1 .... mT T   est n -normal. 
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Proposition 2.4.4. Soit  T B H  avec la décomposition cartésienne
 
T A i B   

où A  et B sont auto-adjoint. Alors T est 2 -normal si et seulement si    

 2B commute avec A , et  2A commute avec B  

Preuve : 

 Supposer 2 2B A A B  et 2 2A B B A  . Alors : 

     
      

22 * 2 2

3 2 2 3 2 2

T T A i B A i B A i AB i BA B A i B

A iA B B A iB iABA AB iBA BAB

       

       
 

Et  

    2 * 3 2 2 2 3 2T T A AB iA B iABA iBA iB BAB B A         

Comme 2 2B A A B   et  2 2A B B A  , d’où  2 * * 2T T T T       

Donc T est 2 -normal . 

 Soit T est 2 -normal   2 * * 2T T T T  ,alors :  

              2 2 2 2 2 2 2 2B A iBA iA B AB AB iA B iBA B A          

                              2 2 2 2 0AB B A i BA A B                         

Soit  2 2 2 2
1 2,T AB B A T BA A B     . Alors  * *

1 1 2 2,T T T T    

(   1T  , 2T  sont symétrique hermitiens )  et  1 2 0T i T   . Alors 1 2 0T i T    

Donc 2 2
1 0T AB B A    . Même 2 2BA A B         

Remarque 2.4.4. L’opérateur 2 -normal est un opérateur 2k -normal et l’opérateur 

3 -normal est un opérateur 3k -normal . 
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Exemple 2.4.4. 

1) Soit  
2 1

0 2
T

 
   

 . Alors  2 4 0

0 4
T

 
  

 
 est un opérateur normal . 

Mais 3 8 4

0 8
T

 
   

  est non normal . 

2) Soit 

 

2 2

2 0
T

 
   

  . Alors 3 8 0

0 8
T

 
   

 est un opérateur normal . 

Mais  2 0 4

4 4
T

 
    

 est un opérateur non normal . 

Proposition 2.4.5. Si T est un opérateur k -normal et  1k  -normal pour tout 

k entier positif . Alors T est  2k  -normal. 

Donc, T est normal pour tout n k  .   

Preuve : On a T est k -normal,  * *k kT T T T  . Donc    

                  * *k kTT T T TT T T  . Alors  1 * * 1k kT T T TT T   

Comme T est  1k  -normal , * 2 2 *k kT T T T                              

Alors T est  2k  -normal . 

Corollaire 2.4.1. Si T est 2 -normal et 3 -normal, alors T est n -normal 

pour tout

 

2n    

Exemple 2.4.5. Soit  
0 0

0
T

a

 
  

 
 est un opérateur sur espace de Hilbert complexe. 

Alors  T est 2 -normal, 3 -normal, donc n -normal 2n   mais est non normal . 

Proposition 2.4.6. Soit  T B H  est un opérateur k -normal est un isométrie 

partielle. 
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Alors  T est  1k  -normal. 

Et donc  T est n -normal  n k   et k  entier positif . 

Preuve :  Comme T est un isométrie partielle  *TT T T . Donc  

                            * k kTT T T   et   *k kT T T T  

Comme T est k -normal . 

                        1 *k kT T T    et   * 1k kT T T   

Alors      

                                         1 * * 1k kT T T T                    

Donc T est  1k  -normal . Après la proposition ( 3.1.5 ) est n -normal  n k   

Corollaire 2.4.2 Si  T B H  est 2 -normal et  1k  -normal et isométrie partille 

Alor T est n -normal  2n   . 

Lemme 2.4.2 Soit  T B H  est k -normal et  1k  -normal. Si T ou *T est injectif 

alors T est normal . 

     Preuve : On a T est  1k  -normal   1 * * 1k kT T T T   

Et on a T est k -normal   1 * *k kT T T T T   

Donc  

                                      * * 0kT TT T T    

Comme T est injectif   * * 0TT T T   . Alors T est normal . 

Dans ce cas *T est injectif, comme *T est k -normal et  1k  -normal 
 

*T  est 

normal. 

Donc T est normal . 
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Proposition 2.4.7. Pour 2n   On a  
0

a b
T

c

 
  

 
 est n -normal si et seulement si  

                  1 2 1... 0n n nb a a c c       ,  ou  , ,a b c               

     Preuve : Soit 
0

a b
T

c

 
  

   

. Alors T est n -normal si et seulement si  

         
 1 2 1...

0

n n n n

n

n

a b a a c c
T

c

     
 
 
 

  ,  * * .n nT T T T  

T est normal si et seulement si 

                           1 2 1... 0n n nb a a c c       

Donc 

                             1 2 1... 0n n nb a a c c        

Exemple 2.4.6.  Considérer 3n  dans la proposition précédente alors T est 3 -normal 

si et seulement si  2 2 0b a ac c    . Prendre 2a  , 1b   et 1 3c i   . Alors                

2 1

0 1 3
T

i

 
  

  
    est 3 -normal . 

Mais  3 8 0

0 8
T

 
  

 
 est normal ,donc T est 3 -normal . 

Proposition 2.4.8. En générale et après la proposition ( 3.1.7 ). On a Si                                                     

                 
0

A X
T

B

 
  

 
  alors  

1
1

0

0

n
n i n i

n
i

n

A A X B
T

B


 



 
   
 
 


 

Où ,A B et X sont opérateurs dans  B H    ,n k  
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2.4 Les opérateurs  ,n k -normal 

Définition 2.5.1  Soit T est opérateur borné. On appelle T est  ,n k -normal si et 

seulement si  

                                            
* *

,n k k nT T T T           

Où ,n k entiers non négatifs. 

Remarque 2.5.1. tout opérateur normal borné est  ,n k -normal 

( où 1n k   ). Et tous les opérateurs n -normal est  ,n k -normal ( où 1m   ) 

Mais l’inverse n’est pas toujours vrai . 

Exemple 2.5.1. Soit  
2 1

0 2
T

 
   

 

Alors      * 2 0

1 2
T

 
   

   ,   
2 4 0

1 4
T

 
  

 
   ,   3 8 4

0 8
T

 
   

  

Et   
*2 4 0

0 4
T

 
  

 
  , alors      

* *3 2 2 332 16

0 32
T T T T

 
   

 

Donc T est  3,2 -normal. Mais non 3 -normal , 

                     3 * * 320 8 16 8

8 32 8 20
T T T T

   
         

   

Corollaire 2.5.1. Soit  
a b

T
c d

 
  

 
. Alors T est  2,2 -normal si b c  

Preuve :  T est  2,2 -normal si et seulement si     
* *2 2 2 2T T T T  

On a  * a c
T

b d

 
  

 
 et 

 

 
 

 

 

2 2
*2 2

2 2

a bc b a d a bc c a d
T T

c a d d bc b a d d bc

      
     

         
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Alors  

 
          
          

2 22 2 2 2

*2 2

222 2 2 2

a bc c a d a d b a bc d d bc
T T

a d b a bc c d bc d a d d bc

       
 
 
       
 

 

Et  

 
          
          

2 22 2 2 2

*2 2

222 2 2 2

a bc b a d a d c a bc c d bc
T T

a d c a bc b d bc c a d d bc

       
 
 
       
 

 

Ce qui implique T est  2,2 -normal si et seulement si b c . 

Proposition 2.5.1. Soit  
0

a b
T

c

 
  

 
 où , ,a b c sont nombres complexes,  

et , 2n k   . Alors T est  ,n k -normal si et seulement si  

       2 1 2 1 1 2 1... ... 0 ,n n n k k k k kb a a c c a a c c c a              et n nc a  

    Preuve : On a    
1

1

0

n
n n d d

n
d

n

a b a c
T

c

 



  
     
 
 


 

    Et      
*

1

1

0k

k k
k d d k

d

a

T
b a c c 



 
 

   
  
  


 

       Donc :  

      

2 1 1 1

* 1 1 1

1

1

n k n
n k n d d k d d k n d d

d d dn m

k
n k d d n k

d

a a b a c a c bc a c

T T

bc a c c c

     

  

 



      
      

      
  
   

  

  


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Et 

      

1

* 1

1 2 1 1

1 1 1

n
n k k n d d

dk n

k n k
n k d d n k n d d k d d

d d d

a a ba a c

T T

ba a c c c b a c a c

 



     

  

  
  

  
      
             



  
 

Par conséquent T est  ,n k -normal si et seulement si  

                2 1 1

1 1

0 ,
n k

n d d k d d k k

d d

b a c a c c a   

 

  
   

  
   et    n nc a   

Proposition 2.5.1. Soit T est un opérateur borné. Si T est  ,n k -normal,  

alors n kT est un opérateur normal . 

Preuve : T est un opérateur  ,n k -normal, alors     
* *n k k nT T T T   ,  

et      
* * ccT T   pour chaque c entier non négatif, donc : 

      

         

         

           

** *

* * * * *

* * * *

... ...

... ... ... ....

.

.

.

... ... ... ...

k nn k n k n k n n n k k k

k times n times

n n n k k n n k n k k

k k k n n n k k k n n n

n times k times n times k times

T T T T T T T T T T

T T T T T T T T T T T

T T T T T T T T T T T T

 

   

 

 





 

           
* * *n k k kk n n n nk nkT T T T T T  



 

Donc nkT est normal . 

Proposition 2.5.2.  T est un opérateur  ,n k -normal si et seulement si T est 

 ,n k -normal . 
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Preuve : Soit T est  ,n k -normal    
* *n k k nT T T T  . Donc : 

                   
** * ** * * * *k n k n n k k n n kT T T T T T T T T T

 
    

 
 . 

Alors T est (k,n)-normal. 

Proposition 2.5.3. Si  T B H  est un opérateur  ,n k -normal, alors : 

1) *T est  ,n k -normal. 

2) Si  1T  existe alors 1T   est  ,n k -normal. 

3) Soient  ,S T B H  deux opérateurs sont unitairement équivalents,  

     alors S est  ,n k -normal. 

Preuve : On a T est  ,n k -normal, alors    
* *n k k nT T T T    

1) Après la proposition (3.2.2) 

                          
* ** * * * * *

k kn n n nk kT T T T T T T T       

          Alors  *T est  ,n k -normal. 

2) On a :    

                           
1 1 1* 1 *1 1 * *

kn k kn n n kT T T T T T T T
        

                
1 1* * 1 *1 1 .

k nn k k nT T T T T T
        

          Alors 1T  est  ,n k -normal. 

3) Comme S et T , sont unitairement équivalents, alors  *S UTU   

Donc :    * *n nUTU UT U  

Alors : 

                     
** ** * * *n kn k n kS S UTU UTU UT U UT U   

                  
* * ** * * *n k n k k nUT U U T U UT T U U T T U    
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                             
* ** *k n k nUTU UTU S S    

Donc S est  ,n k -normal . 

Proposition 2.5.4. Soit T est  ,c k -normal et  1 ,c k -normal ,où ,c k sont 

entiers non négatifs, alors T est  2 ,c k -normal. Donc T est  ,n k -normal 

Preuve : On a T est  ,c k -normal et  1 ,c k -normal , alors : 

                    
* *c k k cT T T T    et      

* *1 1c k k cT T T T    
   
 

   
            

       

       

* * * *2 1 1

* * * *1 1 2

c k c k k c k c

c k c k k c k c

T T TT T T T T T T T T

TT T T T T T T T T T

  

  

   

   
 

Donc T est  2 ,c k -normal, alors T est  ,n k -normal.  ,n k  

Proposition 2.5.5.  Soit T est  ,n c -normal et  , 1n c  -normal où ,n c sont 

entiers non négatifs alors T est  , 2n c  -normal. Donc T est  ,n k -normal 

Théorème 2.5.1. soient S  et T deux opérateurs  ,n k -normaux, si S commute  

avec T , alors  ST est  ,n k -normal . 

    Preuve : Comme S et T sont commutent alors  
n n nST S T  

De plus S commute avec *T et T commute avec *S , on a : 

                               
* * * *n k n n k k n n k kST ST S T S T S T T S    

                
* * * *n n k k n k n kS T T S S T T S     ( T est  ,n k –opérateur ) 

                
* * * *k n k n k k nT S S T T S S         ( S est  ,n k –opérateur ) 

                                         
*k n

ST ST  

Alors ST est  ,n k -normal . 
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Théorème 2.5.2. Soit 1 2 3, , ... ,T T T  sont des opérateurs  ,n k -normaux sur  B H  

alors  1 2 ... pT T T    est un  ,n k -normal . 

     Preuve : Comme 1 2 3, , ... ,T T T  sont  ,n k -normaux, alors : 

                        
* *

1,2,...,n k k n
i i i iT T T T i p     

       

              

             

* *

1 1 1 1 1 2 1 2

* * * * * *

1 2 1 2 1 1 2 2

* * * * * *

1 1 2 2 1 2 1 2

1 2

.... .... .... ....

.... .... ...

.... .... ....

n k n n n k k k
p p p p

n n n k k k n k n m n m
p p p p

m n m n m n m m m n n n
p p p p

m m

T T T T T T T T T T T T

T T T T T T T T T T T T

T T T T T T T T T T T T

T T

            

          

          

        
*

1 2 1 2 1 2.... .... .... ....
m nm n n n

p p p pT T T T T T T T T T          

 

Alors  1 2 .... pT T T    est  ,n k -normal . 

Théorème 2.5.3. Soit 1 2, , ... , pT T T  sont  ,n k -normaux sur  B H ,  

alors  1 2 .... pT T T    est un  ,n k -normal. 

    Preuve : 

Comme 1 2, , ... , pT T T  sont  ,n k -normaux, alors : 

          1,2,...,n k k n
i i i iT T T T i p    et soit 1 2, , ... , x px x H  Donc : 
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      

    

     

     

       

*

1 2 1 2 1 2

*

1 2 1 2 1 2

* * *

1 1 1 2 2 2

* * *

1 1 1 2 2 2

* * *

1 2 1 2 1 2

.... .... ....

.... .... ....

....

....

.... ....

n k

p p p

n n n k k k
p p p

n k n k n k
p p p

k n k n k n
p p p

k k k n n n
p p

T T T T T T x x x

T T T T T T x x x

T T x T T x T T x

T T x T T x T T x

T T T T T T x x

        

         

   

   

        

    

      

*

1 2 1 2 1 2

*

1 2 1 2 1 2

....

.... .... ....

.... .... ....

p

k k k n n n
p p p

k n

p p p

x

T T T T T T x x x

T T T T T T x x x

 

         

         

 

Alors  1 2 .... pT T T    est  ,n k -normal. 

2.5  Quelques classes d’opérateurs n -normaux 

Opérateurs n -quasi normaux  

Définition 2.6.1.  L’opérateur  T B H  est n -quasi normal, si : 

                              * * 1 ,n nT T T T T n    

Remarque 2.6.1. 

i. L’opérateur 1-quasi normal est un opérateur quasi normal. 

ii. Chaque opérateur quasi-normal est n -quasi normal, quelque soit n . 

Préposition 2.6.1. L’opérateur n -normal est aussi n -quasi normal, mais l’inverse 

n’est pas vrai. 

Définition 2.6.2. 

A ) Opérateurs quasi n -normal : 

     On dit qu’un opérateur  T B H  est Quasi n normal si ,  n     

                              * * .n nT T T T T T           
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B ) Opérateur K -Quasi-normal : 

     On dit qu’un opérateur  T B H  et K -Quasi-normal si : 

                                  * * .
k k

T T T T T T  

C ) Opérateur N -Quasi-normal : 

        On dit qu’un opérateur  T B H  est N -Quasi-normal si et seulement si  

                                * * .T T T N T T T           

D ) Opérateurs  ,K N  Quasi-normal : 

        On dit qu’un opérateur  T B H  est  ,K N Quasi-normal  si satisfait : 

                * *K KT T T N T T T  où K    et   N B H  

E ) Opérateur  ,K N Quasi n-normal : 

        On dit qu’un opérateur  T B H  est  ,K N Quasi n -normal si satisfait  

                   * *k n n kT T T N T T T  , Où  K    et   N B H   

F ) Opérateur  
*

,K N Quasi n -normal : 

       On dit qu’un opérateur  T B H  est  
*

,K N Quasi n-normal si satisfait : 

                * *K KK n n KT T T N T T T  , Où  K    et   N B H   

Remarque 2.6.2. Soit T est un opérateur  
*

,K N Quasi n -normal ,tel que : 

1. Si  N I  alors T est un opérateur quasi n -normal . 

2. Si  1 , 1K n   alors T est un opérateur N -quasi normal . 

3. Si  1 ,K N I   alors T est un opérateur quasi n -normal . 

4. Si  1 ,n N I    alors T est un opérateur quasi normal . 

5. Si  1 , 1K n   alors T est un opérateur quasi normal . 
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Pour illustrer ces propos, nous allons introduire le schéma suivant : 
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2.6 Opérateurs n -hyponormaux 

Définition 2.7.1.  un opérateur  T B H  est appelé un opérateur n -hyponormal 

 si :                                   * *n nT T T T  

Proposition 2.7.1. Soient  ,S T B H deux opérateurs sont unitairement 

équivalents, et T est n -hyponormal. 

Alors, l’opérateur S aussi est n -hyponormal. 

Preuve : Comme S et  T sont unitairement équivalents, alors il existe un opérateur 

unitaire U tel que : 

                                              *S UTU  

D’où,  

                                             *n nS UT U  

Nous avons ,  

                                      

 
** * *

* *

* *

* *

*

n n

n

n

n

n

S S UT U UTU

UT U UTU

UT T U

UT T U

S S











 

Donc : * *n nS S S S  alors S  est un opérateur n -hyponormal. 

Proposition 2.7.2. Soit  T B H est un opérateur n -hyponormal. Alors, *T est 

non n -hyponormal. 

     Preuve : On a T est un opérateur n -hyponormal, alors : 
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   

       

   

   

* ** * * *

* * * ** *

* *

* * .

n n n n

n n

n n

n n

T T T T T T T T

T T T T

T T T T

T T T T

  

 

 

 

 

Donc *T est non n -hyponormal. 

Corollaire 2.7.1. Si T et *T sont deux opérateurs n -hyponormaux. 

Alors, l’opérateur T est un opérateur n -normal. 

Théorème 2.7.1. Soient  ,S T B H
 
deux opérateurs n -hyponormaux commutent 

avec * *ST T S alors, ST est un opérateur n -hyponormal. 

Preuve : On a  :     
nn nST TS S T TS    

et  * * * *n nST T S S T T S   . 

Alors  

                                   
* * * *

* *n n

ST T S TS S T

T S S T

  

 
 

Nous avons  

                                  

   
* * *

* *

* *

* *

n n n

n n

n n

n n

ST ST S T T S

S T T S

T S S T

T S S T









                                

Par conséquent  

                                              
* *n n

ST ST ST ST  

Donc, ST est un opérateur n -hyponormal . 
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Chapitre 3 

Théorème de Fuglede-Putnam   
3.1  Une petite biographie de Bent Fuglede 

   Dans ce chapitre on va parler du théorème de Fugled-Putnam . 

Le célèbre théorème de Fugled-Putnam . 

Qui affirme qu'un opérateur linéaire borné qui commute avec deux opérateurs 

normaux , il commute également avec leurs adjoints . La généralisation étant étant 

étudiée sur certaines classes d'opérateurs non normaux définis sur des espace de 

Hilbert séparables complexes de dimension infinie .  

Le théorèmes de Fuglede-Putnam a été établit pour des couples d'opérateur de classes 

différentes . L'idée du théorème de Fuglede-Putnam est due à B. Fuglede , qui a montré 

en premier lieu , que si A est un opérateur normal dans  B H  et si  AX X A pour 

certain  X B H  , alors * *A X XA , ce qui veut dire que tout opérateur qui 

commute avec un opérateur normal , commute aussi avec son adjoint , Ce résultat est 

en general faux si A n'est pas normal , si X est auto-adjoint , le résultat est trivial sans 

la normalité de l'opérateur A .  

Puis , C.R. Putnam a généralisé ce résultat pour le cas de deux opérateurs normaux A

et B comme suit  : 

Pour deux opérateurs normaux A et B dans  B H  et pour un opérateur  X B H  

l'équation AX XB  implique * *A X XB , ce qui  veut dire que tout opérateur qui 

commute avec deux opérateurs normaux , commute aussi avec leurs adjoints . 

 

 

   



        46              

 

3.2   Propriété de Fuglede sur les opérateurs bornés 

Théorème 3.2.1.  5  ( Fuglede – 1950 )  

Soient T et N deux opérateurs bornés sur un espace de Hilbert H , tels que TN NT

où N est normal . Alors , 

                                             * *AN N A      

Puis en 1951 Putnam a fait la généralisation au cas de deux opérateurs normaux  

Théorème 3.2.2.  8  (Fuglede- Putnam-Rosenblum ) : 

Supposons que M , N et  T B H  avec M , N sont normaux et MT TN . Alors  

                                                * *M T TN        

Preuve : La preuve suivante est à M.Rosenblum. 

Supposons que  S B H , et posons *V S S  . On définit : 

                                    
0

1
exp

!
n

n

Q V V
n





 
   

 
    

Alors, 
                                                                  

*V V  , 

 Donc                            * * 1exp expQ V V Q      

        

Donc Q est unitaire, la conséquence dont nous avons besoin est que  

                        *exp 1S S  , pour tout  S B H     

D’autre part ,on a :  MT TN  d’où par récurrence ,alors :  

                                 k kM T TN , Pour tout k   

D’où  

                exp expM T T N  , ou bien     exp expT M T N           
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Posons :   *
1U exp M M    et    *

2U exp N N   

Puisque M et N sont normaux il s’enuit que : 

                    * *
1 2exp expM T N U T U 

 
, et  1 2 1U U   

D’où  

                                * *exp expM T N T              

Maintenant, on définit  

                       * *F exp expM T N     tel que     

Les hypothèses du théorème sont vérifiées avec M et N  à la place de M et N  

donc implique que : 

                           F T   Pour    . 

Alors, F est une fonction bornée analytique à valeur dans  B H .    

D’après le théorème de Liouville   0F    on a pour 0  ,  0 0F    : 

               * * * * * *exp exp exp expF M M T N M T N N           

D’où :  

                                           * *M T TN    

Lemme : si A et *B sont de classe  n N alors l'opérateur   est de classe n N  .  

 Preuve : par hypothése    * * * *,
n nn nA A A A B B B B   . 

 Puisque,  X AXB  est  * * *X A XB   pour tout couple  ,A B H   

                          

  

    

   

   

* * * *

* * *

* * * *

* * * *

0

n n n n

nn n

n nn n

n nn n

X X X

A X B A XB

A A X B B A A BX B

A A X B B A A X B B

          

  

 

 



 



        48              

 

L'égalité ci-dessus montre que  n N  . 

Lemme : Si  A n N
 
et A est inversible , alors  1A n N   

Preuve : par l'hypothése * *n nA A A A , 

 nous devons prouver que        
1 1* 1 * 1n nA A A A

   . 

                           
1 1 1 1* 1 * * * 1n n n nA A A A A A A A

        

D’où 1A  class  n N . 

Lemme : soit  T L H  tel que    2 3T N N   puis  T n N  pour tous les 

entiers de positive 4n  .  

Théoréme 3.2.3 : Soient A et *B de class  2 3N N  tels que soit *B inversible est 

X de a Hilbert-Schmidt. Supposons que AX X B  puis * *A X X B . 

   Preuve : Soit   l'opérateur de Hilbert-Schmidt défini par 1Y AY B    , 

Ou  Y L H  par l'hypothése A et *B sont de classe  n N  , par le lemme  
1*B



est 

de classe  n N depuis    
1 ** 1B B

  . il s'ensuit par le lemme 2.13 que 
 
est de 

classe  n N  l'hypothése AX X B  implique que X X   et aussi par le  lemme 

 T n N  pour tout 2n   , il s'ensuit que , 

                                

2* * *

* *

* *

* 1

* 1

1 1

2

,

,

,

,

,

,

n n

n n

n n

n n

n n

X X X

X X

X X

X X

X X

X X

X





 

   

    

   

  

  

  



  

L'égalité ci-dessus donne    
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2* * *

* * * *

2 2*

2 2

,

, , , ,

, ,

, ,

0

X X X X X X

X X X X X X X X

X X X X X X

X X X X X X

      

       

      

   



 

Donc *X X  et donc * *A X X B  

3.3   Résultats positifs : Pour les opérateurs isométrie  

3.3.1  première généralisation . 

Théorème 3.3.4 :  14  Si M est une isométrie et N est un co-isométrie. Si A et B  

d'opérateur dans  B H  tels que AN MB  donc  * *BN M A .   

     Preuve : On a 

                            * * * *A ANN AN N MB N M BN    . 

Puis              

                                                      
* * * *M A M MBN BN   

Remarque :  Même si l'ordre des opérateurs A et B ne ressemble pas à celui que 

l'onont espéré, mais c'est en fait une généralisation puisque le réglage A B nous 

permet d'obtenirretour à la version connue 

Remarque :  On observe aussi que des conditions fortes sont à imposer si l'on 

veutpour garder l'ordre voulu de A et B  

(par exemple une hypothèse de commutativité) 

Remarque :  Le opérateur M étant une isométrie et N étant une co-isométrie ne 

peuvent être abandonné. 

Car si l'on prend U le décalage unilatéral défini sur 2 , alors en posant 

                           M N A B U     (et donc N n'est pas une co-isométrie) , 

on voit que AN MB tandis que * *BN M A . Et si l'on fixe 

*M N A B U     (et donc M n'est pas une isométrie) , 
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alors AN MB alors que * *BN M A . 

Corollaire 3.3.1.1 : Si M est une isométrie et A est un opérateur tel que 

* * *A M M A  puis *AM MA .  

     Preuve : Appliquer le théorème 3.3.4 et prendre l'adjoint de l'équation obtenue. ré 

Remarque :   Le corollaire précédent constitue en quelque sorte une généralisation de 

Lemme de Barrıa . 

    Le résultat à venir sera nécessaire pour énoncer plus de conséquences des 

principauxthéorème dans cette section. 

Lemma : Si A est tel que  0 W A  (  W A est songamme)     A A      

(  A étant le spectre de A ) et A E EA  , où soit A soit E est normal,  

alors 0E  . 

Une autre application du théorème précédent est la suivante. 

Corollaire 3.3.1.2 :  14  Supposons que M soit une isométrie et N une co-isométrie 

. Supposons en outre queA est un opérateur auto-adjoint tel que  0 W A  ou que 

   A A      . AN MA , alors N M .  

     Preuve : Puisque AN MA , alors d'après le théorème 3.3.4 nous obtenons 

* *AN M A . Aussi en prenantl'adjoint de la première équation on obtient 

* *N A AM . En combinant ces deux équationsnous donne 

                                                            
* *

A N M N M A     

Par le lemme A nous concluons que N M .  

Une autre application concerne une équation d'opérateur. 

Corollaire 3.3.1.3 : Supposons que 

 X est tel que  0 W A  (ou    X X     ) 

Que tu soi U  déplacement unilatéral. Alors l'équation de l'opérateur 

                                                                
*XU U X  

n'a pas de solution normale non nulle X sur 2  . 
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      Preuve : Supposons que X est normal. Puisque U est une isométrie, 

* *XU U X X U UX     et donc       * *X U U U U X    

Le lemme A implique que U est auto-adjoint, ce qui est faux, établissant le résultat.  

Il est évident qu'un opérateur unitaire est une isométrie. A  l'inverse, un auto-adjoint 

(ou normal) l'isométrie est unitaire. Nous donnons ici une réponse à une question 

similaire . 

Propositiin 3.3.1 : Supposons que A et B  soient deux opérateurs auto-adjoints tels 

que      0B B     . Si A B est une isométrie, alors elle est auto-adjointe. 

Remarque .   Sous la même hypothèse que dans la proposition précédente,  

on a 

                                     A B isométrie   A B unitaire . 

     Preuve  : Soit N AB . Puisque A et B sont auto-adjoints, 

  *BN BAB BA B N B    

Maintenant que N est une isométrie, le théorème 1 nous donne 

* ,BN NB  à savoir 2 2B A AB . 

Puisque      0B B    , appliquer le théorème d'application spectrale à  

f (la fonctionx 2x x  défini sur  2B ) permet d'obtenir 

,BA AB soit *N N , 

compléter la preuve. 

Corollaire 3.3.1.3 :  Soit A une projection sur un sous-espace fermé M . Si B est 

auto-adjoint, 

                                   A B isométrie   B réduit M  

    Preuve : Puisque A B est une isométrie, le résultat précédent donne AB BA  

et donc B réduit M  
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3.3.2  deuxième généralisation . 

Avant de donner une autre généralisation,nous souhaitons rappeler le lemme standard 

suivant. 

Lemma  :  Supposons que N est unitaire et que A et B sont deux opérateurs bornés. 

Puis 

                                        
* * .NA BN NA B A    

Nous souhaitons maintenant abandonner l'hypothèse d'« unité » sur N  . 

On utilise une astuce de matrice opérateurs via l'opérateur Julia qui a été défini en 

introduction . 

Théorème 3.3.2.5 :  14  Soient A et B deux opérateurs bornés. Supposons que N est 

une contraction tellecette 

              
1 1 1 1

* * * * * *2 2 2 21 1 1 1 0 .N N A B NN NN A B NN         

Puis 

                                  * * .NA BN NA B A    

Remarque :  Avant de donner la preuve, nous voudrions attirer l'attention dulecteurs 

qu'il existe des opérateurs non unitaires N et des opérateurs A et B satisfaisantles 

hypothèses du théorème précédent. Prenons par exemple A I  

 

             

0 0 0

0 0 0

0 0 1 0

0 0 1 ..

0 0 1

0 .. .. ..

B

 
 
 
 

  
 
 
 
 

     et     

0 0 0

0 0 0

1 0 0 0

0 1 0 0 ..

0 1 0 ..

0 .. .. .. ..

N

 
 
 
 

  
 
 
 
 

 

   

On peut vérifier que N n'est qu'une isométrie et que toutes les autres hypothèses sont 

remplies. 
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      Preuve. Considérons les opérateurs de matrice définie sur H H comme 

   
0 0

0
A

A

 
  

 



   ,   
0

0 0

B
B

 
  

 



  est   
 

 

1
* 2

1
* * 2

1

1

NN N
N J N

N N N

 
 

   
   



   

 

Puis 

              
 

1
* 2

0 0

0 00 1

NA NA
N A

N N A

 
         

 

  par hypothèse . 

Nous avons également 

                       
 

1
* 2 01

0 0
0 0

BNB NN BNB N
 

        
 

 

   par hypothèse .  

 

Alors     B N N A
   

 . 

Mais N


est unitaire de sorte que le lemme précédent nous donne 

 
 

*1
* * 2

* *
1

* *2

0
1

0 10 0

NA
B NN BNB N N A

N N A

  
     

      

  

 

Les deux hypothèses non utilisées restantes permettent d'obtenir * *B N NA et ceci 

terminela preuve.  

Corollaire 3.3.2 : Soient A et B deux opérateurs bornés. Si N est une isométrie telle 

que 

   
1 1

* * *2 21 1 0 .B NN B NN     

Ensuite 

* * .BN NA B N NA    

 Remarque . La condition    
1 1

* * *2 21 1 0B NN B NN     ne peut pas être 

complètement éliminé dans le corollaire précédent. Par exemple, si l'on reprend 
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ledécalage unilatéral U sur 2  et pose N B U   alors N est une isométrie et on peut 

vérifierqu'il ne vérifie pas l'équation 1. Si nous posons également A U , 

 Alors 

            2BN U NA    tandis que  * * * *B N U U UU NA    

Nous donnons maintenant un exemple satisfaisant les hypothèses du corollaire 

précédent etnon satisfait par aucune autre version connue du théorème de Fuglede-

Putnam. 

Exemple 3.3.2 :  Considérons les matrices infinies 

 

             

0 0 0

0 0 0

1 0 0 0

0 1 0 0 ..

0 1 0 ..

0 .. .. .. ..

N

 
 
 
 

  
 
 
 
 

     et     

0 0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 2 0

0 0 1 0 ..

0 0 1 ..

0 .. .. .. ..

B

 
 
 
 

  
 
 
 
 

 

Et 

                                  

0 0 2 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 1

0 0 0 ...

0 ... ...

0 ... ...

A

 
 
 
 

  
 
 
 
 

 

 

Alors la condition (1) est satisfaite. De plus, on a facilement BN NA
 

et donc * *NA B N  

    Cependant, on peut aussi vérifier que B n'est pas normal et A non plus . En fait, B  

estpas hyponormal. Il n'est même pas dominant, c'est pourquoi nos opérateurs ne sont 

pas couverts par leversions du théorème de Fuglede-Putnam de Radjabalipour ou 

Stampfli et Wadhwa . 
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    Avant de faire la dernière remarque de cet article, nous voudrions rappeler ce qui 

suit . 

3.4 Résultats positifs : Pour les opérateurs normaux  

3.4.1 cas deux opérateurs dans  B H  et un opérateur normal   

Dans cette section, nous présentons nos résultats en étendant le théorème précédent de 

Fuglede à deux les opérateurs. 

Conjecture 3.4.1  : Soit H  un espace de Hilbert et N  un opérateur normal, pour 

deux opérateurs linéaires bornés Aet B , si 

  AN NB  

Ensuite 

* *  AN N B  

Cette conjecture n'est pas vraie, nous donnons le contre-exemple suivant : 

Exemple 3.4.1 : Soit 

*1 0 1 2 2 2 1
, , ,

0 2 1 1 2 2

i i i i
A N B

i i i
N

i i

        
                     

 

Puisque N est non seulement normal mais même auto-adjoint. 

1 1
,

1 2 1 2

i i
AN NB

i i

   
    

   
 

Donc AN NB  

Mais 
4 3 5 6 1 1

* , *
3 2 3 5 2

i i
BN N A

i i i i

     
          

 

Donc * *BN N A .  

Théorème 3.4.1  :  16  Soit H  un espace de Hilbert, soit N un opérateur normal sur 

H  pour deux opérateurs bornés A  et B   sur H  si 

........ (1)AN NB  

Et 

........ (2)BN NA  
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Ensuite 

* * * *   &  ........ (3)   AN N B BN N A   

Preuve :  En ajoutant (1)  et (2)on obtient 

   

      

           .

AN BN NB NA

A B N N A B

  

  
 

Ainsi, par le théorème de Fuglede, nous avons 

   * *

* * * *

* * * *

           

                      .........(4)

        –   .........(5)

A B N N A B

AN BN N A N B

AN N B N A BN

  

  

 

 

En soustrayant (2)de (1)  on obtient 

   
   

     –  

      

        

AN BN NB NA

A B N N B A

A B N N A B

 

  

   

 

Par le théorème de Fuglede-Putnam nous avons 

   * *

* * * *

* * * *

      

      

      . ......... (6)

A B N N A B

AN BN N A N B

AN N B BN N A

   

   

  

 

En ajoutant (5)  avec (6) on obtient 

* *  2   0UN N B     Donc     *   * .UN N B  

En soustrayant (6)  de (5)  on obtient 

* *0  2   2BN N A     Donc  * *  .NA N A  

Donc (3)est prouvé. 

Nous pouvons prouver (3)  (une autre preuve) en utilisant la matrice d'astuces comme 

suit : 

Soit

      

0 0

0 0

A N
X Y

B N

   
    

   
  donc

     

*
*

*

0

0

N
Y

N

 
  

 
 

Puisque Y  est normal. 

Aussi nous avons 
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0 0
,

0 0

AN NB
XY Y X

BN NA

   
    

   
 

Donc   .XY YX  

Ainsi, par le théorème de Fuglede, nous avons : 

* *  .XY Y X  
* *

* *

* *

0 0
,

0 0

AN N B
XY Y X

BN N B

   
    

   
 

Donc nous avons : 

* * * *   &    .AN N B BN N A   

On donne maintenant le résultat négatif . 

3.4.2 cas deux opérateurs dans  B H  et deux opérateurs normaux   

Dans cette section, nous présentons nos résultats en étendant le théorème précédent de 

Fuglede-Putnam à deux bornés les opérateurs. 

Conjecture 3.4.2 : Soit H  un espace de Hilbert, soit N  et M  des opérateurs 

normaux sur H  pour deux linéaires bornés opérateurs A et B  sur H si 

AN MB   ensuite  * *AN M B  

Cette conjecture n'est pas vraie, nous donnons le contre-exemple suivant : 

Exemple 3.4.2 : Soit 

1 1
1 0 2 2

, , ,
1 1 1 1

2 2

i i i i
A N M B

i i i i

 
       

                    
  

 

On a ** ,
i i i i

MN
i i i i

   
        

 

Notons que N  et M sont des opérateurs normaux sur H ,  

On a   :    * *,
0 0 0 0

i i i i
AN M B

    
    

   
 

Donc                                       AN MB  
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Mais     **
0 0

,
0 0

i i
A M AN

i i

   
       

 

Donc   * *AN M B  

Nous donnons le résultat négatif à notre conjecture qui est : 

Théorème 3.4.2 :  16  Soit H  un espace de Hilbert, soit N  et M  des opérateurs 

normaux sur H pour deux opérateurs bornés A et B  sur H si : 

.......(7)AN MB  

....... (8)BN MA  

Ensuite 

* * * *   ,   ... ..... (9)AN M B BN M A   

Preuve.  La preuve est similaire à la preuve du théorème 3.4.1 

On donne le résultat négatif à la conjecture apparue dans  
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Chapitre 4 

Extension du théorème de Fuglede-Putnam et applications   
       Dans ce chapitre on donne l'extensions du théorème de Fugled-Putnam pour 

quelques tybe d'operateurs et un nouveaux résultats pour l'operateurs sous normaux . 

4.1  L'opérateur sous normal  

Définition 4.2.1 :  3  Soit B l' opérateur dans  B H , B est dit sous normal s'il 

existe un espace de Hilbert K  tel que H K et une extension normale  BN B K , 

c'est-à-dire / HBN B   

Autrement dit , B est sous normal s'il existe un espace de Hilbert K tel que H K  

et il existe un opérateur normal  BN B K  qui s'écrit , 

 selon la décomposition K H H   , sous la forme  

  

 
1

1
* * 2

*0
B

B B B BB
N

QBQ


 
 

  
 

 

Où ,  
                                                              

 
1

* * 2Q B B BB   

Théorème 4.2.3 : Si B est un opérateur sous normal, alors BN est un opérateur 

normal . 

Lemme 1 . Si B est un opérateur subnormal sur un espace de Hilbert , 

alors *B B  est subnormal, où ,   sont des nombres complexes.  

Théorème 4.2.4 :  Si B et *T sont sous normales et Q est un opérateur tel que 

BQ QT  , alors  
* *B Q QT . 

 En combinant le lemme 1 et le théorème 5 , on obtient la proposition suivante . 

Proposition 4.2.1 :  23  Si B et T sont des opérateurs sous normaux dans  B H   

et Q  est dans  B H  tel que BQ QT , alors * *B Q QT  
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Théorème 4.2.5 : Soit G une normale 3 3 , et soit a et b des scalaires donnés.  

Il existe alors un scalaire c  de telle sorte que si  , ,C a b c , le matrice 
G

S
C

 
  

 
   

est subnormal . 

4.2  Résultats négatifs 

 Sans aucune condition sur les opérateurs B , il semble sans espoir que de telles 

généralisations tiennent. 

Conjecture : Soit H un espace de Hilbert et N un opérateur sous normal , pour deux 

opérateurs linéaires bornés A et B , si  

AN NB   alors * *N A BN  

Cette conjecture n'est pas vraie, on donne le contre-exemple suivant :  

Exemple 4.2.3 : Soit     h ijC S   ,    
 
 ij

h j
S

h i
      ,  0 1ijS j i    

                                  

0

1

2

0 0 0 0

0 0 0

0 0 ..

0 0

..

..

.. .. ..

A

A A

A

 
 
 
 
 
 
  
 

     et    

0

1

2

0 0 0 0

0 0 0

0 0 ..

0 0

..

..

.. .. ..

B

B B

B

 
 
 
 
 
 
  
 

 

                             

                                       1 , 1i j j i ijS A B S    
  

00

010 11

20 21 22 1

30 31 32 33 2

0 0 0 0 00 0 0 0

0 0 0 00 0 0

0 0 0 0 ..

0 0 0 ..

.. .. .... .... .. .. .. ..

h

S

AS S

C A S S S A

S S S S A

  
  
  
  
  
  
       
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11 0

21 0 22 1

31 0 32 1 33 2

0 0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0

0

.. .. .. .. ..

S A

S A S A

S A S A S A

 
 
 
 
 
 
  
 

 

 

   

00

0 10 11

1 20 21 22

30 31 32 332

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 .. 0

0 0 0 ..

.... .. .... .. .. .... ..

h

S

B S S

B C B S S S

S S S SB

   
   
   
   
   
   
       

 

 

             

0 00

1 01 1 11

2 20 2 21 2 22

0 0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0

0

.. .. .. .. ..

B S

B S B S

B S B S B S

 
 
 
 
 
 
  
 

 

h hC A B C  

 

00 10 20 30

11 21 31

*
22 32

33

0

0 0

0 0 ..

0 0 0 ..

.. .. .. .. ..

h

S S S S

S S S

C S S

S

 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

* *
h hC A B C  

4.3   Résultats positifs : première généralisation . 

Théorème 4.3.1 : Soit H un espace de Hilbert, soit S un opérateur sous normal sur 

H pour deux opérateurs bornés A et B sur H si  

 ............ 1SA BS   et    ............ 2SB AS  
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Tel que 

                                         
1 1

* * * *2 2 0A S S SS B S S SS                       

alors                            * * * *, ............ 3AS S B S A BS        

Et              
* *1 1

* * * *2 2 0 .......... 4S S SS A S S SS B
   

      
   

  

Preuve : 

    
1

1
* * 2

*0

S S S SS
M

QSQ


 
 

  
 

  ,    
0

0 0

A
A

 
  

 


   ,   

0

0 0

B
B

 
  

 


   

Puis 

    
1

1
* * 2

*

0 0

0 0 0 0
0

A SAS S S SS
MA

QSQ


 
              

 


 

 

     
   

1

1 1
* * * *2 2

*

0

0 0 0 00

B S S S SS BS B S S SSBM

QSQ


                   


 

SA BS    et      
1

* * 2 0B S S SS      Puis      MA BM
 

 

 

      
1

1 1
* * * *2 2

*

0

0 0 0 00

A S S S SS AS A S S SSAM

QSQ


   
                


 

    
1

1
* * 2

*

0 0

0 0 0 0
0

B SBS S S SS
MB

QSQ


 
              

 


 

AS SB     et      
1

* * 2 0A S S SS      Puis      AM MB
 

 

* *M A BM
 

  et    * *AM M B
 
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   

*
*

** 11
* * 2* * 1 * *2

00 0

0 0 0

S AS A
M A

S S SS AS S SS Q S Q

                     


 

 

*

*
** 1

* * 1 * *2

0
0 0

0 0 0 0

S
B S A

BM
S S SS Q S Q

 
    

      
     

  


 

            
*1

* * 2 0S S SS A
 

  
 

 

Ensuite  * *S A BS         

   
 

*

*
** 1

* * 1 * *2

0
0 0

0 0 0 0

S
A AS

AM
S S SS Q S Q

 
    

      
     

  


 

   

* *

* ** 1 1
* * 1 * * * *2 2

0 0
0

0 0 0

S S B
B

M B
S S SS Q S Q S S SS B

   
    

        
        

      


  

                                               
*1

* * 2 0S S SS B
 

  
 

 

Ensuite   * *A S S B  

Résultats négatifs  

Conjecture 4.4.1 : Soit H un espace de Hilbert, soit N et M des opérateurs  

sous normaux sur H pour deux opérateurs linéaires bornés A et B sur H si :  

NA BM   alors   * *N A BM . 

Cette conjecture n'est pas vraie, nous donnons le contre-exemple suivant : 

Exemple 4.4.1 : Soit 

                      

1 1 0

0 1 1

1 0 1

G

 
  
 
 

            ;              

0

1

0 0 1

i i

G i i

 
    
 
 

 

                                     0 0C                    0 0C    

  

G et G   sont opérateur normal , i e .  * *G G GG  et  * *G G G G     
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Alors  

1 1 0

0 1 1

1 0 1

0 0

S



 
 
 
 
 
 

   et   

0

1

1 0 1

0 0

i i

i i
S



 
   
 
 
 

  sont l'opérateur subnormal. 

         

1 0 0

0 1 0

0 0 1

A

 
  
 
 

  et     

1 1 1
0

2 2 2

0 0

1 1 1
0

2 2 2

0 0 1

i

i i

B





 
  

 
 

 
 

 
 
 
 

 

SA BS   
* *S A BS   

Exemple 4.4.2 : Soit 

               

0 0 0 0 0

1 0 0 0 0

0 1 0 0 ..

0 0 1 0

..

..

.. .. ..

S

 
 
 
 
 
 
 
 

     et    

0 0 0 0 0

0 0 0 0

0 1 0 0 ..

0 0 1 0

..

..

.. .. ..

P

M

 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

              

0 0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 ..

0 0 0

..

..

.. .. ..

P

A P

P

 
 
 
 
 
 
 
 

     et    

0 0 0 0 0

2 0 0 0 0

0 0 0 ..

0 0 0

..

..

.. .. ..

B P

P

 
 
 
 
 
 
 
 

  

SA BM  
* *S A BM  

Résultats positifs : première généralisation . 

Théorème 4.5.1 : Soit H un espace de Hilbert, permettent de S et T soient inférieurs 

à la normale opérateurs sur H pour les deux opérateurs bornés A et B sur H si 

 ............ 5SA BT    et  ............ 6SB AT  
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Et                   
1 1

* * * *2 2 0 .......... 7A T T TT B T T TT     

alors                        * * * *, ............ 8S A BT S B AT                      

Et                                 
*1

* * 2 0 .......... 9T T TT A
 

  
 

          

 

Preuve :  

       
1

1
* * 2

*0

S S S SS
M

QSQ


 
 

  
 

   ,     
1

1
* * 2

*0

T T T TT
N

PTP


 
 

  
 

 

0

0 0

A
A

 
  

 


          ,          

0

0 0

B
B

 
  

 


 

 
1

1
* * 2

*

0 0

0 0 0 0
0

A SAS S S SS
MA

QSQ


 
              

 


 

 

   
1

1 1
* * * *2 2

*

0

0 0 0 00

B T T T TT BT B T T TTBN

PTP


                   


 

SA BT    et      
1

* * 2 0B T T TT      Puis      MA BN
 

 

 
1

1
* * 2

*

0 0

0 0 0 0
0

B SBS S S SS
MB

QSQ


 
              

 


 

 

   
1

1 1
* * * *2 2

*

0

0 0
0 00

A T T T SS AT A T T TTAN

PTP


                
  


 

 

SB AT    et      
1

* * 2 0A T T TT      Puis      MB AN

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  alors  

                            * *M A BM
 

  et    * *M B AM


 

   

*
*

** 11
* * 2* * 1 * *2

00 0

0 0 0

S AS A
M A

S S SS AS S SS Q S Q

                     


 

 

 

*

*
** 1

* * 1 * *2

0
0 0

0 0 0 0

T
B B S

BN
T T TT P T P

 
    

      
     

  


 

 

 
*1

* * 2 0S S SS A
 

  
 

   alors  * *S A BS  

   

* *

* ** 1 1
* * 1 * * * *2 2

0 0
0

0 0 0

S S B
B

M B
S S SS Q S Q S S SS B

   
    

        
        

      



 

 

 

*

*
** 1

* * 1 * *2

0
0 0

0 0 0 0

T
A AT

AN
T T TT P T P

 
    

      
     

  


 

                                               
*1

* * 2 0S S SS B
 

  
 

 

Ensuite   * *S B AT  . 
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 4.4 Application De Théorème  

l’équation     A X X B C      dans  B H  

Théorème 4.6.1 : Soient A  et B
 
deux opérateurs bornés dans  B H  satisfait la 

propriété de    B H
FP  et  C  est opérateur dans

  B H  ,alors l’équation : 

   A X X B C      

Admet une solution X  dans  B H  si et seulement si  

0

0

A

B

 
 
 

     et    
0

A C

B

 
 
 

 

Sont deux opérateurs similaires dans H H   

Remarque 4.6.1 :  On peut généraliser dans le cas A   ,  B B H   sont 

normaux donc on a l’équation : 

   A X X B C        tel que   ,    

Proposition 4.6.1 : soient A  et B deux opérateurs normaux bornés dans  B H  et C  

est opérateur dans  B H  alors l’équation :  

   A X X B C                 (4.1) 

Admet 
 
une solution X

 
dans  B H  si et seulement si  

0

0

A

B





 
  

     et    
0

A C

B





 
  

 

Sont deux opérateurs similaires dans H H   

Preuve : Si l’équation (4.1) admet une solution X alors  

   0

0 0 0 0

0

I X A I X A A X X B

I B I B

A C

B

   

 





         
           

 
   
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Par conséquent  
0

0

A

B





 
  

   et   
0

A C

B





 
  

  sont similaires  

Supposons maintenant que les opérateurs :  

0

0

A

B





 
  

   et   
0

A C

B





 
  

 sont similaires. 

Alors il existe un opérateur inversible   
Q R

S T

 
 
 

  dans  B H H   tel que  

0

0 0

A Q R Q R A C

B S T S T B

 

 

      
           

 

 

   
   

   
   

A Q A S Q A QC R A

B S B T S B SC T B

   

   

        
   

       
 

Ce qui nous donne après l’identification terme par terme  

           A Q Q A         et       A R R B QC      

           B S S B         et       B T T B SC      

En appliquant la propriété    B H
FP  on obtient  

   * *B S S A         et       * *A Q Q A     

Par conséquent  

   * *A S S S S A     

D’où  A   commute avec  *S S  et *Q Q  donc avec la somme  * *S S Q Q   

L’inverse    
1* *S S Q Q



  commute aussi avec   A   car en général si :  

  A   commute avec  B   ,donc il commute avec 
1

B 


 .  

en effet  
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     A B B A         

           
1 1 1 1

B B A B B A B B       
   

         

      
1 1

A B B A   
 

       

De plus on obtient  

           * * * *S S Q Q C Q A R R B S B T T A             

         * * * *A Q R B S T Q S B S T A            

     * * * *A Q R S T Q S S T B        

D’après lemme (4.1.1)  

L’opérateur  * *S S Q Q  est inversible ,son inverse commute avec  A     

Par conséquent  

         
1 1* * * * * * * *C A S S Q Q Q R S T S S Q Q Q R S T B 

 

         

D’où  

   
1* * * *X S S Q Q Q R S T



    

4.5  Principaux Résultats  

 Les théorèmes suivants expliquent quelles conditions impliquent la normalité pour p -

hyponormalles opérateurs. 

 Théorème 4.7.1 : Soit  , ,A B X B H  tel que A  soit un p-hyponormal ou un log - 

hyponormal, B  est un dominant et X est un inversible. Si XA BX , alors il y a un 

unitaire U  tel que   AU UB  et donc A et B  sont normaux.  

Preuve.  

Puisque   XA BX , il découle du théorème de Fuglede-Putnam pour p -hyponormal 

que * *  B X XA et si 
* *  X B AX .À présent * * *X    .AX X BX X XA  
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 Soit   X UP  la décomposition polaire de X  .Puisque X  est un inversible, il s'ensuit 

que P  est inversible et U  est unitaire. Puisque ² ²AP P A   et P  est positif, ils'ensuit 

que   AP PA .  

Ainsi   BUP UPA  implique   BUP UAP . 

 Mais P  est inversible, on a   BU UA . Donc ,A B sont des équivalents unitaires. 

Donc, A est dominant et *B  est p -hyponormal. Donc ,A B  sont normaux. 

En conséquence du théorème 2.1 , on a immédiatement 

Corollaire 4.7.1 :  Soit  , ,A B X B H tel que *A  soit un p-hyponormal ou un log –

hyponormal , B  est un dominant. Si X  est un opérateur positif inversible, alors

  XA BX implique   .A B  

Théorème 4.7.2 :  Soit  T A iB B H    la décomposition cartésienne de T  avec 

AB  est p-hyponormal. Si A ou B  est positif, alors T  est normal .  

Preuve. Supposons d'abord que A est positif. Soit   S AB  , alors *  SA AS  . Puis il 

résulte du théorème de Fuglede-Putnam pour p -hyponormal [14 , corollaire 2] que 
*   S A AS , qui est , ² ²BA A B  . Mais A est positif, alors   AB BA  , c'est-à-dire 

que T  est Ordinaire 

Maintenant, si B  est positif, appliquez le même argument à   iT B iA    

Théorème 4.7.3   Soit   T A iB  la décomposition cartésienne de T  . Si *T  est 

opérateur hyponormal et AB  est l'opérateur p-hyponormal, alors T  est l'opérateur 

normal.  

Preuve. 

Laissez   Q AB , puis *    QA AQ ABA  . Puis par Fuglede-Putnam’s théorème 

d’opérateursP-hyponormal, nous avons *   Q A AQ  , c. -à- ² ²BA A B 
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 À présent   

   * *  Q Q A A Q Q    

Et 

   * *  Q Q A A Q Q    .  

Puisque  
*T  est hyponormal, nous avons 

   * * *2 2TT T T i BA AB i Q Q      

Soit   2Y i BA AB    est 0Y   et  Y A AY  . À present 

 

 

 

2

2

Y A Y Y A

Y AY

Y AY

AY Y

AY



 

 

 



  

Mais  Y est positif,  0Y A AY  .  

Donc ,     0A AB BA AB BA A      

implique que     0AB BA   . Par conséquent   AB BA  est une asymétrie 

quasinilpotentehermitienne. Donc  0AB BA  . Donc  T  est normal.   

Théorème 4.7.4.   Soit  , ,A V X B H  tels que ,V X sont des isométries et *A  

est p-hyponormal. Si VX XA  , alors A est unitaire.  

Preuve.   

Puisque VX XA  , alors d'après le théorème de Fuglede-Putnam [14 , corollaire 2], 

on ont * *V X XA  . Maintenant , multipliant la première équation par *V , on 

obtient  *X V XA  ,alors   * 0X I A A  implique que  * * 0X X I A A   . D'où  
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*A A I , donc A est une isométrie. Par conséquent , A et *A sont p -hyponormal. 

Donc A est l'isométrie normale.Donc  A est unitaire. 

Le théorème suivant montre que si  ,A B B H  sont hyponormaux et * *A B BA  , 

la somme et le produit de A  et B  sont hyponormaux . 
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              Conclusion  

 
Le théorème de Fuglede-Putnam interviennent dans de nombreux domaines des 

mathématiques, des sciences physiques, il permet son modèle en solutions des 

equationd d'operateurs . Dans ce mémoire, nous avons fourni l’action de travail 

suivante : 

1/  Le extension de ce Théorème pour quelque type d'operateurs . 

2/  Étant donné l’importance du Théorème, et comme cas particulier, les opérateur     

      pour quatre opérateur . 

3/  Nous donnons les solutions de l’équation  A X X B C   dans   B H  

     et généralisons l’équation . 

dans le cas de l’écriture l’operateur de la forme  A + λ , et on  appliqué  

 ce Théoreme. 

  Soient ,N M deux opérateurs dans  B H  , on dit que la paire  ,N M  

satisfai  FP  (propriété de Fuglede-Putnam), si  NA = AM  où A dans  B H  

implique * *N A A M    

  Soit S un opérateur dans  B H , S est dit sous normal s’il existe 

    un espace de Hilbert K  tel que H  incluse dans K et une extension normal 

    M  dans  B K  

1. H ⊂ K.     

2. M opérateur  normal dans K. 

3. M│H = S. 

en general, si S operateur  soux normal, tel que  K = H ⊕ H ┴ 

0

S Q
M

T

 
  

 
, :Q H H   et   :T H H   
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  soit B  opérateur  soux normal. l' operateur normal  M 

défini  par  , M  =    �
� (�∗S	 − 	��∗)

�

�

0 Q�Q∗��
� 

 

tel que,  Q = (�∗�	 − 	��∗)
�

� 

 

 Soit H un espace de Hilbert, soit S un opérateur subnormal sur H pour deux 

opérateurs bornés A et B sur H  : si  

 ............ 1SA BS   et  

 ............ 2SB AS  

tel que :                
1 1

* * * *2 2 0A S S SS B S S SS                       

alors :                      * * * *, ............ 3AS S B S A BS        

et              
* *1 1

* * * *2 2 0 .......... 4S S SS A S S SS B
   

      
   

  

 Soient S, T deux operateurs  soux normal  dans H, A et B dans H si  :  

SA = BT …………….(5) 

SB = AT……………. (6) 

et A(�∗� − ��∗)
�

� = 	�(�∗� − ��∗)
�

� = 0……(7)			alors 

    S*A = BT* , S*B =A T* ………. (8) 

et �(�∗� − ��∗)
�

��
∗

� = 0… (9) 
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