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Notation

Si 2 est un domaine de R%(d = 2,3) , on note par
Q : 'adhérence de ).
r . la frontiere de €2, supposée réguliere, partitionnée en trois parties
mesurables disjointes deux a deux.
v : la normale unitaire sortante a I" .
Uy, Uy : les composantes normales et tangentielles du champ vectoriel

v défini sur .

CoP(Q) = D(2)  : l'espace des fonctions réelles indéfiniment différentiables
et a support compact contenu dans €.

D'(Q) : Pespace de distributions sur €.

LP(Q) : 'espace des fonctions Lebesgue-mesurables de puissance

p-ieme integrable sur €.
L*(92) : 'espace des fonctions Lebesgue-mesurables sur €2 telles que 3 ¢ > 0 :

lu(z)| < ¢, p.p sur Q.

HY(Q) : I'espace de Sobolev d’ordre 1 sur €2 .

H} () : I'adhérence de D(Q2) dans H'(Q).
H%(F) : I'espace de Sobolev d’ordre % sur I
L2(Q)? : Pespace {u = (u;)/u; € L*(),i =1,d}.
H'Y(Q)? : Pespace {u = (u;)/u; € H'(Q),i=1,d}.
|-1l0.2 - la norme de L?*(Q)<.

[BIEWS : la norme de H'(Q)<.



Notation

Si X est un espace de Banach et d € N*, on utilise les notations suivantes.

|- llx
Xd

Ty — T
Ty — X
Div o
ou
ot
lim inf

J

U=

ij

: la norme de X.

: Vespace {z = (z;)/z; € X,i=1,d}.

: la convergente forte de la suite(x,,) vers 1’élément = dans X .
: la convergente faible de la suite(z,) vers I’élément x dans X.

: le divergence de tenseur o.

: la dérivation par rapport au temp.

: la limite inférieure.

: le sumbole de Kronecker.

- le zéro de R,

: une constante générique strictement positive.
: presque par tout.

: la norme euclidienne de R?.

:le produit scalaire des vecteurs u et v .
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Introduction

Dans la recherche mécanique et mathématique [, [7], [8], [111,[3], [4], [5], [14], [2], [13], [16],
ont été étudiés de nombreux problemes de contact pour les milieux physiques occupant des
couches minces de R? pour les fluides non Newtoniens et les matériaux élastiques linéaires.
Un choix précis des conditions aux limites sur I'interface fluide-solide est particuliérement
intéressant dans le domaine de la lubrification, qui concerne le comportement d’écoulement
en couche mince. Dans ce cas, la différence de vitesses entre les surfaces environnantes est le
phénomene déterminant qui permet a la pression dans le fluide de s’accumuler et d’empécher
les surfaces solides de s’effondrer, ce qui est ’objectif principal de la lubrification. Des études
expérimentales continues sont menées (par exemple [23],[24]) mais sont encore difficiles en
raison de I'épaisseur de l'espace entre les surfaces solides qui peut étre aussi petite que 50
nm. Dans cette conditions de fonctionnement, aucune condition de glissement n’est induite
par des liaisons chimiques entre le lubrifiant et les surfaces environnantes et par 'action des
contraintes normales, qui sont liées a la pression a l'intérieur de I’écoulement. Au contraire, les
contraintes tangentielles sont si élevées qu’elles ont tendance a détruire les liaisons chimiques
et a induire des phénomenes de glissement. Ce phénomene a été exprimé implicitement par
des équations en forme de Reynolds bien connues qui ont été utilisées a la premiere fois
en 1886 (voir [25]). Dans cet mémoire, nous intéressons au comportement asymptotique
d’un probleme quasi statique avec frottement modélisant le contact bilatéral entre un corps
viscoélastique et une fondation rigide dans une couche mince représentée par un domaine €2°
dans R®. A partir de la formule variable qui donne le champ de déplacement et de contrainte,
formulée par Sofonea et al dans [9], [I5], pour un matériau de loi de comportement Kelvin-

Voigt linéaire, de la forme :
o (u°) = A%e (u®) + Be (u°),

ou A° est le tenseur de viscosité et B° est le tenseur d’élasticité. Notre objectif donc est
de donner une extension d’étude précédente en[12]. La nouveauté ici est d’abord, que 'on
prend en compte 1'hétérogénéité et l'anisotropie du milieu, cette hypothese qui couvrira
beaucoup de matériaux dans la nature ou l'industrie, par exemple le bois, les matériaux
composites et de nombreux matériaux biologiques, dans lesquels bien que ils paraissent ho-
mogenes, leurs propriétés varient dans tous les sens (voir [5], [I0]). Deuxieémement, le corps

est supposé avoir un comportement visqueux, car les travaux précédemment cités se li-
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Introduction

mitent au seul cas d'un corps élastique homogene et isotrope, par tenseur des contraintes
1>
(4]
composé de trois parties,

o5 (u®) = 2ue;; (u®)+ATr (u°) 6;; dans un domaine mince. La frontiere I'® de QF est supposé
w le bas (dans le R? surface) du corps et c’est laquerésidenotre principal intérét, I'S la
surface supérieure, et I'; a surface latérale. On considereles conditions de frottement aux
limites libres de Tresca sur w et conditions aux limites de Dirichlet sur I']. Cependant, nous
considéronsune condition aux limites de traction sur I'S. Le probleme est converti en un sur
un domaine fixe écrit explicitement en fonction de la edans la formulation variationnelle. Le
modele du probleme limite, quand e tend vers zéro, est alors obtenu. Ces étude saboutissent
a une nouvelle loi de comportement, qui prend en compteles hypotheses d’hétérogénéité,
d’anisotropie et de viscosité pour le corps. De plus, leseffetsdestenseurs de contraintes ap-
pliqués sur la w frontiere sont déterminées, qui seront soumises aux conditions de frottement
de Tresca. Ces modeles sont tres courants dans la littérature technique, par exemple, voir
[, [6], [7], [13], et lesréférences qui y sont citées.

Le travail est composé comme suit :

Le premier chapitre : est consacré tout d’abord au rappel des notions principales de la
théorie des milieux continus et d’analyse fonctionnelle nécessaires et des résultats utilisés
tout au long de ce travail.

Le deuxiéme chapitre : nous prouvons en premier le résultat d’existence et d’unicité d’une
solution faible, de probléme anisotrope d’un systéme d’élasticité linéaire dans un domaine
mince trois dimensions avec des conditions de frottement sur une partie de la frontiére. Le
point de départ sont la lois des conservations en mieux continue, la lois de comportement.

Le domaine 2° est donné par
OF = {(2/,23) € R? (2/,0) € w,0 < a3 < eh(2')} .

La frontiere de €2° est divisée en trois parties disjoint, sera notée I'* = wUI';UI'] tel que w est
un domaine borné de R? d’équation x3 = 0 qui constitue la frontiere inferieure du domaine
et h € C'(R), T est la frontiére supérieure du domaine et I'S est la frontiere latérale.
Donc, dans ce cadre nous montrons le premier résultat que pour € > 0 fixé, le probleme
admet une solution unique faible.

Le troisieme chapitre : on s’intéresse a 1’étude de l'analyse asymptotique de notre
probleme que nous avons posée dans le premier chapitre.

Nous montrons d’abord que pour € > 0 fixé, le probleme admet une solution unique faible.
Ensuite, on étudie 'analyse asymptotique du probleme en faisant un changement d’échelle,
pour ramener I’étude sur un domaine €2 indépendant de e, sur lequel nous définissons des
nouvelles inconnues. Nous obtenons des estimations a priori sur la solution indépendamment
de e en utilisant les inégalités de Korn, Poincaré et Young. Grace a ces estimations, on
obtient un théoreme de convergence, qui nous permet de passer a la limite lorsque £ tend
vers zéro. Donc la convergence forte de la vitesse est prouvée. Enfin, nous montrons 'unicité

de la solution de notre probleme initial.
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Introduction

Le Quatrieme chapitre : Dans ce chapitre, on s’intéresse a I’étude de ’analyse asympto-
tique d’un probleme stationnaire pour 1’élasticité linéaire dans le cas anisotrope et non ho-
mogene et ce dans un domaine borné de R* avec les conditions de frottement non linéaires
de type de Tresca sur une partie de la frontiere et les conditions de Dirichlet sur 'autre
partie.
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Chapitre 1

Modélisation et Utils
Mathémathiques

1.1 Modélisation
1.2 Utils Mathémathiques



Chapitre 1: Modélisation et Utils Mathémathiques

1.1 Modélisation

1.1.1 Définitions

On considere €2 un corps qui se déforme. Soit x = (z1, 22, x3) € © du milieu continu en
mouvement par rapport au repere Oz, On note v = u(z, t) le champ des vecteurs déplacement
a U'instant ¢ € [0, 7] des points z € Q

— Le tenseur des contraintes ¢ (d’ordre 2), de composantes o;; (i,j = 1,2 ou 3), avec

0i; = 0j; ou ¢ indique la direction du vecteur force et j indique la direction normale de
la face auquel la force est appliquée.

— Le tenseur des déformations e = e (u) (ordre 2), de composantes e;; (u) , ol

ii = - , 1,7 =172 3.
e;; (u) 2(8%4—8%) i, ou

— Le tenseur d’élasticité E (ordre 4), de composantes .

A 3D, les tenseurs des contraintes et des déformations comportent chacun 3x 3 = 9
composantes. Le tenseur d’élasticité contient 3* = 81 coefficients (heureusement on pourra

faire des simplifications).

1.1.2 La loi de Hooke généralisée

La loi de Hooke dans le cas général Non-homogene et Anisotrope s’écrit comme une

055 (u) = Z Eijw ey (w) . (1, =1,2,3).
k;l=1,3

En considérant les propriétés suivantes qui sont obtenues par les coefficients d’élasticité E ;i
— Symétrique :
E ijki = FE jin = F
— Ellipticité :
Ja>0tel que E jué&ii&n > £]* pour tous & € Ss
Cas homogene et isotrope
Pour un matériau élastique homogene , les coefficients Ejj; sont constants (indépendants

au point = de €2 ). Dans le cas isotrope, le matériau ayant le méme comportement dans toutes

les directions. Dans ce cas, le tenseur d’élasticité E est défini par
E i = (061 + 00j1) + N0ijop.

ou A et p sont les coefficients de Lamé qui sont spécifiques a chaque matériau.

Alors, la loi de Hooke dans le cas d’un matériau homogene élastique et isotrope est :

o(u) =2ue (u) + AXT're (u) 4.
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Le systeme linéaire inverse en fonction du module d’Young E et du coefficient de Poisson v,
déterminé par
1+

e(u) = — a(u)—%Tro(u)é

on 3\ 42
E:—u< +21) et v=—-——.
A+ 2(A+p)

1.1.3 Equations d’équilibre pour les corps déformés

La loi fondamentale de la mécanique des milieux continus exprimant 1’équivalence entre
le tenseur des forces extérieurs et le tenseur des accélérations pour un systeme matériel

quelconque :

0*u ,
p(w—i—u.Vu) =Divo+ [, (1.1)

ou le vecteur f, de composantes f; (i = 1,2,3), représente une densité massique des forces

extérieures, p = p(x,t) est la densité du milieu continu au point x € Q et Div désigne

00,
Div o= (—U])
Ox; i=1,2,3

S’il s’agit d’un probleme de statique le premier membre d’équations (1.1) est identiquement

I'opérateur divergence :

nul et on les appelle équations d’équilibre ;

Dwo+ f =0.

Cette situation s’applique également lorsque le champ de vitesse u varie trés lentement

par rapport au temps dans le cas ou le deux termes pa et pu.Vu négligents (processus

quasistatiques).

1.1.4 Quelques domaines d’application de 1’élasticité

— Stabilité et instabilité des structures mécaniques

- pour la construction de ponts, routes, ouvrages en béton (batiments...), forme d'un
profil, la taille maximale du batiment, ...,

- fibres, tissus synthétiques, ... (cuir (artificiel 7))

- Comprendre les phénomenes naturels (certains reliefs montagneux, mouvements rapides
plantes, etc).

— L’ingénierie est importante.

- un exemple des poutres latérales utilisées dans le batiment,

- Exemple de caoutchouc = caoutchouc synthétique préparé en tubes, bandes et films

minces (vernis, sols), en cables, en tissus, ...
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— Fluides visqueux : modifier la rhéologie des matériaux, complexe par rap-
port aux liquides simples
- solutions polymeres, gels, caoutchoucs, pates, poudres, sables, cristaux liquides, mousses

mulsifiants, ...

1.2 Utils Mathématiques

1.2.1 Espaces de Sobolev

Par la suite,  est un ouvert borné régulier de R?. On désigne par D(£2) I'espace des fonctions
de classe C™ a support compact dans ).
L’espace des distributions D'(Q) est le dual de D(Q). Si f est une fonction localement

intégrable dans €2, alors on défine T par

Ty, 6) = /Q fé de.

On dit qu'une suite 7}, € D'(Q2) converge au sens des distributions vers T € D'(Q) si,
pour tout ¢ € D(£2),
lim (T,,¢) = (T, ).

n—-+00
7’ . . ’ . . . . . . / /7 . ’
Définissons maintenant la dérivation au sens des distributions : si 7" € D (2), la dérivée

T /
0 € D (Q) est définie par :
83%

oT 0p
—.,0)=—(I, =), Yo € D(Q).
(Grmr9) = —(T. 550, ¥o € D(©)
Pour 1 < p < 0o. De fagon usuelle, nous désignons par L”(Q2) 'espace des fontions mesurables
et p— intégrables au sens de la mesure de Lebesgue.
On note L™ () I'espace des fontions mesurables essentiellement bornées. Nous munissons

ces espaces de leurs normes usuelles |||, g, Pour tout 1 < p < oo on notera ¢ l'exposant

1 1 1
conjugué de p défini par — + — = 1 avec la convention — = 0. Pour tout u € LP(Q) et
q 00

p
v € LYN), onauv € L'(Q) et [uvl i) < llull oy - 1Vl Loy ( Vinégalité de Hélder ).

L’espace L?(€2) est un espace de Hilbert muni du produit scalaire

(U, V) 20y = /u(x)'v (x)dx, Vu,v € L*(2).
Q
De plus, I'inégalité de Cauhy-Schwarz, correspondant a I'inégalité de Holder pour p = 2, est
vérifée i.e.
[ utaro @ do < Julla [0l Va0 € L)
Q
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Quelques théoremes de ces espaces LP(£2) sont résumées ci-apres.

Théoréme 1.2.1.1. (Lebesgue). Soit (u,) une suite de fonctions de L'(£2). On suppose que
(i) up(z) — u(z) p.p. sur Q,
(i) il existe une fonction v € L*(Q) telle que pour chaque n, |u,(z)| < v(x) p.p. sur Q.
Alors u € L'(Q) et |lu, — ull iy — 0.

Proposition 1.2.1.1. Il résulte de 'inégalité de Holder que si (u,) une suite telle que

u, — u dans LP (Q), et (v,) une suite telle que v,, — v dans L? ().

On obtient que la suite (u,v,) C L' (Q) converge vers uv dans L' (2),

ce qui implique nh—>I£lo Upv, dxr = | uv dx.

Q Q
Définition 1.2.1.1. On définit ’espace de Sobolev

ou
833'1'

HY(Q) = {u € L*(Q) tel que Vi € {1, ...,d} € LQ(Q)} ,

ou

u
est la dérivée partielle de v au sens des distributions.

al'i
Définition 1.2.1.2. L’espace H, () désigne le sous espace vectoriel des fonctions de H* ()

nulles sur 0f2.
Proposition 1.2.1.2. (Inégalité de Poincaré). Soit 2 un ouvert de borné de R?, alors il existe

une constante C' telle que pour toute fonction u € Hy(€2),
||U||L2(Q) <C ||VUHL2(Q) .

Théoréme 1.2.1.2. (Traces des fonctions et formule de Green) Soit 2 un ouvert régulier de R?.
Alors il existe un opérateur linéaire continu v : H*(Q) — L*(95)), appelé opérateur trace, tel que

v HY(Q) — L*(T) est compact.

On définit I'espace vectoriel H? (02) comme suit :
H7(0Q) = {y(u); ue H'(Q)}
que I'on munit de la norme

1100 = inf {llull o () = £}
Proposition 1.2.1.3.
~ Siue H'YQ), alors v : H(Q) — H2(T) est linéaire surjectif et
Iy (Wll1 00 < Cllull, o Yue HY(Q).

— Si Q est borné régulier de classe C'*. Alors, pour toute deux fonctions u et v de H'(€2),

elles vérifient

/Q u(x)g;)idx: - /Q v(x)g;fidw /F w(@)o(@)i(x)de,

5
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ol ¥ = (V);<;<4 €St la normale unité extérieure a I'.

1.2.2 Notions en mécaniques.

On utilise les espaces H,H, H, et H; sont définié par

H=H'(Q) = {u= ()| u € L*Q)}
H= L2(Q) = {o = (0y) | 0y = 0y € L*(Q) }
(Q)3 {u = (w) | u; € HI(Q)}

0o
_l(O)3%3 _ g0
H, = H (Q); —{UG'H |8xj€H}

Les espaces H, H, H; et H; sont de espaces réel de Hilbert munis de produits scalaires donnés
par

(u,v)g = [ ww; dz,

045 Tij d.’lf,

u, V)i + (e(u), €(v))n,

o,T)y + (Dive,Div7) g,

(o,T)y =

(w, v)m,
(0T,

:o\»:o\

o~~~

Donc, on peut maitenant définir I'application de trace v : H' (Q)d — L2 (F)d qui est linéaire

continue, et elle n’est pas surjective. On définit 'espace H %(89)‘1 comme suit :
HAD)! = {3(w); we ' ()"}

ce sous espace s'injecte continiment dans L? (I')%. Le dual de l'espace de Soblev H %(F)d est

notée par H’%(F)d et (o) e le produit de dualité entre H%(F)d et son dual. En
outre, si o € Hp;, (Q)NC! (Q)dXd t v e H' (Q)?, nous avons

<UV’7(U)>H*%,H%(39) = /UI/.U ar,
r

tel que ov = (0y;.1;),_15 est un élément dans I'espace H ’%(F)d . Donc la formule de Green

suivante soit satisfaite

/Qa:e(u)dH/Q Div(a).udx:/m/.vdF |

r

Un résultat essentiel pour les applications du prochain chapitre est 1'inégalité suivante :
Théoréme 1.2.2.1. ( Inégalité de Korn ) [[10]]. Soit Q2 un domaine régulier borné
de R? de classe C.
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Il existe une constante C' > 0 ne dépendant que de  telle que, pour toute fonction v € H' (Q)d,

on a :

/Uﬂii dx +/ e (v)ejj(v)dr > C ||'U||?Q
Q Q

1.2.3 Eléments d’analyse non linéaire
Fonctions convexes

Définitions 1.2.3.1.
Etant donné un espace vectoriel réel X et soit ¢ : X — R une fonction. On note par dom

(¢) I'ensemble défini par :

dom (¢) ={ue X : ¢(u) <+4oo}

¢ est dite propre si dom (¢) # &. ¢ est dite convexe si
dAu+ (1—=X)v) <Ap(u)+ (1 =N ¢(v) Yu, vedom (¢), VA€ [0,1],

¢ est dite strictement convexe si cette derniere inégalité est stricte pour tout u, v €dom (¢)
et tels que u = v.

Soit X un espace topologique, une fonction ¢ : X — R est dite semi-continue inférieurement
si 'ensemble {u € X : ¢ (u) < a} est fermé pour tout a € R. Si une fonction ¢ est s.c.i en
u et si (uy,) est une suite qui converge vers u on a ligg iogf ¢ (u,) > ¢ (u). Réciproqueement,
si pour toute suite (u,) — uw on a liminf ¢ (u,) > ¢ (u). La norme d’un espace normé est
semi-continue inférieurement pour lan‘c?)gologie faible. On a donc, pour tout u € X tout suite
(un) — w : iminf ||u,|| > ||l

n—00 _

Théoreme 1.2.3.1. Soit X un espace de Hilbert et soit ¢ : X — R une fonction convexe
et propre. Alors ¢ est semi-continue inférieurement si et seulement si elle est semi-continue

inférieurement pour la topologie faible de X.

Convergence faible dans un espace de Hilbert.

Une suite (f,) C X converge faiblement dans X vers un élément f € X | et on note
fn — [, si pour tout v € X, le produit scalaires (f,,v) convergent vers (f,v), dans R. f
s’appelle limite faible de la suite (f,,) .
Théoréme 1.2.3.2. (Théoréme de représentation de Riesz-Fréchet). Soit X un espace de

Hilbert réel et (f,v), un produit scalaire de X. Pour toute ¢ € X', il existe f € X unique tel que

() xex = {fo)x Yoe X et ol =/l

L’importance de ce théoreme est que toute forme linéaire continue sur X peut se représenter

a ’aide du produit scalaire. L’application ¢ — f est un isomorphisme isométrique qui permet
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d’identier X et X’. Donc tout espace de Hilbert est réflexif, on a le théoréme suivant :
Théoréme 1.2.3.3. Soit (f,,) une suite bornée de X, il existe alors un élément z € X et
une sous-suite de (f,,) par (f,) telle que f, — f.

Proposition 1.2.3.1.

(1) Toute suite faiblement convergente est bornée.

(2) Soient (f,) une suite est converge faiblement vers u et (g,,) une suite est converge

fortement vers g. Alors
lim <fn7 gn>X = <f7 g>X .

n—-+o0o
(3)Si X et Y sont des espaces de Hilbert réels, et si u € L(X,Y), alors I'image par u
de toute suite dans X faiblement convergente vers un élément x € X est faiblement
convergente dans Y vers u(z).
Théoréme 1.2.3.4. (Théoréme de compacité faible de la boule unité fermée des
espaces de Hilbert).
Si X est un espace de Hilbert, alors toute suite bornée dans X admet une sous-suite

faiblement convergente.

1.2.4 Inéquations variationnelles stationaire

Nous commoncons ce paragraphe par quelques propriétés des formes bilinéaires dans un
espace de Hilbert. Donc, on considere un espace de Hilbert X muni du produit scalaire
(.,.)x et la norme associée ||.|| et X’ I'espase dual de X en notant par (.,.)y,  pour le
produit de dualité entre X et X'.

On dit qu’une forme bilinéaire a : X x X — R est :

(i) Continue, s’il existe un réel C' > 0 tel que
a(w,v) < Cllully ol Vuoe X
(ii) Coercive, 8’1l existe un réel o > 0 tel que
a(v,v) > « ||fv||§( : Yo e X

Théoréme 1.2.4.1. (Représentation des formes bilinéaires). Soit @ : X x X — R une

forme bilinéaire, continue sur X x X. Alors il existe un unique opérateur linéaire borné
A€ L(X; X') tel que :

Vu,v € X :alu,v) = (Au, v)xrxx.

De plus

lallx = 1AL xx) -
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Nous rappelons un théoreme d’existence et d’unicité pour les inéquations variationnelles
de 2°™¢ espece qu’on va établir dans le deuxiéme et troisieme chapitre de ce mémoire.
Théoreme 1.2.4.2. Soit K un convexe fermé non-vide d'un espace de Hilbert X,
muni de la norme |||y , a(.,.) une forme bilinéaire continue et coercive de K xK dansR , et J
une fonctionnelle de K dans R convexe, semi-continue inférieurement et propre, alors
pour tout forme linéaire définit sur X, il existe un unique u dans X solution de 'inéquation

variationnelle :

a(u,v—u)+J(v)—J(u) > (v-—u).

1.2.5 Inéquations variationnelles quisistatique

Pour préciser les problemes d’évolution posés au qautrieme chapitre on a besoin d’outils
supplémentaires, qui nous allons introduire maintenant. Soit 7" > 0 et soit (X, ||.||y) un

espace de Banach réel. On définit les espaces a valeurs vectorielles suivants :

C(0,7;X)={u:[0,7] - X continue},

T
LP(O,T;X):{u:[O,T]—>Xmesurable;/ Hu(t)||th—<oo},1§p<oo,
0

L*(0,7;X) ={u:[0,T] = X mesurable; 3C >0 |u(t)|y <C ppt},

munis des normes

= t
HUHC(U,T;X) tgﬁ}T{] llu (@)l

T , H
||u||Lp(o,T;X)=(/ I @2 dt) |
0

”uHLOO(O,T;X) =inf{C>0; [lu(t)xy <C pp.t}.

Pour tout 1 < p < oo, LP(0,T, X) est un espace de Banach et C (0,7; X) est dense dans
LP(0,T,X). Si1<p<ooetsiX estréflexif, alors LP(0,T, X) est réflexif. Par ailleurs, on
a les résultats suivants.
Proposition 1.2.5.1.

— Si X est un espace de Hilbert avec le produit scalaire {.,.) , alors L*(0,T; X) est

aussi un espace de Hilbert avec le produit scalaire

(1, 9) 120 7o) = / (w(t), v () db.

L"(0,7; X) C LY0,T; X), avec injection continue, 1 < g <1 < o0.
— Si X un espace de Hilbert, alors

1 1
LP(0,T; X) = L90,T; X),si 1 <p,g<oo,—+—-=1,
P q
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LY0,T; X) = L™(0,T; X).

Définition 1.2.5.1. On désigne par H'(0,T; X) I'espace de Sobolev sur ]0, T[ & valeurs dans
X, défini par
ou

HY(0,T; X) = {u; ue€ L*0,T; X) et o € L*(0,T; X)},

0.
tel que la dérivée T défini par

| 0o a=- [ uwrgow d. voecro).

C5°(]0,T[) étant 'espace des fontions réelles indéfniment dérivables, a support compact dans
10, T7.
Théoréme 1.2.5.1. Soit X un espace de banach refexif et soit u € L*(0,T; X). Les pro-

priétés suivantes sont equivalentes :

(i) we HY(0,T;X),

t
(ii) Tl existe ug € X et g € L*(0,T; X), telles que u () = uo + /g (s)ds, Vte[0,T].

0

Théoréme 1.2.5.2. Soit (X, (.,.)y) un espace de Hilbert et soit u € H'(0,T; X). Alors :

1d 2 ou
1) —— t = | = (¢ t p.-t€|0,T
(1) 50l = (5 ©.u®) pareloT,
1 2 1 2 ¢ 87,1,
(2) 5 Ilu@llx =5 luOlx + [ | 57 (s),uls)) ds pourtoutte[0,T].
2 2 o \ ot N
Théoréme 1.2.5.3. Soient X, Y deux espaces de Hilbert de normes respectives .||y , |||y

qui vérifient 'hypothese suivante

X dense dans Y,
XcYcX,

et soit K un sous-ensemble fermé non vide et convexe de X. Soit ¢ : K x K — R est une
forme bilinéaire continue sur K qui satisfait :

il existe p et @« > 0 tels que
a(w,v) +plul} = afvli  WoeX.

10
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Alors, pour tout ug € K et f € L*(0,T; X"), il existe une unique fonction u qui satisfaite
u € L*0,T;X)NC(0,T;Y)NHY0,T; X'),
u(t) € K, Vtelo,T],
(GOo-uw) +atul).o - u)
ot X/xX

> (fiv—ult)xwx , YveK, pp.t e(0,T),
u(0) = wp .

Remarque 1.2.5.1. Les démonstrations de deux théoremes précédentes peuvent étre trouvées
par exemple dans [I5]. Avec les notions introduit jusqu’ici, on va voir que le probleme qui-
sistatique posés au deuxieme et troisieme chapitre de ce mémoire entrent dans le cadre

suivante : Trouver une fonction u telle que

ue L*0,T;X), we L*0,T; X'),
(Ae(u(t)),e(v—u(t))xx + (Be(u(l)),e(v—u(t))x,x
+J (’U) - J(u(t)) 2 <.f (t) ,U—u (t)>X’><X
Vve K, Vtelo,T],
u (0) = ug

Ou A et B represante des tenseurs d’ordre 4, de composantes A;;x et Bjju, resp. J est

une fonction de K dans R convexe, semi-continue inférieurement et propre.

1.2.6 Lemmes de type Gronwall

Lemme 1.2.6.1. Soit n € C ([0,7];R) telle que n (t) > 0 pour tout t € ]0,7] et a > 0 une
constante. Si la fonction ¢ € C'(0,T;R) :

¢(t)§n(t)+a/0 o (s)ds Yt e[0,T7],

Alors . t
/0¢(5)d8§exp(aT)/o n(s)ds .

Corollaire 1.2.6.1. Soit n € C ([0, T];R) telle que, n () > 0 pour tout t € |0, 7 , et soit a >
0. Si ¢ € C(0,T;R) est une fonction telle que

gb(t)§a+/0tn(s)¢(s)ds vVt € [0,7],

11
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Alors ,
6 (1) < aexp (/0 n(s)ds) vt e [0,7].

le corollaire 1.2.6.1. est souvent utilisé pour montrer I'unicité de la solution, de la facon
suivante. En supposant qu’il existe deux solutions, en notant par ¢ la norme de la différence

entre ces solutions, on essaie ensuite de majorer ¢ sous la forme

¢(t)§/0tn(s)<b(s)ds vt e (0,7,

avec une certaine fonction n > 0. L’application du corollaire donne immédiatement la nullité
de ¢.

Lemme 1.2.6.2. Soient m et n € C'([0,7T];R) telles que m (t) > 0, n(t) > 0 pour tout ¢ €
10, 7], @ > 0 une constante. Soit également ¢ : [0,7] — R une fonction telle que

%gb?(s)g%cﬂ+/Osm(t)¢(t)dt+/osn(t)¢2(t)dt Vs € (0,77,

9 (s)] < (a+/osm(t)dt> exp (/Osn(t)dt) Vs €[0,7].

Dans le cas particulier n = 0 le lemme 1.2.2 devient :
Corollaire 1.2.6.2. Soit m € C([0,T];R) telle que m (t) > 0 pour tout t € ]0,7[, a >

0 une constante. Soit également ¢ : [0,7] — R une fonction telle que

Alors

300 <50+ [T m®oa vse .11,

Alors S
¢ (s)] < <a+/0 m(t)dt) Vs € [0,77.

12
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Existence et unicité du probleme
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2.1 Position du probléeme
2.2 Formulation variationnelle du probleme

2.3 Existence et unicité de la solution
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Chapitre 2: Existence et unicité du probleme quisistatique pour un systéme vicso-elastique
avec frottement

2.1 Position du probleme

Soit w un domaine régulier borné dans le plan x;0xs, et soit h € C'(w) est un fonction
positif telle que 0 < hypin < h(2') < hypae, pour tout @’ = (z1,22) € w . Soit € un parametre
prenant des valeurs dans une suite de nombres positifs convergeant vers zéro. Considérons

un corps viscoélastique occupant la région Q°,
O = {(«/,23) € R?,(¢,0) € w,0 < w3 < eh(a)} ,

de sa frontiére est I° = WU T, UT,, ot IS est la surface supérieure définie par x5 = eh(z’),
I'7 est la frontiere latérale et w est le bas du domaine.

Soit T' > 0. On note v I'unité extérieure normale & I'*. Le corps est supposé fixé I'] x (0, 7))
et des tractions de surface de densité g° s’agir sur I'; x (0,7) .

Sar w, la vitesse normale est nulle mais la vitesse tangentielle est inconnue et satisfait la
condition de frottement de type de Tresca, avec coefficient de frottement £° qui représent
une fonction positive donnée. En outre, une force volumique de densité f© = (fi, f5, f5) s’agit
sur le corps en Q° x (0,7") . On note par S, (n = 2,3) 'espace des tenseurs symétriques et
7.7 le produit scalaire dans R™*" ou R™ | et |.| est la norme associée.

La formulation classique du probleme mécanique est :

Probléme P; . Trouver un champ de déplacement u® = (uf) : Q° x (0,7) — R? et un
champ de stress o = (07;) : Q° x (0,T) — S,,4,j = 1,2, 3 tel que

UZ(UE) - Afjk_lekl(ue) + B,f]klekl(u€> dans QE X (O, T) (21)
9oc.

7 + ff=0 dans Q° x(0,7) (2.2)
(‘hj

w=0 sur I%x(0,7) (2.3)

ovF=g° sur I'7 x(0,7) (2.4)

u, =0 sur wx(0,7) (2.5)

02| < k* =4 =0
0| = k"= VA >0 tel que 4 = —\o

T T

} sur w x (0,7) (2.6)

u®(0) =u; dans QFf (2.7)

Ici, 'équation (2.1) représente la loi de comportement linéaire de Kelvin-Voigt ([10, 15]),

~ £
ou o,

d’élasticité A° et le tenseur de viscosité B° respectivement. Le point au-dessus représente la

Abin et By, désignent les composantes du tenseur des contraintes o°, le tenseur

14
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dérivée temporelle. Les relations (2.2) sont les équations quasi-statiques de mouvement, les
indices 1, 7, k, [ entre 1 et 3 et la convention de sommation sur les indices répétés est utilisé.

On note e(v) l'opérateur taux de déformation définié par

efv) = fes(v) . o) = 5 (5 + 52 )
On note ov° le vecteur de contrainte de Cauchy [10], et
o, =0V 0l =0v — (o)), u, =uv,ul=u —uv,
respectivement, les composantes de la normale, le tenseur des contraintes tangentielles sur
', la normale et la tangentiel tangentielle de u® au I'*, et enfin, ug est le déplacement initial.
On définit
Ve ={v" € H' () :v° =0 sur I',v5 =0 sur w} .

Suivant [9], V¢ est le réel espace de Hilbert muni de produit scalaire,

(u, v)ve = (e(u), e(v))oe, |[vllve = (v, v)/2 .

D’apres [15], voir page 97, on utilise I'espace réel de Banach Q5 de champs tensoriels du

quatrieme ordre définis par
QE - {CE = ( z]kl)/CiEjkl = C]E'ikl = k:lz] € LOO(QE) 1<4,5,k 1< 3}
avec la norme

IC7llgs, = _max_ C5ull o

Pour tout C° € Q5 et £ € L2<Q€)§><3 . le tenseur C°¢, de composants (C°€);; =
Z ]klﬁm satisfait,

C«eg c LQ(QE)§X37

oz 000 (2.8)

Pour tout espace réel de Banach H on utilise la notation classique des espaces LP(0,T; H)
et W'P(0,T;H) ,1<p< +oc0.

Maintenant, on suppose que
A® e @5, B €@,
Im, > 0,V € R¥3 A € > my|€]* ae. dans F, (2.9)

Imy, > 0,VE € RS B¢ € > mylé)? a.e. dans QF,

et
foewh?(0,T; L*()*), ¢° € W' (0,T; L*(T'})?) , (2.10)

15
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k* € L®(w), k°(z) > 0 a.e. sur w, (2.11)

en outre,
ug € V°. (2.12)

2.2 Formulation variationnelle du probleme

Lemme 2.2.1. Si u® est une solution du probléeme (P;), alors elles vérifient le probléeme
variationnel suivant :
Trouver u® € V* telle que :
(Ae(u(1)), e(v" — u’(t)))oq- + (B e(u’(t)), e(v" —u(t)))o0s + J(v7) — J(uw’)
> [ g0~ wtdp + (), (07 ~ (O

Iy

Ou J définit par :

J(v°) = /kﬂvﬂdm’ (2.13)

w

J est une fonction semi-continue inférieure convexe sur V¢ tel que J # +oo.

Preuve. En multipliant I’équation (2.2) par (v — 4°) , on v € V* et en utilisant la
formule de Green, on obtient :

€ 8 - € e . 5 . e
/O-ija_l'j(vi — u§)dx'dxs — /aijyj(vz- —uf)do — /fl (v; —u5)dx =0 .
Qe

Qe Ie

Les conditions aux limites (2.3) et (2.4) impliquent que :

/Uijj(Ui — U )do = /Uijj(vi —45)da’ .

Ie w

En utilisant : of;v; = o7 + 0,14, il vient :

/Ufjuj(vi — 45 )do = /aii (v; — u5)dx' + /aiui(vi —u)dx

Ie w w
v ‘
et comme (v; — 4 )v; =0, on a :

/Ufj’/j(vi —u5)do = /U;(Ui —45)da’ .

Ie w
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Donc :
€ a - / 3 . c / £ . e €
/O-ija_<vi_ui)dl' dx3—/07_(vi—ui)dx —/fz- (v; —u5)de =0 Vv eV
l‘j B
Qe w Qe

on ajoute et on retranche le terme /ka(]v] — |uf])dx’, on obtient

w

/Ufji(vi — 4 )dz'dxs +/ka(|'v| — |uf|)da’
axj

Qe w

:/a;.(vi—uif)dx’+/k5(|v|—|u5|)dx’+/ff(vi—u§)dx.
QE

Probléme P, . Trouver S (t) dans V° tel que
(Ae(w (1) e(w” — @ (1)oor + (Be(i (1)) (v — - ())oor + [ Ko7l
- [ = [ g7 @ @dp+ (£0) (0F @ oo
Vo' € Ve, Vi e [0,T), (2.14)
u(0) = o5 (2.15)

ou dp représente la mesure superficielle sur la limite latérale I'; .
Ensuite, nous supposons que le corps est élastique linéaire, c¢’est-a-dire que nous choisissons

(1.2) comme loi de comportement :

05 (t) = Ajjmen(t) dans QF x (0,7) (2.16)

ij

La formulation classique du probleme mécanique de contact d'un corp élastique avec frotte-

ment est le suivant

Probléeme P,. Trouver un champ de déplacement u® : Q° x [0,7] — R? et un champ de
stress o° : Q° x [0, 7] — Sy qui satisfont (2.2)-(2.7) et (2.15).

Puisque mes I'] > 0, on a l'inégalité de Korn, il existe donc une constante positive C
qui ne dépend que de Q° et I'], tel que

He(’UF)HHE = CKHUEHHf Yu® € V°© (2.17)
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La preuve de I'inégalité de Korn peut étre trouvée dans Necas et Hlavacek [21], p. 79. Pour

u®, v° € V°© soit
(U, v)ye = (Ae(u?), e(v))pe,  |us]ye = (u,u)/? (2.18)

En utilisant maintenant (2.9) et (2.17) on obtient que (-, -)y- est un produit scalaire sur V*©
et de plus, || - [|y= et || - ||z sont des normes équivalentes sur V= Par conséquent, implique
que (V| -]

ve) est un réel espace de Hilbert.

Ensuite, en utilisant le théoreme de représentation de Riesz, on note f(t) I’élément de

V¢ donné par
(), vyve = (f°(t),v) e + <g€(t),v>L2(F§)d Vv e Vet e [0,T). (2.19)
et on note que les conditions (2.10) impliquent
fe e Wh(0,T;Ve). (2.20)

En fin, La formulation variationnelle de probleme P, est le suivant
Probléeme P). Trouver un champ de déplacement u® : Q° x [0,7] — R? et un champ de
stress o : Q° x [0,T] — Sy qui satisfont (2.20)-(2.21) et (2.22)

0;(t) = Ajjen(us(t)) dans Q° x (0,7), (2.21)

[

(0°(1), e(v°) —e(us (1)) )3+ J (vF)—J(us(1)) = (F(t), v°—us(t))y Yo € VE,  ae. t € (0,T),
(2.22)

u(0) = ug (2.23)

Le bien-posé des problemes variationnels P et P), est discuté dans la section suivante,

ou l'existence et 'unicité des résultats dans I’étude de ces problemes sont établies.

2.3 Existence et unicité de la solution

Théoreme 2.3.1. . Suppose que de semi continuté inferieurrement et convexité du J |,
(2.9),(2.10) , (2.12) sont satisfaitées. Alors il existe une solution unique {u®, ¢} du probleme

P’. De plus, la solution satisfait
u® € W>2(0,T;Ve), o€ Wh(0,T;H5) (2.24)

Théoréme 2.3.2. Supposons que (2.9), (2.10), (2.12) et (2.21) soient vérifiées. Alors il existe
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une solution unique {u®, o} du probleme P). De plus, la solution satisfait

u® € WH(0,T;Ve), o€ Wh(0,T;H5) (2.25)

Nous concluons que, sous les hypotheses de semi continuté inferieurrement et convexité
du J et les hypotheses (2.9),(2.10) , (2.12) , le probleme de contact viscoélastique Py a une
solution faible unique qui satisfait (2.24), et sous les hypotheses (2.9), (2.10), (2.12) et (2.21),

le probleme de contact élastique Py a une unique solution faible qui satisfait (2.25).

La preuve du théoreme 2.3.1. est basée sur des arguments en point fixe, similaires a ceux
utilisés dans [I7], [18], et s’effectue en plusieurs étapes. Nous supposons dans la suite que de
semi continuté inferieurrement et convexité du J et les hypotheses (2.9),(2.10) , (2.12) est
vérifié et partout dans cette section C' désignera une constante positive dont la valeur peut
changer de ligne en ligne. Dans la premiere étape, nous supposons que la partie élastique de
la contrainte est donnée et résolvons le probleme variationnel correspondant pour le champ

de vitesse. Plus précisément, nous avons le résultat suivant.

Lemme 2.3.1. Pour tout n° € W2(0, T'; H°) il existe une solution unique v, € W20, T; Ve)
tel que

(Boe (v; (1) ,e(v) —e ('v;(t))>HE +(n°(t), e(v°) — e ('v;(t))>ﬂa + J(v) — J (v,(t)) (2.26)
> (f°(t),v° —v5(t)),. Yo € VSt € [0, 7).

Preuve. Soit n° € W'2(0,T;H) et t € [0, T]. Il découle des résultats classiques pour les
inégalités variationnelles elliptiques (voir par exemple [19]) qu’il existe un élément unique
v, (t) € VF tel que

b (vE (1), 07 — v(1)) + <n5(t), e(v°) — e (V5 (1)), + J(v°) — J (v3 (1)) (2.27)
> (f°(t),v" — v;(t)>va Vo© e V°©
ou b° : V¢ x VE — R est la forme bilinéaire sur V° x V° donné par

b (u®,v°) = (Be(u®), e(v°))y: Vus,v° € V© (2.28)

Puisque de (2.27) et (2.28) on obtient (2.26), il reste a prouver la régularité v, €
W20, T; V) de la solution . Soit t;,t, € [0,7]. Par souci de simplicité d’écriture, on
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note vy (t;) = v;,m° (t;) = n;, f° (t:;) = f;, pour i = 1,2. En utilisant (2.26), nous dérivons
la relation

(Be (vi) — Be(vy), e (vi) = e(v3))ye <(F1— Fi,01 = v3)ye
+ (1T = 1, € (1) — € (v3))3e -
Ensuite, nous utilisons les hypotheses (2.9) et (2.17) pour dériver

|UT_U§‘VE <C(\ff—f§\vs+lni—77§!ys) (2.29)

Par la régularité f° € W'2(0,T;V®) et n° € W0, T;H), on déduit de (2.29) que
v, € WH(0,T;V°).

O
Considérons maintenant le sous-ensemble fermé de W'2(0,T; H°) défini par
W = {n° € W"(0,T;H°) | n°(0) = A%e (u5) }
Lemme 2.3.2. (2.9) et (2.12) permet de considérer 'opérateur A : W — W défini par

An®(t) = Ae (u; (1)) (2.30)
t

ul () = / 0% (s)ds + uf (2.31)
0

pour tout ¢ € [0, 7] ou, pour chaque n° € W, v; € W20, T; V) désigne la solution de
I'inégalité variationnelle (2.26).

Nous avons les résultats suivants.
Lemme 2.3.3. L’opérateur A admet un point fixe unique n*° € W.

Preuve. Soit 77,15 € W et soit t € [0,T]. D’apres les définitions (2.30), (2.31) et (2.9)

on a

t
A = MO < C [ [o5, () = w3, (0] . (2.32)
d g g g
o (M0~ A5()| < O o5, (0=, 0], (2.3)
Un argument similaire & celui de la preuve de (2.29) montre que
9,0~ VOl < CIiO ~ 5O < C [ Fi6) —iolheds (230

En combinant (2.32)-(2.34) on trouve
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t
AE(E) — AT, < C / In5(s) — mE(s) 2 ds

L it — Ang (o))

2 t
a4 <C [ hii(s) (s e ds
He 0

[térer les deux dernieres inégalités n fois on en déduit

CTLTTL

n, e n, g2 5 (2

| A" — A 772‘W1’2(0,T;H5) < ol i — nQ’WLQ(O,T;HE)

Mais lim C"T"/n! = 0, I'inégalité précédente implique que pour n assez grand, la puis-
n—oo

sance A" of A est une contraction de W. Il découle maintenant du théoreme du point fixe
de Banach qu’il existe un élément unique n*° € W tel que A"n*® = n*. De plus, depuis
A" (An*®) = A (A"n™) = An™®, on en déduit que An*® on en déduit que A". On conclut par
I'unicité du point fixe que An*® = n*°, ce qui montre que n*° est un point fixe de A. L’unicité
du point fixe de 'opérateur A résulte directement de I'unicité du point fixe de I'opérateur A”.
O

Nous avons maintenant prouver le théoreme 2.3.1.

Preuve théoreme 2.3.1.
Existence. Soit 7*° € W est le point fixe de A et soit u;. la fonction définie par (2.31) pour
n° =n"". On définit une fonction o;. par

o.(t) = A%e (u

77*

() + Be(u;.(t)) Vt €[0,T] (2.35)

n
Comme 1n**(t) = An**(t) = A%e (u;.(t)) et vi.(t) = ;. (t) pour tout ¢ € [0, 7], il résulte de
(2.26) et (2.35) que

<0';* (), e(v%) — e (@5 (t)),,. + J(0) = J (@ (1) = (f7(8),0° —aiu(t)),.  (2.36)

Vo< € Vet e [0,T).

Prendre v° = ;. (t) + ¢ dans (2.36) ot ¢ € D(Q)? et en utilisant (2.19) on trouve
Divos. (1) + F5(t) = 0 vt € [0, 7). (2.37)

Il découle des Lemmes 2.3.1, (2.31) et (2.12) que u;. € W?22(0,T; Ve). De plus, (2.35), (2.9),
(2.37) et (2.10) donnent o5, € W"? (0, T;H1).En gardant a Desprit (2.35), (2.36) et (2.31),
on en déduit que {uf]*, a';*} est une solution au probleme P qui satisfait (2.24).

Unicité. Pour prouver la partie d’unicité, soit {us, o5} deux solutions de (2.15)(2.22) avec

régularité (2.24) , i =1,2.0n a

(Be (i (1)), e(v") — e (i (1)) + (Ae (ui(t)), e(v°) — e (@ (1)) + J(v) = J (4 (1))
> (f°(t),v° —ui(t),. Vv eVetel0,T],
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ce qui implique

(Be (ui(t)) — Be (u3(1)) , e (4i(t)) — e (u3(t)))4
< (e (ui(t)) — A%e (u3(1)) , e (41(1) — e (i5(1)))y= VE € [0, 7]

Depuis u7(0) = u5(0) = ug, en utilisant (2.18), (3.13) et I'inégalité précédente, on en déduit

que
() — (D)l < C / 65 (s) — 5 (8)]ye ds VE € (0,7 (2.38)

La partie d’unicité dans le théoreme 2.3.1. est maintenant une conséquence de (2.38), (2.25)
et (2.23).

Passons maintenant a la preuve du théoreme 2.3.2. Pour cela, on rappelle le résultat d’exis-

tence et d’unicité suivant.

Théoréeme 2.3.3. Soit (V°, (-, )y:) est un espace Hilbert et soit J : V& — (—o0,400]
est une fonctionnelle semi-continue inférieure convexe. Suppose que J # oo, c’est-a-dire le
domaine effectif de J, défini par D(J) = {v°® € V| J(v°) < 400}, n'est pas vide. Soit f° €
W12(0,T; V) et u§ € VE est tel que

sup {(f°(0), v%)ve — (ug, v%) e — j(v%)} < o0 (2.39)

veeD(J)

Alors il existe un élément unique u® € W2(0,T; V*) qui satisfait

(w(t),v" — u(t))ve + J(v%) = J(@* (1)) = (F°(1), " — @ (t))v- (2.40)

pour tout v* € V¢ a.e. t € (0,T), et
u®(0) = ug (2.41)

Théoreme 2.3.3. a été démontré dans [20] , p. 117, en utilisant des arguments de la
théorie des équations d’évolution avec des opérateurs maximaux monotones . Une version de
ce théoreme est considérée dans [21]. La, la preuve est basée sur une méthode de discrétisation
temporelle. Une généralisation du théoreme 2.3.3. dans le cas ou J dépend de la solution,
c’est-a-dire dans le cas ou J = J(u®,v%) a été établi récemment dans [22] .

On utilise le théoreme 2.3.3. pour prouver le théoreme 2.3.2.

OJ

Preuve théoréme 2.3.2. On note que (2.21) implique (2.39) et les hypotheses (2.9), (2.10)

t (2.12) permet d’utiliser le théoreme 2.3.3. En utilisant (2.40), (2.41) et (2.18), on déduit
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que l'existence d’une fonction unique u® € W2(0,T; V?) qui satisfait (2.23) et

(Afe(u(t)), e(v%) — e(w(1))pe + J(v°) = J(@° (1)) = (f°(1), v° —w(t))ve  (242)
Vo© e Ve ae. t € (0,7)

Soit o° est un donnée par (2.21). En utilisant (2.42) nous obtenons (2.22) et de (2.9)
il s’ensuit que o € W'?(0,T;H°). Nous utilisons maintenant dans (2.22) un argument si-
milaire & celui utilisé dans la preuve du théoreme 2.3.1., on obtient o° € W' (0,71 H*,).
Ceci conclut la partie existence du théoreme 2.3.2. La part d’unicité résulte de I'unicité de
I'élément u® € WH2(0, T; V) qui résout (2.42), garanti par le théoréme 2.3.3.
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3.2 Estimation a priori sur les solutions
3.3 Résultat de convergence et probleme limite

3.4 Unicité de la solution du probleme limite
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3.1 Transposer le probleme sur un domaine fixe ()

Pour simplifier la notation, partout dans la suite les index «, 3,7 et § prendre des valeurs
dans I'ensemble 1, 2. En outre, z = (2/,z) désigne le point générique dans R®. Selon le

changement de variables z = ﬁ, voir par exemple. ([1],[7]), on définit le domaine fixe €,
€
Q={(,2) eR? (2/,0) €w,0 < z < h(2))}
et on note par I' = wUT; UT;, sa frontiere, avec

T, ={(/,z) e R® 2/ € 0w,0 < z < h(z')}
Iy = {(a/,2) € R (2/,0) € w, 2 = h(z)}

Nous définissons les fonctions suivantes dans €2 x [0, 7]
a5 (2, 2,t) = us (2, w3, 1), a5(2,2,t) = e tug(a, w3, 1) .
Définissons les tenseurs e-indépendants A = (Aijkl), B= (Bijkl) ;

A 2) = A°(2, x3), B2, z) = B (2, x3) |

Pour les données du Probleme P, on suppose qu’elles dépendent de € de la maniere

suivante :

f($/727t) = €2f€(l’/,$3,t), g xla th) = €2g€($/,x3,t) )

ﬁoa(l'/, Z> = uga($lax3)7 ﬂ03(l’ ?Z) = 571U83($,7 l’g), ];' = eck®

Pour cette remise changment, nous avons les espaces de fonctions suivants
Qoo =1{C = (Ciji1)/Cijii = Cjirg = Cryij € L=(Q),1 < 0,5, k, 1 <3},
V={ve H(Q)?:v=0sur I'1,v, =0 sur w},
(V) ={v = (v1,v2) € HY(Q)? : v = (v1,09,v3) € V}
et

V. ={v = (v;,19) € L*(Q)*: % € L*(Q),v=0 sur I'1} .

z
9 1/2
0,9)]

V. est un espace de Banach avec la norme

2
Ovu,,
ol = [Z (\rvauag v 5z

a=1
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Considérons maintenant la fonctionnelle J et la forme trilinéaire A : Qo X V X V — R,
sont données par

J(v) = /l%|vT|da:' Yo eV

~ 1 ou aﬁg 8va
A 01,u v :5/0643795 <az )axﬂdx—k

A Ot, Oty '\ Ov, (‘)u7 50Uz \ Ov,
/Cag,y@éT (81’9 81’7) dx + / Ca,873( aZL’,),) 81:5 dx+

ot 50 Oy, 3 Ov,

2 [ c( i, a;fs) ot [ Copne? S0 S e

v

Ot,  Oug Ovs / Ous v,
el et} 9 o

2 /90330155 <8$5 i (%z:a) 0z do+ Coaa > 0z 0z da

R Ol 5003 Ovs /%338 Otz Ovs
/chgag (6 0z e 8xa> 0z do Q 0z 0z da

V(C,u,v) € Qoo XV X V.

Lemme 3.1.1. L’inéquation variationnelle (2.14)-(2.15) est équivalente a l'inéquation sui-
vante

A (A @ (), 0 — 0 (1) + A (B0 (1), 0 — 0 (1)) () = (0 (1) >

> / ~ 05 (O)dp-+ = [ ult) (w3~ A5(O)dp + 2 [ a0, ~ 0 1)z
/ — owus(t))dz, Yv € V¥Vt € [0,T],

’ (3.1)

@t (0) = @S, (3.2)

Preuve. Soit u® est une solution de (2.14)-(2.15). Pour toute C° € @, en utilisant la
symétrie de (C°e(u));; , il s’ensuit que pour tout v° en V= et t € [0,7], on a

(Ce(uf(t)), e )o.0s = / Uklekl (ew’v Ydz'dx3

i
= /C’ijklekl(us(t))a dIg s

QE
en passant au domaine fixe €2, on trouve

/ Cijrier (us(t)) g;)z da'des = e 'A (é L4 (1), v)
N J
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avec v € V, la remise a ’échelle de la fonction v°.
Depuis la frontiere I'* et dw sont Lipschitz continues, on peut écrire la frontlere I'; en une
union disjointe de I'7 ,i € I tel que chacun I'7 est le graphe d’une fonction ng ses points

du domaine,
D; = {(zs,,23) ER?* a; <15, <b;, 0<ua3z<eh(z),s’ €dwnl]}

qui sont donnés par le théoreme de la fonction implicite, avec 03¢; = 0,a; et b; sont des

nombres réels, les indices 9; prend la valeur 1 ou 2. En mettant

O (25, 2) = ¢ (w5, 23),
—{ZL‘(;, ) € R? ya; < x5, < by, O<z<h(x'),x'€8wﬂfLi}

On fait des calculs sur la surface latérale I'; obtenir

/Eg ~vidp = Z/E g° ngﬁl)) (v o ¢l )] (@5, 23) \/1+ |05, oi|*das,das

iel

2, 3008 (o) ey i
a=1 i€l

+ Z/ g3 0 (]5( . (U3 oé(@)] (xs,,2) W
el

_12/ gavader/ g3
L

Ainsi, par les relations précédentes, on obtient facilement I’équivalent entre probleme(3.1)-
(3.2) et (2.14)-(2.15).

3.2 Estimation a priori sur les solutions

Lemme 3.2.1. Supposons que u° est une solution de (2.14)-(2.15). Puis

2 2 2

e || s
Z +e +
92 oo, 20 02 || oo 0,1 22(0)
) o o (3.3)
9 ous 4 U
oy |2 rery |25 <c
awﬁ Lo -T2 axﬁ o] -T2
a,B=1 (O,T,L (Q)) ps=1 L (OvTvL (Q))
2 24iE 2 924e 2
> o +¢? . +
= 11020t || 201,120 920|120 1312 () (5.4)
2.5 2 2.n€ 2 '
) 0%, g Z O <0,
a.f=1 8%(% L2(0,T;L2(Q)) a— amﬁat L2(0,T5L2(%2))
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ou C' désigne une constante indépendante de ¢ et t.
Preuve. Rappelons tout d’abord les inégalités de Korn et de Poincaré (voir [I]), respec-

tivement,

le()]lore > Cx||Volog:, Yo e Ve (3.5)

[v]lo0: < €hmax|| Voo, Vv € VE, (3.6)

ou Ck > 0 est une constante indépendante de . D’apres le théoreme de la trace de Sobolev
et au-dessus de I'inégalité,

il y a existe Cy > 0 ne dépendant que de 2° et I'° tel que
”,U”OvFEL < CO||VU||O,95> Yo € Ve, (37)

Cependant, nous pouvons voir que la constante Cy ne dépend pas de ¢, a cette fin, pour

toute fonction v, nous désignons son prolongement de ° & Q = wx} 0, fL[ par

_ v on )
v = .
0 on Q-0Q°
oll & > hpay. On note par I';, 1a limite latérale de , donc on a [vllors = [1©llof,, IVVlloo: =

[Vl g tel que (3.7) est valable pour une constante indépendante de e. Suivant pour tout
t dans [0,77, choisir dans (2.14) v®* =0 :

(Ae(u™(1)), e(=a"(t)))oa: + (Boe(w (1)), e(=w(t)))o 0
_/k5|u€(t)|dg;' > /g‘f(t)-(—ﬂa(t)dﬁ<f€(t)>(—'if(t)>o,gs

Alors,

(Ae(u™(1)), e(u(1)))o.0s + (Boe(w (1)), e(u(1)))o.0s-

+//falif(t)!dw’ < /ga(t)-(if(t)dwr (£ (), (@ ()0,

15
w re

On note que /ka\ua(t)]dx’ > 0.

(Be(u?), e(u))on
/ Bfe(u®).e(u®)dx

0,Q¢
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Zmb/|e(u5)|2dx

0,Q¢

= my|le(w)]*.

Donc :
(Ae(ur(1)), e(@(6)))or + m ()|
< [ GO Odo + (O, @ O)ocr
g
Par inégalité de Cauchy-Schwartz et Poincaré, on a
(FE(5), 0 (D)o < 1F () o 16 (5)
< e 1F7(5) .0 IV (5) g
/ 5 W60 < 1l )
< Collg*(3)llors V8(5) o
Alors :
(Ae(ur(1)), e(@ (H))o- + mp (i) |

< Collg“()llo.rs IV ()Mo, e + hmax [|F7(3)llo 0= VE*(3)llo 0 -

(Ae(u(1)), e(w(t)))o.0r
< [lA%e(w?)lo.s [| (%) llo.0r
< ehmaa || A”e(u) [Jo,0: [ V7|

0,08

On a:

| A%e(u (1)) lo.0f
< 3[| A%l gz, [l (#) 0.0 -

Alors,

(Ae(us(t)), e(u(t)))o.or
< 3 hmaz [ Al @z 1w () llo.0:[[Vullo g -

En utilisant maintenant 1'inégalité de Young

2 b2
ab < 7772% + 7725
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pour 1 = VmyCr /2,0 = hmax | F°(5)]lg e et b = [V (s)llg 5 le n = VmyCk /2,0 =

Co HgE(S)HOIEL et b= ”V’l.f(S)HO’QE, on en déduit

(hmax ) 2 mbCK

() g < ol g2 g + o T ()]
. a c
[ oo ioro < SO g o), + P 90

L

et s'intégrant sur [0, ], il découle de (2.9) et (2.19) cette

1 g 1 ! - £ 1 g g g
3o C [V () + 5mCic [ IV (0) e ds < 5 (Ae () e i) ) o

s [ ds+ [ ] ) s

Par inégalité de Cauchy-Schwartz et (3.6)-(3.7), on a

(3.8)

(£ (), (5 g < e 157 (5) e 19855l
[ 6w 6)dp < Callg 9o IV (o

Par deux inégalités précédentes, et (2.8), I'inégalité (3.8) apres multiplication par e de-

vient
1 € 2 1 ! . e 2 3 € ell12
§maOK5 [Vu <t>||0,§2€ + §mbCK eV (3>||0,QE ds < 55 A |ng |vu0||o,§2€
0
(Prnax)” / 31 pes 2 (Co)* / 5 2
+ — € S cds + ~—~2— e’ lg°(s . ds.
s [ NP ds e [ g )l
Utilisation des relations & HQE(S)H?),I‘EL = 19l r, - 1F° ()5 0 = I1F ()15 et € Vs[5 e <

| Viig||Z ,, dans la partie droite de la dernicre inégalité, et passant au domaine fixe Q dans
la couté gauche, pour obtenir

2 5 2 N 2 2 . 2
Mg = +e (s) +e 2(s) de ( )
<0‘z::1 02 0.0 0z 0,82 a%:l dzp 0,0¢ B= 8955 0,Q¢
t 82% 2 (92u3 2 32% 2 82 2
+mb/o (Z 20t || o oz ooe 3@'5015( Moo 3x56t Moo |

2 maX
< 2 A3 Alon 1ol g+ 0 [ )13 s+ €

/ ¢ HorLedS}
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Donc, on trouve les estimations (3.3) et (3.4) avec m = min (mg, my) et

2 3., - e 12 (hmax)2 12 (00)2 ~112
0= {éuAan IVaillog: + 5 s I ez + G190 o rinee, ) ¢

O
A partir des estimations (3.3)-(3.4), on obtient la convergence de la solution 4 de probleme
(3.1) — (3.2).

Corollaire 3.2.1. Il existe u* = (u}, u}) dans W*(0,T;V,) tel que

(45, 45) — (u},u}) faiblement dans W2 (0,7T;V,), (3.9)
e Ug, 2 O3 s ~ 1,2 2
eug — 0, — 0, — =0, ¢ — 0 faiblement dans W"? (0,T; L*()) .
O0zg Ozrp 0z
(3.10)
Preuve. On remarque que (3.3) et (3.4) implique que pour o = 1,2
Ot 2 aQAe 2
H Vo <C, ' Yo <C (3.11)
0z L= (0,T;L2(Q)) 0z0t L2(0,T;L2(2))

On applique l'inégalité de Poincaré dans le domaine €2 x (0,7"), et par une simple comparai-

son des deux relations dans (3.11), nous trouvons

~NE
o0t
0z
2.€
04,

0z0t

Haa HLOO(O,T;LQ(Q)) <h

NE
o0t

ot

S hmaxcv
L>0(0,T5L2(%2))

max

S hmax C
L2(0.T5L2(Q)

— hmax
L2(0.T:L%(2)

Clairement, (1g,),_,, est borné dans W2(0,T;V,) N L (0,T;V,), de plus la convergence
(3.9) peut étre facilement déduit par I'injection W2 (0,T;V,) < C (0,T;V.) comme dans
([15], Lemme 2.3.1.). Aussi (3.10) découle a partir de (3.3) — (3.4) et (3.9).

3.3 Résultat de convergence et probleme limite

Dans cette section, nous donnons les équations satisfaites de u* dans Q x [0, 7] et nous
pouvons montrer le correspondant conditions aux limites obtenues pour le systeme (2.1)-

(2.7). Pour la suite de cet article, nous désignerons par (.,.) the inner product on the space

L* ()2
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Théoréme 3.3.1. u* satisfait I'inégalité variationnelle suivante

(4550, - u*<t>>> + (B G0, =) + [ kol =@ ' >

2 S
Z/ Ga(t) (v — UL(t)) dp + Z/ fa(t) (Vo — i (t))dx Yo € II(V),Vt € [0,T],
I a=1"%
(3.12)
u*(0) = &g (3.13)
ou la matrice est A*, B* sont donnés par
A =9 /:11313 /:11323 B = Bisis Z?1323
Azziz Aszas Basis Basas
et ug = (g, Ugy)- De plus, on a
0 ou* ou* P I 20072
- * * = T; L*(92 14
0z {A 0z + 0z } <f1’f2> in L (O’ L) ) (3.14)

Preuve. Soit t € [0,7]. Par I'intégrale de (3.1) relative a to ¢, on trouve pour chaque
veV

/ A (Aac(s )+A(Batu()v)+J(v>}ds+;A(/1 i) >
%A ( LU ) + /OtA (BZ,ﬁtﬁs(s),ﬁmé(sw ds + /Ot T (85 (s)) ds
+Z /0 /F Gal) (e — D45 (5)) dpds + ¢ /0 t /F " 5a(5) (v — By5(s)) dpds

+ Z / t [ a5) (00 = i) dads + = [ fas) (o4 = 05 ()) das.

(3.15)

Depuis la forme A(C’ , -, .) est une symétrie et V-elliptique, en utilisant les convergences (3.10),
on a

o ;o ou? 8ua
hm;g%./\ (A,u (1), > 2 Z /Aa3y3 dx
Ol"{_

Cette formule peut étre réécrite en utilisant la forme matricielle A* comme suit

tim inf A (A, i (1), a(1)) > <A*5;;(),?(t)>. (3.16)

e—0 V4
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Un argument similaire a celui utilisé pour (3.16) montre que la fonctionnelle

t
t—s / A (B.o,a(s). 0, (5)) ds
0

est semi-continu inférieur pour la topologie faible de W2 (0, T; V,). Puis

lim inf /0 tA(l’S’, 8t'f1,€(s),6t'&€(s)> ds > /0 <B*‘?Z( ),?(s)>ds (3.17)

e—0 z

De (3.16)-(3.17) et (3.9)-(3.10), et par la semi-continuité de t — / (s))ds, on laisse

e tendre vers 0 dans (3.15), obtenir

P Iy FaIr
(45055 w)+ [ (55 >,%<s>>ds+/0tJ<a*<s>>ds

é;/o /FL 9a(s) (va—ﬂZ(S))dpderg/ot/ﬂfa(s) (vo — @ (s)) dads

avec

La condition u*(0) = 4%, est une conséquence immédiate de (3.9) et (3.2). Ainsi, par 'égalité

suivante

b/ out ou* 1/ o0ut, o Out L0Uy Oy
/0 <““ 72 <5>>%<S>>d‘9—5<““ B <t>’a<t>>‘§<““ 92 az> (3.18)

nous concluons que

/Ot [<A*az *(s), aa (v —a* <3>>>+<5’*%u*(s),%(v—u*(s))>+J<v)_J(a*(s))] ds>
/ . ulo) = s >>dpds+; [ [ 29 = o) s

Maintenant, il ne reste plus qu’a utiliser la méme méthode que celle utilisée dans [10] pour
dériver la relation (3.12). Prouver (3.14), on utilise la formule de Green dans (3.12) et ceci

complete la preuve du théoreme 3.3.1.

Théoréme 3.3.2. Le probleme limite (3.12)-(3.13) admet une unique solution u* dans
Wt2(0,T; V.).

Preuve. Soit u*!, u*? deux solutions de (4.1) — (4.2) et soit ¢ € [0, T]. Prendre v = u*?

dans (3.12)-(3.13) et v = u™' dans l'inégalité relative & u™?, il s’ensuit en posant w* =
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ut? — u®! cette

<A*aa"f (), %(t» + <B*a;:* (), ?(t)> <.

z

Depuis u*(0) = u*?(0) = 1, en utilisant (3.18), on en déduit que

1 ow* ow* t ow* ow*

- * R *k - < ‘1

s (AR 0.5 w0+ [ (5500, 5 6 yas <o (3.19)
Il faut maintenant vérifier que la matrice A*, B* sont lellipticité. Soit n = (nO‘)a:l,Q €

R?, nous revenons, maintenant & les hypotheses (2.8)-(2.9), en choisissant des tenseurs
symétriques £ est donné par {,3 = 0, pour o, 8 = 1,2, &3 = 0 et o3 = {30 = 7a, poOUr

a=1,2, on aura

Az’jkl&l@‘j = 2Aa363553fa3 + 2Aa333§33fa3 + 2A33a3€a3§33 + A3333§33§33
= A7 5M5Ma

De la méme maniere, on a pour la matrice B*. En conséquence, et comme [£]* = 2|n|?,
conduit a

A = 2ma|nl®, B = 2myfnf?
pour tout 7 € R?. Par conséquent, I'inégalité (3.19) devient

2

a * 2 t a sk
2my, hid (t) —|—2mb/ hud (s) ds <0.
0z 0.0¢ o |l 0z 0.0¢
Comme m,, my > 0, et par 'inégalité de Poincaré, on obtient
ow™ 2
()12 e < B2 t =0,
HW ( )HO,Q — ""max Oz ( ) 0.0
t t . 2
ow™
s % 2
[ e ds <nd, [ |55 ds=o.
0 0 0,0¢

on en déduit que w* = 0 dans L? (0,T;V,), dans w* = 0 dans L*(0,7; V%), ce qui conclut
'unicité de probleme (3.12),(3.13).

Théoreme 3.3.3. Sous les hypotheses du théoreme 3.3.2. | les traces {s*,n"} avec s* =
(s7,s5) et m* = (my,my) défini par

s* (2!, t) = u* (2,0,1)

* ")k

(41.0.0) + B (.0) 2

(2, t) = A* (2, 0) Ou

o (2',0,1) (3.20)
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satisfont la forme limite suivante des conditions aux limites de Tresca :

/l% v+ Gast — 8;% dx’ — / ™ pda’ >0 Ve € L*(w)?,Vt € [0,T], (3.21)
. Os
I < k=2 =0
- ot ) a.e. sur w x [0,7] (3.22)
|7 =k =3 X >0 tel que oy = \1*

Preuve. Pour chaque ¢t € [0,7], on a choisi dans 'inégalité variationnelle (3.12) v =

W*(t) + v, on ¥ dans Hf p, (2)* et en utilisant la formule de Green, on trouve
a * Lk

* (] du / * (0 ou / /

* / au* / * / au* / / /
_/w (A (@,0) S (@/,0,8) + B (¢/,0) S ,O,t)> b (2,0) dz
~ 2 A
o RSO EOITEES DY WAU RS
nd a=1
L’addition de la derniére formule et (3.12),(3.20), conduit &

/fe<|¢+u*<t>r - |u*<t>|>da:’—/7r* (#',1) - (2!, 0) da’ = 0

w

Par théoremes de densité on en déduit (3.21). Pour prouver (3.22), on utilise un argument

similaire & celui utilisé dans preuve du théoreme 3.3.2. , dans [1].

3.4 Unicité de la solution du probleme limite

~ ~

Théoreme 3.4.1. Supposons que les composants A,sss, Bagss pour 1 < a, f < 2, en fonc-

tion uniquement de la variable 2’, on a la forme faible suivante :

h 2
/ (/0 [A*u* (2!, 2,t) + B*u* (', 2, t)] dz + %TI‘* («/,t) — F (2, t)) -V (o)) dx’ =0,
Vi € HY(w),Vt € [0,T] (3.23)

ot le vecteur F' = <Fa> est donné par
a=1,2

h z  pw
E, (a';t) = / F,(2',z,t)dz — hE, (', h,t) et F, (2,2, t) = / / fo (2, y,t) dydw.
0 o Jo
(3.24)
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Preuve. En intégrant 1'égalité (3.14) sur [0, z] temps de remorquage, et en tenant compte

Aaggg et Bagﬁg ne dépend que de 2/, on en déduit

—A* () u* (2, 2, t) — B (') u* (2, 2z, t) + A" (') §" (2, 1)

(3.25)
+B* (2')§* (2!, t) + 27" (2!, t) = F (2, 2, 1)
pour tout ¢t € [0,7]. Comme u}, (x',h(z'),t) =0, a =1,2 on a
A (') s* (2, t) + B* (2')$" (2, t) + hr* (o', t) = F (2, h, t) (3.26)

on integre (3.25) de 0 & h (2'), on obtient

h(z")
— / (A" (") u* (o', z,t) + B* (o) 0* (2, 2, 1)) dz+
0

2
+ hA* (2)s* (2') + hB* (2') §* (2/, 1) + %ﬂ'* (2, 1)

h(z")
:/ F (2, 2,t)dz
0

De cette égalité et de (3.26), on déduit la relation
2

h(z") B
/ A" (2" u* (2, 2, t) + B* (a)a* (2, 2, 1)) dz + %7‘('* (',t) — F(2/,t) =0  (3.27)
0

tel que F est déja défini dans (3.24), obtenons enfin la forme faible (3.23) si nous multiplions
(3.27) par Vo) (2) et intégrer dans w.

36



Chapitre 4

Analyse asymptotique d’un probleme
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4.1 Introduction et position du probleme

Considérons un milieu elastique anisotrope qui occupe un domaine représentée par ’ou-
vert = w x |0, h(2)[ , olt w est un domaine Lipschitzienne borné de R? d’équation x5 = 0
qui constitue la frontiere inférieure du domaine €2. On suppose que h est une fonction de

classe C! définie sur w telle que
0<h<h()<h V(,0)cuw.

La frontiere de €2 est notée I' = w U fl UT;, avec I'y est la frontiere supérieure d’équation
r3 = h(z') et T'y est la fronticre latérale.
Soit € > 0, on définit 2° par la bijection entre les points de €2° et de €2 donnée par

(x,xg)EQaﬁ(z,z)GQetz:@.
5

et

[T =A{(z,eh(2)); 2 € wh

2 ={(z,23);x € 0w,0 < z3 < eh(x)}.

On al* =wUT5UTS la frontiere de Q°.

Ceci produit automatiquement une correspondance entre les fonctions ¢ : 2° — R" et
¢ : QO — R™ donnée par (ﬁ(:ﬂ, z) = ¢ (x,x3).

Nous considérons un probleme de déformations d’un corps élastique anisotrope et non
homogene dans le domaine Q° est soumis a une force volumique de densité f° = (ff, fs, f5)

défini par

fAE (Z‘,Z) = €2f6 (I7I3)7

telle que f¢ € L? (Q)*. Notons par u® = (u, u3,u3) le vecteur déplacement, et par o€ le

tenseur de contraintes. On a

05 (W) = Eijp ex (w7) dans (4.1)

1 (Ou;  Ouj
i (u?) =5 | o~ 1<i,j<3, 49
e (u°) 2(3xj+8xi> <1,J (4.2)

ou
Ez‘jkl e L™ (Qs)

sont des composantes du tenseur de Hooke E du quatrieme ordre représentent les propriétés
élastiques du matériau.

On suppose que E symétrique;

E ik =FE jii = Eyij
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et satisfait par la condition d’ellipticité :
F¢e>0 tel que  Eyuijén > clé)

La loi fondamentale de la mécanique des milieux continus exprimant pour ce system,

conduit a I’équation d’un processus d’équilibre :

aafj—l—fa—()d O (4.3)
oz, ; = 0 dans .

Sur I'°, on décompose u° et ° en composantes normale et tangentielle comme suit

3 3 (3

u, = u.v, us =u — ., o, = (o°v) v, 0. =o0v— (o)) .V,

ou v représente la normale sortante de la frontiere du domaine €2°.

Soit g = (g1, 92, 93) € H? (Q)® est une fonction donneé avec
g3 =0sur I'y et /g.nds =0. (4.4)
r

On pose g° € o: (QE)?’ telle que g° (x,z3) = g (2, 2).
On différencie alors :
e IS la surface ou I'on impose
u® =g° (4.5)

e ['], la surface ou on a de condition de Dirichlet
u® =0 (4.6)

e w, la surface en contact. le déplassement est inconnue et suposée satisfait a la condition

limite de Tresca d’un seuil de frottement ¢~k

u“.v =0
05| < ek = ui=s (4.7)
05| =e 'k = 3B >0 tel que vt =5 — Bo°
ou k € L* (w) fonction donnée et positive p.p sur w (ne dépend de ¢), |.| désigne la
norme euclidienne de R?, et s désigne la vitesse de cisaillement qui est supposé connu et égal

g°. La troisieme composante de u° est sera nul sur I'° pendant le processeur.

On utilise aussi les notations

Ke={peH(X)P:¢g=g swlj, ¢pvr=0swwrwU ]},
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olt H'(Q)® 'espace de Soboleve est munit de la norme ||.|[1.o-, olt la norme de (L? (Qs))3
sera noté ||.|[o.os. Pour ¢ € H*(QF)?, on définit

a(u®,¢) = /a Eijen (u°) e (¢) dedxs,
J(p) = / e k| — s| dx.

De [6] la forme bilinéaire af(.,.) est coercive et continue sur K° x K¢. Soient ¢ et ¢ des

éléments de K¢, on a

a(y,v) > clle (@)|lf g » (4.8)

la(e ¥) < E e (@)lloq: lle ()lloq: - (4.9)

ot E = sup|Eyu (z)] et la fonctionnelle J¢ est convexe, semi-continue inférieurement et
propre sur K°.
Par la formule de Green et par la remarque [10] qu'on peu décrire la loi (4.7) de fagon
équivalante a la rélation :
(U —s)os + klu. —s| =0 (4.10)

alors la formulation variationnelle du probleme (4.1) — (4.7), s’écrit

Pe : Trouver u® € K°, telle que

0 (UF, 6 — uF) + JF () — JF (uf) > /Q Flo—w)de Vo K- (4.11)

Comme la fonctionnelle J° est convexe, semi-continue inférieurement et propre sur K°
donc d’apres la théorie des inéquations variationnelles (voir par exemple [15]), le probleme
P admet une solution unique u°. On va chercher dans la suite des estimations a priori sur
la solution u°.

4.2 Estimations des solutions

Pour l'analyse asymptotique de notre probleme, on fait un chengament de domaine en
z . nE nE o
utilisant le changement z = —. On définit sur € les nouvelles inconnues @ = (ai, us,us)
€

U; (z,2) =ui (x,x3) 1<i<3
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On définit le tensaur de déformation (€;; (4°)),, ;5 par les rélations

1 [oa; 0u5
o, () = = | 2 1<i,j<2
& (&) 2(8xj+8xi Shls
e .1 (1loas s ,
1o Z
e (8) = 25,

Nous introduisons maintenant le cadre fonctionnel sur €2 comme ce qui suit :
K = {’UE (Hl(Q))S:v:ésur r'yury, 'v.V:Osurw}.

"0z

V. est un espace de Banach pour la norme :

V, = {’U:<'U1,U2,1}3) e L*(Q)° €L*(Q),i=1,2,3; v=0sur Fl}.

1
2 2
L?(ﬂ))] '

Ci-dessous, les indices «, 3, et § sont compris entre 1 et 2 et la convention de sommation

81)2‘

0z

3
2
lolly, = [Z <||Ui||L2(Q) + ‘

i=1
sur des indices répétés est adoptée. En utilisant la symétrie de E et si l'on multiplie P par
(

£ puis en passant au domaine fixe {2 on trouve probleme suivant :
P Trouver &° € K, telle que :

@ (as,d—u) + ¢ —s|de— | k|a° — s|dv >
(s6-w) s [5fo=sfar- |

Vet [
S (fdi—i), voek

1

\ %

(4.12)
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et

— 52/Ea579é79 (u® )aidxdz+25/Ea3wew (u) ; dxdz
Q Q z

+2¢? / Enpy3éys (4°) ¢“dxdz+4g / Ensy3ey3 (4°) %da:dz
0 Oxp Q 0z
. N . 06
+€2/ Eaﬁggégg ( ) idxdz + € / Eggagealg ('U,E) ﬁdxdz

- e )
"’25/ E,s33€33 (U°) %dxdz + 252/ FE3343€43 (0°) %d dz
0 2z 0

. O
‘I’Z‘:Q/ E3333é33 (ﬂs) %dxdz
Q z

Lemme 4.2.1. Etant donné f° € L? (Q°)® et k € L% (w), on suppose que Ejjy

sont des fonction positive dans L™ (Q°), et satisfait

et

E ijki = E jii = Erij,

de>0 tel que Ejjni&iju > ¢ |f|2

Alors, il existe des constantes C' > 0 ne dépend pas de ¢ telle que :

3 2

~

o112 o2
ou; U5

8Ij 8ZE]‘

ij—1 0,0 i1 “ o ] 0.0

52

<C

Wl o <O, i=1,23
|| 1 110,92

Preuve.On a I'négalité de Poincaré et de Korn,

”QbHo,QE <ceh Hv¢||0,Q€

IVollo: < Cx lle(@)llgq- Pour tout ¢ € K

(4.13)

(4.14)

(4.17)

(4.18)

ou Ck est une constante positive qui ne dépend pas de € et de ¢. Soit u° la solution du

probleme —P°

D’apres (4.8) et par la coercivité de a (.

que

, donc

a(u’,u’) <a(u, o)+ J° () + (f,u°) — (f°.0) Voek®

o (ufu) > o [V

,.), il existe une constante ¢x indépendante de ¢ telle
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D’autre part, & partir de (4.9) on utilise I'inégalité de Yong, et le fait que |e (¢)> < |[Vo|?,
on trouve B z
€ CK €
a(w’, @) < - IVelloa: + — VeIl (4.19)

Et en appliquant les inégalités de Cauchy- Schwartz et de Poincaré on obtient

I(fa,gﬁ)l2 < eh™ | Fllo o VOl o

(Eh) en2 EK 2
< 2k H.f Ho,ﬂ6 "‘7 HV¢HO,QE

(4.20)

En utilisant (4.17) — (4.20) puis en multipliant le deux membre par ¢, on obtient

_ -\ 2
CK c E eh e CK
e lVelloe: < -2Vl + ( K) el flloor + 5 e 1Volloo: + / kl¢—s|de (4.21)

alors aprés passage au domain fixe dans la deuxiemme member de (4.21), on choisit gg =G

telle que G € H' (Q)® est un relevement de g sur Q vérifiant
G=gsurl'y,, Gv=0surwUl}.

on obtient donc

- 2
C h
%émmwapéil

fa

2 E ¢ 5
(£ %) 5ty ] ot

Ck

telle que ¢ (£2) = 0 est une constante de I’application de trace. On trouve finalement

en2
e [|[Vus|lgae
3 N 2 2 A~ 2 2 ~ 2
3 Fd PR ol L RS o)
i=1 0z K9] ij=1 6xj 0,0 j=1 axj 0,9
<C
ol .,
4 [ (h)" | a2 E  éx ) R
c=— [ | f = L) va QHkH G
%IEK o+ (24 %) 196ita+ c@ ] __ 161

D’ou (4.15). Pour démontrer (4.16) portant 'inégalité de Poincaré en particulier dans (4.15).
O
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4.3 Résultats de convergence et probleme limite

Lemme 4.3.1. Sous les hypotheéses du lemme 4.2.1. | il existe u* = (uj, uj, u3) € V,,

tel que pour toute sous suite de ©° notée encore 4 on a les résultats de convergences suivants :

u® — u* dans V, (4.22)

ous
0z,

Preuve.D’apres (4.16) , u* est borné dans V, , ¢’est-a-dire que I'existence de u* dans V,

3

—0dans L*(Q) i=1,2,3eta=1,2. (4.23)

tel que u° converge faiblement vers u* dansV,. Grace au (4.15) on a :

ous
5‘ Y <c 1=1,2,3
Ol
donc — converge vers ! , ce qui donne (4.23) .
8xa axa

O
Dans la suite, nous donnons les équations satisfaites u* en 2 et les inégalités pour la trace
de la vitesse et la contrainte sur w.

Lemme 4.3.2. Sous les hypotheses du lemme 4.3.1. | on a 1l'inégalité variationnelle suivants :

(50 2 oma)) o [ (5o )

Z/Qf'E (é—u*) dxdz,

alors

(4.24)

4E1313 4EA1323 2EA‘1333
E* = | 4FE5313 4Fs303 2E5333 (4.25)
2Fs3313 2F3303  FEigsz

(.,.) represente le produit dualité dans L* (Q)°.

Preuve. En passant le terme a° (u°,u°) et / k|| dz sur la gauche dans l'inégalité

variationnelle (4.12 ). Puis, on applique le liminf sur la gauche et le lim la droite, en
e—0 e—0
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utilisant les résultats de convergence (4.22) — (4.23) du Lemme 4.3.1., on en déduit

4/E 8u*8(¢_ )d:vdz+2/E

0 a373§ *88 a a333 4

+2/ Egga Y a— (¢3 >dl‘dZ+2/ E3333
Q

0z
/ ()qﬁ—s‘ lu™ — s| da:>Z/fE b uf)dmdz

ce qui bien démontré (4.24) et (4.25).

o — uZ) dxdz

X
252 (0
aﬁ <¢3 ug) dwdz+

Théoréeme 4.3.1. Avec les mémes hypotheses du lemme 4.3.2. |, u* vérifie

0 ou, ou
- {4Ea3’73 9 + 2F,333 3 3} = fe

0z
0 ou’ . Ouk
~ s {2E33a3 ; + Eiszs3 au } f3

(4.26)

dans L? ().

Preuve. On choisit maintenant dans l'inéquation variationnelle (4.12)
& =ul £y, i € HY (Q) i=1,2,3

et en utilisant la formule de Green, on trouve :

ou’ X
_/ 0 {4Ea3fy3 au +2Ea3338u }wadmd/z—i‘
Q

0z 0z
0 {2E33a3 Ou Ouiy } Ysdrdz

E
98 o> <+ 3333 5
3

= ; /Q feidadz

en choisissant 13 = 0 et 1, € Hy (), puis 1, = 0 et 13 € Hy (2), on obtient (4.26).
Théoreme 4.3.2. Sous les mémes hypotheses du théoreme 4.3.1. , on a :

/k |+ 5" —s| —|s" — s|dx — / w*pdx > 0 vy € L2 (w)® (4.27)

(4.28)

T <k=s"=s
|m*| = k=3 6 >0 tel que s* =s+ fn*

avec

s* (x) = u* (x,0) (4.29)
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et
7 = (m., ;) ou
. 8u* ous
75 (2) = |4Buzy3— 9 T+ 2Ea333g (z,0) (4.30)
. ou} ou}
75 (x) = 2 B0 —2 o + 2F5333 B (x,0)

Preuve. On choisit maintenant dans l'inéquation variationnelle (4.12)
¢ = ul + 4, P € HE p, (Q) i=1,2,3

puis en utilisant la formule de Green, on obtient :

a ES
—/ 0 {4Ea3’y3 a“v -|r2E05333a }wadxdz
Q

0z 8
8uV

/ 4Ea3'y3 By +2Ea333

w \

0 0
—/Q By {2E33a3 au +2E3333 9> }¢3d$d2—

ou} ous
2L 2L
/w( 3303 5 + 2143333 B >w (¢3)|w dx
3
/k(|¢ +s"—s|—|u"—s|)dx > Z/ fedadz
w i=1 v/

D’autre part grace a (4.26) , on trouve

/k(w 48" — 8| —|s" — s|) da —/W*¢dm >0 (4.31)

L’inégalité (4.31) est aussi valable pour tout ¥ € (e (w))® et par densité de e (w) dans L? (w),

on trouve (4.27).

Pour (4.28), on utilisons '’analogue de [I]

Théoréme 4.3.3. La solution «* du probleme limite (4.24)-(4.30) est unique dans V .
Preuve. Supposons qu'il existe deux solution u* et v* de I'inéquation variationnelle (4.24), (4.25),
et on prend qg = v* puis (ﬁ = u”* dans 'inéquation relative a v* puis en sommant les deux

inéquation, on obtient :

0 0
<E* s (0" —u"), '3 (v*—u*)> <0
A partir de (4.13) — (4.14) on choisit { = (13, &o3, E33) G = &3 pour 4 = 1,2, 3 et le reste des
éléments de ( est supposée qu’ils sont nuls, on a donc
E{;@@ = 4Ea353§a§5 + 2Ea333§a§3 + 2E33a3§3§o¢ + E3333§3§3
~ 212
= Eyn&iitn>cléf =c €]
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Chapitre 4: Analyse asymptotique d’un probleme anisotrope stationnaire pour 1’élasticité
lineaire

ce qui montre que E* est coercive pour la méme constante d’elipticité de E et par conséquent

on a )
c % (0" —u") <0
0,0
Par Poincaré, on trouve :
2
o~ 'l < | 2 @ )| =0,
0,0

donc 'unicité dans V.
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Résumé

Dans ce mémoire, on s’intéresse a I’étude du probléme d’un corps élastique anisotrope et non homogene
qui occupe une domaine 3D avec des conditions de contact bilatéral avec frottement sur une base
solide.Nous prouvons d’abord les résultats d’existence et d’unicité pour la solution faible,puis nous
étudions la comportement asymptotique de ces solutions lorsqu’une dimension du domaine tendent
vers zéro.Les2Déquations de conservation et la loi de frottement sont obtenue. L’existence et ['unicité
de la solution du probleme limite est démontré, donc leprobleme limite est bien défini et a un sens.

Mots-clés : Probléemes aux limites, Anisotrope, Comportement asymptotique, Visco-élasticité,

AMS Classification : 35R35, 76F10, 78M35.

Abstract

In this thesis, we are interested in the study of the problem of an anisotropic and non-homogeneous
elastic body which occupies a 3D domain with conditions of bilateral contact with friction on a
solid base. We first prove the existence and uniqueness results for the weak solution, then we
study the asymptotic behavior of these solutions when one dimension of the domain tends to zero.
The 2D conservation equations and the frictionlaw are obtained. The existence and uniqueness of
the solution of the limit problem is demonstrated, so the limit problem is well defined and has a meaning,.

Keywords : Free boundary problems, Anisotropic, Asymptotic behavior, Visco-elasticity.

AMS Subject Classification : 35R35, 76F10, 7T8M35.
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