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Notations Générales

€€, A :  Des parametres positives.
T : L'opérateur T'.
%) :  L’ensemble vide.
X, Y :  Des ensembles non vide.
K : lecorpsRouC.
R :  L’ensemble des nombres réels.
R* :  L'ensemble des nombres réels positifs.
R™ :  L'espace Euclidien de dimension n.
N :  L’ensemble des nombres naturels.
C : L’ensemble des nombres complexes.
C|E,F| :  L’ensemble des fonctions continues de E dans F.
Cc* : La classe des fonctions k fois continument dérivable sur un intervalle de R.
sup f(z) : Laborne supérieur de la fonction f.

.| : Valeur absolue.

[a] : Partie entiére de a.
U :  Réunion.
N : Intersection.

M, (R) :  L'ensemble des matrices n x n a coefficients réels.
/|0 :  Norme infinie, l|12||co = sup{|z(t)] : t € [a,b]}.
[-]]ex : Lanorme sur l'espace ¢*, l|z||er = sup{||z||oo, ||7]]00 }-

B(z;,6) : Laboule ouverte de centre z; et rayon 9.

A :  Complémentaire de A.

A :  L’adhérence de A.
det(M) :  Déterminent de la matrice M.
G(t,s) :  La fonction de Green.



INTRODUCTION GENERALE

"objectif de ce mémoire est 1’étude de quelques théoremes du point fixe pour des
L applications dans des espaces métriques. En analyse, un théoreme du point fixe
est un résultat qui permet d’affirmer que 1’équation f(x) = x admet des solutions sous
certaines conditions sur l’application f. Il est a signaler que la théorie du point fixe
est fondamentale en mathématiques. En effet, la résolution de plusieurs probléemes
mathématiques se rameéne souvent a la recherche de point fixe pour certaines appli-
cations linéaires ou1 non linéaires. De plus, plusieurs problemes intervenant en phy-
sique, chimie et en biologie sont modélisés par des systemes d’équations différentielles
ou d’équations intégrales. Ces systémes peuvent s’écrire sous forme d’équations abs-
traites f(z) = x ou f est une application définie d'un ensemble £ dans lui méme,
d’ot1 l'importance de 1’étude et du développement de la théorie du point fixe. Le cé-
lebre théoréme du point fixe de Banach (principe de contraction de Banach) dit qu'une
contraction d"un espace métrique complet dans lui meme admet un point fixe unique.
Ce théoreme fournit aussi un algorithme d’approximation de ce point comme limite
d’une suite itérée. Mais d"une part, montrer que l'application f est contractante peut
entrainer de laborieux calculs. D’autre part, les conditions sur l'application et 1'espace
étudiés restreignent le nombre de cas auxquels on peut appliquer ce théoreme. D’ot1 la
nécessité d’étendre et de généraliser le principe de contraction de Banach afin d’élar-
gir son domaine d’applications d"une part, et de récupérer ses avantages, d’autre part.
Contrairement d’autres théoremes du point fixe ( par exemple celui de Brouwer, Schau-

der, Krasnoselski,...), nous assurent seulement 1’existence de points fixes sans savoir



aucun renseignement sur la multiplicité de solutions ot indiquer comment les déter-

miner. Ce mémoire se décompose de trois chapitres partagés de la maniere suivante

Premier chapitre, Contient plusieurs définitions et propérités concernant des notions
topologiques comme : les espaces métriques, les espaces complets, les espaces de Ba-
nach, la campacité et I’équicontinuité. Ainsi la donnée de quelques théoremes, dont le

plus important est celui d”Ascoli- Arzéla.

Deuxieme chapitre, Ce chapitre est consacré pour la présentation de quelques théo-
réemes du point fixe (principe de contraction de Banach et de Boyd-Wong, celui de

Perov et de Schauder ) qui sont utils pour nos applications dans le troisieme chapitre.

Troisiéme chapitre, nous étudions quelques problémes d’existence ot1 d"unicité de so-
lution pour des équations différentielles et des systémes différentiels non linéaires de
second ordre avec des conditions aux limites a trois points. Pour ceci nous avons utilisé

des théoremes de point fixe choisi selon les conditions posée sur la nonlinéarité.



CHAPITRE

NOTIONS PRELIMINAIRES

C ommengcons par rappeler quelques résultats généraux, qui nous seront utiles
dans la suite de notre travail, consernant : les espaces métriques, les espaces
complets, les espaces de Banach, les applications contractantes, la convexité, la compa-

cité et théoreme d’Ascoli Arzéla.

1.1 Quelques éléments de la topologie

1.1.1 Espace métrique - Espace métrique généralisé

Définition 1.1.1 (Distance) [17]

Soit X un ensemble non vide. Une distance (ou métrique) sur X est une application :
d: X x X — R satisfaisant les propriétés suivantes :
e Vu,v e X, d(u,v)>0 et d(u,v)=0 siestseulementsi u=wv, (sépara-

tion).
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e d(u,v) =d(v,u), (symétrique).

o Vu,v,we X, d(u,w) < d(u,v) +d(v,w), (inégalite triangulaire).
Définition 1.1.2 (Espace métrique)

Un espace métrique est un couple (X, d) ou X est un ensemble non vide et d une dis-

tance sur X.
Définition 1.1.3 (Distance a valeur vectorielle)

Soit X un ensemble non vide. Une distance a valeur vectorielle sur X est une applica-
tion :
d: X x X — R" satisfaisant les propriétés suivantes :

o Vu,v € X, d(u,v) >0 etona d(u,v)=0 siestseulementsiu =v.

o d(u,v) =d(v,u).

o Vu,v,we X, d(u,w) < d(u,v)+d(v,w).
Siu= (x1,29,...2,) v = (Y1,Y2,....y,) deux éléments de R, alors v < v signifie que
z; < y; pour tout ¢ = 1,2,...,n. Dans ce cas (X, d) est dit espace métrique généralisé
sur X, pour un tel espace la convergence et la completude sont similaires a ces notions

dans les espaces métriques usuels.
Exemple 1.1.1

e Sur R” on peut considérer les distances suivantes :
n

di(ey) = foi -yl

i=1

da(z,y) = Z (i — i)
i=1
doo(xvy) = Inax |$Z - yz|

1<i<n

e Sur C([0,1],R) = f : [0,1] — R|f continue. On peut definir les distances suivant :

d(f.g) = /0 F(8) — g(b)dt.
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da2(f,9) = \//0 (f(t) — g(t))*dt.

dos(f,g) = sup |f(t) — g(t)].

te[0,1]

e On peut définir une métrique sur un ensemble quelconque X, en posant pour

r,y€e X

0 siz =y
d(z,y) =
1 six #y

on l'appelle métrique discrete.

e Métrique induite : Si (X, d) est un espace métrique et A un sous-ensemble de
X la restriction : d|axa : A x A — R définit une distance sur A. Par conséquent,
tout sous-ensemble d'un espace métrique constitue un espace métrique qui est
(A, d|axa)-

e Métrique produit : Soient (X, dx) et (Y,dy) deux espaces métriques, on peut

définir une métrique sur X x Y par V(z1,y1), (22,92) € X x Y :

d((1,91), (T2, y2)) = maz{dx (w1, z3), dy (y1,y2)}-

e Soit d une application définie par :

d:RxR—=R
(z,y) = d(z,y) = |2° —3°|.
- Montrons que d est une distance sur R.
1.

dz,y) =0 |2 —¢y*| =0
s —yP=0
&t =qy?
Sr=y.

2. d(Iay) = |ZL‘3 - y3| - |y3 - :L‘3| = d(y,J?)

5
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d(x,z) = |25 — 23|
=|2* — P+ = &7
< 2? =y’ + Jy° = 27

=d(z,y) + d(y, 2).

Distances équivalentes

Pour comparer les structures topologiques définies par deux métriques différentes,

on introduit la notion d’équivalence entre deux distances.
Définition 1.1.4

Soient d; et dy deux métriques sur ’ensemble X. On dit qu’elles sont équivalentes s’il

existe deux constantes k;, ky > 0 telles que pour tout (z,y) € X x X ona:

kldl(x7y) < d2(x7y) < del(I7y'

Exemple 1.1.2

e Sur R" les distances d;, d; et d, sont deux a deux équivalentes.

e Sur C([0,1],R), les distances d;, ds et d, ne sont pas 2 a 2 équivalentes.
Définition 1.1.5

Une partie S d'un espace métrique (X, d) est dite bornée s’il existe une constante L > 0
telle que |z| < L pour tout x € S. Une fonction f a valeurs dans X est dite bornée si

son image est une partie bornée de X.
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Suites dans les espaces métriques
Définition 1.1.6 (La convergence)

Soit (X, d) un espace métrique. On dit qu'une suite {z, },cy dans X converge vers un

point [ € X, si pour tout ¢ > 0 il existe N, € N tel que
d(z,,l) <€ pourtoutn > N..

On écrit

lim z, =1 ou =z, —L.
n—-+o0o

Proposition 1.1.1

toute suite convergente est bornée.

Preuve :

Supposons que la suite {U,, },en converge vers [, il existe alors, N, € N tel que pour tout
neN:

n>N, = |U,—1| <1,

alors, Vn > N.on a

\Un| = U, — 1+ <14l

on a dong, |U,| < 1+ |l|. Si on pose M = max(|Uy|, |Ui|,- - ,|Un.-1],1 + |I|), il vient
Vn e N, |U,| < M.

Par conséquent, la suite {U,, } ,en est bornée.

1.1.2 Boules, ouverts, fermés, adhérence

Définition 1.1.7 (Boule)

Soit (X, d) un espace métrique, a un point de X et r > 0, on définit la boule (ouverte)

de centre a et rayon r par :

B(a,7)={x € X |d(a,z) <r}.
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Définition 1.1.8 (Sous-ensemble ouvert)

Le sous ensemble U de 'espace métrique (X, d) est dit ouvert si :

VeeU, Jr>0 telque B(x,r)CU.

Définition 1.1.9 (Sous-ensemble fermé)

Le sous ensemble F' de l'espace métrique (X, d) est dit fermé si son complémentaire F'

est ouvert.
Définition 1.1.10 ( Adhérence d’un sous ensemble )

Soit A C X, un sous-ensemble de I'espace métrique X. On définit I’adhérence A de A

par:
A={reX |Vr>0 ,B(z,r)NA#go}.

Proposition 1.1.2

o Aestfermé < A= A.

o A= {:c € X |Junesuite (z,), CA telleque lim z, = az}

n—oo

Exemple 1.1.3

e ['adhérence du sous-ensemble Q de R est R lui-méme puisque tout nombre réel

est limite d’une suite des rationnels.
e Soit A={f |neN}CR, alors A=AU{0}.

e L'adhérence de l'intervalle ] 0,1 | dans 'espace R, = {x € R |2 > 0 } est
I'intervalle ] 0,1] lui meme (le point 0 est bien limite d"une suite dans ]0,1], mais il
nappartient pas a R ). Cela montre qu’il est important de savoir dans quel espace

on travaille lorsqu’on considére les notions d’ouvert, fermé, etc...
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e Si AcCRestborné alors infA, supAc A
Définition 1.1.11 (Continuité)

Soient (X, dx) et (Y, dy) deux espaces métriques f : X — Y une application eta € X

on dit que f est continue au point a si

lim f(z) = (o),

c’est a dire :

Ve>0, 35>0, VexeX, dx(r,a)<d=dy(f(x),f(a))<e.

Définition 1.1.12 (Continuite uniforme)
On dit que f est uniformément continue sur X si et seulement si :
Ve>0, Ja>0 Vrr'eX, dx(z2)<a=dy(f(z),f(2)) <e,
a ne dépend pas de z, 2.
Définition 1.1.13 ( Suite de Cauchy )
On dit que la suite (), dans 1’espace métrique (X, d) est de Cauchy si :
Ve>0, IN.>0 telque Vn,m>N,=d(z,,z,)<c

on écrit alors

d(xn, Ty) — 0, quand  n,m — +o00.

Exemple 1.1.4

On munit l'espace C([0, 1], R) de la distance fondamentale d; et on considere la suite

{ fu}nen définie par :

3

o
/AN

8
N\
3~

1
ful) = min(n, =) =

S
3
/AN
—_
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Soit € > 0, pour tout n et m de N*; avecn > m,ona:

m%ﬁMZALM@—MWWx

:Aém—mm+/*vi—mw+/Wi-iMx

L NG LV T
1 1 1 1
:(ﬁ) — () +2(= - 5) - m(@ - ﬁ)
11
—m n
1
<_
m

on prend N, = [£] + 1; on trouve que

n>m = N. = d(fn, fm) <6,

Proposition 1.1.3

Toute suite convergente d'un espace métrique (X, d) est de Cauchy.
Preuve :

Soit {z, } nen une suite convergente vers [/, cela veut dire que

Ve > 0, il existe N, tel que Vn > N, : d(x,,1) < §,

donc

Vn,m > Ne, d(n, 1) < d(@,1) + d(l, 20) < g + g
Par conséquent, {xz, } ey est une suite de Cauchy.
Remarque 1.1.1

Il y a des suites de Cauchy qui ne convergent pas, par exemple la suite {1 — +},,cy est
de Cauchy dans l'espace | — 1, +1[, mais cette suite est convergente dans R vers 1 dont

1¢]—1,+1].

10
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1.1.3 Espaces vectoriel normés

C’est une classe importante d’espaces métriques, dont les espaces euclidiens sont
le modele de base. En générale, un espace vectoriel normé est un espace vectoriel sur

lequel il existe une métrique compatible avec la structure d’espace vectoriel.
Définition 1.1.14 (Espace vectoriel normé)[6]
Un espace (X, ||.||) est dit espace vectoriel normé sur le corps K = R ou C s’il est muni
d’une application ||.|| : X — R qui vérifie :

e Vxe X, |lz|]|=0 et ||z]|=0&2=0 (séparation).

e VAeK, zeX, |[Az||=]N]||z]] (homogénété)ot |\| désigne respectivement

la valeur absoluesi K =R oulemodulesi R =C.
o Vz,ye X, ||lz+y|l <|lz||+]lyl] (inégalité triangulaire).
L’application ||.|| ainsi définie est appelée norme.

Exemple 1.1.5

Si (X, ||.]]) est un espace vectoriel normé, on définit la distance associée a une norme

||| par
di(z,y) = ||z =yl :

e Sur R", on peut définir plusieurs normes :
n

|z[l = Zl’z
i=1

n
x[la = 4] Z 7 (la norme euclidienne).
i=1

||][oo = max [].
1<i<n

e L'espace vectoriel C([0, 1], R) peut étre muni des normes :

1 flloo = m[goﬁ | ()] (norme de la convergence uniforme).

171l :/O F(t)de

11
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1f]l2 = / (f(t))2t

e Sur 'espace des suites numériques bornées (a valeur dans R ou C), on peut défi-
nir la norme

||ul| = sup [un] .

n=0

e Norme produit : Si (X, ||.||x) et (Y,]||.]|y) sont deux espaces normés, on peut

définir une norme sur l'espace vectoriel X x Y par:
V(z,y) € X x Y, [|(z,y)l| = maz{[lz]|x. [[ylly}
Définition 1.1.15

Soit X un espace vectoriel normé. Deux normes ||.||; et ||.||» de X sont dites équiva-

lentes s’il existe ¢y, co > 0 tels que, pour tout x € X :
cllelly <lzll2 < cofl]s.
Définition 1.1.16

Une partie A d'un espace normé (X, ||.||) est dite bornée s'il existe une constante L < oo
telle que || X || < L pour tout z € A. Une fonction f a valeurs dans X est dite bornée si

son image est une partie bornée de X.

1.1.4 Espace de Banach

Dans cette partie, nous étudierons quelques propriétés d’espace de Banach.
Définition 1.1.17 (Espaces de Banach)

Un espace de Banach est un espace vectoriel normé complet pour la distance associée
a sa norme. C’est a dire que dans cet espace, toute suite de Cauchy est convergente.
Exemple 1.1.6

On note 'espace des suites multiples bornées par :

1 (ZV) = {:c : ZN — K/ sup |z(k)| < oo}.
kezZN
et pour tout z € [* (Z") , on pose
[2]loc = sup [z(k)| < oc.
kezN

Alors [ (Z") muni de la norme ||. || est un espace de Banach.

12
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1.1.5 Applications contractantes

Définition 1.1.18 ( Application Lipschitzienne )

Soient (X, dx) et (Y, dy) deux espaces métriques et f : X — Y une application. On dit

que f est Lipschitzienne s’il existe k > 0 telle que :

Vr,ye X, dy(f(2), f(y)) < kdx(z,y) (1.1)
e Le plus petit réel k qui vérifie (1.1) est appelé constante de Lipschitz.
e Sik € |0,1], I'application f est dite contractante.
e Sik =1, l'application f est dite non-expansive.
Exemple 1.1.7

e L'homothetie dans un espace vectoriel normé = — kz avec k > 0 est Lipschit-

zienne.

e Plus généralement, le théoréme des accroissements finis permet de montrer qu'une

fonction dérivable de dérivée bornée en norme par k£ > 0 est Lipschitzienne, c’est

2
3

par exemple le cas sur R de l'application z — z(z + sinz) avec k =
Définition 1.1.19 ( Application contractive)
Soit (X, d) un espace métrique, ’application f : X — X est dite contractive si :
d(f(x), f(y)) < d(z,y), Va,ye Xavecw #y.
Remarque 1.1.2
( f contraction) = (f contractive) = (f non expansive ).

Définition 1.1.20 ( Application contractante non linéaire )

Soit (X, d) un espace métrique. L'application f : X — X est dite contraction non
linéaire s’il existe une fonction continue (croissante) ¢ : R* — R tel que ¢(r) < r

Vr € RY et
d(f(x), f(y)) < pld(z,y)), Ve,yeX. (1.2)
e Sip(r)="Fkr, 0<k <1, festune contraction.
e Sip(r) =r, f est non-expansive.

e Sip(r) =r etl'inégalité dans (1.2) est stricte, f est contractive.

13
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1.1.6 Ensemble convexe - Fonction convexe

Définition 1.1.21 [20]

Un sous-ensemble C' de R est dit convexe si pour tout z,y € C, pour tout X € [0, 1]
A+ (1= Ny e C.

Définition 1.1.22 (La fonction convexe)

Soit f une fonction de R dans R définie sur un intervalle I/ de R. On dit que f est

convexe sur /, si pour tous x,y de [ et tout A € [0, 1] ona:

FOz+ (1 =XNy) < M(z)+ 1=\ F(y).

Exemple 1.1.8

e les boules d’un espace vectoriel normé sont des parties convexes.

e les parties convexes de R sont les intervalles.

1.1.7 Espace compact

Définition 1.1.23 (Espace métrique compact)

On dit que (X, d) est un espace métrique compact si toute suite {z,},_ d’eléments

de X admet une suite extraite convergente vers un point de X.
Définition 1.1.24 ( Partie compacte)

Une partie S de X est dite compacte si le sous-espace métrique (S, d) est compact.
Exemple 1.1.9

toute partie fermée et bornée de R" est compacte.
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Définition 1.1.25 (Les parties relativement compactes)

Une partie S d'un espace métrique (X, d) est dite relativement compacte si I’adhérence

de S est une partie compacte de X.
Exemple 1.1.10

Les parties relativement compactes de R" sont les parties bornées .
Exemple 1.1.11

Sion munit C'([0, 1], R) delanorme || f||., = || fllo+||/]l alorsles bornées de (C* ([0, 1], R), || f]lc,)
sont relativement compact dans C°([0, 1], R).

Preuve:

Soit X un bornée de C*([0,1],R), E — By, (0, M). Comme la norme || f||. est majorée

par la norme || f||., est clair qu'un bornée de C'([0, 1], R) est ponctuellement relative-

ment compact.
Définition 1.1.26 ( Application compacte)

Soient £ un espace de Banach et () C F, f : ) — E une application.
e On dit que f est compacte si f(2) est relativement compact.

e L' application f est dite totalement bornée si f(A) est relativement compacte pour

tout sous ensemble borné A de E.

e L’application f est dite completement continue si f est continue et totalement

bornée.
Remarque 1.1.3

Toute application continue et compacte est complétement continue. La réciproque est

vraie si €2 est borné.
Exemple 1.1.12

Toute application de rang fini est compacte.
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Définition 1.1.27 (Partie équicontinue )

La famille d’applications 73 : X — Y ol \ appartient a certain ensemble d’indices
et X et Y sont deux espaces de Banach est dite équicontinue sur A, (A C X), si pour
tout € > 0, il existe 0 = J(¢) tel que quelque soient x,y € A et quelque soit A € K nous
avons :

ly —zlx <= [Ta(y) = Ta(@)lly <e

1.2 Théoréme Ascoli-Arzéla

Soient (X, dx) un espace métrique compact et (Y, dy) un espace métrique complet.

Notons par C(X, Y') I'espace vectoriel de toutes les fonctions continues f : X — Y.
Théoreme 1.2.1

la famille F' C C(X,Y’) est relativement compacte si et seulement si

e [ est équicontinue et

e pour toutt € X, I'ensemble

est relativement compact dans Y.

Cas particuliers

e Si Y est un espace de Banach de dimension fini, la deuxiéme condition du théo-
réeme d’Ascoli-Arzéla est equivalente a F' est uniformément borné c’est a dire

qu'il existe M > 0 tel que pour tout x € F

2]l oo = sup [l ()] < M.
teX

En particulier, pour ¥ = R (En effet, dans ce cas, pour tout t € X, M (t) est un

fermé borné d’un espace de dimension fini Y).

e SiY estun espace metrique compact, alors le théoréme d” Ascoli-Arzéla peut etre
éxprimer comme le suivant : la famille ' C C(X,Y’) est relativement compact si

et seulement si I est équicontinu.
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Exemple 1.2.1

Soit & : (][0, 1]) x R — R une application continue, considérons I'équation intégrale

u@zAMmmW&temm

alors I'opérateur de Hammerstein

H:c(0,1]) — ¢(0,1])

u— Hu

tel que

est compact.
Preuve :
Supposons l'ensemble A = h € C([0,1]),||h|| < M. Comme h est continue et borné

alors

Hu(t)] = | / (s, u(s))ds|
</0 |h(s,u(s))|ds

t
<M/ ds = Mt < M, Vt € [0,1].
0

Donc H(A) est uniformément borné. On va montrer H(A) est équicontinue. On a

Hutt) = Hule)] < | [ hsu) = [ nts,uts)is

0
to
< M/ ds
t1

< Mlts — t1].

Donc pour tout € > 0, il existe § < 7 tel que, pour tout 1,5 € [0,1] : [ty — t;| < § alors
|Hu(ty) — Hu(ty)] < M < e,
d’ou I'équicontinuité de H. D’aprés le théoreme d’Ascoli-Arzéla, H est compact dans

A.
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1.3 Matrice convergente

Dans cette section, on s’interesse a 1’'étude de quelques propriétés d'une matrice

convergente.

Définition 1.3.1

Une matrice carrée de nombres réels est dite convergente vers zéro si :
ME =0 lorsque k — .

Un résultat classique en analyse matricielle est le théoréme suivant :
Théoréme 1.3.1 [17/]

Soit M € M,,«,,(R), Les assertions suivantes sont équivalentes :
a. M est une matrice convergente vers zéro.
b. La matrice (I — M) estinversibleet (I — M) =T+ M + M?* +--- + M* + ...
c. toutes les valeurs propres A de la matrice M sont situés l'intérieur de la boule
unité ouverte du C ( i.e. VA € C,det(M —A) =0= |A\| < 1).
d. (I—-M) I -M|<I.
Preuve:
Montrons que (d) = (a) :
Supposons (d), alors on a :
Sp(I — M) =1— M
ce qui est vrai pour Sy = [ + M + M? + --- + M*. Puisque M et (I — M)~! ont des
élements positives, on en déduit que :
Sk=(—M*T—-M)"
= (I — M)~ — M*Y(I — M)~
<(I-M)™
De plus, (Sk)k>1 est une suite bornée. Puisqu’elle est croissante (sur des élements) par

définition, on conclut qu’elle est convergente. Par conséquent

MF =0 lorsque k — oo.
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Définition 1.3.2 [1/]

Soit (X, d) un espace métrique généralisé. L'opérateur N : X — X est dit contractant

s’il existe une matrice M € M,,.,(R;) qui converge vers zéro telle que :
d(N(z), N(y)) < Md(z,y),

pour tout z,y € X. Pour n = 1, nous retrouvons le résultat classique de la contraction

de Banach.
Théoréme 1.3.2 [1]

Soit (X, d) un espace métrique généralisé complet et N : X — X un opérateur de

contraction. Alors N a un point fixe unique xz, et pour chaque z, € X nous avons

d(N*(x0), x.) < M*(I — M)~"d(xo, N(x0)),
pour tout k € N, et M est la matrice de Lipschitz.

Définition 1.3.3

On dit que la matrice non singuliere (a;;)1<ij<n € Mnxn(Ry) a la propriété de valeur
absolue si :
ATl T
ou
| Al = (aij)i<ij<n € Mnxn(Ry).

Quelques exemples de matrice convergente

Soit A € M, x,(R) verifiant la propriété (I — A)~'|I — A] < I,

a 0
1. A= ,oua,be R et max(a,b) < 1.
0 b
a —c
2. A= ,oua,be Rteta+b<1,c<1.
0 b
a —a
3. A= ,otua,beRVet|la—b<1,a>1,b>1.
b —b
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Lemme 1.3.1

Soit
a —d

—c d

Q =
otta,b,c,d > 0etdet@ > 0. Alors Q! est un ordre de conservation .
Définition 1.3.4

Soit () € Ms,2(R) un ordre de conservation (ou positif) si p; > po, ¢1 = qo implique

dans le sense des composants.

1.4 Point fixe
Définition 1.4.1
On dit que a est un point fixe pour une application f : X — X s’il vérifie :

f(a) = a.

Exemple 1.4.1

Soit g une fonction définie de R dans R par :
g(x) =1+ 2z,
On va chercher les points fixes de 'application g
gr)y=rel+2e=rr=—1

Alors g admet un seul point fixe dans R.
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Exemple 1.4.2
Soit h une fonction définie de R dans R par :
s
h(z) =z + 5 arctan x.
On cherche les points fixes de h
T T T
hz) =z z+ 5 arctanz = r & 3 +arctanz = 0 < 5= arctan z.

Ce qui est impossible car la fonction tan n’est pas définit au point 7. Alors hn’a pas de

point fixe dans R.
Définition 1.4.2

On dit qu'un ensemble S d'un espace de Banach a la propriété de point fixe si toute

application continue de .S dans S admet un point fixe.
Lemme 1.4.1

Soient X et Y deux espace métriques. Si X et Y sont homéomorphes (c’est a dire qu’il
existe une application bijective bicontinue de X dans Y'), et si X ala propriété du point
tixe, alors Y I'a également.

Preuve:

Soit h : X — Y un homéomorphisme et f : ¥ — Y une application continue. On

définit I'application continue
g=hltofoh: X — X,

puisque X a la propriété de point fixe, il existe un point z € X telque: g¢g(x) = x.

Alors,on a:

Donc, h(z) est un point fixe de f.
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CHAPITRE

2

QUELQUES THEOREMES DU POINT
FIXE

ans ce chapitre, nous présentons quelques résultats concernant 'existence et
D "unicité de point fixe pour des différents opérateurs, cette théorie joue un role
important notament dans la démonstration d’existence ou d’'unicité des solutions des
équations différentielles et problemes aux limites.
On commencera par le plus simple et le plus connu d’entre eux a savoir le théoréme du
point fixe de Banach pour les applications contractantes. On établira ensuite le théo-
réme du point fixe de Shauder, puis le théoréme de Boyd-Wong, et on termine ce cha-

pitre par la donnée du théoréme de Perov.
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2.1 Principe de contraction de Banach

Introduction

Le théoreme du point fixe de Banach, connu aussi sous le nom du principe de
contraction de Banach ou encore théoréme du point fixe de Picard, est apparu pour
la premiére fois en 1922, dans l'article [19], dans le cadre de la résolution d’une équa-
tion intégrale. Notons que ce théoréme est une abstraction de la méthode classique
des approximations successives introduites par Liouville en 1837 et développée par la
suite, par Picard en 1890. A cause de sa simplicité et de son utilité, ce théoreme est lar-
gement utilisé dans plusieurs branches de 1’analyse mathématique, en particulier dans
la branche des équations différentielles. Le théoréme du point fixe de Banach a connu
différentes généralisations dans les espaces métriques et les espaces topologiques loca-

lement convexe.
Théoréme 2.1.1 (Principe de contraction de Banach, 1922)

Soit (X, d) un espace métrique complet, soit F' : X — X une application contractante

de constante de contraction k. Alors :
a. F admet un unique point fixe a € X.

b. Pourtoutz € X, = lim F"(z) ot F'(z) =z et F"(x) = F(F" !(x)).

n—o0
c. La vitesse de convergence peut étre estimée par :

n

1—-k

d(F"(z),a) < d(xz, F(x)).

Remarque 2.1.1

Dans le théoreme 2.1, on peut considérer une application F': A — A, out A est un fermé

de X.

On va présenter deux démonstrations du théoréme 2.1. La premiere est constructive
c’est la démonstration originale de Banach qui donne I'approximation du point fixe, la
deuxieme est non-constructive, et démontre seulement ’existence et 1'unicité du point

tixe. Elle repose sur le principe des ensembles emboités de Cantor.
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Preuve:

w Meéthode 1:

e L'unicité du point fixe : Soient o, o’ deux points fixes de F’, alors :
d(a, o) = d(F(a), F(o)) < k.d(a, )

ce qui est impossible sauf si  d(o,a’) =0 Cc'est-a-dire o =a'.
e 'existence du point fixe : Montrons que si z € X, la suite (£"(z)),, C X est

de Cauchy. Pour toutn € N,ona:
d(F™(2), F'(x)) < kd(F"(2), F""H(2)) < -+ < K"d(F (@), ).
Dongc, pour tout n,p € Nona:

A(F™P(2), F(2)) < d(F™(@), FP74 @) + o+ (P (@), ()

< ( n kn—l—l 4 kn+2 + .-+ kn+p—1)d(F($), l’)

(2.1)
<K'(A+k+E+-+kHd(F(2),)
1— kP
<K F(x),
k T % d(F(zx),x)

ot la derniere inégalité s’obtient en calculant la somme d’une suite géométrique
de raison k. On voit que si n — o0, d(F"*?(x), F"(xz)) — 0 et donc la suite
(F™(z))n, est de Cauchy dans X.

Par conséquent, comme X est complet, cette suite converge vers une limite que
nous appellerons o, que nous allons montrer que c’est un point fixe de F'.

D’abord, remarquons que

lim F""(z) = lim F"(x).

n—oo n—o0

Ensuite, le fait que F est contractante entraine qu’elle est continue, et donc

a= lim F""(z) = lim F(F"(2)) = F(lim F"(z)) = F(a).

n—oo n—o0 n—o0

Enfin, dans 'inégalité (2.1), si on fixe n et en fait tendre p vers I'infini on aura

n

d(a, F*(z)) < T %

d(x, F(x)).
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= Meéthode 2:
Soit a = infd(z, F(x)): 2 € X > 0, supposons que a > 0. Alors pour ¢ > 0, il

existe v € X tel que d(z, F(x)) < a + ¢, on aura donc
0 < d(F(2), F(x)) < kd(z, F(z)) < k(a +€),

ce qui nous ramene a une contradiction lorsque € tend vers 0, d’ott @ = 0. Pour

n € N*, considérons les ensembles

D, ={zx e X :d(z, F(x)) <

S|

}

e D, estnon vide, car a = 0.
e D, est fermé, car toute suite de D,, convergente dans X a une limite dans

D,.

e De plus, les ensembles D, forment une suite décroissante quand n — oo

avec lim diam(Dn) = 0. En effet, Vx,y € D,

n—oo

Ce qui donne

d(z,y) < — 0 quand n — oo.

n(l —k)
Ensuite, le théoréme des ensembles emboités de Cantor assure que l'inter-

section des D,, dans lequel n € N* est réduite a un point qui est 'unique

point fixe de F.
Exemple 2.1.1

e Soient X = [a, ] et I'application F' : X — X telle que F' est dérivable en chaque
x €|a, bl et |F'(z)| < k < 1. Alors, on déduit du théoreme des accroissements finis
que:

Vz,y € X, il existe un point € entre z et y tel que

F(z) = F(y) = F'(e)(z —y),
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Donc
|F(z) — F(y)| = [F'(e)|l(z — y)| < klz —y].

Par conséquent, F' est contractante et donc elle admet un unique point fixe.

e Soient X = R et ’application F' : R — R définie par :

1

Alors F est contractante et elle admet un unique point fixe z = 2.
Remarque 2.1.2

Les exemples suivants montrent que chacune des hypotheéses du théoréme précédent

est réellement utile.

e Si X n’est passtable par I : F'(z) = v2%2 + 1sur X = [0,1]. On a X est fermé dans

x

R donc il est complet (car R est complet). De plus F'(z) = ——— < 1 ce qui
plet ( plet). De p () W q

implique que sup |F'(z)| < 1, donc F est contractante sur [0, 1]. Mais F' n’admet

z€[0,1]

pas de point fixe car ([0, 1]) = [1,v/2] € [0,1], i.e X n’est pas stable par F.

e Si Fn’est pas contractante : F'(z) = va? + 1 sur X = [0, +o0].
Ona F([0,+1]) C [0,4o0[ et X est un fermé dans R. Alors X est complet. Mais F

n’a pas de point fixe car 5161)13 |F'(z)] = 1,1i.e F n’est pas contractante.
x

e Si X n’est pas complet: F(z) = % sur X =|0, 7).

1

On a F(]0,F]) =0, ‘/Ti] clo, %] et sup|F'(z)| = 5 < 1, alors F' est contractante.
reX

Mais F' n’admet pas de point fixe car X n’est pas fermé dans R donc X n’est pas

complet.
Corollaire 2.1.1

Soit (X, ||.||) un espace de Banach et F' : X — X une application k-lipschitizienne (c’est
a dire 3k > 0 tel que Vo, y € X, ||F(x) — F(y)|| < k||z — y||) et A € R tel que |\| > k.
Alors pour tout @ € X, il existe une unique solution a = a(a) dans X de 1’équation

abstraite F'(z) + Az = a.
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Preuve :
Soient g I'application définie par g(x) = G_TF(@ etz,y € X, alors
a—F(r)—a+ F(y
lg(e) — g(w))] = ST FW)
1
=@ = £l
k
sl

ot |A| > k, alors g est contractante, il existe donc une unique solution o de I'équation
g(x) = x en vertu du théoreme 2.1, autrement dit une solution de 1’équation

F(a) + Ma = a.
Remarque 2.1.3

Si dans le théoréeme 2.1, kK = 1, alors :

e L'application F' n’admet pas nécessairement de point fixe. Par exemple la trans-

lation dans un espace de Banach : z — x + v(v # 0).

e Si ' admet un point fixe, ce point fixe n’est pas nécessairement unique. Par

exemple 'application identité.

e L'application F' peut admettre un unique point fixe. Par exemple "application
F:10,1] = [0,1]
r—1—ux.

Dans la littérature, il existe diverses versions modifiées du théoreme de contraction
de Banach. Généralement, si 1'une des hypotheses est affaiblie les autres doivent étre
renforcées. La complétude de l'espace est généralement indispensable. Dans ce qui

suit, on présente quelques variantes du principe de contraction de Banach.

2.2 Théoréme du point fixe de Schauder

Ce théoreme prolonge le résultat du théoreme de Brouwer pour la démonstration de

I'existence d"un point fixe d’'une application continue sur un sous ensemble convexe
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compact dans un espace de Banach. Le théoréme du point fixe de Schauder affirme
qu'une application continue sur un convexe compact admet un point fixe, qui n’est

pas nécessairement unique.
Théoréme 2.2.1 ( Théoréme du point fixe de Schauder )[5]

Soient K un sous ensemble non vide, compact et convexe d'un espace de Banach X et
T : K — K une application continue. Alors 7" admet un point fixe.

Preuve :

Soit T : K — K une application continue. Comme K est compact, alors 7" est unifor-
mément continue. Donc pour ¢ fixé, il existe 6 > 0 tel que, pour tout z,y € K

ona:

le =yl <6 = |T(x) = T(x)]| < e

De plus, il existe un ensemble fini de points {1, zs,...,2,} C K tel que les boules ou-

vertes de rayon J centrées en z, recouvrent K, c’est-a-dire, K C s B(x;,9).
Si on pose L = vect(T(x;))1<j<p, alors L est de dimension finie, et K* = K N L est
compact convexe de dimension finie. Pour 1 < j < p, on définit la fonction continue

Y X — Ropar:

0 stz —xj|| =6
1-— Hx;—xju sinon
Il est clair que v, est strictement positive sur B(x;, §) et nulle en dehors. On a donc pour
p
toutr € K ,Z Y;(x) > 0, et par la suite on peut définir sur K les fonctions continues
j=1

positives p; par :

Y
Z@/ﬁj(m)

¥j

p
pour les quelles on a Z @;(z) =1, pour tout z € K.
j=1
Posons maintenant, pour x € K,

g(x) = Z w;(x)T(;).
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La fonction g est continue (somme des fonctions continues) et prend ses valeurs dans
K* (car g est un barycentre des T'(z;) ).

Si on prend la restriction g/K* : K* — K*, (d’apres le théoreme de Brouwer [5] )

g possede un point fixe y € K*.

De plus :
T(y)—y=T(y)—9(y)

= Z 0; ()T (y) — Z 0 (y)T (z;)

= i ©i(y) (T(y) - T(%‘))-

Or si p;(y) # 0 alors ||y — z;|| < d, et par suite ||T(y) — T'(z;)|| < e. Donc, on a Vj

M=

IT(y) =yl < D #i) IT(y) = T(z)|

.

<. Il
[ M% -
AN

<€) pily) =e

Dong, pour tout entier m on peut trouver un point y,, € K tel que [|T(ym) — Y|l < 27™.
Et puisque K est compact, alors de la suite (y,,,)mez On peut extraire une sous suite (v, )
qui converge vers un point y* € K. Alors, comme T est continue, la suite (7'(y.,,))
converge vers T'(y*), et on conclut que T'(y*) = y* , ¢’est-a-dire y* est un point fixe de T’
sur K.

Pour les applications, la généralisation suivante s’avere utile.
Théoréme 2.2.2 (Théoréme du point fixe de Schauder généralise)[5]

Soit F un sous-ensemble non vide fermé borné et convexe d"un espace de Banach X et

soit T : F' — F une application complétement continue. Alors 7" admet un point fixe.
Théoréme 2.2.3

Supposons que 1" est une application continue entre deux espace de Banach X et Y. Si
K est un ensemble compact dans X alors, 7'(K') est un ensemble compact dans Y.

Preuve : Voir [5] .
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2.3 Théoreme du point fixe de Boyd—Wong

Maintenant, on va présenter la démonstration de quelques généralisations du théo-
réme de contraction de Banach, dans lesquelles la constante de contraction % est rem-

placée par une fonction réelle.
Théoréme 2.3.1 [15]

Soit (X, d) un espace métrique complet, on suppose que f : X — X satisfait

d(f(x), f(y)) < ¥(d(z,y)),Vz,y € X,

ou 0 < ¢(t) < tpourt > 0et : [0,+00[— [0,+00] est une fonction semi continue
supérieurement a droite ( c’est-a-dire, pour tout suite t,, —,¢ > O on a

nh—)I£10 sup Y (t,,) < (t)). Alors, f admet un point fixe unique.

Preuve :

Soit zy un élément quelconque mais fixé dans X. Définissons une suite récurrente (z,,)

dans X par
Tp = f(Tn-1) = (f"(x0)), pour tout n > 1.

Soit a,, = d(x,_1, x,), il est clair que la suite (a,) est monotone décroissante et minorée
donc elle est convergente. On pose lim a, = a. Si a > 0, on obtient une contradiction
n—oo

en effet

any1 < P(an)

et ainsi a < ¢¥(a) ce qui contredit la propriété de 1, par conséquent, a,, converge vers 0.
Maintenant, nous montrons que (z,,) est une suite de Cauchy. Supposons que ce n’est
pas le cas. Alors il existe € > 0 tel que pour tout k£ € N, on a m;, > n; > k tels que nous
avons la relation

dp = d(zp,,, Tn,) = €

Bien s{ir , nous pouvons supposer que d(Z,, Tn—1) < € et nous avons donc

dk‘ < d(xmka xmk_1> + d<xmk_1a xnk) < amk + € < ag + €.
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Ce qui implique que dj, — 0.
D’autre part

N

dk‘ ~ d(l‘mk, xmk+1) + d(xmk+17 xnk+1) + +d(xnk+17xnk+)

< 2ay, + P (dy).

On déduit que € < 9(e), ce qui est contradiction. Par conséquent (z,,) est une suite
de Cauchy dans X.
Puisque X est complet, z,, — z € X. Ainsi par la continuité de f, on obtient f(z) = z.

L'unicité de z découle de la condition de contraction.

24 Théoréme du point fixe de Perov
Théoreme 2.4.1 (Théoréme de Perov [15] )

Soient (X, d) est un espace métrique complet généralisé et f : X — X une application

telle que pour tout u,v € X ona:

d(f(u), f(v)) < Md(u,v)

ou M est une matrice carré a composantes non négatives. Si la matrice M converge
vers zéro, ’est-a-dire M* — 0 quand K — oo alors f admet un point fixe unique u de
plusona:

d(f*(w), f(v)) < MM(I = M)~Hd(f(v),v)

pour toutv € X etk > 1.
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CHAPITRE

3

APPLICATIONS

D ans ce chapitre, on étudiera des équations et systemes différentiels du second
ordre avec des conditions aux limites non linéaires a trois points. L'existence de
solutions est prouvée en utilisant les théoremes de point fixe : principe de contraction

de Banach et de Schauder, celui Boyd-Wong et de Perov.

3.1 Résultats d’existence pour un probléme aux limite a
trois points [15]

Dans cette section, on s’intéresse de I'étude du probléme a valeurs aux limites du

second ordre suivant :

(3.1)
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3.1.1 Reformulation du probléeme

D’abord, nous remarquons que le probleme (3.1) peut étre reformulé de maniere

équivalente comme
t

w(t)= [ G(t.8) (s,u(s),e/(s)) ds + L g(un)).
0 to

ou G(t, s) est la fonction de Green définie par :

t(t()*S) O

)

to

t < s <,

N

G(t,s) =
) g < s <t < .

to ?

En outre, on peut démontrer que :

to 2
t(tg —t t
max / |G(t, s)|ds = max t(to 1) =0
te(0,to] Jo te[0,to) 2 8
Preuve :
Ona u” = f(t,u,v') En intégrant deux fois de 0 a ¢t les deux membre de cette

équations. on obtient :
t

W(®) = u0) = [ fsuls)ul(s)) ds.
0

ce qui donne :

w@=w®+lf@w$w@ma

ensuite

t t
u(t) — u(0) =u'(0)¢ —I—/ / [ (s,u(s),u'(s))ds,
o Jo
la premiére condition au limite entraine que

u(to) = u'(0)to + /0 0 /0 i I (s,u(s),u'(s)) ds, (3.2)
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en remplacant u(ty) dans l'expression de g(u(n)) :

g(u(n)) = ' (O)to + / ° / U (sou(s),u(s)) ds,

W(0) = - / st o) ds + gtut)

0 0

en remplacant «'(0) dans I'équation (3.2), et ¢ par ¢, on obtient :

)= [wotutn) — [ [" s saatonas|er [ [ i
t to t

ult) = Lg(ulm) / (to — 5)f (5. u(s), (s)) ds + / (t = 8)f (s,u(s), o/(s)) ds,

to to Jo 0

—i(to — 1) f (s,u(s),u'(s)) ds + /t D —ti(to —5)f (s,u(s),u/(s)) ds,

0 0

= u(t) = / G(t.5)f (svu(s).'(5)) ds -+ g(uln).

ou:
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D’une autre part, nous avons

to t _ to _
/‘m@m@:/fﬁLﬁ@+/fﬁLﬁ@
0 0 to ¢ to

1 210 ¢ g2
=—(to—t)|=| +— |tes— =
250(0 ){ 10 tO{O 2}5
2t t2 t?
=—(to—t)=+— (12— 2 —tot + =
0(0 )2+t0<0 2 °+2)

to \ 2 2 2 2
t ([ tot  t3

_ ottt B
to 2 2
t

=~ (tg—1).
Lt 1)

La fonction ¢ définie par p(t) = L (tg —t) = =55t ¢ € [0,t,] atteint son maximum

ent = % car c’est une fonction polynome de second degré dont le coefficient de ¢* est

négatif et ¢’ (%) = 0 alors

fo t tg
G(t,s)|ds p = “(tg—t)p = 2.
tg[l(?fﬁ}{/o G(t, s)] S} tg[l(?ié}{z(o )} 3

En prenant le maximum, puisque ¢ < t.
D’apres cette nouvelle formulation de notre probleme, on observe que u est une solu-
tion du probleme (3.1) si et seulement si u est un point fixe de I'opérateur

T:CY[0,ty] — C110, |, défini par :
P

(Tu)(t) = /0 i G(t,s)f (s,u(s),u'(s))ds + %g(u(n)),

ou C'0,t] désigne I'espace de toutes les fonctions continument différenciables sur

0, to], équipé de la norme

[ullerio.te) = max {{lulloo, flu'll o} -
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Ici, ||wloo = Org;i>t<0|w(t)| alors l'espace C' [0, t] est un espace de Banach par rapport a la

norme ||/ ] -

3.1.2 Application du principe de contraction de Banach
Théoréme 3.1.1

Si la fonction f satisfait la condition suivant :

e il existe a, b, ¢ > 0 tels que :

) |f(t u,v) — f(t,@,0)] < alu —af + blv — 7],

|9(u) — g(u)] < clu — 1l
pour ¢ € [0,to] etu,v,u,v € R,

e pourvu que

a+b
2

alors le probleme (3.1) admet une solution unique.

to+ — <1, (3.3)
to

Preuve:

En utilisant (H1), nous avons :

T)(0) =T =] [ Gt5)f (s.u(s).0(5) ds + glulm)

— /o G(t,s)f (s,u(s),u'(s))ds — ;9(“(77))

0

Comme nous avons

to t 2
G(t d = —(tg — t = —,
:5&:5}{/0 GGt 9) 5} :s%s}:;}{z“ >} 3
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Il s’ensuit que

12 12 _
IHWO—TWWM<a§Ww~wm+b§Hw—uwm+ﬂu—mu

9 2
< a§O”U — | crpo,p0) + bgo Ju— a”cwo,to} + cllu = allerpo )

a+b _
< (84 e) I dlo

En outre
to 1
(TWKﬂ=:£ Gxtﬁf(&u@%MQDd8+£yﬁdm%

ou

=1, 0<t<s<ty,

Gult,5) = T (t,5) = { :

%7 0 < S < t < to,

alors

(T ()= (T ()] = | [ Gult. )1 (s,u(s).00(5)) ds + o)

- /o CGult,5)f (s, u(s), i (5)) ds — —g(u(n))

Lo

< / NGt 9)] - 1 (s, uls), () — f (5. a(s), @ (s))] ds

+ lalun) = g(an)

< [ 1G] aluts) = )] + 1) — W (s)) s

" } - clu(n) — a(n)|.

37



Chapitre 3 Applications

Puisque

fo bs fo s to
/ |Gi(t,s)| ds = / —ds —I—/ (——1)ds < — pourtoutt € [0,t],
0 o to t to 2

il s’ensuit que
/ —\/ tO _ tO / ) & _
(T (6) — (Ta) (1)| < agllu — il + b5 o =+ flu =] .

Par conséquent

to

_ lo _
IT(w) = T(@) oo < a'2llu = los +b%

_ cC _
o =, + =l
0

to _ to _ c _
S agllu=allerpte + 05 llu = allorp, + %HU — @llo1(0,t]

a+b c _
< ( 5 to+ t—) [|w — || c1(0,t)-
0

Donc

B a-+b a-+b c B
| Tu — Tuucl[(),to] < rtrolgic { S t% + ¢, Tt() + %} lu — | c1(0,t)-

De I'hypothese ¢, < 1, nous déduisons que

a+b a-+b c a+b c
St%mg < —

et donc

max
to<1

{a+b2 a+b c} a+b c
242070 - +

On obtient ainsi que

a+b c

||Tu—Tﬂ||Cl[o,t0] < to + ||u_ﬂ||01[0,t0}'
2 to

Puisque

a+b c
to+— <1,
2 04

alors I’opérateur T" est une contraction et le principe de contraction de Banach peut étre

appliqué.
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3.1.3 Application du théoreme du point fixe de Schauder

Théoréme 3.1.2

Si la fonction f vérifie la condition

e il existe aq, Qg, 03, ﬁl» /82 > 0 tel que :

(2] |f (8w, 0)| < onfuf + azlv] + as et |g(u)] < Bilul + B2,

Vt € [0,t0] Yu,v € R,

o et
a1+ Qo B

t — < 1. 3.4
7 0+t0 (3.4)

Alors,le probleme (3.1) admet au moins une solution.
Preuve:

Nous montrons que 7" a un point fixe dans un ensemble de la forme
B={ueC"0,t]:u0)=0 et |ullcipw <R}

avec un R > (0 approprié.

Notons tout d’abord que, pour v € B, u(0) =0ona:

Alors

[ulloo < Ellu'llo <o Ul < o,

et donc

[ulleroe) = max {[|ullso, [[0/l} = llv'l] -

De plus, B est une boule fermé de rayon R donc c’est un sous-ensemble convexe fermé
de C! [0, to] .

Maintenant, a partir du résultat

to tO
/ |Gy(t,s)]ds < —.
0 2
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On voit que

(O] =| [ Gult.s)1 (s,u(5).0(5)) s + Sgtutn)

< max [f (s, u(s). /()] + %|9(U(77))|

2 0<t<to

N

to 1
) (o f|ul|os + a [Ju'|| o 4 ) + W (Brllullco + B2) -

Alors, on a pour u € B,

o1 + Qi B B2
ITullross = o (70O < (2520 + 2 ) lullorpay + S0+ 2.

Comme nous avons ||u|c1jo4,) < R, donc

o] + o
1 Tull 0.0 < . 2t0 + — b R+ —to + @
2 to 2 to’
etsi
aq —|—Oég 61 62
t R —t e
( 2 0+ to) + 2 0+ tO

D’apres l'inégalité (3.4) le R strictement positif existe et vérifie T'(B) C B. Du fait
que f et g sont continues, alors 1'opérateur 7' est continu de C' [0, ty] dans C? [0, to] et
envoie tout borné M de C* [0, ty] a un borné T'(M) de C? [0, to]. Et comme 1'injection de
C?0,t0] dans C* [0, to] est compacte, alors d’apres le théoreme d’Ascoli-Arzéla, T'(M)
est relativement compact dans C* [0, ¢o]. D’apres le théoréme de point fixe de Schauder

le probleme donné admet au moins une solution dans B.

3.1.4 Application du théoreme du point fixe de Boyd-Wong

Dans cette section, au lieu de la condition de Lipschitz sur f de (H1), nous considé-

rons plus généralement des conditions de type Boyd-Wong.
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Théoréme 3.1.3

Nous supposons que les conditions suivantes sont remplies :
e il existe deux fonctions ¥y, U5 : [0,00) — [0, 00) semi-continues supérieurement a

droite et non décroissantes et une constante ¢ > 0 tel que :

|f(t,u,v) - f(t:ﬂaﬁ)’ < \Ifllu—ﬂ’ +\112‘1) _1_}’7
[H3]

g9(u) — g(u)| < clu — 1l

e ct

) t8 to c

U(t) = max g(\111 + W) (t) + ct, 5(\111 + Uy)(t) + t—t <t, (3.5)
0

alors le probleme (3.1) admet une solution unique.
Preuve :
En utilisant (H3), nous avons :

T(u)(t) - T(a)(t)] / Gt 5) (s, u(s), 1 (5)) ds + +-g(u(m)

0

_ /0 ’ G(t,s)f (s,u(s),u'(s))ds — t—g(ﬂ(n))

< /00 |G(t,5)] - |f (s,u(s),u'(s)) = f (s, u(s), @'(s))| ds

+ —lg(u(n) — g(u(n))|

s /0 G )] - (Ufu(s) — ()] + W' (s) - ()] ds

+ - clu(n) = )]

En prenant le max et en utilisant 1'inégalité (3.3) et le fait que ¥, ¥; sont non décrois-

santes, on obtient

17 (w) = T (@) loo< W1 (lu = lloo) + o ([l = u'[|)] /O (Gt )lds + cllu — ]

%

<
8

(U1 + U2) ([Ju — @l cr(o0)) + cllu — @llor(o,0)-
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De méme, nous obtenons que

_ to 3 c B
[(Tw) — (Ta)||, < 2 (U1 + U2) ([Ju— illcrpogy)) + %HU — || c1jo,¢0]-
Donc
- t? _ _
|Tw — Tl c1o,40) < Max {go (101 +2) ([lu — @lleroe)) + cllu — allcrpoy) -

to _ c _

5 (1 +¥2) (lu — @llcrpoe) + %HU — |10, ¢ -
Puisque

t t
U(t) = max {go(\lfl + Wo)(t) + ct, 50(\111 + Uo)(t) + tﬁt} < t,pourtout t >0,
0

alors le principe de contraction de Boyd-Wong peut étre appliqué et 7" a un point fixe

unique.
Remarque 3.1.1

Le théoréme 3.1.3 est une généralisation du théoreme 3.1.1. En effet, pour
\Ijl(t) =at et \Ijg(t) = bt,

la condition [H 3] devient [H 1] et I'inégalité (3.5) est satisfaite si et seulement si 'inéga-

lité (3.3) est vérifiée.

3.2 Résultats d’existence pour un systemes d’équations
différentielles

Nous abordons dans la suite un probleme aux limites a trois points pour un systeme
différentiel du second ordre du type :

(

u”(t) — f({;7 u(t), U(t)),

v"(t) = g(t,ult),v(t), 0<t<to, (3.6)
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Le probleme (3.6) est équivalent au systeme intégral suivant dans

C'[0,t0)* = C'[0,t0] x C[0,t] .

u(t) = / Gt 5. 0(s),0(6))ds + olu(n),v(n),
o(t) = / G195, u(s),o(5)ds + 0(u(n),0(0)

Cela peut étre considéré comme un probléme de point fixe dans C [0, t,]*
u(t) = Ta(u(?), v(1)),
v(t) = Ta(u(t), v(?)),

pour un opérateur complétement continu 7' = (71,73), T : C[0,t]> — C[0,t,]?, ot

Ty, T, sont donnés par :

/Gts (5,us), v(s))ds + - ¢<<> (),
/Gts (5. u(s), (s))ds + - w<<> o(n)).

3.2.1 Application du théoreme du point fixe de Perov

Ici, ’existence de solutions au probleme (3.6) est établie au moyen d"un théoréme de

point fixe.
Théoréme 3.2.1

Supposons que la condition

;

|f(t,u,v) — f(t,a,0)| < arlu —al + byv — 7],

g(t,u,v) — g(t,u,v)| < aslu — ul + bo|lv — v|,
|9(t, u,v) — g(t,u,0)| < ag | + b2 | (37)

|¢(U,U) —(b(ﬂ,@ﬂ < Cl|u_a| +d1|1)—?7|7

[0 (u,v) — (1, 0)] < colu — @l + da|v — 9]

\
pour t € [0, %], u,v,u,v € R et certains ay, by, ag, by, c1,dy, c2,d2 > 0 soit vérifiée. Si la

matrice

- u o U+ dy 38
Lty 22+ dy

converge vers z€ro, alors le probleme (3.6) a une solution unique dans C' [0, t0]2.
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Preuve :
Nous allons appliquer le théoreme du point fixe de Perov dans C [0, to)* muni de la

norme & valeurs vectorielles || - [|2, ,,; définie par

] oo
||$||é[0,to] =
[0l

pour z = (u,v) wu,v € C[0,%] et
[ulloo = max |u(t)].

0<t<to

Nous devons prouver que T est une contraction généralisée, c’est a dire que

17 (z) = T(@)llow.) < Mllz = Zllogo,u)

pour tout z = (u,v), Z = (4,7) € C [0,t,]° ott M est une matrice convergente vers zéro.
Soit (u,v), (4, 7) deux éléments quelconques de C [0, to]*. En utilisant la condition (3.7)

nous avons
Ty 0)(0) = T30 0)0)] = | [ G051 uls) (50 + ot o)
—Acwsv@m><»w——mm>mm
<Ammw»ﬂwf@w@xw@»—f@ﬂ@xwwﬂw
+ <clluln), v(n)) = (@), o)

:QAOW@JH%mWQ) a(s)| + bafu(s) — o(s)]) ds
+ % (er|u(n) —a(n)| + dijv(n) —ov(n)|) .

Par conséquent, puisque t < to,

a b
ITi(u0) = Tifa ol < (54 e) o= allot (G4 ) o= ol 39)

De méme,

a b
ITatu0) = Tafm o)l < (254 o) = o+ (2

8ﬁ+daﬂv—m&. (3.10)
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Maintenant, I'équation (3.9) et 'équation (3.10) peuvent étre assemblées et réécrites de
maniére équivalente comme
T (u,v) =T\ (u,v U — U|oo
T o) =il | _ [ el | o)
[T5(u, v) = T5(

Moo [v =[]0

I~
&

i

Alors l'inégalité (3.11) équivaut a
IT(z) = T(@) 00 < Mz = ZlE0,0):

ott z = (u,v), Z = (@,7) € C0,t]*. Selon le théoreme du point fixe de Perov, le pro-

bleme (3.6) admet une unique solution dans C'[0, #o]”.

3.2.2 Non-linéarités avec une croissance sous-linéaire. Application

du théoréeme de point fixe de Schauder

Ici, ’existence de solutions pour le probléme (3.6) est établie au moyen du théoreme
de point fixe dans le cas ou f, g satisfaisants une croissance sous-linéaire, c’est-a-dire

(

(8, u,0)| < @ lul + b o] + &,

l9(t, u,v)| < alu] + bolv] + &,
(3.12)

|6(u, v)| < @or|u| + boi|[v] + Gon,

[ (u, v)| < doz|ul +502|v| + Co2.

\

pour tous t € [0,%] ,u,v € R et certaines a;, bi,E},ZL’Oi,gOi,EOi >0,i=1,2.
Théoréme 3.2.2
Si la condition (3.12) est remplie et la matrice

| B2 4Gy 2240
Mg = | ° _ ~

%t% + ap2 %t% + bgg
converge vers zéro, alors le probleme (3.6) a au moins une solution dans C'[0, to]”.

Preuve:

Pour appliquer le théoreme du point fixe de Schauder, il faut chercher un sous-ensemble
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non vide, borné, fermé et convexe B de C' [0, t0]2 pour que 7'(B) C B.

Soit u, v deux éléments quelconques de C' [0, ty]. Nous avons

T (u, 0) ()] =

/0 60,9 (5, u(s),v(s))ds + - (uln) v(n)

</OO Gt s)| - |f (s, uls), v(s))|ds + % | (u(n), v(n))lds

< /Oto G(t, s)| - <51|u(s)| b fu(s)] +a) ds
+ % (Forluls)] + Bonlo(s) + o)

Par conséquent, puisque ¢t < tj, nous obtenons

i b - ~
T3 (u, 0) || < ( ot + dor ) [ulloo + | =12 + Dot | [[v]|oo + di (3.13)
8 8

. O ~
ou d1 = gt% + Co1-
De méme,

a . b ~ ~
| To(u, v) || < [ =2+ doz ) [[ulloo + | =22 + boo | [|0]]oo + do (3.14)
8 8

ou C?g = %t% +502.
Maintenant, (3.13) et (3.14) peuvent étre assemblés et réécrits de maniére équivalente
Ti(u,v U d
173 (u, 0)| < M [l b
T2 (u, )| [V]]o0 d
Ensuite, nous recherchons deux nombres positifs R;, R, tels que si ||ul|o < Ry,

0|0 < Ro, alors || T1(u, v) |l < Ry, ||T2(u,v)]|oo < Ra. Pour cela, il suffit que
a 2 ~ 51 2, 7 7
gto + ap1 Rl + gto + b()1 R2 + d1 < Rl

~ 2 . ~
(%ig + &02) Rl + glt(z) + bo2 RQ + d2 < R2

qui est équivalent a

Rl dl Rl
_|_

RQ d2 R2

Mg
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R d
oMot

R2 d?
Notez que (I — Mg) est inversible et son inverse (I — Mg) ! a des éléments non négatifs

puisque Mg converge vers zéro. Ainsi, si
B ={(u,v) € C[0,t)* : lu|| < Ry, ||v]| < Rz}

alors T'(B) C B et le théoreme du point fixe de Schauder peut étre appliqué. Il suffit de

démontrer que 'opérateur 7" est completement continu.
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