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Introduction générale

Il est bien connu qu�une matrice sur un corps a un inverse, si elle est carrée de déterminant

non nul. Cependant, dans plusieurs domaines des mathématiques appliquées on a besoin

de quelques types d�inverses partiels d�une matrice singulière, ou même rectangulaires. Par

exemple, les solutions d�un système linéaire peuvent exister même si la matrice dé�nissant

ce système est singulière. Ce qui conduit à l�inverse ainsi nommé généralisé d�une matrice

ou l�inverse de Drazin.

L�inversibilité est l�une des disciplines les plus répandues en Mathématique, beaucoup de

proplèmes sont interprétés par une équation du type Ax = y, où A est une transformation

linéaire donnée, qui est dans notre situation une matrice de type m�n sur | (un opérateur
linéaire dé�ni d�un espace vectoriel E dans un autre F de dimensions respective n et m):

comme l�analyse numérique, l�optimisation, la théorie de contrôle, théorie de codage, la

statistique et les modèles linéaires, ce problème est aussi manipulé via le concept d�un

inverse généralisé (ou le pseudo inverse) d�une matrice (ou d�un opérateur linéaire). Devant

des questions de ce type on cherche un opérateur ayant le maximum de propriétés dont

l�inverse usuel réjouit, et d�une manière que cet inverse existe pour une classe aussi large

d�opérateurs lintéaires.

Dans ce mémoire, on s�interesse à l�etude des propriétés de l�inverse de Drazin avec

quelques exemple.

Dans le premier chapitre on donne quelques rappels sur la théorie des opérateurs.

Dans le chapitre deux, on donne les dé�nitions du spectres et resolvantes avec quelques

propriétés.
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Introduction générale

Le troisiéme chapitre est consacré à l�etude des propriétés de l�inverse de Drazin, et on

donne quelques applications dans le quatrième chapitre.

Et on achève notre mémoire par une liste de références.
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Chapitre 1

Rappels

1.1 Espace de Banach

On rappelle dans ce chapitre quelques dé�nitions et propriétés utiles.

1.1.1 Espace métrique complet

Dé�nition 1.1.1 On rappelle qu�un espace métrique est un couple (E; d) où E est un en-

semble et d une distanse sur E, c�est-à-dire une application de E � E dans R+qui véri�e

pour tout (x; y; z) 2 E3 les propriétès suivantes:

* d (x; y) = 0 si seulment si x = y.

* d (x; y) = d (y; x) (commutativité).

* d (x; z) � d(x; y) + d (y; z) (inégalité triangulaire).

Dé�nition 1.1.2 On dit qu�un espace métrique (E; d) est complet lorsque toute suite de

Cauchy de E est convergente dans E.

1.1.2 Norme et espace vectoriel normé

Dé�nition 1.1.3 Soit E un espace vectoriel sur un corps | qui sera soit le corps R des

nombres réel ou le corps C des nombres complexes. Une norme sur E et une application

N : E ! R+, dé�nie sur E à valeurs dans l�ensemble R+ des nombres réels positifs, véri�ant

les quatre propriétés suivantes:

3



1.1. Espace de Banach

* 8u 2 E : N (u) � 0 (positivité).
* N (u) = 0 implique u = 0 (séparation).

* 8u 2 E; 8� 2 | : N (�u) = j�jN (u) (homogénéité).
* 8 u 2 E; 8v 2 E : N (u+ v) � N (u) +N (v) (inégalité triangulaire).
Pour u 2 E donné, le nombre réel positif N (u) est appelé norme de u:

Dé�nition 1.1.4 Un espace vectoriel normé réel (resp. Complexe) est un couple constitué

par un espace vectoriel E réel (resp.complexe) et par une norme k:k sur l�espace vectoriel E.

On abrégera souvent espace vectoriel normé en e.v.n. Un e.v.n. sera noté (E; k:k) ou
Ek:k:

Il ne faut pas qu�il yait la moindre ambiguité sur le corps des scalaires de E; Si l�on ne

précise pas le corps, cela signi�e que les résultats concernent aussi bien un e.v.n. réel qu�un

e.v.n. complexe.

Dé�nition 1.1.5 On appelle espace de Banach un espace vectoriel normé complet, sur le

corps K des rééls ou des complexes. Rnet Cn, avec leurs normes usuelles sont des Banach.

1.1.3 Produit scalaire

Dé�nition 1.1.6 Soit E un espace vectoriel sur le corps des nombres réel.

Un produit scalaire sur E est une fonction f : E � E ! R, dé�nie sur le produit

cartésien E�E à valeurs dans l�ensemble R des nombres réels, véri�ant les cinq propriétés:
1- 8u 2 E; 8v 2 E; 8! 2 E : f (u+ v; !) = f (u; !) + f (v; !) (additivité par rapport à

la premiére variable, la seconde étant �xée quelconque).

2- 8u 2 E; 8v 2 E; 8� 2 R : f (�u; v) = �:f (u; v) (homogénénéité par rapport à la

premiére variable étant �xée, quelconque).

3- 8u 2 E; 8v 2 E : f (u; v) = f (u; v) (symétrie).
4- 8u 2 E : f (u; v) � 0 (positivité).
5- f (u; u) = 0) u = 0 (séparation, mais on dit plutot que f est dé�nie).

Pour u 2 E; v 2 E donnés le nombre réel (> 0; < 0; ou = 0) f (u; v) s�appelle le produit

scalaire de u et v (ou bien de u par v).
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1.1. Espace de Banach

Dé�nition 1.1.7 Soit E un espace vectoriel réel et soit (: j :) un produit scalaire sur E. On
associe au produit scalaire une norme (dite associée) en posant

8u 2 E : kuk =
p
(u j u) = [(u j u)]

1
2 :

Remarque 1.1.1 Si E un espace vectoriel complexe, la condition 3 est remplacée par la

condition 8u 2 E : h (v; u) = conjugué complexe de h (u; v) = h (u; v) (symétrie hermiti-

enne) .

1.1.4 Espace de Hilbert

Dé�nition 1.1.8 Soit E un espase vectoriel sur K une forme sesquilinéair sur E, est tout

application (:) de E � E dans K quelque soint �,� dans K et x; y; z dans E veri�ant

a) (�x+ �y; z) = �(x; z) + �(y; z):

b)(x; �y + �z) = � (x; y) + �(x; z):

On dit que (; )est hermitienne si elle véri�e de plus

c)(x; y) = (y; x);8x; y 2 E:
d)(x; x) � 0; 8x 2 E:

Théorème 1.1.1 Toute forme bilinéaire symetrique (; ) veri�e:

4(x; y) = (x+ y; x+ y)� (x� y; x� y):8x; y 2 H

Toute forme sesquilinéaire(; ) (hermitienne ou non) veri�e:

4(x; y) = (x+ y; x+ y)� (x� y; x� y) + i(x+ iy; x+ iy)� i(x+ iy; x+ iy):

Théorème 1.1.2 Soit (; ) une forme hermitienne sur E si (x; y) � 0; 8x; y 2 H alors elle

veri�e les propriétés fondamentales suivantes:

i) L�inégalité de Cauchy-Schwartz:

j(x; y)j � kxk kyk :

ii)L�inégalité de Minkowski:

(x+ y; x+ y)
1
2 � (x; x) 12 (y; y) 12

5



1.2. Opérateurs linéaires bornés

où

kx+ yk � kxk+ kyk :

Dé�nition 1.1.9 Un produit scalaire sur E est une forme hermitienne positive et non

dégénérée.

Dé�nition 1.1.10 Un espace de Hilbert est un espace préhilbertien sur K qui est complet

pour la distance dé�ni par: d(x; y) = kx� yk :

Un espace de Hilbert est donc encore un espace de Banach.

1.2 Opérateurs linéaires bornés

1.2.1 Opérateurs linéaires dans les espaces de Hilbert

Dé�nitions et exemples

Dé�nition 1.2.1 Une application T dé�nie d�un espace de Hilbert H dans | est dit �Opéra-

teur linéaire�si T satisfait les deux propriétés suivantes:

1) 8x; y 2 H, T (x+ y) = T (x) + T (y) :(Additivité)
2) 8x 2 H , 8� 2 |; T (�x) = �T (x) :(Homogénité)
L�opérateur identité I est dé�ni par Ix = x pour tout x 2 H.
L�opérateur nul 0 est dé�ni par 0x = 0, pour tout x 2 H.
Le noyau de T notée ker(T ) et image de T , notée R(T ) sont dé�nis par:

Soit T : H �! K; fy 2 K;9x 2 H : y = Txg :
Ker(T ) = fx 2 H;Tx = 0g et R(T ) = fTx; x 2 Hg :

Dé�nition 1.2.2 Soit X un espace vectoriel sur le corps C et � 2 C:

L�application T� : H ! H dé�nie pour x 2 H par

T� (x) = �x

est un opérateur linéaire. En e¤et, pour x1; x2 2 H et � 2 C; On a

6



1.2. Opérateurs linéaires bornés

T� (�x1 + x2) = � (�x1 + x2)

= � (�x1) + (�x2)

= �T� (x1) + T� (x2)

Cet opérateur est appelé une homothétie de rapport � de l�espace linéaire H. Si H est

un espace linéaire tel que dim (X) = 1;alors tout opérateur linéaire de H vers H est une

dilatation.

Dé�nition 1.2.3 L�opérateur linéaire T sur un espace de Hilbert H est dit borné s�il existe

un nombre positif c tel que:

kTxk 6 c kxk pour tout x 2 H:

Exemple 1.2.1 H = L2(]0; 1]); T : H �! H

f 7�! Tf (x) =

xZ
0

(x� t) f (t) dt

T est borné?

kTfk2 =
1Z
0

jTf (x)j2 dx =
1Z
0

������
xZ
0

(x� t) f(t)dt

������
2

dx

�
1Z
0

0@ xZ
0

jx� tj2 dt �
xZ
0

jf(t)j2 dt

1A dx = 1Z
0

24x3
3

xZ
0

jf(t)j2 dt

35 dx
� 1

3
kfk2 ;d�on kTfk2 � 1

3
kfk2 ;8f 2 L2 ([0; 1])

=) kTfk � 1p
x
kfk

donc T est borné.

Dé�nition 1.2.4 On dénote par B(H) ou L (H) l�espace des Opérateurs linéaires
bornés dé�nis sur un espace de Hilbert H.

Dé�nition 1.2.5 On dé�nit la norme de l�opérateur linéaire borné T par

kTk = inf fc � 0 : kTxk � c kxk ;8x 2 Hg :

Théorème 1.2.1 Soit T 2 B(H): la norme de T est donnée par

kTk = sup fkTxk ; x 2 H; kxk = 1g :

7



1.2. Opérateurs linéaires bornés

Démonstration. On démontre les inégalités dans le deux sens.

1)Posons a = sup fkTxk ; x 2 H; kxk = 1g, si l�opérateur T est borné, alors:
kTxk � kTk kxk = kTk pour kxk = 1
donc a � kTk d�aprés la dé�nition de kTk :
2) Pour tout vecteur x 2 H on a:

kTxk =




T �kxk x

kxk

�



 = 



T � x

kxk

�



 kxk � a kxk

d�où

kTk � a = sup fkTxk ; x 2 H; kxk = 1g :

En combinant les deux inégalités dans 1) et 2) on obtient l�égalité désirée.

Théorème 1.2.2 Pour tout opérateur linéaire sur un espace de Hilbert H;

les assertions suivantes sont equivalentes

1) T est borné.

2) T est continu sur l�espace H.

3) T est continu en un point x0 (x0 est un vecteur)de l�espace H:

Théorème 1.2.3 Soit H un espace de Hilbert, et f est une forme linéaire continue sur H.

Il existe un vecteur a 2 H et un seul, tel que:

8x 2 H; f (x) = ha; xi :

1.2.2 Inverse d�un opérateur

Dé�nition 1.2.6 On dit que l�opérateur T 2 B(H) est inversible sur l�espace de Hilbert H,
s�il existe un opérateur S 2 B(H) qui véri�e:

ST = TS = I

où I est l�opérateur identité dans H.

On écrit S = T �1et est dit l�opérateur inverse de T .

8



1.2. Opérateurs linéaires bornés

1.2.3 Quelques classes d�opérateurs

adjoint d�un opérateur

Théorème 1.2.4 Pour T 2 B(H), il existe un unique opérateur T � 2 B (x) ; pour tout
x; y 2 H; on a

hTx; yi = hx; T �yi :

Preuve. Soit y donné dans H, l�application x 7�! hTx; yi est forme linéaire contine
sur H. Par le théorème (1.2.3), il existe un uniue z 22 H tel que, pour tout x 2 H, on
ait hTx; yi = hx; zi :On note z = T �y:T �;est bien dé�ni, et ce de manière unique, en tant

q�application de H dans H car pour y donné, on dé�nit z, liimage de y par T�, de façon

unique.

Montrons que T � est linéaire:

soit T 2 B(H); y 2 H;�; � 2 C on a 8x 2 H :

hx; T � (�y1 + �y2)i = hTx; �y1 + �y2i

= hTx; �y1i+ hTx; �y2i

= � hTx; y1i+ � hTx; y2i

= � hx; T �y1i+ � hx; T �y2i

= hx; �T �y1 + �T �y2i

d�où pour tout x 2 H;

hx; T � (�y1 + �y2)i = hx; �T �y1 + �T �y2i

Montrons maintenant que T � est borné.

soit x = T �y; alors

kT �yk2 = hT �y; T �yi = hTT �y; yi � kTT �k kyk � kTk kT �yk kyk

=) kT �yk � kTk kyk =) T � est borné et de plus

kT �k � kTk

il suit que T � 2 B (H) :

9



1.2. Opérateurs linéaires bornés

Proposition 1.2.1 Si S et T sont deux opérateurs dé�nis sur un espace de Hilbert H,

alors leurs adjoints T � et S� sont aussi deux opérateurs sur H et les propriétés suivantes

sont veri�ées :

1)kT �k = kTk :
2)(T + S)� = T � + S�:

3)(�T )� = �T �; 8� 2 C:
4)(T �)� = T:

5)(T �)�1 = (T�1)� si T est inversibles .

6)(ST )� = T �S�

Preuve. 2),3),4),5) claire

1)

k(T �)�k � kT �k

kTk � kT �k

=) kT �k = kTk

6)

hSTx; yi = hTx; S�yi = hx; T �S�yi

d�où (ST )� = T �S�:

Dé�nition 1.2.7 Soit H un espace de Hilbert. Un opérateur T 2 B(H) est dit auto-

adjoint si

T � = T:

Exemple 1.2.2 Pour tout T 2 B(H), l�opérateur T �T 2 B (H) est auto-adjoint, car

(T �T )� = T �T �� = T �T:

Corollaire 1.2.1 Pour T 2 B (H) on a:

1)kTT �k = kT �Tk = kTk2 :
2)T �T = 0() T = 0:

1)kTT �k � kTk � kT �k = kTk2

10



1.2. Opérateurs linéaires bornés

d�autre part on a:

kTxk2 = jhTx; Txij

= jhx; T �Txij

� kxk kT �Tk kxk

� kT �Tk kxk2

kTxk � kT �Tk
1
2 kxk

Passons au supermun

sup fkTxk ; x 2 H; kxk = 1g � sup kTk = kTk

kTk � kT �Tk
1
2

kTk � kT �Tk

d�où kTT �k = kTk2 :
2)T �T = 0 () T = 0

[(] évident
[)]

T �T = 0) T = 0

kTT �k = 0() hT �Tx; xi = 0; 8x 2 H

() hTx; Txi = 0 ; 8x 2 H

() Tx = 0 ;8x 2 H

() T = 0:

Théorème 1.2.5 Soient X et Y deux espace de Banach et T : X ! Y opérateur linéaire

borné alors:

ker (T �) = R (T )? et (KerT )? = R (T �) :

Démonstration. Soit y 2 Ker(T �), T �y = 0:

Soit z 2 R(T ) c-à-d (9x 2 X : z = Tx)

T �y = 0, hx; T �yi = 0;8x 2 X

11



1.2. Opérateurs linéaires bornés

, hTx; yi = 0

, hz; yi = 0

, y 2 R (T )? :

Proposition 1.2.2 Pour T 2 B(H), auto-adjoint le produit scalaire hTf; fi est un nombre
réel 8f 2 H:

Preuve. Si T est auto-adjoint dans B (H) ; alors:

hTf; fi = hf; Tfi = hf; Tfi = hTf; fi :

donc hTf; fi est un nombre réel pour tout f 2 H.
Inversement si on suppose que hTf; fi est un nombre réel pour tout f 2 H:
ça nous donne hTf; fi = hTf; fi; mais

hTf; fi = hf; T �fi = hT �f; fi :

d�où hTf; fi = hT �f; fi ; donc T est auto-adjoint.

Théorème 1.2.6 Soit H un espace de Hilbert complexe, si T est un opérateur dans B (H)

1) T est normal si et seulement si kTxk = kT �xk, pour tout x 2 H.
2) T est unitaire si et seulement si kTxk = kT �xk = kxk , pour tout x 2 H.
3) T est hyponormal si et seulement si kTxk � kT �xk pour tout x 2 H.

Opérateurs unitaires

Dé�nition 1.2.8 Soit H un espace de Hilbert. U 2 B(H). On dit que U est un opérateur
unitaire si U est inversible et son inverse U�1 = U�:

Opérateur isometrique

D�autre part, on dit qu�un opérateurs T 2 B(H) est isométrique si T préserve les distances:
kTvk = kvk pour tout v 2 H:

12



1.2. Opérateurs linéaires bornés

Proposition 1.2.3 Soient U; V 2 B(H) des opérateurs unitaires. Alors:
(i) U est isométrique .

(ii) kUk = 1:
(iii) U�1 et U� sont unitaires.

(iv) UV est unitaire.

Démonstration. (i) Pour tout v 2 H, on a bien

kUvk2 = hUv; Uvi =; hU�Uv; vi = hv; vi = kvk2 :

(ii) Si kUvk = kvk pour tout v 2 H; alors

kUk = sup
v2H

kUvk
kvk = 1:

(iii) C�est une conséquence immédiate de la dé�nition(1.2.9).

(iv) On a bien (UV )�1 = V �1U�1 = V �U� = (UV )�.

Pour contre, une application linéaire isométrique n�est pas forcément unitaire.

Opérateurs normaux

Dé�nition 1.2.9 Soit H un espace de Hilbert, N 2 B(H). On dit que N est un opérateur

normal si N�N = NN�; telque N� est l�adjoint de N:

Clairement, un opérateur T 2 B(H) auto-adjoint ou unitaires est normal, mais la ré-
ciproque est fausse .

Exemples:

1) T =

0@ a 0

0 b

1A a; b 2 C

T �T =

0@ a 0

0 b

1A0@ a 0

0 b

1A =

0@ aa 0

0 bb

1A
TT � =

0@ a 0

0 b

1A0@ a 0

0 b

1A =

0@ aa 0

0 bb

1A
2) T' : L2 ([0; 1])! L2 ([0; 1]) ; l�opérateur de multiplication

f ! f'

13



1.2. Opérateurs linéaires bornés

' 2 { ([0; 1]) ; T �' =?
hT'f; gi = hf; gi =



f; T �'g

�
f; g 2 L2 ([0; 1])

hT'f; gi = hf'; gi =
R 1
0
f (t)' (t) g (t) dt =

R 1
0
f (t)' (t) g (t)dt

T �'g = 'g = T
�
'g , T �' = T

�
'�

T �'T'
�
f = T �'(T'f) = T

�
'('f) = ''f = (')

2 f�
T'T

�
'

�
f = T'(T

�
'f) = T'('f) = ''f = (')

2 f

donc T' est normal.

3) S : `2 ! `2 , le shift

S(x1; x2; x3; : : :) = (0; x1; x2; x3; : : :)

hSX; Y i = hX;S�Y i X; Y 2 `2

On pose X = (x1; x2; x3; : : :) , Y = (y1; y2; y3; : : :)

hSX; Y i = h(0; x1; x2; x3; : : :); (y1; y2; y3; : : :)i
= 0y1 + x1y2 + x2y3 + : : :

On pose S�Y = (z1; z2; z3; : : :)

hX;S�Y i = x1z1 + x2z2 + x3z3 + : : :8>>>>>>>><>>>>>>>>:

z1 = y2 ! z1 = y2

z2 = y3 ! z2 = y3

z3 = y4 ! z3 = y4
...

zn = yn+1

(SS�)X = S(S�X) = S(x2; x3; x4; : : :)

= (0; x2; x3; x4; : : :)

(S�S)X = S�(SX) = S�(0; x1; x2; x3; : : :)

= (x1; x2; x3; : : :)

SS� 6= S�S
L�opérateur S n�est pas normal.
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Chapitre 2

Spectres et Résolvantes

Dans ce chpitre, on dé�nit les notions du spectre et de la résolvante des opérateurs sur des

espaces de Hilbert et on en donne les propriétés élémentaires.

2.1 Valeurs et vecteurs propres

Dé�nition 2.1.1 Soit V un éspace vectoriel sur un corps K et T un opérateur linéaire sur

V .

Un scalaire � 2 K est une valeur propre de T s�il existe un vecteur v 2 V non nul tel
que:

(T � �I)v = 0 () Tv = �v:

Le vecteur v est alors appelé un vecteur propre de T correspondant à la valeur propre

�.

Théorème 2.1.1 Pour T 2 B(H), H est un espace de Hilbert si T auto-adjoint alors toute

les valeurs propres de T sont réelles.

Démonstration. Soit T auto-adjoint dans B(H) et � une valeur propre de T

(Tx = �x; x 6= 0)

15



2.2. Spectres et résolvantes

on a

� hx; xi = h�x; xi

= hTx; xi

= hx; T �xi

= hx; Txi

= hx; �xi

= � hx; xi

) � hx; xi = � hx; xi, mais x 6= 0) � = � alors � 2 R:

2.2 Spectres et résolvantes

L�ensemble des valeurs propres forme une partie d�un sous-ensemble de C; qui est inclu ou

égale à un sous ensemble de C que l�on applle spectre de T , et on note par � (T ) :

2.2.1 Rappels et dé�nitions

Dé�nition 2.2.1 Le spectre d�un opérateur T 2 B(H) est le sous-ensemble de C dé�ni

par:

�(T ) = f� 2 C : T � �I n�est pas inversibleg :

Dé�nition 2.2.2 On appelle rayon spectral r(T ) de l�opérateur T est le scalaire:

r(T ) = sup fj�j ; � 2 � (T )g = lim
n!+1

kT nk
1
n :

Dé�nition 2.2.3 L�ensemble résolvant de T est le complémentaire dans C du spectre de T:

�(T ) = f� 2 C : T � �I est inversibleg :

Dé�nition 2.2.4 On appelle application résolvante de T l�application <(:; T ) dé�ni :

<(:; T ) : �(T ) �! B(H)

� 7�! <(�; T ) = (T � �I)�1:
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2.2. Spectres et résolvantes

2.2.2 Classi�cation des points des spectraux d�un opérateur auto-

adjoint

Soit T un opérateur auto-adjoint son spectre � (T ) admet la décomposition en plusieurs

composantes disjointes :

1-Le Spectre ponctuel de T est l�ensemble:

�P (T ) = f� 2 C : ker(T � �I) 6= f0gg

(l�ensemble des valeurs propre isolés d�ordre �ni).

2-Le Spectre Continu de T est l�ensemble:

�c (T ) =
�
� 2 C : 9 (T � �I)�1 ; (T � �I)�1 non borné

	
ou

�c (T ) =
n
� 2 C : ker (T � �I) = f0g ; Range(T � �I) = H;Range(T � �I) 6= H

o
:

3-Le Spectre résiduel: de T est l�ensemble

�r(T ) =
n
� 2 C : � =2 �p(T ); (�I � T ) (H) 6= H

o
:

4- Le Spectre essentiel: Le spectre essentiel d�un opérateur linéaire fermé est l�ensemble

�ess(A) := f� 2 C : (�� A) n�est pas un opérateur de Fredholm d�indice 0g :

6-Le Spectre approché: de T est l�ensemle:

�a (T ) =

�
� 2 C : 9 (xn) � H : kxnk = 1 et lim

n!+1
(T � �I)xn = 0

�
:

2.2.3 Inverse généralisé

Inversibilité

Dé�nition 2.2.5 En matemathique et plus particuliêrement en algébre linéaire une matrice,

si n 2 N��f1g A d�ordre n est dite inversible ou régulière ou oncore non singulière.S�il existe
une matrice B d�ordre n appeleé matrice inverse de A et noteé B = A�1 telle que:AB =

BA = In:

17



2.2. Spectres et résolvantes

une matrice carrée est inversible si et seulement si son déterminant est non nul i.e

det(A) 6= 0, où I est la matrice identité, une telle matrice B est unique.

Exemple 2.2.1 Soit A =

0@ 2 5

1 3

1A et B =

0@ 3 �5
�1 2

1A Alors

AB =

0@ 2 5

1 3

1A0@ 3 �5
�1 2

1A =

0@ 6� 5 �10 + 10
3� 3 �5 + 6

1A =

0@ 1 0

0 1

1A = I:

BA =

0@ 3 �5
�1 2

1A0@ 2 5

1 3

1A =

0@ 6� 5 �10 + 10
3� 3 �5 + 6

1A =

0@ 1 0

0 1

1A = I:

Ainsi, A et B sont inversiles et sont inverses l�une de l�autre.

Remarque 2.2.1 A�1 est�unique.

Propriétés

*Les deux matrices B1 et B2 inverses de la même matrice A sont égales.

*Si deux matrices A et B sont inversibles leur produit est l�inversible et inverse du

produit est le produit des inverses e¤ectué dans l�ordre inverse (AB)�1 = B�1:A�1:

*Déterminant de l�inverse d�une matrice det jA�1j = 1
detjAj :

*Une matrice carrée n�admettant pas d�inverse est dit singulière.Une matrice carrée

admettant une inverse est dite inversible ou régulière.

A�1A = AA�1 = Id:

(A�1)�1 = A:

(AT )�1 = (A�1)T :

(A�)�1 = (A�1)�:

Il existe plusieures techniques pour calculer l�inverse d�une matrice carée suivante quelque

methode pour sa:

2.2.4 Adjointe d�une matrice

Soit A une matrice carrée n� n et (i; j) un couple d�entiers entre 1 et n.
On appelle mineur de Aij de déterminant de la matrice (n � 1) � (n � 1) obtenue en

supprimant la ième ligne et la j-ème colonne de A.
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2.2. Spectres et résolvantes

On note 4A
ij le mineur de Aij:

On appelle cofacteur de Aij le scalaire (�1)i+j4A
ij:

On appelle comatrice de A notée com(A) la matrice des cofacteurs de A:

Théorème 2.2.1 Soit A une matrice carée n� n alors:

AT :com(A) = com(A):A = (detA):Id:

Ce théorème montre que A est inversible si et seulement si son déterminant est inversible

c�est -à-dire non nul pour des matrices à coe¢ cients dans un corps commutatif et

A�1 =
1

det(A)
comT (A):

Exemple 2.2.2 Pour ne rien oublier il peut être bon de faire le calcul en 3 étapes.

Nous les illustrerons avec le matrice suivant on cherche à obtenir la matrice A�1

A =

0BBB@
3 2 �3
5 �1 �2
1 1 �1

1CCCA :
*On calcule det(A):

Si det(A) = 0 la matrice A n�est pas inversible.

Si det(A) 6= 0 la matrice A est inversible et l�on peut commencer le calcul de la matrice
inverse.

Pour notre exemple det(A) = �3 et A est inversible.
*On commence à remplir la "coquille" de la matrice inverse avec les signes alternés,l�inverse

du déterminant sans oublier la transposition

1
�3

0BBB@
+ � +

� + �
+ � +

1CCCA
T

:

On compléte avec les mineurs pour obtenir l�inverse:

A�1 = 1
�3

0BBB@
+3 �(�3) +6

�1 +0 �1
+(�7) �9 +(�13)

1CCCA
T

=

0BBB@
�1 1

3
7
3

�1 0 3

�2 1
3

13
3

1CCCA
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2.2. Spectres et résolvantes

2.2.5 Matrices élémentaire (pivot de gauss)

Opérations élémentaires sur les matrices

Gauss a inventé une technique algorithmique trepuissante pour faire des transformations

autorisées sur les matrices Jordan a a¢ né cette méthode a�n de detterminer l�inverse d�une

matrice carrée.

Cette méthode consiste par di¤érentes manipulations sur les lignes formant la matrice,

tel que les termes de la diagonale principale sont tous egale à un et les autres termes sont

tous nuls, et de faire subir en même temps le même processus de transformation sur la

matrice identité.

Ainsi on passe de la matrice A à la matrice identité Id et de la matrice Id à la matrice

que l�on cherche A�1:

Pour cela, il a même inventé une notation particulière, la voici: Li + �Lj ! Li signi�e

qu�on multiplie la ligne Lj par le coe¢ cient �, qu�on l�additionne à la ligne Li et on réinjecte

le tout dans Li:

On a aussi �Li ! Li qui multiplie la ligne Li par � et le réinjecte dans Li; on peut aussi

permuter deux lignes ainsi:Li $ Lj :cela peut paraitre inutile mais vous allez voir qu�il est

nécessaire d�opérer ainsi pour toujours avoir un pivot non nul.

Exemple 2.2.3 Cherchons si elle existe l�inverse de

A =

0BBB@
2 1 �1
1 3 1

2 �1 2

1CCCA :
Pour cela on adopte la notation suivante, dans la quelle on associe dans une même

simili-matrice la matice A à gauche et la matrice identité Id à droite.

0BBB@
2 1 �1
1 3 1

2 �1 2

���������
1 0 0

0 1 0

0 0 1

1CCCA :
On s�occupe d�abord d�introduire des 0 dans les première colonne, puis dans la deuxième

et en�n dans la troisième, pour cela on pivote toujours par rapport éléments de la diagonale

qui sont donc les pivots.
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2.2. Spectres et résolvantes

Etape01:Pivote: le 2 de la ligne 1.

L3 � L1 ! L3

2L2 � L1 ! L2

0BBB@
2 1 �1
0 5 3

0 �2 3

���������
1 0 0

�1 2 0

�1 0 1

1CCCA.
Etape02:Pivote:le 5 de la ligne 2:

5L3 + 2L2 ! L3

5L1 � L2 ! L1

0BBB@
10 0 �8
0 5 3

0 0 21

���������
6 �2 0

�1 2 0

�7 4 5

1CCCA :
Etape03:Pivote:le 21 de la ligne 3:

21L1 + 8L3 ! L1

7L2 � L3 ! L2

0BBB@
210 0 0

0 35 0

0 0 21

���������
70 �10 40

0 10 �5
�7 4 5

1CCCA :
Etape04:On fait apparaître des s sur la diagonale
1
210
L1 ! L1

1
35
L2 ! L2

1
21
L3 ! L3

0BBB@
1 0 0

0 1 0

0 0 1

���������
1
3

0

�1
3

� 1
21

4
21

2
7

�1
7

4
21

5
21

1CCCA :
Etape05:Le résultat

A�1 = 1
21

0BBB@
7 �1 4

0 6 �3
�7 4 5

1CCCA :

2.2.6 Inverse de Moore-Penrose

L�inverse de Moore-Penrose est une généralisation de la notation du l�inverse qui contient

l�inverse de matrice non carrée ou une matrice de determinant nul. Ces matrices ne sont

pas inversibles au sens classique .

Cette méthode a fourni la première fois par Alickm Moore en 1920 et Roger Penrose en

1950.
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2.2. Spectres et résolvantes

inverse de Moore-Penrose est souvent désigné par A+

Dé�nition 2.2.6 L�importance de la dé�nition est que toute matrice non nulle peut être

exprimée en termes de factorisation préservant le rang, et que l�inverse de Moore-Penrose

d�un tel produit est le produit de l�inverse correspondant dans l�ordre inverse.

Dé�nition 2.2.7 chaque produit EFG avec E (m� n), F (r � r) et G (r � n) est appelle
à factorisation préservant le rang si chacune des matrices E, F et G est de rang r.

Théorème 2.2.2 pour chacune matrice A veri�ée les quatre équations:

AXA = A; XAX = X; (AX)T = AX; (XA)T = XA:

donc la solution uniqe X = A+.

Si A = 0mn est la (m� n) matrice null, A+ = 0nm:
Si A 6= 0mn, alors pour tout factorisation préservant le rang EFG de A;

A+ = G+F�1E+:

Démonstration. SiA = 0mn, puis

XAX = X

impliqueX = A+ = 0nm Si A est (n�m). Pas la matrice nulle, alors pour tout factorisation
préservant le rang

A = EFG il suit, par dé�nition, que E est de rang de la colonne préservant, F est non

singulière et G a rangée rang plein. Ainsi E+ = (ETE)�1ET et G+ = GT (GGT )�1, par

(2,3)[3], avec E+ est un inverse à gauche de E; G+ est un inverse à droite de G. Alors si

X = G+F�1E+;

XA = G+G

et

AX = EE+
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2.2. Spectres et résolvantes

sont hermitienne. En outre,

AXA = A

et

XAX = X

de sorte que

X = A+:

Il convient de noter que, bien que l�existence d�un factorisation préservant le rang A =

EG a été établi pour toute non nulle.

Une matrice, ce qui ne fournit pas un calcul systématique procédure pour construire

une factorisation. cependant, après que nous avons examiné la relation entre A+ et Moore-

Penrose inverse de matrices obtenues par permutation des lignes ou des colonnes ou les

lignes et les colonnes de A.

Remarquons, par ailleurs, que si Ax = b est un système d�équations avec A = EG un

factorisation de rang plein, et si Y = GX, alors y = E+b est les moindres carrés solution

à EY = b. Maintenant, le système d�équations GX = E+b est toujours cohérente et a

solution de norme minimale

X = G+E+b, . Par conséquent, nous pouvons combiner les résultats en disant que

X = A+b est le solution des moindres carrés d�AX = b avec kxk2 minime. Bien d�intérêt
mathématique , la plus part des applications pratiques des moindres carrés exigent que les

problèmes être formulées de telle sorte que la matrice est de rang de la colonne complète.

Lemme 2.2.1 soit A un matrice d�ordre (m� n) alors:

a) A (m� n) implique A+ (n�m) :
b) A = 0 implique A+ = 0:

c) A++ = A:

d) AT+ = A+T :

e) A+ =
�
ATA

�+
AT = AT

�
AAT

�+
:

f)
�
ATA

�+
= A+AT+:

g) (�A)+ = �+A+ pour tout scalaire �,
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2.2. Spectres et résolvantes

où �+ =

8<: 1
�
,si � 6= 0

0 ,si � = 0
;

h) si U et V sont des matrices unitaires,

(UAV )+ = V TA+UT

i) si A =
Pn

i=1Ai ou ATi Aj = 0

quand i 6= j; A+ =
Pn

i=1A
+
i :

j)si A est normal , A+A = AA+

k) A;A+; AA+ et AA+ tout ont rang égal trace (A+A)

Démonstration. Propriétés (a) et (b) ont été noté précédemment dans théoréme .

Les relations dans (c) et (d) de suivre en observant qu�il n�y a complèté la duatité dans

les rôles de A et x dans les équations dé�nissant .

Pour établir la première expression pour A+ dans (e) laisser

X =
�
ATA

�+
AT :

Puis

XA =
�
ATA

�+
AHA

est Hermitien, et aussi

AX = A
�
ATA

�+
AT

par utilisation de (d).

en outre,

XAX = X

et

AXA = A
�
ATA

�+
ATA = AT+ATA

�
ATA

�+
ATA = AT+ATA = A:

La seonde expression dans (e) suite par un type similaire d�argument, comme le font les

expressions dans (g) et (h).

prouver (f) nous avons

AT = A
�
ATA

�+
par (d) et (e) puis

A+AT+ =
�
ATA

�+
ATA

�
ATA

�+
=
�
ATA

�+
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2.2. Spectres et résolvantes

Prouver (i) observer d�abord que

ATi Aj = A
+
i A

+T
i ATi Aj = 0

et aussi A+j Ai = 0 depuis A
T
j Ai = 0:

Maintenant, nous pouvons à nouveau montre que A et A+ satisfaire la dé�nition équa-

tion.

Ce (j) détient suit par l�utilisation de (e) à écrire

A+A =
�
ATA

�+
ATA =

�
AAT

�+
= AAT = AT+AT =

�
AA+

�T
= AA+:

Pour montrer A;A+; A+A et AA+ tous on le même rang .

Nous pouvons appliquer le fait que le rang d�un produit de matrices ne dépasse jamais

le rang d�un facteur aux équations

AA+A = A

et

A+AA+ = A+:

Puis rang(A) = trace(A+A) détient de puis rang(E) = trace(E) pour toute matrice

idempotente E.

Exemple 2.2.4 Laisser

A =

0BBB@
1 0

1 1

1 1

1CCCA ; B =

0@ 1 1 �1
0 1 �1

:

1A
puis

BA =

0@ 1 0

0 0

1A = (BA)+;

depuis BA est hermitienne et idempotente, nous avons aussi

A+ = (A+A)�1AT =
1

2

0@ 2 �2
�2 3

1A0@ 1 1 1

0 1 1

1A =
1

2

0@ 2 0 0

�2 1 1

1A
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2.2. Spectres et résolvantes

et

B+ = BT (BBT )�1 =
1

2

0@ 1 0

1 1

1A0@ 2 �2
�2 3

1A =
1

2

0BBB@
2 �2
0 1

0 �1

1CCCA
Alors

A+B+ =

0@ 1 �1
�1 1

1A 6= (BA)+:

2.2.7 Quelques propriétés sur l�inversibilite des opérateurs

Soient E , F deux espace normés T 2 L(E;F ): L�operateur T est dit inversible si pour

tout y 2 F l�équation
Tx = y a une solution et une seul.

On dit que T 2 B(H) est inversible s�il est bijectif et si son inverse est continu

Dé�nition 2.2.8 L�operateur T�1; inverse d�un operateur linéaire T , est aussi linéaire.

1.L�operateur I est inversible, et I�1 = I:

2.L�exemple suivant montre que l�inverse d�un opérateur borné n�est pas forcement borné.

Soit E = L2(C). L�opérateur T dé�ni par :

T (x1; x2; :::) =
�
x1;

x2
2
; :::; xn

n
; :::
�
:

T est borné, car

kT (x1; x2; :::)k =

vuutX
i�1

jxij2

i2
�
sX

i�1
jxij2 = k(x1; x2hs; :::)k

et son inverse est donné par

T�1(x1; x2; :::) = (x1; 2x2; :::; nxx; :::):

Cependant, T�1 est non borné. En e¤et, , si (en)n2N est la suite dé�ni par:

en = (x
n
1 ; x

n
2 ; :::) avec xni =

8<: 1 si i = n

0 si no

On a kenk = 1 et kT�1enk = n; d�où T�1 n�est pas borné.
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2.2. Spectres et résolvantes

Donc l�operateur T n�est pas inversible.

L�inversibilité d�un opérateur linéaire a beaucoup l�importance dans la résolution des

équations d�opérateurs.

Si T est un opérateur linéaire borné. La trace de T est la somme des éléments diagonaux

de la matrice de l�opérateur T dans une base quelconque, on la note trT .

Remarque 2.2.2 Si T 2 B(H), la trace de l�opérateur inverse de T ,

trT�1 =
1

trT

Lemme 2.2.2 Soit T 2 B(H), si T est inferieurment borné, alors son image R(T ) est

fermée.

Preuve. Soit T 2 B(H) telle que 9k � 0

kTxk > k kxk ; 8x 2 H

Soit yn 2 R(T ); yn = Txn telle que yn ! y0

où

kym � ynk = kTxm � Txnk = kT (xm � xn)k � k kxm � xnk

fyng est de Cauchy dans R(T ) =) fxng l�est aussi,
fxng est de Cauchy des un Hilbert, donc elle est convergent vers un x0 2 H:
on a

ky0 � Tx0k = ky0 � Txn + Txn � Tx0k

� kTxn � y0k+ kTxn � Tx0k

� kyn � y0k+ kTk kxn � x0k
�������!
n �! +1 0

donc y0 = Tx0 ) y0 2 R(T )
et R(T ) est fermé. (R(T ) = R(T )):

Théorème 2.2.3 T 2 B(H); Hilbert T est inversible si et seulment si :
i)T est inferieurement borné.

ii) R(T ) = H dense.
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2.2. Spectres et résolvantes

Preuve. i))ii) soit T 2 GL (B (H)) (opérateurs inversible dans B(H))
soit y 2 H ) 9x 2 H : x = T�1y (y = Tx) alors H = T (H) = R(H)

donc R(T ) = H; (ii)

on a

x = T�1Tx =) kxk =


T�1Tx

 ; 8x 2 H

) kxk �


T�1

 : kTxk

) 1

kT�1k : kxk � kTxk

) 9k > 0
�
k =

1

kT�1k

�
: kTxk � k kxk 8x 2 H

alors T est inferieurement borné.

() soit T 2 B(H) telle que i) et ii) veri�ées
R(T ) = H et R(T ) = R(T )

) R(T ) = H:

Si Tx1 = Tx2 alors

0 = kTx1 � Tx2k = kT (x1 � x2)k � k kx1 � x2k

) x1 = x2

alors 8y 2 H;9!x 2 H : y = Tx

Il existe une transformation S : H �! H

y 7�! x

Sy = x

kyk = kTxk � C kxk ;C � 0

kyk � C kSyk

kSyk � 1

C
kyk

d�où kSk � 1
C
et

STx = Sy = x;8x 2 H

TSy = Tx = y;8y 2 H

d�où ST = TS = I; T est inversible et son inversible est S.
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2.2. Spectres et résolvantes

Dé�nition 2.2.9 Un opérateur T 2 B(H) est dit contractant (ou de contraction) si et

seulment si kTk � 1:

Théorème 2.2.4 (serie de Neumann)

Soit T un opérateur linéaire borné d�un espace de Banach E dans lui-même avec kTk � 1;
et soit I l�opérateur identité dans E.

Alors, l�opérateur I � T admet un opérateur inverse borné, donné par la série de

Neumann

(I � T )�1 =
1X
k=0

T k

de plus 

(I � T )�1

 � 1

1� kTk
Démonstration. De la relation kTk � 1: On a la convergence absolue

1X
k=0



T k

 � 1X
k=0

kTkk = 1

1� kTk :

Dans l�espace de Banach L(E) (l�espace L(E) de tous les opérateur linéaire continus sur
E dans lui-même.), par conséquent la serie da Neumann converge en norme et dé�nie un

opérateur linéaire borné

S =
1X
k=0

T k;

avec la relation

kSk � (1� kTk)�1

de plus S est l�inverse de (I � T ):
En e¤et, utilisons les notations

�
T 0 = I et T k = TT k�1

�
;

on peut voir que:

S (I � T ) = lim
n�!1

nX
k=0

T k (I � T ) = lim
n!1

�
I � T n�+1

�
= I

aussi

(I � T )S = (I � T ) lim
n�!1

nX
k=0

T k = lim
n�!1

(I � T k+1) = I
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2.2. Spectres et résolvantes

puisque la norme



T n+1

 � kTkn+1 �! 0, lorsque n �!1:

Corollaire 2.2.1 Si kI � Tk < 1) T est inversible.

30



Chapitre 3

Inverse de Drazin

3.1 Preliminaires et dé�nitions

3.1.1 Indice d�une matrice:

Soit k un entier non négatife.

Dé�nition 3.1.1 On appele indice de la matrice A le plus petit entier positif k tel que

rang(Ak+1) = rang(Ak);(range de A c�est le nombre des vecteurs linéaires independantes

soit les colonnes où lignes).

Exemple 3.1.1 A =

0BBB@
2 �3 �5
�1 4 5

1 �3 �4

1CCCA rang de A est:

�

0BBB@
2

�1
1

1CCCA+ �
0BBB@
�3
4

�3

1CCCA = 0!

8<: 2�� 3� = 0
��+ 4� = 0

!

8<: � = 0

� = 4�
! � = � = 0;

alors rang(A) = 2:

A2 =

0BBB@
2 �3 �5
�1 4 5

1 �3 �4

1CCCA
0BBB@

2 �3 �5
�1 4 5

1 �3 �4

1CCCA =

0BBB@
2 �3 �5
�1 4 5

1 �3 �4

1CCCA = A:

rang(A2) = rang(A)!donc ind(A) = 1.
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3.1. Preliminaires et dé�nitions

Dé�nition 3.1.2 Soit A 2 Cm;n d�indice k (ind(A)=k) on dit que la matrice AD d�ordre n
est l�inverse de Drazin de A si les conditions suivantes sont veri�ées :

AAD = ADA;

ADAAD = AD;

AkADA = Ak:

Proposition 3.1.1 Si AD est l�inverse de Drazin de la matrice A on a les égalités suivants

sont equivalents:

(1) AkADA = Ak;

(2) AADAk = Ak;

(3) Ak+1AD = Ak;

(4) ADAk+1 = Ak:

Preuve. (1)) (2)

Ak = AkADA = A:A:A � � � AADA

AAA � ��| {z }
k�1

ADA2 = AAA � �| {z }
k�2

� � ADA3

= � � � = AAADAk�1 = AADAk:

(2)) (1) Evident.

(2)) (3) (On a (2)) (1)) (4))

AADAk = Ak ) Ak = AkADA

= Ak(AAD) = Ak+1AD:

(3)) (4)

Ak = Ak+1AD = AkAAD = AkADA = Ak�1AADA

= Ak�1ADA2 = � � � = ADAk+1:
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3.2. L�inverse de Drazin d�une matrice carrée

Proposition 3.1.2 a) (A�)D =
�
AD
��
:

b)
�
AT
�D
=
�
AD
�T
:

c)
�
Al
�D
=
�
AD
�l
si l = 1; 2; :::

d) si A est indicek, Al est indice 1.

e)
�
AD
�D
= A si et seulment si A est ind(A) = 1.

f)
��
AD
�D�D

= AD:

Proposition 3.1.3 AD est un inverse de A, ind(A) = k alors

Ak(AD)k+1 = AD:

Preuve.

Ak(AD)k+1 = Ak(AD)kAD = (AAD)kAD

= AADAD

= ADAAD = AD:

3.2 L�inverse de Drazin d�une matrice carrée

Dans cette section, nous considérons un autre type de l�inverse généralisée pour les matrices

complexes carrés. L�inverse dans le théorème (3.1.1), en raison de Drazin [2], a une variété

d�applications.

Théorème 3.2.1 [3]Pour toute matrice carrée A, il existe une matrice unique X de telle

sorte que

(1) Ak = Ak+1X;

pour k un entier positif.

(2) X2A = X;
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3.2. L�inverse de Drazin d�une matrice carrée

(3) AX = XA:

Preuve. Si A = 0 est la matrice nulle, alors A et X = 0 satisfont (1), (2) et (3).

Supposons A 6= 0 est tout n�n matrice. Alors il existe scalaires d1; :::; dt, pas tous égaux
à zéro, de telle sorte que

tX
i=1

diA
i = 0;

où t � n2 + 1 depuis le Ai peut être considérée comme vecteurs avec n2 éléments, et dk le
premier coe¢ cient non nul. On peut ecrire

(4) Ak = Ak+1U

où

U = � 1
dk

 
tX

i=1+k

diA
i�k�1

!
:

On U est un polynôme en A, U et A commuete. En outre, la multiplication de deux côtés

de (4) par AU donne

Ak = Ak+2U2 = Ak+3U3 = � � � � �;

Et ainsi

(5) Ak = Ak+mUm

pour tout m � 1.Soit X = AkUk+1. Ensuite, pour ce choix de X,

Ak+1X = A2k+1Uk+1 = Ak

et

X2A = AkUk+1AkUk+1A =
�
A2k+1Uk+1

�
Uk+1 = AkUk+1 = X;

par utilisation de (5).

En outre, X et A commute U et A aussi. Ainsi, les conditions (1), (2) et (3) sont valables

pour cette X.

Pour montrer que X est unique, supposons que Y est également un solution de (1), (2)

et (3), où X correspond à un k1 d�exposant et Y correspondent à un exposant dans k2

(1).Laissez ŷ= maximale (k1; k2). Ensuite, il suit en utilisant (1), (2), (3) et (5):

X = X2A = X3A2 = � � � = X ŷ+1Aŷ = X ŷ+1Aŷ+1Y
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3.2. L�inverse de Drazin d�une matrice carrée

= XAY = � � � = XAŷ+1Y ŷ+1 = AŷY ŷ+1

= � � � = AY 2 = Y 2A = Y

Ce qui nous donne l�unicité.

Nous allons appeler la matrice unique de X dans le théorème (3.1.1) l�inverse de Drazin

de A et on écrire X = AD, on appele aussi le plus petit entiér k l�indice de A:

Ce AD est une inverse généralisée de A est apparente par notant que (1) est véri�ée avec

k = 1 lorsque X = A�1 existe et également (2) et (3) tenir. Observez, par ailleurs, que dans

générale (1) peut être réécrite comme

(6) AkXA = Ak

et (2) devient XAX = X, par utilisation de (3), de sorte que l�équations dé�nissant

dans Théorème (3.1.1) peuvent être considérées comme une alternative à celles utilisées pour

A+ dans laquelle AXA = A est remplacée par (6), (2) reste inchangée, et

(1�) � � � �(AX)H = AX;

et

(2�) � � � (XA)H = XA

sont remplacée par la condition de (3) que A et X trajet.

Comme on le verra ci-après la démonstration du lemme(3.1.1), factorisations de rang

plein de A peuvent être utilisés e¢ cacement dans la construction de AD �

Lemme 3.2.1 on a B;C 2 Cr�r Pour toute factorisation

A = BC;AD = B
�
(CB)D

�2
C:

Preuve. On remarque que pour toute matrice carrée A et k entier positif, m et n, nous

devons homme (AD)m = An = (AD)m�n si m > n et Am+n(AD)n = Am si m � k et k a

indice A.

Notons k le plus grand de l�indice de BC et de la Indice de CB.

Puis

AD = (BC)D = (BC)k+1
�
(BC)D

�k+2
= B(CB)kC

�
(BC)D

�k+2
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3.2. L�inverse de Drazin d�une matrice carrée

= B
�
(CB)D

�k+2
(CB)2k+2C

�
(BC)D

�k+2
= B

�
(CB)D

�k+2
C(BC)2k+2

�
(BC)D

�k+2
= B

�
(CB)D

�k+2
C(BC)k

= B
�
(CB)D

�k+2
(CB)kC

= B
�
(CB)D

�2
C:

Supposons maintenant que A = B1C1 est une factorisation de rang plein où

rang(A) = r1.

Formant la matrice C1B1 de r1 dans r1 , puis soitC1B1 est inversible, ou C1B1 = 0, ou

le rang (C1B1) = r2 où 0 < r2 < r1.

Dans le premier cas, avec C1B1 inversible, (C1B1)D = (C1B1)�1sorte que

AD = B1(C1B1)
�2C1;

par le lemme (3.2.1), où

(C1B1)
D =

�
(C1B1)

�1�2 :
D�autre part, si C1B1 = 0 alors (C1B1)D = 0 et donc AD = 0 par nouveau en utilisant

le lemme (3.2.1).

En�n, si rang (C1B1) = r2; 0 < r2 < r1, alors pour tout factorisation préservant le rang

C1B1 = B2C2, nous avons

(C1B1)
D = B2

�
(C2B2)

D
�2
C2

de sorte que AD le meme chose dans le lemme (3.2.1) devient

AD = B1B2
�
(C2B2)

D
�3
C2C1:

Le meme argument vaut maintenant C2B2 qui est, soit C2B2 est non singulière et�
(C2B2)

D
�3
= (C2B2)

�3;

ou C2B2 = 0 et donc AD = 0, ou le rang (C1B1) = r3 où o < r3 < r2 et C2B2 = B3C3 le

mem rang factorisation et complet à Lemme (3.2.1) qui peut être appliquée.
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3.2. L�inverse de Drazin d�une matrice carrée

Pour suive dans cette manière donc

rang(BiCi) � rang(CiBi) = rang(Bi+1Ci+1); i = 1; 2; � � �;

alors soit BmCm = 0 pour un indice m, et ainsi de AD = 0, ou rang(BmCm) =

rang(CmBm) > 0 pour un indice m, dans ce cas,

(BmCm)
D = Bm(CmBm)

�2Cm:

Et ainsi

(7) AD = B1B2 � � �Bm(CmBm)�m�1CmCm�1 � � � C1

dans le lemme (3.2.1). Observer, par ailleurs, que A = B1C1,

A2 = B1C1B1C1 = B1B2C2C1 � ��; Am = B1B2 � � �BmCmCm�1 � � � C1

et

(8) Am+1 = B1B2 � � �Bm(CmBm)CmCm�1 � � � C1

nous avons Am = Am+1 = 0; où AD former dans (7), chaque Bi a rang colonne plein et

chaque Ci a rang ligne,

Bm�1 + � � �B1 + AmC1 + � � �Cm�1+ = BmCm

et

Bm + � � �B1 + Am+1C1 + � � �Cm+ = CmBm:

Par conséquent, dans les deux cas, nous avons rang(Am) = rang(Am+1).

En outre, il suit dans les deux cas que (1) est valable pour k = m et ne tient pas pour

tout k < m.

Cela revient à dire, k dans (1) est la plus petite integer positif tel que Ak et Ak+ avoir

le même rang.

3.2.1 Une extension Matrices rectangulaires

L�inverse de Drazin une matrice A, tel que dé�ni dans Théorème (3.1.1), existe seulement

si A est carrée, et une question évidente est de savoir comment cette dé�nition peut être

étendue à des matrices rectangulaires.
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3.2. L�inverse de Drazin d�une matrice carrée

Une solution à ce problème est d�observer que, si B est un m � n avec m > n, par

exemple, alors B peut être augmentée par des colonnes m � n de zéros pour former une
matrice carrée A.

Maintenant formant AD nous pourrait alors prendre ces colonnes de chose qui corre-

spondent à l�emplacements des colonnes de B en A comme une dé�nition de " L�inverse de

Drazin" de B.

Comme on le voit dans l�exemple suivant, cependant, la di¢ culté de cette approche

est qu�il existe des

0@ m

m� n

1Acomme matrices A, obtenu en considérant tous possible
arrangements de n colonnes de B (prises sans permutations) et les m�n colonnes de zéros,
et qui annonce peut être di¤érent dans chaque cas.

Exemple 3.2.1 Si

B =

26664
1 2

0 1

3 �1

37775et

A1 =

26664
0 1 2

0 0 1

0 3 1

37775 ; A2 =
26664
1 0 2

0 0 1

3 0 �1

37775 ; A3 =
26664
1 2 0

0 1 0

3 �1 0

37775 ;
puis

(A1)
D = 1

9

26664
0 10 7

0 3 3

0 9 0

37775 ; (A2)D = 1
7

26664
1 0 2

0 0 1

3 0 �1

37775 ; (A3)D =
26664
1 �2 0

0 1 0

3 �13 0

37775
sont obtenues en appliquant le lemme (3.1.1) pour les matrices Ai = BCi où

C1 =

24 0 1 0

0 0 1

35 ; C2 =
24 1 0 0

0 0 1

35 ; C3 =
24 1 0 0

0 1 0

35 :
Observez dans l�exemple (3.1.1) que les colonnes non nulles de chaque matrice (Ai)D

correspond au produit B
�
(CiB)

D
�2
. En conséquence, en utilisant les colonnes non nulles de

(Ai)
D pour dé�nir le "Inverse de Drazin" de B implique que la matrice résultante est une

fonction de Ci.
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3.2. L�inverse de Drazin d�une matrice carrée

Que ces matrices sont déterminés de façon unique par un ensemble d�équations dé�nissant

et sont des cas particuliers d�une classe de inverses généralisées qui peut être construit pour

toute matrice B sera apparent du théorème (3.1.2).

Théorème 3.2.2 [3]Pour toute matrice B de m� n et toute matriceW de n�m, il existe
une matrice X unique, de telle sorte que

(1:1) (BW )k = (BW )k+1XW; pour k un entier positif.

(1:2) XWBWX = X:

(1:3) BWX = XWB:

Preuve. Soit X =
�
B(WB)D

�2
. Puis, avec

XW = B
�
(WB)D

�2
W = (BW )D

par le lemme(3.1;1), (1;1) détient avec k l�indice de BW . Aussi,

XWBWX = B
�
(WB)D

�2
WBWB

�
(WB)D

�2
= B

�
(WB)D

�2
= X

et

BWX = BWB
�
(WB)D

�2
WB = XWB;

de telle sorte que (1.2) et (1.3) détiennent.

Pour "montrer que X est unique, nous pouvons procéder comme dans la preuve du

théorème (3.1.1).

Ainsi, supposons X1 et X2 sont des solutions de (1.1), (l.2) et (1.3) correspondant à des

nombres entiers positifs k1 et k2 �respectivement, dans (1.1).

Puis, avec k =maximale (k1; k2) il en résulte que

X1 = X1WBWX1 = BWX1WX1 = (BW )
2(X1W )

2X1

= � � � = (BW )k(X1W )
kX1 = (BW )

k+1 +X2W (X1W )
kX1

= X2(WB)
k+1W (X1W )

kX1

= X2WBW (BW )
k(X1W )

kX1
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3.2. L�inverse de Drazin d�une matrice carrée

= X2WBWX1:

Poursuite d�une manière similaire avec

X2 = X2WBWX2 = X2WX2WB = X2(WX2)
2(WB)2

= � � � = X2(WX2)
k+1(WB)k+1

puis

X2WBWX1 = X2(WX2)
k+1(WB)k+1WBWX1

= X2(WX2)
k+1W (BW )k+1X1WB

= X2(WX2)
k+1W (BW )kB

= X2(WX2)
k+1(WB)k+1 = X2

Par conséquent, avec X1 = X2 la solution à (1.1), (l.2) et (1.3) est unique.

La matrice unique X, dans le théorème(3.1.2) sera appelé l�inverse de Drazin de B

W�pondéré et sera écrit en que X = (BW )D

Le choix de la nomenclature W -pondéré inverse de Drazin B est facilement visible en

notant que, avec

(BW )D = B
�
(WB)D

�2
;

puis (BW )D = BD lorsque B est carré et W est la matrice d�identité.

En outre, plus généralement observer que, avec la bande B et (BW )D de la même taille

et avec W et WBW la taille de la BH , la relation

BW (BW )
D = (BW )

DWB

dans (1.3) peut être considéré comme un généralisée condition de commutativité, et

(BW )
DWBW (BW )

D = (BW )
D

dans (1.2) est analogue à (2) lorsqu�il est écrit sous la forme XAX = X:

Si B =

26664
1 2

0 1

3 �1

37775
est la matrice dans l�exemple (3.1.1), et
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3.2. L�inverse de Drazin d�une matrice carrée

W1 =

24 1 2 4

3 �1 �2

35 ;W2 =

24 1 3 1

0 0 0

35 ;
puis

(BW1)
D = 1

(91)2

26664
169 339

60 169

87 �169

37775 ; (BW2)
D = 1

16

26664
1 1

0 0

3 3

37775 :

3.2.2 Expressions relatives AD et A+

Il est une conséquence immédiate que si W = BH et ainsi

(BW )
D = BH+B+BH+

puis

B+ = W (BW )
DW:

Ainsi, en utilisant W -pondéré inverses de Drazin avec W = BH , (BW )D et B+ sont liés

directement en termes de produits de matrices ce qui implique que (BW )D et B+ ont le

même rang.

En revanche, pour toute matrice carrée, A, nous avons

rang(AD) = rang(Ak) = rang(Ak+1);

avec l�indice k de A, alors que le rang(A+) = rang(A).

En conséquence, rang(AD) � rang(A+) avec l�égalité maintenant si et seulement si A a
un inverse de groupe.

Le résultat suivant peut être utilisé pour donner une expression générale de l�inverse de

Drazin une matrice, A, en termes de puissances de A et un inverse Moore-Penrose .

Théorème 3.2.3 Pour toute matrice carrée A d�indice k,

(1:4) AD = AkY Ak
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3.2. L�inverse de Drazin d�une matrice carrée

pour chaque matrice Y de telle sorte que

(1:5) A2k+1Y A2k+1 = A2k+1:

[3].

Preuve. A partir de la droite de (1.4), nous avons

AkY Ak = (AD)k+1A2k+1Y A2k+1(AD)k+1

= (AD)k+1A2k+1A2k+1(AD)k+1

= (AD)2k+2A2k+1 = AD:

Observez dans (1.5) que l�on choix évident de Y est (A2k+1)+, et il suit alors que Al,

(Al)+ et AD ont la même rang pour tout entier positif l � k. Dans ce cas, di¤érentes

relations entre les Al, (Al)+ et AD peuvent être établie.

Par exemple, on peut montrer que, pour toutl � k, il existe une matrice X satisfaisant

unique,

(1:6) AlXAl = Al; XAlX = X

et

(1:7) (XAl)H = XAl; AlX = AAD�

Dually, il existe une matrice X satisfaisant uniques (1.6) et

(1:8) (AlX)H = AlX;XAl = AAD:

Les solutions uniques de (1.6) et (1.7) et de (1.6) et (1.8) sont appelés les inverses de

puissance gauche et droite de Al.

3.2.3 Autres théorèmes sur l�inverse de Drazin et ses propriètés

Lemme 3.2.2 [6]

Si Y est un inverse de A satisfait:

Al+1Y = Al;
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3.2. L�inverse de Drazin d�une matrice carrée

AY = Y A

alors X = AlY l+1 est un inverse de Drazin de A:

Preuve.

AlXA = Al � AlY l+1 � A = A2l+1Y l+1 = Al � Al+1Y| {z }
Al

�Y l

= A2l � Y l = A2l�1 � Y l�1 = � � � = Al+1Y = Al:

AX = AlY l+1AAlY l+1 = A2l+1Y 2l+2 = AlAl+1Y � Y 2l+1

= A2lY 2l+1 = � � � = AlY l+1 = X

= 1:

AX = A � AlY l+1 = Al+1Y l+ = (AY )l(AY )

= (AY )l � (Y A)

= AlY l+1 � A

= XA:

donc X est une inverse de Drazin de A.

Lemme 3.2.3 [6]

Si A 2 Cn�n; ind(A)=k alors:
1) Cn = R(Ak)�N(Ak):
2)La restriction A=R(Ak) 2 L(R(Ak); R(Ak)); est inversible.

Lemme 3.2.4 Soit X 2 Cn�n dé�nie par:

Xu =

8<: A�1=R(Ak) � u, si u 2 R(Ak);
0; si u 2 N(Ak):

alors X est inverse de Drazin de A.

Corollaire 3.2.1 [6] AD est inverse de Drazin de A,ind(A)=k.

1) ADA; AAD soit des projecteurs sur R(AD):

2) R(AD) = R(Ak) et N(AD) = N(Ak):

3) Si A est inversible alors AD = A�1:

4) Si ind(A)=1,alors AD = A] (groupe inverse).
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3.2. L�inverse de Drazin d�une matrice carrée

Preuve. L�égalité ADA = AAD

(ADA)2 = ADAADA = ADA donc ADA est un projection sur R(AD);

on a:

ADAk+1 = Ak ) R(Ak) � R(AD) � � � �(1):

D�aprés projections (2)

Ak(AD)k+1 = AD ) R(AD) � R(Ak) � � � �(2)

de (1) et (2))
R(AD) = R(Ak):

Maintenant, les equations:

Ak+1AD = Ak; (AD)k+1Ak = AD ) N(AD) � N(Ak); N(Ak) � N(AD);

entrainemt N(AD) = N(Ak):

Théorème 3.2.4 Si A 2 Cn�n est une matrice non singulier, alors ind(A) = 0:

Preuve. Si A 2 Cn�n est un matrice non singulier, alors
rang(A) = rang(In) = n) rang(A) = rang(A0) = n

) ind(A) = 0:

Si A est non singulier matrice d�ind(A) = 0;

d�après la proposition(3.1.1)

Ak+1AD = Ak ) AAD = A0 = In

) AD = A�1:

Théorème 3.2.5 Si A 2 Cn�n est une matrice d�indice ind(A) = 1, alors rang(A) =

rang(A]).
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3.2. L�inverse de Drazin d�une matrice carrée

Preuve.

rang(A]) = rang(A]AA]) � rang(AA]) � rang(A):::(1);

d�aprés

rang(A) = rang(AA]A) � rang(A]A) � rang(A]):::(2);

d�aprés (1) et (2) on a

rang(A) = rang(A]):

Théorème 3.2.6 Si A 2 Cn�n est une matrice symetrique d�indice est égal a 1, alors

A] = (A])T :

Preuve. Comme A] est un groupe inverse de A, on a

AA] = A]A;A]AA] = A]; AA]A = A;

et A = AT (car A est symetrique).

(A])TA = (A])TAT = AT (A])T = A(A])T

(A])TA(A])T = (A])TAT (A])T = (A]AA])T = (A])T :

A(A])TA = AT (A])TAT = (AA]A)T = AT = A:

Théorème 3.2.7 Si � est un valeur propre de A 2 Cn�n alors 1=� est un valeur propre de
AD (inverse de Drazin).

Preuve. � est un valeur propre de A) Ax = �x (x 6= 0)
) ADAx = AD�x

) AADx = �ADx

) ADAADx = �ADADx

) ADx = 1=�x:
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Chapitre 4

Application

4.1 Exemple01:

On a le système suivent:8>>><>>>:
6x+ 4y = 0

3x+ 5y � 3z = 0
3x+ 3y � z = 0

::::::::::::(I)

Résoudre ce système:

la matrice A.

A =

26664
6 4 0

3 5 �3
3 3 �1

37775 ;
a)L�inverse de A:

On calcule le déterminant:

det(A) = 24� 24 = 0;
donc la matrice A n�est pas inversible, et le système (I) n�admet pas donc de solution

ou admet une in�nité des solutions.

b)L�inverse de Drazin de A:

Si A est la matrice singulière.

A =

26664
6 4 0

3 5 �3
3 3 �1

37775 ;
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4.2. Exemple02:

la factorisation de rang plein

A = B1C1 =

26664
1 2

2 1

1 1

37775
24 0 2 �2
3 1 1

35 ;
puis

C1B1 =

24 2 0

6 8

35 ;
est non singulière, de sorte que A a une indice, et

AD = B1(C1B)
�2C1 =

1
64

26664
6 �26 30

3 35 �33
3 3 �1

37775 ;
donc AD l�inverse de Drazin de la matrice A:

Il n�existe pas de l�inverse normale de la matrice A mais il existe l�inverse de Drazin de

A:

4.2 Exemple02:

On a la matrice suivante:

B =

0BBB@
3 2 �3
5 �1 �2
1 1 �1

1CCCA :
1)L�inverse de la matrice B est:

a) On calcule det(B):

Si det(B) = 0 la matrice B n�est pas inversible.

Si det(B) 6= 0 la matrice B est inversible et l�on peut commencer le calcul de la matrice
inverse.

det(B) = �3 et B est inversible.
b) L�inverse du déterminant sans oublier la transposition
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4.2. Exemple02:

1
�3

0BBB@
+3 �(�3) +6

�1 +0 �1
+(�7) �9 +(�13)

1CCCA
T

;

donc l�inverse de B:

B�1 =

0BBB@
�1 1

3
7
3

�1 0 3

�2 1
3

13
3

1CCCA :
2) L�inverse de Drazin de B :

On a la matrice suivante

B�1 =

0BBB@
�1 1

3
7
3

�1 0 3

�2 1
3

13
3

1CCCA ; rang de B�1 est:

�

0BBB@
�1
�1
�2

1CCCA+ �
0BBB@
1=3

0

1=3

1CCCA = 0!

8<: ��+ 1=3� = 0
�� = 0

!

8<: � = 0

1=3� = 0
! � = � = 0;

�

0BBB@
�1
�1
�2

1CCCA+ �
0BBB@

7=3

3

13=3

1CCCA = 0!

8<: ��+ 7=3� = 0
��+ 3� = 0

!

8<: �2=3� = 0
� = 0

! � = � = 0;

�

0BBB@
1=3

0

1=3

1CCCA+ �
0BBB@

7=3

3

13=3

1CCCA = 0!

8<: 1=3�+ 7=3� = 0

3� = 0
!

8<: � = 0

1=3� = 0
! � = � = 0;

alors rang(B�1) = 3:

(B�1)2 =

0BBB@
�1 1

3
7
3

�1 0 3

�2 1
3

13
3

1CCCA
0BBB@
�1 1

3
7
3

�1 0 3

�2 1
3

13
3

1CCCA =

0BBB@
�4 4=9 79=9

�5 2=3 32=3

�7 7=9 136=9

1CCCA ;
rang de (B�1)2 = 3 le même soulution de B�1

rang((B�1)2) = rang(B�1)!donc ind(B�1) = 1, et k = 1:
Véri�e que:

B�1 = BD; (inverse de Drazin de B):
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4.3. Exemple03:

En appliquant le proposition (3.1.1)

(1) BkBDB = Bk

) B1BDB = B:

On calcule la relation (1):

BBD =

0BBB@
3 2 �3
5 �1 �2
1 1 �1

1CCCA
0BBB@
�1 1

3
7
3

�1 0 3

�2 1
3

13
3

1CCCA =

0BBB@
1 0 0

0 1 0

0 0 1

1CCCA ; et

BBDB =

0BBB@
1 0 0

0 1 0

0 0 1

1CCCA
0BBB@
3 2 �3
5 �1 �2
1 1 �1

1CCCA =

0BBB@
3 2 �3
5 �1 �2
1 1 �1

1CCCA ;
donc la relation (1) est véri�ée.

Le proposition (3.1.1)

(3) Bk+1BD = Bk

) B2BD = B:

On calcule la relation (3):

B2 =

0BBB@
3 2 �3
5 �1 �2
1 1 �1

1CCCA
0BBB@
3 2 �3
5 �1 �2
1 1 �1

1CCCA =

0BBB@
16 1 �10
8 9 �11
7 0 �4

1CCCA ; et

B2BD =

0BBB@
16 1 �10
8 9 �11
7 0 �4

1CCCA
0BBB@
�1 1

3
7
3

�1 0 3

�2 1
3

13
3

1CCCA =

0BBB@
3 2 �3
5 �1 �2
1 1 �1

1CCCA ;
donc la relation (3) est véri�éé.

Le résultat il existe l�inverse de Drazin d�une matrice B le même l�inverse normal de B

B�1 = BD; (inverse de Drazinde B):

4.3 Exemple03:

Si A est la matrice
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4.3. Exemple03:

A =

2666664
7 0 0 0

0 0 1 2

0 0 0 3

0 0 0 0

3777775 ;
det(A) = 0;la matrice A n�est pas inversible.

On calcule l�inverse de Drazin:

avec A = B1C1 factorisation de rang plein

A = B1C1 =

2666664
7 0 0

0 1 0

0 1 1

0 0 0

3777775
26664
1 0 0 0

0 0 1 2

0 0 �1 1

37775 ;
où

C1B1 =

26664
7 0 0

0 1 1

0 �1 �1

37775 ;
rang(C1B1) = 2 et

C1B1 = B2C2 =

26664
7 0

0 1

0 �1

37775
24 1 0 0

0 1 1

35 ;
est une factorisation de rang plein. poursuivant

C2B2 =

24 7 0

0 0

35 ;
aussi,

C2B2 = B3C3 =

24 7
0

35h 1 0
i
;

est une factorisation de rang plein avec C3B3 = 7:

Donc A trois indice et AD devient

AD = B1B2B3(C3B3)
�4C3C2C1

= 1
2401

2666664
343

0

0

0

3777775
h
1 0 0 0

i
=

2666664
1
7
0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

3777775 :
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4.3. Exemple03:

Pour le cas particulier des matrices avec un indice que nous avons

AADA = A;

ADAAD = AD;

AAD = ADA; et(AD)D = A:

On véri�éé que:

AD = A�1:

On calcule la relation suivante:

A�1A = AA�1 = Id:

A�1A =

2666664
1
7
0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

3777775

2666664
7 0 0 0

0 0 1 2

0 0 0 3

0 0 0 0

3777775 =
2666664
1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

3777775 :

AA�1 =

2666664
7 0 0 0

0 0 1 2

0 0 0 3

0 0 0 0

3777775

2666664
1
7
0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

3777775 =
2666664
1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

3777775 :
donc A�1A = AA�1 mais A�1A 6= Id la matrice A n�est pas inversible.
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Résumé                                                                              

   Dans ce mémoire , on étudie quelques méthodes de 

l'inverse d'une matrice si le déterminant est non nul, et 

beaucoup plus on s'intéresse à l'étude de l'inverse de 

Drazin si le déterminant est nul. 

 ملخص

إذا كان محدد   ندرس في هذه المذكرة بعض طرق معكوس مصفوفة

إذا كان المحدد   Drazin المصفوفة غير معدوم، ونخص بالدراسة معكوس  

 .معدوم

Abstract 

In our work, we study some ways of the inverse of  

matrices when the determinant is not zero. And we 

specify in our study the Drazin inverse when the 

determinant is zero. 


