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Introduction générale

Il est bien connu qu’une matrice sur un corps a un inverse, si elle est carrée de déterminant
non nul. Cependant, dans plusieurs domaines des mathématiques appliquées on a besoin
de quelques types d’inverses partiels d’une matrice singuliere, ou méme rectangulaires. Par
exemple, les solutions d’un systéme linéaire peuvent exister méme si la matrice définissant
ce systéme est singuliere. Ce qui conduit a I'inverse ainsi nommé généralisé d’une matrice
ou l'inverse de Drazin.

L’inversibilité est I'une des disciplines les plus répandues en Mathématique, beaucoup de
proplémes sont interprétés par une équation du type Ax = y, o A est une transformation
linéaire donnée, qui est dans notre situation une matrice de type m x n sur k (un opérateur
linéaire défini d’un espace vectoriel E dans un autre F de dimensions respective n et m):
comme ’analyse numérique, l'optimisation, la théorie de controle, théorie de codage, la
statistique et les modeéles linéaires, ce probléme est aussi manipulé via le concept d’un
inverse généralisé (ou le pseudo inverse) d’une matrice (ou d’un opérateur linéaire). Devant
des questions de ce type on cherche un opérateur ayant le maximum de propriétés dont
I'inverse usuel réjouit, et d’'une maniére que cet inverse existe pour une classe aussi large
d’opérateurs lintéaires.

Dans ce mémoire, on s’interesse a l’etude des propriétés de l'inverse de Drazin avec
quelques exemple.

Dans le premier chapitre on donne quelques rappels sur la théorie des opérateurs.

Dans le chapitre deux, on donne les définitions du spectres et resolvantes avec quelques

propriétés.



Introduction générale

Le troisiéme chapitre est consacré a I’etude des propriétés de 'inverse de Drazin, et on
donne quelques applications dans le quatriéme chapitre.

Et on achéve notre mémoire par une liste de références.



Chapitre 1

Rappels

1.1 Espace de Banach

On rappelle dans ce chapitre quelques définitions et propriétés utiles.

1.1.1 Espace métrique complet

Définition 1.1.1 On rappelle qu’un espace métrique est un couple (E,d) ou E est un en-
semble et d une distanse sur E, c’est-a-dire une application de E x E dans RT qui vérifie

pour tout (x,y,z) € E3 les propriétés suivantes:

*d (x,y) =0 si seulment si x =y.
*d (zy
*d (z,2) < d(z,y)+d (y,z) (inégalité triangulaire).

) =d (y,x) (commutativité).

Définition 1.1.2 On dit qu’un espace métrique (E,d) est complet lorsque toute suite de

Cauchy de E est convergente dans E.

1.1.2 Norme et espace vectoriel normé

Définition 1.1.3 Soit E un espace vectoriel sur un corps k qui sera soit le corps R des
nombres réel ou le corps C des nombres complexes. Une norme sur E et une application
N : E — Ry, définie sur £ a valeurs dans ’ensemble R, des nombres réels positifs, vérifiant

les quatre propriétés suivantes:



1.1. Espace de Banach

*Yu e E: N (u) >0 (positivité).

* N (u) =0 impliqgue u = 0 (séparation).

*Yue E\VA €k : N(Au) = |\ N (u) (homogénéité).

*Yue ENve E:N(u+v) <N (u)+ N (v) (inégalité triangulaire).

Pour u € E donné, le nombre réel positif N (u) est appelé norme de u.

Définition 1.1.4 Un espace vectoriel normé réel (resp. Complexe) est un couple constitué

par un espace vectoriel E réel (resp.complexe) et par une norme ||.|| sur l’espace vectoriel E.

On abrégera souvent espace vectoriel normé en e.v.n. Un e.v.n. sera noté (E,|.||) ou
Ej-

Il ne faut pas qu’il yait la moindre ambiguité sur le corps des scalaires de E; Si I'on ne
précise pas le corps, cela signifie que les résultats concernent aussi bien un e.v.n. réel qu'un

e.v.n. complexe.

Définition 1.1.5 On appelle espace de Banach un espace vectoriel normé complet, sur le

corps K des rééls ou des complexes. R"et C™, avec leurs normes usuelles sont des Banach.

1.1.3 Produit scalaire

Définition 1.1.6 Soit E un espace vectoriel sur le corps des nombres réel.

Un produit scalaire sur E est une fonction f : E x E — R, définie sur le produit
cartésien E X E & valeurs dans ’ensemble R des nombres réels, vérifiant les cing propriétés:

1-Yu € E\Vv € ENNw e E: f(u+v,w) = f(u,w) + f(v,w) (additivité par rapport a
la premiére variable, la seconde étant fixée quelconque).

2-VYu € E.Nv € EVA € R @ f(Au,v) = A\.f (u,v) (homogénénéité par rapport a la
premiére variable étant fizée, quelconque).

3-Yue E\Nve E: f(u,v) = f(u,v) (symétrie).

4-Yu € E: f(u,v) >0 (positivité).

5- f(u,u) = 0= u=0 (séparation, mais on dit plutot que f est définie).

Pour u € E;v € E donnés le nombre réel (> 0,< 0,ou=0) f (u,v) s’appelle le produit

scalaire de u et v (ou bien de u par v).



1.1. Espace de Banach

Définition 1.1.7 Soit E un espace vectoriel réel et soit (. | .) un produit scalaire sur E. On

associe au produit scalaire une norme (dite associée) en posant

Vu€ E: |ull = (u]w) = [(u] ).

Remarque 1.1.1 Si E un espace vectoriel complexe, la condition 3 est remplacée par la
condition Yu € E : h(v,u) = conjugué complexe de h(u,v) = h(u,v) (symétrie hermiti-

enne) .

1.1.4 Espace de Hilbert

Définition 1.1.8 Soit E un espase vectoriel sur K une forme sesquilinéair sur I, est tout

application (.) de E x E dans K quelque soint o, dans K et x,y,z dans E verifiant

a) (aw + By, =) = ale, 2) + Bly, 2).
b)(z, ay + B2) = @ (z,y) + Bz, 2).

On dit que (, )est hermitienne si elle vérifie de plus

C)($7y) = (y7 x)7v'r7y e E'
d)(xz,x) > 0,Vz € E.

Théoréme 1.1.1 Toute forme bilinéaire symetrique (,) verifie:
Az,y)=(x+y,z+y) — (v —y,z—y)Ve,y e H
Toute forme sesquilinéaire(, ) (hermitienne ou non) verifie:
Az,y)=(x+y,z+y) — (r—y,z—y) +i(z +iy,x +iy) —i(z + iy, z +iy).

Théoréme 1.1.2 Soit (,) une forme hermitienne sur E si (x,y) > 0, Va,y € H alors elle
verifie les propriétés fondamentales suivantes:

i) L’inégalité de Cauchy-Schwartz:

| 9)| < ]l {lyll

it)Linégalité de Minkowski:

N
D=

(@ +y, o +y)? < (2,2)2(y,y)

(S8



1.2. Opérateurs linéaires bornés

ol

[z +yll < llzll + -

Définition 1.1.9 Un produit scalaire sur E est une forme hermitienne positive et non

dégénérée.

Définition 1.1.10 Un espace de Hilbert est un espace préhilbertien sur K qui est complet

pour la distance défini par: d(x,y) = ||z — y|| .

Un espace de Hilbert est donc encore un espace de Banach.

1.2 Opérateurs linéaires bornés

1.2.1 Opérateurs linéaires dans les espaces de Hilbert
Définitions et exemples

Définition 1.2.1 Une application T définie d’un espace de Hilbert H dansk est dit ”Opéra-

teur linéaire” si T satisfait les deux propriétés suivantes:

DVe,ye H, T(x+y) =T (z)+ T (y) .(Additivite)

2)Ve e H ,Ya €k, T (ax) = oT (z) .(Homogénité)

L’opérateur identité I est défini par Iz = x pour tout = € H.
L’opérateur nul 0 est défini par Oz = 0, pour tout = € H.

Le noyau de T notée ker(T) et image de T', notée R(T') sont définis par:
Soit T: H— K, {ye K;dz € H:y="Tx}.

Ker(T)={x € H/Tr =0} et R(T) ={Tz,v € H}.

Définition 1.2.2 Soit X un espace vectoriel sur le corps C et A € C.

L’application T : H — H définie pour x € H par
Ty (x) = Az

est un opérateur linéaire. En effet, pour 1,29 € H et a € C, On a



1.2. Opérateurs linéaires bornés

Ty (axy + x9) = A (axy + 22)
= (Az1) + (A\z2)

= aT)y (x1) + T (22)
Cet opérateur est appelé une homothétie de rapport A de 'espace linéaire H. Si H est

un espace linéaire tel que dim (X) = 1,alors tout opérateur linéaire de H vers H est une

dilatation.

Définition 1.2.3 L’opérateur linéaire T' sur un espace de Hilbert H est dit borné s’il existe

un nombre positif ¢ tel que:
|Tz|| < c||z|| pour tout x € H.

Exemple 1.2.1 H = [*(]0,1]),T: H — H

T

froTi@ = [@-0fd

0
T est borne‘7 )

Hﬂvz/wf Mhi//x—t t)dt| dx

0
x

/ /u—ﬂdt/ﬁ V2 dt m—/‘ﬁfuwfﬁcm

0
< LI on TSI < 2R,V € L2 (0,1)

= |Tfl < £ I£]

donc T est borné.

Définition 1.2.4 On dénote par B(H) ou L (H) l’espace des Opérateurs linéaires

bornés définis sur un espace de Hilbert H.

Définition 1.2.5 On définit la norme de 'opérateur linéaire borné T par
|T|| =inf{c >~ 0: ||Tz| <c|z|;Vz € H}.

Théoréme 1.2.1 Soit T € B(H). la norme de T est donnée par

IT|| = sup {||Tz||, 2 € H, [l]| = 1}.



1.2. Opérateurs linéaires bornés

Démonstration. On démontre les inégalités dans le deux sens.

1)Posons a = sup {||Tz||,z € H, ||x|| = 1}, si Vopérateur T est borné, alors:
|Tz|| < T |=]| = |T']| pour [[z]| =1

donc a < ||T'|| d’aprés la définition de ||T]| .

2) Pour tout vecteur = € H on a:

el = | (et )| = |7 (i ) bt < b

IT|| < a=sup{||Tz||,z € H,[lz]| =1}

d’ou

En combinant les deux inégalités dans 1) et 2) on obtient 1”égalité désirée. m
Théoréme 1.2.2 Pour tout opérateur linéaire sur un espace de Hilbert H,

les assertions suivantes sont equivalentes
1) T est borné.
2) T est continu sur l’espace H.

3) T est continu en un point xy (7 est un vecteur)de l'espace H.

Théoréme 1.2.3 Soit H un espace de Hilbert, et f est une forme linéaire continue sur H.

1l existe un vecteur a € H et un seul, tel que:

Ve e H, f(z) = (a,x).

1.2.2 Inverse d’un opérateur

Définition 1.2.6 On dit que l'opérateur T' € B(H) est inversible sur l’espace de Hilbert H,

s’il existe un opérateur S € B(H) qui vérifie:
ST=TS=1

ou I est 'opérateur identité dans H.

On écrit S = T et est dit 'opérateur inverse de 7.



1.2. Opérateurs linéaires bornés

1.2.3 Quelques classes d’opérateurs
adjoint d’un opérateur

Théoréme 1.2.4 Pour T € B(H), il existe un unique opérateur T* € B (z), pour tout

r,y € H, on a
(Tz,y)y = (z, T"y) .

Preuve. Soit y donné dans H, lapplication x — (T'z,y) est forme linéaire contine
sur H. Par le théoreme (1.2.3), il existe un uniue z €€ H tel que, pour tout x € H, on
ait (Tz,y) = (x,z).On note z = T*y.T* est bien défini, et ce de maniére unique, en tant
q’application de H dans H car pour y donné, on définit z, liimage de y par T*, de fagon
unique.

Montrons que 7™ est linéaire:

soit '€ B(H),y€ Hya,€ConaVx e H :

(2, T" (a1 + Py2)) = (Tx,ayr + By)
= (Tz,oy) + (Tx, Bye)
= a(Tx,y1) + B (Tx,y2)
= a(z,Ty) + B (z, T yo)

= (x,aT™y; + BT ys)
d’ou pour tout x € H,
(z, T (a1 + Byz)) = (x,aT™ys + BT ys)

Montrons maintenant que 7™ est borné.

soit x = T™y, alors
T y||* = (Ty, T*y) = (TT*y,y) < |TT*|| Iyl < ITI 1T Iyl
= |[T*y|| < ||T| lly|]| = T* est borné et de plus
1T < |7l

il suit que 7* € B(H). m



1.2. Opérateurs linéaires bornés

Proposition 1.2.1 57 S et T sont deux opérateurs définis sur un espace de Hilbert H,
alors leurs adjoints T et S* sont aussi deux opérateurs sur H et les propriétés suivantes

sont verifiées :

DT = 11Tl

2)(T +8) =T*+ 5.

3)(aT)" =aT*; VaeC.

4)(T)" =

5 (T*) ' = (T *1)>k si T est inversibles .
6)(ST)" =T*5"

Preuve. 2),3),4),5) claire

1)
IT)"| 17l
7]

IN

IN

17l
= [T =T

(STx,y) = (Tz,S*y) = (x, T*S*y)

dott (ST)" = T*S*. m

Définition 1.2.7 Soit H un espace de Hilbert. Un opérateur T € B(H) est dit auto-
adjoint si

T =T.

Exemple 1.2.2 Pour tout T € B(H), lopérateur T*T € B (H) est auto-adjoint, car
(T*T)* = T*T** = T*T,

Corollaire 1.2.1 Pour T € B(H) on a:

DITT*|| = |T*T|| = |IT|* -
2)T*T =0 < T = 0.
DITT*|| < |17 - 1T = |IT|*

10



1.2. Opérateurs linéaires bornés

d’autre part on a:

|Tal” = |{T,Tz)|
= [z, T*Tx)|
< 2 T 2]
< |77 ||z
ITz|| < |1T°T|* |

Passons au supermun

sup {|[Tz||,z € H, [lz|| = 1} <sup ||T]| = ||T|

17 < 7>

1Tl < |77
dou |TT*|| = |IT|*.
2T"T =0<«=T=0
[«<] évident
=]
™r = 0=T=0
\TT*| = 0<= (I"Tx,x)=0, VreH

— (Tz,Tx)=0,Vre H
<— Trx=0,Vre H

— T =0.

Théoréme 1.2.5 Soient X et Y deux espace de Banach et T' : X — Y opérateur linéaire

borné alors:

ker (T*) = R(T)" et (KerT)" = R(T*).

Démonstration. Soit y € Ker(T*) < T*y = 0.
Soit z € R(T) c-a-d (Jr € X : 2 =Tx)

T"y=0< (z,T"y) =0,YVx € X

11



1.2. Opérateurs linéaires bornés

< (Tr,y) =0
& (2,y) =
syeR(T).

Proposition 1.2.2 Pour T € B(H), auto-adjoint le produit scalaire (T f, f) est un nombre
réel Vf € H.

Preuve. Si T est auto-adjoint dans B (H), alors:

(T )= TH=TH=(TF [

donc (T'f, f) est un nombre réel pour tout f € H.

Inversement si on suppose que (T'f, f) est un nombre réel pour tout f € H.

¢a nous donne (T'f, f) = (T'f, f), mais

(Tf [y =(LTf)={T"f. 1)
d'ou (T'f, f) = (T*f, f), donc T est auto-adjoint. m

Théoréme 1.2.6 Soit H un espace de Hilbert complexe, si T est un opérateur dans B (H)
1) T est normal si et seulement si | Tx|| = ||T*x||, pour tout x € H.
2) T est unitaire si et seulement si ||Tx|| = ||T*z|| = ||=| , pour tout x € H.

3) T est hyponormal si et seulement si | Tx| > || T*x| pour tout z € H.

Opérateurs unitaires

Définition 1.2.8 Soit H un espace de Hilbert. U € B(H). On dit que U est un opérateur
unitaire si U est inversible et son inverse U1 = U*.

Opérateur isometrique

D’autre part, on dit qu’un opérateurs 7' € B(H) est isométrique si T" préserve les distances:

|Tv|| = ||v|| pour tout v € H.

12



1.2. Opérateurs linéaires bornés

Proposition 1.2.3 Soient U,V € B(H) des opérateurs unitaires. Alors:
(i) U est isométrique .
(i) U] = 1.
(iii) U~ et U* sont unitaires.

(iv) UV est unitaire.
Démonstration. (i) Pour tout v € H, on a bien

|Uv||* = (Uv, Uv) =, (U*Uv,v) = (v,0) = ||v|*.
(i) Si ||Uv|| = ||v|| pour tout v € H, alors

U
1] = sup 2l _ 5.

ver [0l

(iii) C’est une conséquence immédiate de la définition(1.2.9).
(iv) On a bien (UV) ' = VU~ = V*U* = (UV)".

Pour contre, une application linéaire isométrique n’est pas forcément unitaire. m

Opérateurs normaux
Définition 1.2.9 Soit H un espace de Hilbert, N € B(H). On dit que N est un opérateur

normal si N*N = NN*, telque N* est l’adjoint de N.

Clairement, un opérateur 1" € B(H) auto-adjoint ou unitaires est normal, mais la ré-

ciproque est fausse .

Exemples:
a 0
)T = a,beC
0 b
a 0 a 0 aa 0
T = _ = -
0 b ) ( 0 b 0 bb
a 0 a 0 aa 0
TT* = = _
( 00 ) ( 0 b ) 0 bb
2) T, : L*([0,1]) — L*([0,1]), l'opérateur de multiplication

13



1.2. Opérateurs linéaires bornés

0 €C([0,1]), THp =?

(Tof.9) = (f.9) = (f.Tsg) f.g€L*([0,1])

(T,f.9) = (fe.9) = [y FOe®)G(t)dt = [ F ()P () g (B)dt
Tog=p9="Tz9 ,T; =T}

(TT,) f =TT f) =Tief) =of
(T,T3) f = To(Tpf) = To(@f) = 90f = (9)* f

donc T, est normal.

I
Sy
[\V]
~

3) S : 0% — (2 le shift
S(x1, w9, x3,...) = (0,21, 29,73, . ..)

(SX,Y) = (X,5°Y) X,Y e
On pose X = (z1,x2,23,...) , Y = (Y1,Y2,Y3,.-.)
(SX,Y) = (0,21, 22,23, ...), (Y1, Y2, Y3, - - -))

= 0y1 + 21Y2 + 225 + . ..

On pose S*Y = (21, 29, 23, . - .)

(X,S*Y) =mZ1 + w920 + w323 + . ..

)

Z1=Y2 = 21 =Y

Zo =Yz — 22 = Y3

23 =Yg — 23 =Y
\ Z:yrhkl

(SS*) X = S8(5*X) = S(x2, x3, 4, . . .)
= (0,9, x3, 74, . ..)
(S*9)X = S*(SX) = S*(0,x, x9, 23, .. .)
= (x1, 29, 73,...)
SS* £ S*S

L’opérateur S n’est pas normal.

14



Chapitre 2

Spectres et Résolvantes

Dans ce chpitre, on définit les notions du spectre et de la résolvante des opérateurs sur des

espaces de Hilbert et on en donne les propriétés élémentaires.

2.1 Valeurs et vecteurs propres

Définition 2.1.1 Soit V' un éspace vectoriel sur un corps K et T un opérateur linéaire sur

V.

Un scalaire A € K est une valeur propre de T s’il existe un vecteur v € V non nul tel
que:

(T—XN)v=0 < Tv= ).

Le vecteur v est alors appelé un vecteur propre de T' correspondant a la valeur propre

Théoréme 2.1.1 PourT € B(H), H est un espace de Hilbert si T auto-adjoint alors toute

les valeurs propres de T" sont réelles.

Démonstration. Soit 7" auto-adjoint dans B(H) et A une valeur propre de T

(Tx = Az, x #0)

15



2.2. Spectres et résolvantes

on a

Az, x) =

= Mz, 2) =Mz, 2), maisr Z0= A=l alors \ €R. =

2.2 Spectres et résolvantes

L’ensemble des valeurs propres forme une partie d’un sous-ensemble de C, qui est inclu ou

égale a un sous ensemble de C que 'on applle spectre de 7', et on note par o (7).

2.2.1 Rappels et définitions

Définition 2.2.1 Le spectre d’un opérateur T € B(H) est le sous-ensemble de C défini
par:

o(T)=4{A € C:T — X n’est pas inversible} .
Définition 2.2.2 On appelle rayon spectral r(T) de Uopérateur T est le scalaire:

r(T) =sup {|Al, A € 0 ()} = lim |77
Définition 2.2.3 L’ensemble résolvant de T est le complémentaire dans C du spectre de T.
p(T)={Ae€ C:T — X est inversible} .

Définition 2.2.4 On appelle application résolvante de T [’application R(.,T) défini :

R(.,T) : p(T) — B(H)
A— RO\ T) = (T — A)~.
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2.2. Spectres et résolvantes

2.2.2 Classification des points des spectraux d’un opérateur auto-
adjoint

Soit T' un opérateur auto-adjoint son spectre o (T') admet la décomposition en plusieurs
composantes disjointes :

1-Le Spectre ponctuel de T est I’ensemble:
op(T)={A € C:ker(T— \) #{0}}

(Pensemble des valeurs propre isolés d’ordre fini).

2-Le Spectre Continu de T est I’ensemble:
oo (T)={A€C:3(T—\)"",(T - A)"" non borné }

ou

oo (T) = {A € C : ker (T — M) = {0}, Range(T — M) = H, Range(T — \I) # H} .
3-Le Spectre résiduel: de T est ’ensemble
on(T) = {N € C: X ¢ op(T), (N~ T) (H) £ H }.
4- Le Spectre essentiel: Le spectre essentiel d’un opérateur linéaire fermé est I’ensemble
Tess(A) :={A € C: (A — A) n’est pas un opérateur de Fredholm d’indice 0} .
6-Le Spectre approché: de T est I'ensemle:

0. (T) = {)\ €cC:3(x,) CH:|xp]|=1et HEIEW(T— M)z, = 0} :

2.2.3 Inverse généralisé
Inversibilité

Définition 2.2.5 En matemathique et plus particuliérement en algébre linéaire une matrice,
sin € N*—{1} A d’ordre n est dite inversible ou réguliére ou oncore non singuliére.S’il existe

une matrice B d’ordre n appeleé matrice inverse de A et noteé B = A' telle que:AB =

BA =1,.
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2.2. Spectres et résolvantes

une matrice carrée est inversible si et seulement si son déterminant est non nul i.e

det(A) # 0, ou [ est la matrice identité, une telle matrice B est unique.

2 5 3 -
Exemple 2.2.1 Soit A = et B= Alors
1 3 -1 2
2 5 3 =5 6—-5 —10+10 10
AB = = = pumn _[_
1 3 -1 2 3—3 —-5+6 01
3 =5 2 5 6—-5 —10+10 10
BA: pum— = = [‘
-1 2 1 3 3—3 —5+6 01

Ainsi, A et B sont inversiles et sont inverses 'une de 'autre.

Remarque 2.2.1 A™! est’unique.

Propriétés

*Les deux matrices By et By inverses de la méme matrice A sont égales.

*Si deux matrices A et B sont inversibles leur produit est Iinversible et inverse du
produit est le produit des inverses effectué¢ dans l'ordre inverse (AB)™! = B71.A7L.

*Déterminant de I'inverse d’une matrice det |[A™!| = m.

*Une matrice carrée n’admettant pas d’inverse est dit singuliére.Une matrice carrée
admettant une inverse est dite inversible ou régulieére.

ATTA = AATY = Id.

(A H~1 = A

(AT)~1 = (AT,

(A%)1 = (A1)

Il existe plusieures techniques pour calculer I'inverse d'une matrice carée suivante quelque

methode pour sa:

2.2.4 Adjointe d’une matrice

Soit A une matrice carrée n X n et (i, j) un couple d’entiers entre 1 et n.
On appelle mineur de A;; de déterminant de la matrice (n — 1) x (n — 1) obtenue en

supprimant la iéme ligne et la j-éme colonne de A.

18



2.2. Spectres et résolvantes

On note AiAj le mineur de A;;.
On appelle cofacteur de A;; le scalaire (—1)"7AZ.

On appelle comatrice de A notée com(A) la matrice des cofacteurs de A.

Théoréme 2.2.1 Soit A une matrice carée n X n alors:

AT .com(A) = com(A).A = (det A).Id.
Ce théoreme montre que A est inversible si et seulement si son déterminant est inversible

c’est -a~dire non nul pour des matrices & coefficients dans un corps commutatif et

1

-1 _
AT = det(A)

com™ (A).

Exemple 2.2.2 Pour ne rien oublier il peut étre bon de faire le calcul en 3 étapes.

Nous les illustrerons avec le matrice suivant on cherche a obtenir la matrice A~!

3 2 -3
A=15 -1 -2
1 1 -1

*On calcule det(A).

Si det(A) = 0 la matrice A n’est pas inversible.

Si det(A) # 0 la matrice A est inversible et I'on peut commencer le calcul de la matrice
inverse.

Pour notre exemple det(A) = —3 et A est inversible.

*On commence a remplir la "coquille" de la matrice inverse avec les signes alternés,l’inverse

du déterminant sans oublier la transposition

T
+ -+
1
=l
+ - +
On compléte avec les mineurs pour obtenir 'inverse:
T
+3  —(=3) +6 -1 1 2
A= L —1 +0 —1 =] -1 0 3
+(=7) -9 +(-13) -2 % ?
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2.2. Spectres et résolvantes

2.2.5 Matrices élémentaire (pivot de gauss)
Opérations élémentaires sur les matrices

Gauss a inventé une technique algorithmique trepuissante pour faire des transformations
autorisées sur les matrices Jordan a affiné cette méthode afin de detterminer 'inverse d’une
matrice carrée.

Cette méthode consiste par différentes manipulations sur les lignes formant la matrice,
tel que les termes de la diagonale principale sont tous egale & un et les autres termes sont
tous nuls, et de faire subir en méme temps le méme processus de transformation sur la
matrice identité.

Ainsi on passe de la matrice A a la matrice identité I; et de la matrice I; & la matrice
que l’on cherche A1,

Pour cela, il a méme inventé une notation particuliere, la voici: L; + aL; — L; signifie
qu’on multiplie la ligne L; par le coefficient o, qu’on I’additionne a la ligne L; et on réinjecte
le tout dans L.

On a aussi al; — L; qui multiplie la ligne L; par « et le réinjecte dans L;, on peut aussi
permuter deux lignes ainsi:L; <+ L; :cela peut paraitre inutile mais vous allez voir qu’il est

nécessaire d’opérer ainsi pour toujours avoir un pivot non nul.

Exemple 2.2.3 Cherchons si elle existe ['inverse de

2 1 -1
A=|1 3 1
2 -1 2

Pour cela on adopte la notation suivante, dans la quelle on associe dans une méme

simili-matrice la matice A a gauche et la matrice identité I; a droite.

2 1 —-1]100
13 1 (010

2 -1 2 0 01
On s’occupe d’abord d’introduire des 0 dans les premiére colonne, puis dans la deuxiéme

et enfin dans la troisiéme, pour cela on pivote toujours par rapport éléments de la diagonale

qui sont donc les pivots.
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2.2. Spectres et résolvantes

Etape01:Pivote: le 2 de la ligne 1.
L3 — Ly — Lj

2 1 -1 1 00
2Ly — Ly — Lo 0 5 3 -1 2 0

0 -2 3 | -1 01
Etape02:Pivote:le 5 de la ligne 2:

5L3 + 2L2 — L3
10 0 -8 6 —2 0
5Ly — Ly — Ly 05 3 | -1 2 0

0 0 21 |—-7 4 5
Etape03:Pivote:le 21 de la ligne 3:

21L1+8L3—>L1
210 0 0 | 70 —10 40

0 0 21 |-7 4 5
Etape04:0On fait apparaitre des s sur la diagonale

ﬁ[;l—)[;l
3—1,5)L2—>L2
1 00| & —F o
ails — Ls o100 % -1
001]-3% # =
Etape05:Le résultat
7T —1 4
At=5| 0o 6 -3
-7 4 5

2.2.6 Inverse de Moore-Penrose

L’inverse de Moore-Penrose est une généralisation de la notation du l'inverse qui contient

I'inverse de matrice non carrée ou une matrice de determinant nul. Ces matrices ne sont

pas inversibles au sens classique .

Cette méthode a fourni la premiére fois par Alickm Moore en 1920 et Roger Penrose en

1950.
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2.2. Spectres et résolvantes

inverse de Moore-Penrose est souvent désigné par A™

Définition 2.2.6 L’importance de la définition est que toute matrice non nulle peut étre
exprimée en termes de factorisation préservant le rang, et que ltnverse de Moore-Penrose

d’un tel produit est le produit de ['inverse correspondant dans [’ordre inverse.

Définition 2.2.7 chaque produit EFG avec E (m x n), F (r xr) et G (r x n) est appelle

a factorisation préservant le rang si chacune des matrices E, F et G est de rang r.

Théoréme 2.2.2 pour chacune matrice A verifiée les quatre équations:
AXA=A, XAX =X, (AX)"=AX, (XA)"=XA

donc la solution unige X = A™T.
Si A = 0y est la (m x n) matrice null, AT = 0,,p,.

Si A # 0,,,, alors pour tout factorisation préservant le rang FF'G de A,
AT =GYFlET.
Démonstration. Si A = 0,,,, puis
XAX =X

impliqueX = A" = 0,,,, Si A est (n x m). Pas la matrice nulle, alors pour tout factorisation
préservant le rang

A = EF( il suit, par définition, que E est de rang de la colonne préservant, F' est non
singuliére et G a rangée rang plein. Ainsi ET = (ETE)"'ET et Gt = GT(GGY)™!, par

(2,3)[3], avec E* est un inverse a gauche de E, G est un inverse a droite de G. Alors si

X = G*F’lEJr,
XA=G"G
et
AX = EE™T
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2.2. Spectres et résolvantes

sont hermitienne. En outre,

AXA=A
et
XAX =X
de sorte que
X =At.

Il convient de noter que, bien que 'existence d’un factorisation préservant le rang A =
EG a été établi pour toute non nulle.

Une matrice, ce qui ne fournit pas un calcul systématique procédure pour construire
une factorisation. cependant, aprés que nous avons examiné la relation entre A* et Moore-
Penrose inverse de matrices obtenues par permutation des lignes ou des colonnes ou les
lignes et les colonnes de A.

Remarquons, par ailleurs, que si Az = b est un systéme d’équations avec A = FG un
factorisation de rang plein, et si Y = GX, alors y = ETb est les moindres carrés solution
a FY = b. Maintenant, le systéme d’équations GX = E1b est toujours cohérente et a
solution de norme minimale

X = GTE"h, . Par conséquent, nous pouvons combiner les résultats en disant que
X = A*b est le solution des moindres carrés d’AX = b avec ||z||* minime. Bien d’intérét
mathématique , la plus part des applications pratiques des moindres carrés exigent que les
problémes étre formulées de telle sorte que la matrice est de rang de la colonne compléte.

]
Lemme 2.2.1 soit A un matrice d’ordre (m x n) alors:

a) A (m x n) implique A™ (n x m).

b) A = 0 implique A" = 0.

g) (aA)" = at At pour tout scalaire a,
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2.2. Spectres et résolvantes

é sioa#0
0 5 a=0"
h) si U et V sont des matrices unitaires,
(UAV)T =vTA+yT
)siA=>" 4, 0u AT 4; =0
quand i # j, AT =>"" Al
j)si A est normal ; ATA = AAT
k) A, AT, AAT et AAT tout ont rang égal trace (AtA)

ol at =

Démonstration. Propriétés (a) et (b) ont été noté précédemment dans théoréme .
Les relations dans (c) et (d) de suivre en observant qu'’il n’y a complété la duatité dans
les roles de A et x dans les équations définissant .

Pour établir la premiére expression pour A" dans (e) laisser
X = (ATA)T AT,
Puis
XA=(ATA)" AMA
est Hermitien, et aussi
AX = A(ATA)" AT

par utilisation de (d).
en outre,

XAX = X
et
AXA=A(ATA) ATA = ATHATA (ATA)T ATA = ATHATA = A

La seonde expression dans (e) suite par un type similaire d’argument, comme le font les
expressions dans (g) et (h).

prouver (f) nous avons

AT = A (ATA)T

par (d) et (e) puis
ATATH = (ATA)T ATA (ATA)T = (ATA)"
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2.2. Spectres et résolvantes

Prouver (i) observer d’abord que
ATA; = AFATTATA; =0

et aussi Ain = 0 depuis AT A4; = 0.
Maintenant, nous pouvons a nouveau montre que A et A" satisfaire la définition équa-
tion.

Ce (j) détient suit par l'utilisation de (e) a écrire

AYA = (ATA)T ATA = (AAT)" = AAT = ATHAT = (AA%)" = AAT,

Pour montrer A, AT, AT A et AA™T tous on le méme rang .
Nous pouvons appliquer le fait que le rang d’un produit de matrices ne dépasse jamais

le rang d’un facteur aux équations

AATA=A

et
ATAAT = AT,

Puis rang(A) = trace(AtTA) détient de puis rang(E) = trace(E) pour toute matrice

idempotente £. m

Exemple 2.2.4 Laisser

1 0
1 1 —1
A=|1111|, B= .
01 —1

11

puis

1 0
BA= — (BA),
0 0

depuis BA est hermitienne et idempotente, nous avons aussi

A+—(A+A)-1AT—1 ) 111) 1({ 2 00
2\ 2 3 01 1 2\ 211
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2.2. Spectres et résolvantes

et
10 2 9 2 2
B* =BT(BBT) ™ = Tl ==]0 1
11 —2 3 2
0 —1
Alors
1 -1
AT Bt = £ (BA)".
11

2.2.7 Quelques propriétés sur l’inversibilite des opérateurs

Soient |, F' deux espace normés T' € L(FE, F). L’operateur T' est dit inversible si pour
tout y € F' I’équation
Tx = y a une solution et une seul.

On dit que T' € B(H) est inversible s’il est bijectif et si son inverse est continu
Définition 2.2.8 L’operateur T, inverse d’un operateur linéaire T', est aussi linéaire.

1.L’operateur I est inversible, et /=1 = I.
2.I’exemple suivant montre que I'inverse d’un opérateur borné n’est pas forcement borné.
Soit £ = L?(C). L’opérateur T défini par :

— ) z
T(ZL’l,ZL’Q, ) = (1’1,7,..., b ) .

T est borné, car
=i 2 _
Z o — Z |xz‘ = H(ib’l,l'ghs, )H
=1 ! i>1

T w1, m9,...) = (21,229, ..., nTy, ...).

HT(xb T2, )H =

et son inverse est donné par

Cependant, 7! est non borné. En effet, , si (€n)pen est la suite défini par:

en = (2, 2y,...) avec x =

On a |le,|| =1 et [|[Tte,]| = n, Aot T! n’est pas borné.
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2.2. Spectres et résolvantes

Donc 'operateur T' n’est pas inversible.
L’inversibilité d’'un opérateur linéaire a beaucoup l'importance dans la résolution des

équations d’opérateurs.

Si T est un opérateur linéaire borné. La trace de T est la somme des éléments diagonaux

de la matrice de 'opérateur 1" dans une base quelconque, on la note tr7T.

Remarque 2.2.2 SiT € B(H), la trace de l'opérateur inverse de T,

trl = —
" trl’

Lemme 2.2.2 Soit T € B(H), si T est inferieurment borné, alors son image R(T') est

fermée.
Preuve. Soit T' € B(H) telle que 3k > 0
[Ta| > klll;  vVeeH

Soit y, € R(T), yn, = Tz, telle que y,, — yo
ou

[Yym = ynll = N T2m = Tanll = T (@m = 20)l| 2 k|20 = 22|

{yn} est de Cauchy dans R(T) = {z,,} l'est aussi,
{z,,} est de Cauchy des un Hilbert, donc elle est convergent vers un xy € H.

on a

lyo = Tzoll = llyo — Twn + Ty — T

IA

[T 20 = yoll + [[T2n — Toll

—_—
< yn = woll + 171 12 = 2olln — 00 0

donc yo = Txg = yo € R(T)
et R(T) est fermé. (R(T) = R(T)). =

Théoréme 2.2.3 T € B(H); Hilbert T est inversible si et seulment si :

i)T est inferieurement borné.

it) R(T) = H dense.
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2.2. Spectres et résolvantes

Preuve. i)=1ii) soit 7' € GL (B (H)) (opérateurs inversible dans B(H))
soit ye H=3x € H :x=T"'y (y="Tz) alors H=T(H) = R(H)

donc R(T) = H; (ii)

on a

v = T'Te=|z||=||T"'Ts|; Ve e H

= 2l < |77 17|
1
=k [z]l < [Tz

1

= 3k >0 <I<; =
[l

) Tl > k2| VeeH

alors T est inferieurement borné.
<) soit T € B(H) telle que i) et ii) verifiées
R(T)=H et R(T) = R(T)
= R(T)=H. =
Si Txy = Txy alors
0 = [[Tzy =Tl = [|T(x1 — 22)|| > K ||l21 — 22|
= I1 = X2
alorsVy e H3lxr e H:y=Tx

Il existe une transformation S : H — H

Yyr—x
Sy = =«
lyll = |Tz|| > C|z|;C =0
vl > Clisyl
ISyl < &yl

d’ou ||S]| < £ et
STr=Sy=x;YVr e H

TSy=Tr=y,Yye H

d’ou ST =TS = I; T est inversible et son inversible est S.
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2.2. Spectres et résolvantes

Définition 2.2.9 Un opérateur T € B(H) est dit contractant (ou de contraction) si et

seulment si |T|| < 1.
Théoréme 2.2.4 (serie de Neumann)

Soit T un opérateur linéaire borné d’un espace de Banach E dans lui-méme avec ||T']| < 1,
et soit I 'opérateur identité dans F.

Alors, I'opérateur I — T admet un opérateur inverse borné, donné par la série de

Neumann .
- ZT’f
k=0
de plus
1
I-7)
”( H =71_ ||T||

Démonstration. De la relation ||T']] < 1. On a la convergence absolue

Dans 'espace de Banach L(F) (I'espace L(E) de tous les opérateur linéaire continus sur
E dans lui-méme.), par conséquent la serie da Neumann converge en norme et définie un

opérateur linéaire borné
o0
5=y
k=0
avec la relation
-1
1S < (1= ||7°[])

de plus S est l'inverse de (I — 7).
En effet, utilisons les notations (70 =1 et T" = TT*1),

on peut voir que:

n—oo

SI—T)= lim Y THI-T)=1lim (I-T"") =1

aussi

(I-T)S=(I-T) lim ZTk lim (I —T"Y) =1

TL—>OO
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2.2. Spectres et résolvantes

puisque la norme
77| < |T||"*" — 0, lorsque n — oc.

Corollaire 2.2.1 Si || = T| <1 =T est inversible.
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Chapitre 3

Inverse de Drazin

3.1 Preliminaires et définitions

3.1.1 Indice d’une matrice:
Soit k un entier non négatife.
Définition 3.1.1 On appele indice de la matrice A le plus petit entier positif k tel que

rang(A*Y) = rang(A¥),(range de A c’est le nombre des vecteurs linéaires independantes

soit les colonnes ou lignes).

2 -3 =5
Exemple 3.1.1 A = -1 4 5 rang de A est:
1 -3 —4
2 -3
20 — 33 =0 =0
al -1 |+5 4 =0 — — —a=0£=0,
—a+48=0 a=4p3
1 -3
alors rang(A) = 2.
2 -3 =5 2 -3 =5 2 -3 =5
A2=| -1 4 5 -1 4 5 |=| -1 4 5 |=A
1 -3 —4 1 -3 —4 1 -3 —4

rang(A?) = rang(A) —donc ind(A) = 1.
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3.1. Preliminaires et définitions

Définition 3.1.2 Soit A € C™" d’indice k (ind(A)=k) on dit que la matrice AP d’ordre n

est l'inverse de Drazin de A si les conditions suivantes sont verifiées :

AAD = AP A,
AP AAP — AP,
ARAD A — Ak,

Proposition 3.1.1 Si AP est l'inverse de Drazin de la matrice A on a les égalités suivants

sont equivalents:

(1) AFAPA = AF,
(2) AAPAF = AF,
(3) AMLAD = Ak,
(4) APAFTY = Ak,

Preuve. (1) = (2)
AF = AFAPA = A AA... AAPA

AAA - APA? = AAA. ... AP A3
—_— —_——

k—1 k—2

== AAAP AR = AAP AP,

(2) = (1) Evident.
(2) = (3) (Ona (2) = (1) = (4)

AAP AR = AF = AF = AP AP A

— Ak(AAD) — AkJrlAD.

AR = AFTIAD = AR AAD = AFAP A = AFTAAP A

:AkflADA2:H':ADAk+1‘
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3.2. L’inverse de Drazin d’une matrice carrée

Proposition 3.1.2 a) (4%)” = (AP)".
b) (AT)" = (4P)" .
¢) (A)Y = (APY sil=1,2,...
d) si A est indicek, Al est indice 1.
e) (AD)D = A si et seulment si A est ind(A) = 1.

D
1 ((an)7)" =av.
Proposition 3.1.3 AP est un inverse de A, ind(A) = k alors
Ak<AD>k+1 — AD.

Preuve.
Ak(AD)k:-H — Ak(AD)kAD — (AAD)k:AD
— AAP AP

= APAAP = AP,

3.2 L’inverse de Drazin d’une matrice carrée

Dans cette section, nous considérons un autre type de 'inverse généralisée pour les matrices
complexes carrés. L’inverse dans le théoréme (3.1.1), en raison de Drazin [2], a une variété

d’applications.

Théoréme 3.2.1 [3/Pour toute matrice carrée A, il existe une matrice unique X de telle

sorte que

(1) Ak — Ak+1X

pour k£ un entier positif.

(2) X?A=X,
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3.2. L’inverse de Drazin d’une matrice carrée

(3) AX = XA.

Preuve. Si A = 0 est la matrice nulle, alors A et X = 0 satisfont (1), (2) et (3).
Supposons A # 0 est tout n X n matrice. Alors il existe scalaires dy, ..., d;, pas tous égaux

a zéro, de telle sorte que
t
i=1

ol t < n?+ 1 depuis le A peut étre considérée comme vecteurs avec n? éléments, et dj, le

premier coefficient non nul. On peut ecrire
(4) Ak — AkJrlU

ol

1 ! A
- AAl—k—l .
U N (Z d; )

i=1+k
On U est un polynéme en A, U et A commuete. En outre, la multiplication de deux cotés

de (4) par AU donne
AR = ARR22 — AR =L

Et ainsi
(5) AF = Al
pour tout m > 1.Soit X = A*U*+!. Ensuite, pour ce choix de X,
Ak:—HX — A2k+lUk+1 — Ak:
et
X2A — AkUk+1AkUk+1A — (A2k+1Uk+1) Uk+1 _ AkUk+1 — X

par utilisation de (5).

En outre, X et A commute U et A aussi. Ainsi, les conditions (1), (2) et (3) sont valables
pour cette X.

Pour montrer que X est unique, supposons que Y est également un solution de (1), (2)
et (3), ou X correspond a un k; d’exposant et Y correspondent a un exposant dans ko

(1).Laissez y= maximale (kq, k2). Ensuite, il suit en utilisant (1), (2), (3) et (5):

X=X’A=X3A*=... = XUT1 AV = XUt A0y
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3.2. L’inverse de Drazin d’une matrice carrée

— XAY = ... = X AUty 9+l — pAdy o+l
= . =AY?=Y?A=Y

Ce qui nous donne l'unicité. m

Nous allons appeler la matrice unique de X dans le théoréme (3.1.1) 'inverse de Drazin
de A et on écrire X = AP, on appele aussi le plus petit entiér k£ 'indice de A.

Ce AP est une inverse généralisée de A est apparente par notant que (1) est vérifiée avec
k = 1lorsque X = A~! existe et également (2) et (3) tenir. Observez, par ailleurs, que dans

générale (1) peut étre réécrite comme
(6)  A*XA=AF

et (2) devient XAX = X, par utilisation de (3), de sorte que I’ équations définissant
dans Théoréme (3.1.1) peuvent étre considérées comme une alternative a celles utilisées pour

AT dans laquelle AX A = A est remplacée par (6), (2) reste inchangée, et
(1%) - (AX)T = AX,

et
(29) - (XA)T =X A

sont remplacée par la condition de (3) que A et X trajet.
Comme on le verra ci-aprés la démonstration du lemme(3.1.1), factorisations de rang

plein de A peuvent étre utilisés efficacement dans la construction de AP’
Lemme 3.2.1 on a B,C € C™*" Pour toute factorisation
A=BC, AP = B[(CB)"]*C,

Preuve. On remarque que pour toute matrice carrée A et k entier positif, m et n, nous
devons homme (AP)™ = A" = (AP)™™ sim > n et AVT(AP)" = A sim > ket k a
indice A.

Notons k le plus grand de 'indice de BC' et de la Indice de C'B.

Puis

k+2

AP = (BC)P = (BC)*' [(BC)P]*™ = B(CB)Y*C [(BC)"]
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3.2. L’inverse de Drazin d’une matrice carrée

k42

B [(CB)]"" (€B)***C [(BC)P]
k+2 C’(BC’)2k+2 [(BC’)D]

B [(CB)D] k+2
- B[(cB)"]" c(BO)*

— B[(CB)"]"* (CB)kC

— B[(CB)"]*C.

Supposons maintenant que A = B;(] est une factorisation de rang plein ou

rang(A) = ry.
Formant la matrice C1B; de r; dans r; , puis soitC By est inversible, ou C;B; = 0, ou

le rang (ClBl) =ryou0<ry <ry.
Dans le premier cas, avec C;B; inversible, (C;B;)P = (CyB;) !sorte que

AP = B(C1B,) 20y,

par le lemme (3.2.1), ou
(CyBy)P = [(CyBy) ]2

D’autre part, si C1B; = 0 alors (ClBl)D = 0 et donc AP = 0 par nouveau en utilisant

le lemme (3.2.1).
Enfin, si rang (C1B1) = 19,0 < ry < 11, alors pour tout factorisation préservant le rang

C1B; = B>(C5, nous avons
(C1By)P = B, [(C2B)P]* Cy

de sorte que AP le meme chose dans le lemme (3.2.1) devient
AP = By B, [(C3B,)"]* CyC.
Le meme argument vaut maintenant CsBs qui est, soit Cs B, est non singuliére et
[(0232)17]3 = (CyBy) 7%,
ou CyBy = 0 et donc AP = 0, ou le rang (C1B;) = r3 ol 0 < r3 < ry et CoBy = B3Cs le

mem rang factorisation et complet & Lemme (3.2.1) qui peut étre appliquée.
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3.2. L’inverse de Drazin d’une matrice carrée

Pour suive dans cette maniére donc
rang(B;C;) > rang(C;B;) = rang(B;11Cit11),i = 1,2, - -

alors soit B,,C,, = 0 pour un indice m, et ainsi de A” = 0, ou rang(B,,C,,) =

rang(Cy,By,) > 0 pour un indice m, dans ce cas,
(BmC)? = Bp(CruByy) 2C.
Et ainsi
(7) AP = BBy -+ Bp(CouBp) ™ 1CpiCry -+ - C4

dans le lemme (3.2.1). Observer, par ailleurs, que A = B,C,

Ay = B1C1B,Cy = B1By,CyCy -+ A" = BBy - - - B CpiCpy -+ - Cy
et
(8) AMTL = BBy - -- Bm(CmBm)C’mC’m_l Oy

nous avons A™ = A™! =0, ou AP former dans (7), chaque B; a rang colonne plein et

chaque C; a rang ligne,
Bm—l + - 'Bl + Amol + - 'Cm—1+ = BmCm
et
By 4By + A™MC + - - -Cpt+ = C By

Par conséquent, dans les deux cas, nous avons rang(A™) = rang(A™1).

En outre, il suit dans les deux cas que (1) est valable pour £k = m et ne tient pas pour
tout £ < m.

Cela revient & dire, k dans (1) est la plus petite integer positif tel que A* et AT avoir

le méme rang.

3.2.1 Une extension Matrices rectangulaires

L’inverse de Drazin une matrice A, tel que défini dans Théoreme (3.1.1), existe seulement
si A est carrée, et une question évidente est de savoir comment cette définition peut étre

étendue a des matrices rectangulaires.
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3.2. L’inverse de Drazin d’une matrice carrée

Une solution a ce probleme est d’observer que, si B est un m X n avec m > n, par
exemple, alors B peut étre augmentée par des colonnes m — n de zéros pour former une
matrice carrée A.

Maintenant formant A” nous pourrait alors prendre ces colonnes de chose qui corre-
spondent & I'emplacements des colonnes de B en A comme une définition de " L’inverse de
Drazin" de B.

Comme on le voit dans I'exemple suivant, cependant, la difficulté de cette approche

m
est qu’il existe des comme matrices A, obtenu en considérant tous possible

m—n
arrangements de n colonnes de B (prises sans permutations) et les m — n colonnes de zéros,

et qui annonce peut étre différent dans chaque cas.

Exemple 3.2.1 5i

1 2
B=1]10 1 |et
3 -1
01 2 1 0 2 1 2 0
Al=1001(,A2=]00 1 |, A=]|0 1 0],
0 31 30 —1 3 -1 0
puis
0 10 7 1 0 2 1 -2 0
(A)P=510 3 3|.(4&)P=2]00 1 |.(4)”=]0 1 0
0 9 0 30 —1 3 —-13 0
sont obtenues en appliquant le lemme (3.1.1) pour les matrices A; = BC; ou
010 1 00 1 00
1= y L2 = y &3 —
0 01 0 01 010

Observez dans 'exemple (3.1.1) que les colonnes non nulles de chaque matrice (4;)”
correspond au produit B [(C’ZB )P } ? En conséquence, en utilisant les colonnes non nulles de
(A;)P pour définir le "Inverse de Drazin" de B implique que la matrice résultante est une

fonction de Cj.

38



3.2. L’inverse de Drazin d’une matrice carrée

Que ces matrices sont déterminés de fagon unique par un ensemble d’équations définissant
et sont des cas particuliers d'une classe de inverses généralisées qui peut étre construit pour

toute matrice B sera apparent du théoréme (3.1.2).

Théoréme 3.2.2 [3/Pour toute matrice B de m x n et toute matriceW de n x m, il existe

une matrice X unique, de telle sorte que
(1.1)  (BW)* = (BW)*™ XW, pour k un entier positif.

(1.2) XWBWX = X.

(1.3) BWX = XWB.
Preuve. Soit X = [B(WB)D]z. Puis, avec
XW = B[(WB)?]*W = (BW)P

par le lemme(3.1;1), (1;1) détient avec k 'indice de BW. Aussi,

2

XWBWX = B[(WB)"]"WBWB [WB)"]” = B[(WB)"]” = X
et
BWX = BWB[(WB)"]"WB = XWB,

de telle sorte que (1.2) et (1.3) détiennent.

Pour "montrer que X est unique, nous pouvons procéder comme dans la preuve du
théoréme (3.1.1).

Ainsi, supposons X; et X5 sont des solutions de (1.1), (1.2) et (1.3) correspondant & des
nombres entiers positifs k; et k; respectivement, dans (1.1).

Puis, avec k& =maximale (k1, k2) il en résulte que
X1 == X1WBWX1 = BWX1WX1 - (BW)2<X1W)2X1

= = (BW)R(XW)EX, = (BW)H! 4+ XoW (X, W)F X,
= Xo(WB)F W (X, W)k X,

= XoWBW (BW)F(X,W)*X,
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3.2. L’inverse de Drazin d’une matrice carrée

= XoWBW X;.

Poursuite d’une maniére similaire avec
Xy = XoWBW X, = XoWXoW B = Xy (W X,)2(WB)?

— ... = X2(WX2)]€+1(WB)]C+1

puis

XoWBW X, = Xo(W X)) (W B)"™ W BW X,
= Xo(WXo)M W (BW)F I X, W B
= Xo(W X)W (BW)*B
= Xo(WXo)F (W B)F = X,

Par conséquent, avec X; = X, la solution a (1.1), (1.2) et (1.3) est unique. m

La matrice unique X, dans le théoréme(3.1.2) sera appelé U'inverse de Drazin de B
W —pondéré et sera écrit en que X = (BW)P

Le choix de la nomenclature W-pondéré inverse de Drazin B est facilement visible en

notant que, avec

(BW)P = B[(WB)"]*,

puis (B )P = BP lorsque B est carré et W est la matrice d’identité.

En outre, plus généralement observer que, avec la bande B et (BW)P de la méme taille

et avec W et WBW la taille de la B, la relation
BW (Bw)” = (Bw)"WB
dans (1.3) peut étre considéré comme un généralisée condition de commutativité, et
(Bw)"WBW (Bw)” = (Bw)”

dans (1.2) est analogue a (2) lorsqu’il est écrit sous la forme X AX = X.

1 2
SiB=|0 1
3 —1

est la matrice dans 'exemple (3.1.1), et
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3.2. L’inverse de Drazin d’une matrice carrée

1 2 4 131
le 7W2:
3 -1 -2 000
puis
169 339 11
(Bw)” = @ | 60 169 |, (Bw)” =135|0 0
87 —169 33

3.2.2 Expressions relatives A” et A"

Il est une conséquence immeédiate que si W = B et ainsi

(Bw)D — BH+B+BH+

puis

BY = W (Bw)"W.

Ainsi, en utilisant W-pondéré inverses de Drazin avec W = B (By )P et BT sont liés

directement en termes de produits de matrices ce qui implique que (By)? et BT ont le

meéme rang.

En revanche, pour toute matrice carrée, A, nous avons

rang(AP) = rang(A*) = rang(A*™),

avec l'indice k de A, alors que le rang(A™) = rang(A).

En conséquence, rang(AP) < rang(AT) avec 1’égalité maintenant si et seulement si A a

un inverse de groupe.

Le résultat suivant peut étre utilisé pour donner une expression générale de I'inverse de
Drazin une matrice, A, en termes de puissances de A et un inverse Moore-Penrose .
Théoréme 3.2.3 Pour toute matrice carrée A d’indice k,

(1.4) AP = Aky Ak
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3.2. L’inverse de Drazin d’une matrice carrée

pour chaque matrice Y de telle sorte que

(15) A2k+1YA2k+1 — A2k+1.

[3].
Preuve. A partir de la droite de (1.4), nous avons
AFY AR — (APYRHL A2k Ly g2k gD Y1
— (AD)RH1 A2+ g2 1 AD)k+L
— (AD)2+2 g2+1 _ pD.
u

Observez dans (1.5) que 'on choix évident de Y est (AZ*1)* et il suit alors que Al
(AHT et AP ont la méme rang pour tout entier positif I > k. Dans ce cas, différentes
relations entre les Al, (AY)* et AP peuvent étre établie.

Par exemple, on peut montrer que, pour toutl > k, il existe une matrice X satisfaisant
unique,

(1.6) A'XA' =A XA'X =X

et
(1.7)  (XAHH = x AL A'X = AAP.

Dually, il existe une matrice X satisfaisant uniques (1.6) et
(1.8) (A'X)H = AlX, XAl = AAP.

Les solutions uniques de (1.6) et (1.7) et de (1.6) et (1.8) sont appelés les inverses de

puissance gauche et droite de A'.

3.2.3 Autres théorémes sur ’inverse de Drazin et ses propriétés

Lemme 3.2.2 [6]
Si Y est un inverse de A satisfait:

ATy = Al
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3.2. L’inverse de Drazin d’une matrice carrée

AY =Y A

alors X = A'Y'™! est un inverse de Drazin de A.
Preuve.

AZXA — Al . Alyl-i-l A= A2l+1yl+1 — Al X Al+1Y-Yl
1
A
— AQl . Yl _ A21—1 . Yl—l — .= AH—IY — Al.

AX = Alyl-i—lAAlyl-‘rl — A2l+1y2l+2 _ AlAH-lY . Y2H-1
— A2ly2l+1 - .= Allerl - X
=1.
AX = A AlYH = Ay — (AY)!(AY)
= (AY)'- (Y A)
— Alyl+1 A
= XA.

donc X est une inverse de Drazin de A. =
Lemme 3.2.3 [6/

Si A e C" ", ind(A)=Fk alors:
1) C" = R(A*) & N(AF).
2)La restriction A/R(A*) € L(R(A*), R(AF)), est inversible.

Lemme 3.2.4 Soit X € C™*" définie par:

A7/ R(AF) - u, si u € R(AF);

0, siu € N(AF).
alors X est inverse de Drazin de A.

Xy =

Corollaire 3.2.1 [6] AP est inverse de Drazin de A,ind(A)=k.
1) AP A, AAP soit des projecteurs sur R(AP).
2) R(AP) = R(A*) et N(AP) = N(AF).
3) Si A est inversible alors AP = AL
4) Siind(A)=1,alors AP = A* (groupe inverse).
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3.2. L’inverse de Drazin d’une matrice carrée

Preuve. L'¢galité APA = AAP
(APA)? = APAAP A = AP A donc AP A est un projection sur R(AP),
on a:

AP AR = A% = R(A*) € R(AP)----(1).
D’aprés projections (2)
AF(APYHE = AP = R(AP) € R(AF)----(2)

de (1) et (2)=
R(AP) = R(AF).

Maintenant, les equations:
ARTIAD = Ak (APYFL AR = AP = N(AP) ¢ N(A¥), N(AF) ¢ N(AP),
entrainemt N(AP) = N(A%). =
Théoréme 3.2.4 Si A € C"*" est une matrice non singulier, alors ind(A) = 0.

Preuve. Si A € C"*" est un matrice non singulier, alors
rang(A) = rang(I,) = n = rang(A) = rang(A°) =n

= ind(A) = 0.
Si A est non singulier matrice d’ind(A) = 0,

d’apres la proposition(3.1.1)
AFFIAP — AF = AAP = A% =],

= AP = A%,

Théoréme 3.2.5 Si A € C™" est une matrice d’indice ind(A) = 1, alors rang(A) =
rang(A*?).
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3.2. L’inverse de Drazin d’une matrice carrée

Preuve.

rang(A*) = rang(A*AA*) < rang(AA*) < rang(A)...(1),

d’aprés

rang(A) = rang(AA*A) < rang(A*A) < rang(AY)...(2),

d’aprés (1) et (2) on a
rang(A) = rang(A?).

Théoréme 3.2.6 Si A € C"" est une matrice symetrique d’indice est égal a 1, alors

Ab = (ADT,
Preuve. Comme A* est un groupe inverse de A, on a,
AAP = ATAAPAAY = AP AAPA = A,
et A= AT (car A est symetrique).
(AHTA = (AHTAT = AT(AHT = A(AHT

(ATACANT = (AT AT = (AT = (49T,

A(ANTA = AT(AHTAT = (AAPA)T = AT = A

Théoréme 3.2.7 Si \ est un valeur propre de A € C"*™ alors 1/\ est un valeur propre de

AP (inverse de Drazin).

Preuve. ) est un valeur propre de A = Az = \x (z #0)
= AP Az = AP Xz
= AAPz = \APzx
= APAAPy = NAP APy

= APr =1/ z. =
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Chapitre 4

Application

4.1 ExempleO1l:

On a le systéme suivent:

6z +4y =0
3$+5y—3220 ............ (I)
3r+3y—2=0

Résoudre ce systeéme:

la matrice A.

6 4 0
A — 3 5 _3 ]
3 3 -1

a)L’inverse de A.

On calcule le déterminant:

det(A) =24 — 24 = 0,

donc la matrice A n’est pas inversible, et le systéme (/) n’admet pas donc de solution
ou admet une infinité des solutions.

b)L’inverse de Drazin de A:

Si A est la matrice singuliére.

6 4 0
A — 3 5 _3 bl
3 3 -1
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4.2. Exemple02:

la factorisation de rang plein

1 2
0 2 -2
A = BlCl - 2 1 9
31 1
11
puis
2 0
C1B, =
6 8
est non singuliére, de sorte que A a une indice, et
6 —26 30
AP =B(CiB)*Ci=4 |3 35 -33 |,
3 3 -1

donc AP Vinverse de Drazin de la matrice A.

Il n’existe pas de l'inverse normale de la matrice A mais il existe I'inverse de Drazin de

4.2 Exemple02:

On a la matrice suivante:

3 2 =3
B=115 -1 =2
1 1 -1

1)L’inverse de la matrice B est:

a) On calcule det(B).

Si det(B) = 0 la matrice B n’est pas inversible.

Si det(B) # 0 la matrice B est inversible et I’'on peut commencer le calcul de la matrice
inverse.

det(B) = —3 et B est inversible.

b) L’'inverse du déterminant sans oublier la transposition
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4.2. Exemple02:

T
+3 —(-3) +6
— ~1 +0 —1 :
+(=7) =9 +(-13)
donc l'inverse de B:
-1 LI I
3 3
Bl'=|-10 3
2 1%
2) L’inverse de Drazin de B :
On a la matrice suivante
-1 1z
3 3
B1l=1] -1 0 3 |,rangde B !est:
R
~1 1/3
—a+1/35=0 a=0
—a=0 1/36=0
-2 1/3 /
- "/ 7/36 =0 2/36 = 0
_a_l_ — — —
—a+38=0 a=0
-2 13/3
13 /3 1/3 7/3=0 =0
Cl{+ — =
36=0 1/3a=0
1/3 13/3
alors rang(B™') = 3.
-1 3 1 -1 3 1 —4 4/9 79/9
(B')?*=]-10 3 -1 0 3 |=| -5 2/3 32/3 |,
-2 3 B -2 3 3 —7 7/9 136/9

rang de (B')? = 3 le méme soulution de B~*

rang((B~1)?) = rang(B~') —donc ind(B™1) =1, et k = 1.

Vérifie que:

B~ = BP (inverse de Drazin de B).
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4.3. Exemple03:

En appliquant le proposition (3.1.1)

(1) B*B?B = B*
= B'B’B=B.

On calcule la relation (1):

3.2 -3 -1 3 1 100
BB =[5 -1 —2 10 3 |=]010][,et
1 1 -1 -2 1 2 001
100 3 2 -3 3 2 -3
BBPB=| 01 0 5 -1 =2 |=|5 -1 -2 |,
00 1 11 -1 1 1 -1
donc la relation (1) est vérifie.
Le proposition (3.1.1)
(3) Bk+1BD — Bk
= B?BP” =B.
On calcule la relation (3):
3 2 -3 3 2 -3 16 1 —10
B*=1|5 -1 -2 5 -1 =2 | =] 8 9 —11 |,et
1 1 -1 1 1 -1 70 —4
7
16 1 —10 -1 L1 3 2 -3
BB =1 8 9 —11 -10 3 |=|5 -1 =2
1 13
70 —4 —2 L 1 1 -1

donc la relation (3) est vérifiéé.

Le résultat il existe l'inverse de Drazin d’une matrice B le méme l'inverse normal de B

B~ = B (inverse de Drazinde B).

4.3 Exemple03:

Si A est la matrice
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4.3. Exemple03:

det(A) =0,la matrice A n'est pas inversible.

7
0
0

0

0
0
0

0

0
1
0
0

w N O

0

On calcule l'inverse de Drazin:

avec A = B;( factorisation de rang plein

700
10 0 O
010
A= BC) = o0 1 2],
011
00 —-11
| 0 0 0
ou
7 0 0
CiBi=1]0 1
0 -1 -1
rang(C1B1) = 2 et
7
100
ClBlzBQOQZ 0 ’
011
0 —1
est une factorisation de rang plein. poursuivant
7 0
CoBy =
0 0
aussi,

7
CyBy = B3C5 = [1 0}7
0

est une factorisation de rang plein avec C3B; = 7.

Donc A trois indice et AP devient

AP = BlBQBg(C3B3)74030201
343

T 2401

[1000]2

o O O NI

o o o O
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4.3. Exemple03:

Pour le cas particulier des matrices avec un indice que nous avons

On vérifiéé que:

AAP A = A,

AP AAP = AP,

AAP = AP A, et(AP)P = A,

On calcule la relation suivante:

ATTA =

AAT =

o O O oS O O N
o o o o o o O

0

donc AA = AAT mz;is-A_lA # 1y la- matgice

0
0
0
0
0
1
0
0

0

r
o O O N

w [\ (@] o (@n) (@) o
Iy

o O O N

o O O O o o O

0

AP = A7

ATTA=AAT = 1,

o O O o o o ~ O

o o o O S W NN O
1l

o1

o o o =

o o o =
B o o o o o o o o

n

o o o O o o o O
o o o O o o o O
11

est pas inversible.
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Résumé

Dans ce mémoire , on ¢tudie quelques méthodes de
I'inverse d'une matrice si le déterminant est non nul, et
beaucoup plus on s'intéresse a I'¢tude de I'inverse de
Drazin si le déterminant est nul.
uadla
smas plb (6] dggoma ugdza sk oty ipdhall aba @b Guysg
suall gl& Ll Drazin gegdes dalyslly (mige pgnza 12 Logamall

FYIST 2y

Abstract

In our work, we study some ways of the inverse of

matrices when the determinant is not zero. And we
specify in our study the Drazin inverse when the

determinant is zero.




