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Notations générales

(,) Le produit scalaire.
0 La dérivée partielle.
A* L’adjoint d’un opérateur A.

G(z,¢)  La fonction de Green.
G*(x,§) La fonction de Green d’un probléme auto-adjoint.

W{(g,f) Le wronskien.

A Le laplacien.

M3 La fonction de Neuman.

Ji3 La fonction de Bessel.

Ky 3 La fonction de Bessel modifiée associée a 13
i3 La fonction de Bessel modifiée associée & j;3
R L’ensemble des nombres réels.

N L’ensemble des nombres naturels.

C L’ensemble des nombres complexes.

E Energie.

V(r,0,¢) Le potentiel.
Vi, Va5, V3 Constant.
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Introduction générale

Les mathématiques sont aujourd’hui utilisées dans plusieurs domaines des sciences contem-
poraines. L’application des mathématiques, et spécialement comme les équations différen-
tielles, joue un roéle considérable en physique. En physique, on rencontre les équations dif-
férentielles lors de la construction d’'un modéle pour une situation physique donnée. Ainsi
les équations aux dérivées partielles et les équations différentielles linéaires du second ordre
jouent un roéle important en mécanique et en physique. Ces équations peuvent servir par
exemple a résoudre les problémes des petites oscillations mécaniques, la propagation des
ondes, de la théorie du potentiel, de la fonction de Green etc... On appelle fonction de
Green en physique ce que les mathématiciens appellent solution élémentaire d’une équa-
tion différentielle linéaire & coefficients constants, ou d’une équation aux dérivées partielles
linéaire a coefficients constants. Ces fonctions sont introduites par George Green en 1828
pour les besoins de I'électromagnétisme, utilisées par Neumann dans sa théorie du potentiel
Newtonien et par Helmholtz en acoustique, elles sont un outil puissant en théorie quantique
des champs aprés que Feynman les a popularisées sous le nom de propagateur dans sa for-
mulation en intégrale de chemin de 1’électrodynamique quantique. La méthode de fonction
de Green est bien adaptée a ce genre de probléeme. Ces « fonctions » de Green, sont le plus
souvent des distributions.

L’équation de Schrédinger congue par le physicien autrichien Erwin Schrédinger en 1925, est
une équation fondamentale en mécanique quantique. Elle décrit I’évolution dans le temps
d’une particule massive non relativiste, et remplit ainsi le méme réle que la relation fonda-
mentale de la dynamique en mécanique classique.

Au premier chapitre, nous définissons tout d’abord la notion d’équation différentielle li-

néaire homogeéne (définitions, théorémes). Ensuite, nous avons développé la théorie de la



construction de la fonction de Green pour une équation différentielle ordinaire en appuyant
la théorie par quelques exemples. Finalement, nous avons donné un apercu sur le probleme
auto-adjoint, ainsi que les fonctions de Bessel et leurs propriétés.

Au deuxiéme chapitre, nous avons construit la fonction de Green relative a 1’équation de
Schrodinger indépendante du temps dans I'espace a trois dimensions. Pour cela, nous avons
la continuité de la fonction de Green et de sa dérivée au bord des régions que nous avons
considérées. Le probléme étudié, concerne I’étude d’une particule quantique qui se déplace
dans un potentiel axe-symétrique en trois dimensions. Tous les résultats trouvés, sont basés,

comme il est attendu dans ce genre de probléme, sur les fonctions de Bessel.



Chapitre 1

Notions de base

1.1 Equation différentielle linéaire homogéne d’ordre n
Considérons une équation différentielle linéaire homogeéne d’ordre n
™ + a1y Y + ap_y = 0. (1.1)

On suppose que aq,as, ..., a,_1 sont des constantes. Avant d’indiquer une méthode de ré-
solution de I’équation (1.1), nous donnerons deux définitions qui nous seront utiles par la

suite.

Définition 1.1.1. 1. Si on a pour tous les x du segment [a, b] [’égalité

on(x) = A1p1(2) + Ao () + ... + Ay _10n1(),

ou Ay, As, ..., A1 sont des constantes non nulles, on dit que p,(x) est une combinaison
linéaire des fonctions ¢1(x), p2(x), ..., Prn_1(T).
2. Les n — 1 fonctions ¢i(x), pa(x), ..., on_1(x) sont dites linéairement indépendantes si

aucune d’elles ne peut étre représentée comme combinaison linéaire des autres. [4]

Remarque 1.1.1. [l résulte de ces définitions que si les fonctions ¢1(x), p2(x), ..., pn_1(x)
sont linéairement dépendantes, il existe alors des constantes C1, Cs, ..., C,, non toutes nulles

et telles que l'on a, quel que soit x pris sur le segment |a, b],

Cro1(z) + Copa() + ... + Crpn(x) = 0.



Passons maintenant a la solution de l’équation (1.1), on a pour cette équation le théoréme

suwvant :

Théoréme 1.1.1. Si les fonctions y1, Ya, ..., Yn Sont des solutions linéairement indépendantes

de Uéquation (1.1), sa solution générale est de la forme :

y = Ciy1 + Coya + ... + Cpyn,

ou C1, s, ...,C,, sont des constantes arbitraires.
Si les coefficients de 1'équation (1.1) sont constants, on trouve la solution générale tout

comme pour ’équation du second ordre.

1. On forme I’équation caractéristique
E' 4+ a k" P+ ak™ %2+ ... +a, =0.

2. On trouve les racines de I’équation caractéristique ki, ko, ..., ki,.

3. Suivant le caractére des racines, on écrit les solutions particuliéres linéairement indépen-

dantes en partant de ce qui suit :
(a) 11 correspond & toute racine réelle simple k une solution particuliére e*2.

b) Il correspond a toute couple de racines complexes conjuguées simples k() = a+1
( p p p jug p

et k® = o — i deux solutions particuliéres e**cosfBx et e**sinf.

(c) 11 correspond & toute racine réelle k d’ordre de multiplicité r autant de solutions

particuliéres linéairement indépendantes

ek pekr . amleMT,

d) Il correspond & tout couple de racines complexes conjuguées k(M) = a 4 83,
(

k? = o —if3, d’ordre de multiplicité j, 2 solutions particuliéres :
e cosfx, re®Ccosp, ..., x' e cos B, e*Csinfr, xeCsinfz, ..., x* e sinfx.

Le nombre de ces solutions est égal au degré de 1’équation caractéristique (qui

est aussi 'ordre de I’équation différentielle proposée).



4. Ayant trouvé n solutions linéairement indépendantes w1, 4o, ..., y,, on écrit la solution

générale de ’équation différentielle proposée sous la forme :
y=Ciyr + Coya + ... + Cpy,

ou Cy,Cy, ..., C, sont des constantes arbitraires. [4]

1.2 Construction de la fonction de Green pour les équa-
tions différentielles ordinaires d’ordre n

Les fonctions de Green interviennent dans la résolution de certaines équations différen-
tielles.
Nous considérons le cas particulierement important pour la physique, des équations différen-
tielles du second ordre, et nous commencons par I’équation différentielle linéaire homogéne
d’ordre n.

Soit I’équation différentielle d’ordre n

Lly] = po(x)y™ + p1(z)y™ ™ + ... + pa(z)y = 0, (1.2)

ou les fonctions po(z), p1(x), ..., po(x) sont continues sur [a, b], po(x) # 0, sur [a,b] avec les

conditions aux limites

Vi(y) = ay(a) + oy (@) +...+ "y a) + Bry(b) + By (b) + ...

(1.3)
0 =0, k=12, )

les formes linéaires Vi, Vs, ..., V,, en y(a),y'(a), ...,y (a), y(b), ¥/ (b), ...,y 1(b) étant linéai-
rement indépendantes.
Supposons que le probléme aux limites homogéne (1.2) — (1.3) admet la seule solution

triviale y(z) = 0.

1.2.1 Définition de la fonction de Green

On dit fonction de Green du probléme aux limites (1.2) — (1.3) , toute fonction satisfait

les conditions suivantes [3] :



a . G(x,§) est continue et posséde des dérivées continues par rapport a x jusqu’a l'ordre
(n — 2) inclus pour a < z < b.
b . Sa (n — 1) — iéme dérivée par rapport a x présente au point z = £ une discontinuité

de premiére espéce, le saut ayant la valeur ]ﬁ, ie

0" VG (z,¢) 0" VG(x,) _ 1
W ’:p:£+0 W ’:1::570— pg(é) .
¢ . Dans chacun des intervalles [a, &) et (£, b] la fonction G(z,§) considérée comme une

fonction de x est solution de I'équation (1.2) :
LIG] =0.
d . G(z,€) vérifie les conditions aux limites (1.3) :

Ve(G)=0 (k=1,2,...,n).

1.2.2 Théoréme d’existence et unicité

Théoréme 1.2.1. Si le probleme aux limites (1.2) — (1.3) n'a pas de solution autre que la

solution triviale y(x) = 0, Uopérateur L a une fonction de Green G(x,&) et une seule. [3]

Preuve. Soient y;(z),ya(x), ..., yo(z) les solutions linéairement indépendantes de 1'équation

Lly] = 0. Sur les intervalles [a, &) et (&, b] la fonction cherchée G(x, &) doit étre de la forme :

ar1y1(x) + agya(x) + ... + apyn(z) pour a <z <&,

Glr,€) =
) biyi(z) + baya(z) + ... + bpyn(x) pour § <z <b.

avec ai,ds, ..., 0y, b1, ba, ..., b, sont des fonctions de £&. En vertu de la continuité au point

x = ¢ de la fonction G(z,€) et de ses premiéres (n — 2) dérivées par rapport & z, nous avons

D1 + 4 b ()] = @) + -+ apal©)] = 0.

[blyi(f) + o+ by, ()| — :alyi(£)+ ---+any§l(£)} =0,

D" 2O + o bl (O] = [y PO + -+ awl ()] =0,




et la condition (b) s’écrit

by () 4 o+ by V(O] = Jarn™ O + o+ a I =

Posons Cy (&) = bi(&) — ar(é) (k=1,2,...,n).

Il vient le systéme des équations linéaires par rapport a Cy(&) :

([ Cry1(€) + Coyal€) + . + Cua(€)
C1y1(&) + Cay(§) + ... + Cryl(6)
Cryt"2(€) + Con" (&) + o+ Cugl! P (€) = 0

Cﬁﬂ%@+0¢”%@+m+a%zwozmb

0
0

(1.4)

Le déterminant du systéme (1.4) est égal a la valeur en z = & du wronskien W (yy, v, ..., yn),
il n’est donc pas nul.
Aussi, le systéme (1.4) détermine-t-il de fagon unique les fonctions Ci(§)(k = 1,2, ...,n).
Déterminons les fonctions ax(§) et bi(§) moyennant les conditions aux limites (1.3).

Notons Vi (y) sous la forme :
Vi(y) = Ax(y) — Br(v), (1.5)

ou

A(y) = ary(@)+ay' (@) + .o Ny a), Bi(y) = By (D) + By (0) +.. 48" Vy ().

En vertu des conditions (d) nous obtenons alors

Vk(G) = alAk(yl) + CLQAk(yQ) + ...+ anAk(yn) + blBk<y1) —+ bgBk(yg) 4+ ...+ ank(yn) = O,

(k=1,2,...,n).
Compte tenu de ay = by, — C), nous avons
(b1 = C1)Ar(y1) + (b — C2) Ag(y2) + .. + (bn — Cn) Ar(yn) + b1 Bi(y1)+
bQBk(y2>++ank<yn) :0; (k?: 1,2,...,7},).

D’ou, en vertu de (1.5)

biVi(y1) + b2Vie(y2) + ... + 0, Vi(yn) = CrAk(y1) + CoAk(y2) + ... + Cr Ak (yn),
(k=1,2,...,n).



Notons que le systéme (1.6) est linéaire en by, by, ..., b,. Son déterminant est :

Vl(yl) Vl(y2) Vl(yn)
det [ Va(y1) Va(ye) Va(yn) | #0
Vn(yl) Vn(?JQ) Vn(yn)

étant donné '’hypothése de I'indépendance linéaire des formes Vi, V5, ..., V,,. Ainsi, le systéme
d’équation (1.6) admet une solution unique en by (§), b2(§), ..., b, (§), et comme ax(§) = b(§)—
Cr(€), les quantités ax(&)(k = 1,2,...,n) sont également définies de fagon unique. Nous
venons donc de démontrer l'existence et 'unicité de la fonction de Green G(z,€) et de

fournir un procédé de sa construction. O

Exemple 1.2.1. Construisons la fonction de Green pour l’équation :

d3y

a0

avec les conditions aux limites

Toutes les solutions sont de la forme y(x) = ax® + bx + ¢, elles vérifient les conditions si
a=b=c=0.
Soit
a1 (&)x* + b1 (&)x + c1(§), pour 0<z <E,

Gz, €) =
9 ag(§)a? + ba(§)x + a(€), pour & <x <1

D’apres les propriétés de définition de G :

1. G(z,€) est continue au point v =&, on a :

G(§™. &) = G(ET,9),

c’est-a-dire :

a1(§)€% + b1(E)E + c1(§) = az(8)€% + ba(§)€ + 2(8),

(a1(&) — a2(€))&” + (b1(&) — ba(€)€ + (c1(&) — e2(€) =0, (1.7)



2.

3.

82—G(a:, €) est discontinue au point x =& :

Oz?
0*G 0*G
8_x2(§+’£) - ﬁ(f ) =1

donc
2a2(§) — 2a1(§) =1

enfin
1
a2(&) — ar(§) = 5
Les propriétés de la fonction de Green entrainent

(

Soit maintenant

La substitution de (1.9) et (1.8) de l’équation (1.6) donne :

56 4 205(€)€ — as(€) = 0

5'2
T
alors ) . 52
(&) T2 22— )
3
52(5):
s
S To Ty
donc
e,
cro=q > AH-V o
BPICT N R T R To T V)

pour 0 <z <¢

pour £ <z <1

(1.8)

(1.10)



1.3 Cas des équations différentielles du second ordre

Soient py, p1, po trois fonctions continues sur [a, b

L(y) = po(x)y" + pi(x)y" + pa(z)y = 0, (1.11)

agy(a) + ary'(a) + azy(b) + asy'(b) =0
Boy(a) + Bry'(a) + B2y(b) + B3y (b) = 0.
On construit la fonction de Green sur la base de deux solutions non proportionnelles y; et

y2 de (1.11) de la fagon suivant : Il existe donc pour chaque & des réels a(§),b(€),c(§) et
d(&), tels que 3] :

Clog) = | AOME@ U@, pour = et
’ Oy (x) + d(€)yo(x). pour = €€,

Exemple 1.3.1. Construisons la fonction de Green pour l’équation :

d?y

proiall

avec les conditions aux limites

Toutes les solutions sont de la forme y(x) = ax + b, elles vérifient les conditions si

a=0 e b=0:

Gz, &) =

ar(§)z +b1(§), pour 0<x<¢
az(§)x 4 ba(§). pour £ <a <1

D’apres les propriétés de définition de G :

1. G(z,€) est continue au point t =&, on a :

G(§,8) =G(E".¢)

c’est-a-dire :

a1 (§)€ + 01(€) = az(£)€ + b2(E)
(a2(€) — a1 (€))¢ + (b2(8) — 01(8) = 0O, (1.12)

10



2. %(%, €) est discontinue au point x =€ :

-2 0=
d’ou
az(§) —ax(§) = 1, (1.13)
3.
G(0,6) = 0 = by(€) = 0, (1.14)
G(L,&) =0=ax(§) +b(§) =0, (1.15)

La substitution de (1.13) et (1.14) dans l’équation (1.12) donne :

E+by(§) =0

donc
b2(§) = ¢, (1.16)

La substitution de (1.16) dans l’équation (1.15) donne :

az(§) —§=0

alors
az(§) = &, (1.17)

La substitution de (1.17) et dans l’équation (1.13) donne :

—a(§) +¢=1
PULS
ar(§) =& -1 (1.18)
enfin
Cle.€) = x(€—1), si x€]0,¢] (1.19)
E(x—1). si z€)g 1]

11



1.3.1 Un cas particulier important

Construisons la fonction de Green pour I’équation différentielle du second ordre de la

forme :
(p(2)y") + q(x)y =0, (1.20)
plz) #0 surfa,b]  p(z) € C'a, ],
avec les conditions aux limites
y(a) =y(b) = 0. (1.21)

Supposons que y;(z) est une solution de 'équation (1.20) définie par les conditions initiales

yi(a) = 0,7(a) = # 0.

D’une fagon générale, cette solution ne vérifie pas nécessairement la seconde condition aux
limites, ce qui nous autorise a supposer que y;(b) # 0. Les fonctions de la forme Cyy; (z) avec
C} une constante quelconque sont évidemment solutions de (1.20) et vérifient la condition

aux limites
y(a) = 0.
Trouvons de méme une solution yo(z) # 0 de (1.20) telle que :

Cette condition est vérifiée par toutes les solutions de la forme Chys(x), ot Cy est une
constante.

Cherchons la fonction de Green relative au probléme (1.20)-(1.21) sous la forme

Ciyi(z), pour a <z <¢

Glx, &) =
(¢) Coyo(z), pour £ <ax<b

D’aprés les propriétés de définition de G :

(a) G est continue au point x = &, on a

Ciyn (5) = 02?/2(5)

c’est-a dire :

Coya(§) — Cryn(§) = 0,

12



(b) %(w, €) est discontinue au point x = ¢ :
1
Coyn(€) — Cryy () = —
23/2(5) 191 (é) p(g)

donc on obtient le systéme suivant :

—Ciy1(§) + Caya(§) = 0,

(1.22)
—Cy (&) + Conh (&) =

=
~|
~—

Le déterminant du systéme (1.22) est le wronskien Wy, (x

~—

,yo(z)] = W(z) calculé en x = ¢

pour les solutions linéairement indépendantes y;(z) et yo(z) de I'équation (1.20), donc

W(&) # 0,

de sorte que Cy et Cy de (1.22) se définissent de suite :

. y2(§) . yl(g)
= owE T

Alors finalement [3]

[ yi(2)y2(E) owr 4 <
pOW(g P asrst
G(.’B, ):
y1(&)y2(x) our -
| pow(g P EsTst

Remarque 1.3.1. Le probleme auz limites pour l’équation du second ordre de la forme :

" 4 pi(@)y (@) + pa()y(e) = 0, (1.23)

et les conditions auz limites

y(a) = A, limy(z) = B,

z—b

se rameéne au probléme considéré (1.20)-(1.21) :

1 En multipliant équation (1.23) par P(z), ot P(z) = e/ P @ ¢t on prend q(z) =
P(z)pa(x)

2 En utilisant la changement linéaire de fonction suivant :

B-A

Z(x) =Y () — —

(r —a) = A,

13



on ramene les conditions auz limites (1.36) aux conditions nulles (1.21) mais au lieu de
(1.20) on obtient I’équation avec le second membre L[{Z] = f(x), ou

B—-A B—-A

(@ = a)la@) = 5 —=P(x)p: ().

fla)=—[A+ —

On construit cependant la fonction de Green relative au probléme aux limites homogéne
LZ)=0,Z(a) = Z(b) =0,

qui coincide complétement avec le probleme (1.20)-(1.21). [3/

1.4 Reésolution du probléme aux limites a 'aide de la
fonction de Green

Soit I’équation différentielle non homogene
Lly] = p'(x)y(n) + pr(z)y(n — 1) + ... + pu(@)y, (1.24)

ou L[y] = g(z)

et les conditions aux limites
Vi(y) = 0,Va(y) = 0,..., Vo(y) = 0, (1.25)

les formes linéaires Vi, Vs, ..., V,, et y(a), v/ (a), ...,y" *(a),y(b),y'(b), ...,y ' (b) étant linéai-

rement indépendantes.
Théoréme 1.4.1. Si G(x,€) est la fonction de Green du probléme aux limites homogéne :
LGl =0, Vi(G) =0, (k=1,2,...,n),

la solution du probleme aux limites (1.30)-(1.31) est donnée par la formule [6]

y(z) = / G )g(€)de.

Preuve. Montrons que G(x, &) nous sert & déterminer la solution du probléme linéaire non

homogeéne suivant :

(p(x)y (z)) + h(z)y(x) = g(x), a<z<b

y(a) = y(b) = 0. (1.26)
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Considérons le systéme :

(p(x)y'(x)) + h(z)y(z) = g(z) (1)
(p(x)y' (x)) +hz)y(x) =0  (2)

Dans ’équation (1), considérons y(z) une solution de (1.26) et comme G(z, ) vérifie I’équa-

tion homogéne, on remplace y(x) = G(z,£) dans (2) on obtient :

(b 28 50Y h)Gw e =0 pour a<e<h (3

multiplions (1) par —G(z,§) et (3) par y(£), et on obtient

0G(x,§)
3

—G(r, ) (pl@)y(a)) + (&) (p(r) —522) = G, €)g(€)

s’écrit comme suite

d 0G(z,§)

—[p(&)(y(€) o - G(2,8)y'(€))] = G(z,8)g(8)

intégrons de a & b on obtient :

0G(x,¢§)
U3

compte tenu des conditions aux limites, et le fait que G(z, ) est discontinue au point z = ¢

€66 ) - 6w O = b T

HHO WO — G )L

[p(§)(y(E)

G Oy (©)]) = / G, €)g(€)de

— Gz, )y ()

— 60 ) — Gl )] - o) (0 T - G aly )
D0 — 6l 0]~ 60 5 — Gy @)

donc la solution du probléme linéaire (1.26) est donnée par :

b
y(z) = / G, )g(€)de.
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Exemple 1.4.1. Soit le probleme aux limites non homogéne

y" +y = cosx, (1.27)
avec les conditions aux limites
T
y(0) =y(5) =0. (1.25)

On a la fonction de Green du probléeme aux limites homogéne (1.27)-(77) est

—

—cosésine st x €)0,&

—sinécosr  si x€}§,2

[

D’apres le théoréme (1.4.1), la solution du probléme auz limites non homogéne (1.26) est

donnée par la formule

b
) = [ Glaeostic

y(x) = — /090 sinécosxcosédE — /2 cosésinxcosEde.

Alors

1.5 Problémes adjoint et auto-adjoint

Soit A un opérateur linéaire dans R". L’opérateur adjoint A* est défini par la relation
(Au,v) = (u, A*v). Il est donné par la transposée AT de la matrice A.

Dans le contexte des équations différentielles, considérons le produit scalaire

b
umszmwma

sur C([a,b]) (ot [a,b] est un intervalle compact) et un probléme aux limites donné par
L, By, Bs, tel que
<Ly,Z> - <y7 L*Z>7

pour toutes fonctions y, z € C?([a, b]) satisfaisant Biy = Boy = 0 et Bfz = B}z = 0.
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Théoréme 1.5.1. Considérons le probleme
Ly = OaBly = O>BZy = 07

ot L satisfait les hypothéses est ay € C*([a,b]),a; € C%*([a,b]) et ag € C%[a,b]) avec
ag(x) # 0 sur[a,b], B2 € C*([a,b]), B1 € C*([a,b]) et By € C°([a,b]) avec Bo(z) # 0 sur [a, b]
et ou les vecteurs (o, s, a, ) et (B, Ba, B3, Ba) définissant By et By sont linéairement
indépendants.

Alors il existe
B = m1z(a) + 127 (a) + v32(b) + 742 (b), By = d12(a) + 022" (a) + d32(b) + 642" (b), (1.29)

les coefficients ~; et 6; ne sont pas uniques, mais [’espace des fonctions z qui satisfont

BY = By =0 est unique.[2]

Définition 1.5.1. Si le probleme L, By, By satisfait les hypothéses du théoréme (1.5.1), on
appelle L*, B}, By, le probléme aux limites adjoint.[2]

Le probléme est auto adjoint, si L* = L et si les conditions Bf = B3 = 0 sont équivalents
a By =By =0.

En développant ’expression pour L*z on obtient
L'z = as(2)2" + (ah(x) — au(2))2" + (e3(z) — o (@) + ao(2))z.

L’opérateur L est donc auto adjoint, si et seulement si oy(x) = aq(x), c-a-d, s’il est de la
forme

L'y = (az(x)y) + ao(z)y.

Proposition 1.5.1. Sous les hypothéses du théoreme (1.5.1) le probléme Ly = 0,
Byy = 0,Bsy = 0, possede une solution unique, si et seulement si le probléme adjoint
L*z=0,B{z=0,B5z =0, posséde une solution unique.

Les fonctions de Green pour les deux problémes satisfont alors
G (2,€) = G(E, ). (1.30)

En particulier, la fonction de Green d’un probléeme auto-adjoint est symétrique. [2]
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Preuve. Supposons que Ly = 0, Byy = 0, Boy = 0, posséde une solution unique et notons
par z une solution de L*z = 0, Bfz = 0, B3z = 0. Avec y(x), solution de Ly = z, Byy = 0,
Bsy = 0,0n obtient

Iz *= (2, 2) = (Ly, 2) = (y, L"z) = (y,0) = 0.

Donc z = 0 et 'unicité de la solution du probléme adjoint sont démontrées.
Pour démontrer la relation (1.30), considérons deux fonctions continues f(x) et g(z) et

définissons , ,

o) = [ Gl xw) = [ 6w (e)as
Par la définition de la fonction de Green, les fonctions y et z satisfont Ly = f, Byy = Boy = 0,
et L*z = g,B7z = Bz = 0. La relation (Ly,z) = (y,L*z) < c-a-d, (fz) = (y,g>>

implique alors
boopb
| [ (6°@o-cen) ez =o
Comme cette relation est vérifiée pour toutes fonctions continues f et g on en déduit la

relation (1.30) L

1.6 Equation de Bessel
Soit I’équation
Y+t + (1 —n*t )y =0, (1.31)

cette équation s’appelle équation de Bessel d’ordre n. Pour n entier, la fonction de Bessel

J,, est définie par une série et est solution de ’équation différentielle (1.31).

Définition 1.6.1. Soit n entier, la série

oo k
Lo =3 ﬁ(%)”% (1.32)

est absolument convergente pourt € C et est solution de l’équation différentielle (1.31) pour

t € R. La fonction J,, est appelée fonction de Bessel de premiére espéce d’ordre n. [5]

Proposition 1.6.1. Les fonctions de Bessel J,,n > 1 vérifient les relations de récurrence

T (8) + Jen (t) = ZTan(r), (1.33)
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Tucr(8) + Tt () = 20 (1), (1.34)

de plus, J§ = —Jy. [5]

Théoréme 1.6.1. La famille des fonctions de Bessel (J,,) / n € N, n est caractérisée par
l'une des deux représentations suivantes [5] :

1. Les J,, sont données par la fonction génératrice
1
J(x,t) = ——)=2) In( t>0. 1.35
(2,1) = eap((x — ) )+ Z ), (1.35)

2. La fonction J, est donnée par la série entiére (1.32). De plus, la suite (J,)n > 0 vérifie
la relation de récurrence

tp-1(t) = 2nJp(t) — tJp4a (D). (1.36)

La fonction J,, a comme équivalents aux bornes de l'intervalle (0;+00)

t" 2

1 m

(t — QT = Z> (1.37)

N

Jn ()0 ~ )2cos

7t

Remarque 1.6.1. Pour t € R et en prenant la variable 6 telle que x = €, la relation

(1.35) s’écrit comme un développement en série de Fourier

ztsm@ Z J m@ 0 cR. (138)
Ainsi
L (%7 tsing—ind L[ -
In(t) = — el = — | cos(tsin® — nb)do, (1.39)
2m Jo T Jo
d’apres (1.39) on a
J_n(t) = Ju(—1), (1.40)
et
Jo(=t) = (=1)"J,(t), VteR, (1.41)

lorsque n non entier égal a v la fonction J_, est une solution de l’équation (1.31), et linéai-

rement indépendante a J,. [5]

Proposition 1.6.2. Soit v un réel, I’équation différentielle (1.31) est

Y+t + (1=t )y =0, (1.42)

19



a deuz solutions linéairement indépendantes J,,Y,. Cette seconde est appelée la fonction de

Bessel de deuxiéme espéce. Elles sont définies par [5] :

+00 _1\k
Tolt) = ; KD ( : +1I)c +1)! (%)Mk’ (143)
Y, (t) = J”(t)w;”;; T (1.44)

et leurs développements asymptotiques sont

2 1
Jy(t) ~ E(cos(t — VT - %)), (1.45)
et
2, . 1 T

Y, (t) ~ E(sm(t — VT - Z)),t — +00 (1.46)

Théoréme 1.6.2. Soit [’équation différentielle

1" -1, 2,2 —

y' +ty — 1+ vt )y = 0. (1.47)

Les solutions de cette équation sont appelées fonctions de Bessel modifiées. La solution finie
a Uorigine et notée 1,(t), et la seconde solution notée K, (t). Ces fonctions sont reliées par

la relation [5]

(1.48)

1.6.1 Propriétés

En utilisant la référence 5] on a :

1. Les fonctions I,(t) et K,(t) vérifient les relations de récurrence (1.33),(1.34), (1.41).

2. Si nous prenons 'argument des fonctions de Bessel J, () et ngl)(t) imaginaire, nous
obtenons

v

J,(it) = i"1(t), K, (t) = 5 HWM (it),

ot la fonction H,El)(t) s’appelle la fonction de Hankel ou fonction de Bessel de troisiéme

espéce, ainsi la fonction e (t) est la fonction de Hankel, elles sont définies par

HV(t) = J,(t) + iY, (1),
HP () = J,(t) — iY, (¢).
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3.Les fonctions de Bessel spherique sont difnis comme suit :

o0 = (3)" ey 1),
ma(®) = (5;) Vs (1)

aussi les fonction modifier sont donnés par :

i3(t) = Jia(it),
k‘hg(t) = ﬁl’g(it).

4. Les Wronskiens des fonctions de Bessel précédentes sont donnés par :

W(J,(t),Y,(t 2/xt,

)
( ( )7Ku(t>) _1/t7
W (HSD (), HS (t) = —4i/xt,

W (13(t), ms(t)) = %2,
W (ivs(t), kus(t)) = ;—21
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Chapitre 2

Résolution le probléme du potentiel

multi saut a trois dimensions

Dans ce chapitre, nous allons calculer la fonction de Green pour le probléme du potentiel

multi saut & trois dimensions cette probléme est défini comme suit :

A
(_73 + V<r707 ¢) - E) w(r797¢> = 07 (21)
ou
reR, 60,¢0eR
avec
Vi si r<a
Vi(r,0,¢) = Vo si a<r<b
Vi st r>b
ol
1 0,450 A%
Az = ﬁE(T E) - ﬁ(eaﬁb%
et
A3Y(0,¢) =1(1+1)Y (0, ),
on pose

¥(r.0,¢) = R(r)Y (6, ¢),
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En substituant le valeur de ¢ dans I’équation (2.1) on arrive :

1/10,6,0 A2
en substituant A2 dans (2.2) on obtient :

o (P N R)Y (0, 6)4 5 g ROVI)Y (0,6) 4V (r,0, )R()Y (0.6)~ ER()Y (0, ) =0,

cela implique que

1 90,,0, I(l+1) B
(—2—7&5@25” 5 +V<r,9,¢>—E) R(r)Y (6,6) =0,

en divisant I’équation précédant sur Y (6, ¢) # 0 et on obtient :

(—%(ﬂ%) + l(l;; 1) +2(V(r,0,¢) — E)) R(r) =0, (2.3)
avec
Vi si r<a 0 si r<a
V(r0,0)=q Vo si a<r<b =9V si a<r<b (2.4)
Vi si r>0b 0 si r>0b

sachant qu’on a I’équation de Schrodinger :

( l2(7“22) + M +2(V(r,0,9) — E)) G(r,r') = 5(3)(7),

r2ors or 72
tel que :
1 8(561,1)2,1‘3) .
BT = _ _ 2
69 (1) |J|5(T)5(6)5(¢) elt || r.0.9) r?sin 6,
(7Y —
SO(T) = ——0(r)3(0)5(6),
posons
1
07 = —20(r),

d’aprés I'équation (2.3) et le systéme (2.4), on obtient le systéme :

((0 ,0, U(+1) / 3
(E(r 5 T 2E> G(r,r') = 6@ (7),
%(73%) — l(l; D +2(E—V0)> G(r,r') = 6@ (7), (2.5)
9, ,0.  1(1+1) N e
\ <E(r o) -+ 2E> G(r,r") = 6@(7).
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2.1 Section A :E >V

2.1.1 Région ( r,7" >b) :

D’apreés le systéme (2.5) dans cette région on a I’équation :

0, 50 I(1+1) 133, O(r—1')
<E(r ) — +2E>G (r,r') = ———=,

or r2 72

0,50 433, 2 I(1+1) 1337 N _ /
E(T E)G (r,r')+7r 2E—T—2 G2 (ryr')y =o0(r — 1),
on pose
GY33(r,r') = gia(r) et r#1
alors

%(72%)91,3(7") + 72 (QE — l(l:; 1)) qus(r) =4o(r—r"),

9] 0? I(l+1 ,
QTEgl’g(T) + 7”2%9[73(7) —|—7”2 (2E — ( 2 >> 91,3(7') = (5(7’ —T ),

on divise I’équation homogien par r? on obtient :

02 20 I(141)
@9513(7’) + ;591,30“) + <2E - 7"2 ) gl’g(T’) == 0, (26)

on change le variable z = kr et k* = 2F on obtient

d? 2k% d [(1 4 1)k?
kQE'gl’S(Z) —+ 7%‘9573(2) —+ |:k;2 _ %} 91,3(2) = 0,

on divisant I’équation précédente sur k? # 0 on obtient :

d? 2 d I(l+1
() + 2+ 1= 12 ) =0, (2.)

I'équation (2.7) et I’équation de Bessel, qui admet deux solutions linéairement indépen-
dantes notées j; 3(kr) et n.s(kr).

La fonction de Green corespondant & cette solutions définis par :

) [mathr) = Bjvalkn)], b<r <

D(r")jis3(kr), r<r<oo

Gl,3,3 (’I“, ’T‘/) _
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puisque il n’y a pas de réflexion d’onde on a :

c-a-d :

Gl’3’3<7“, 7‘/) — C(T’/)nlﬁ(kr), b<r<r

D(r")jis(kr), " <r<oo

d’aprés la continuité de la fonction de Green au point r = 7’ on obtient
GU33(r ') = GE33 (') = 0,

alors

D(r')jis(kr') = C(r')ms(kr') =0, (2.8)

et la discontinuité de la dérivée premiére par rapport r de la fonction de Green au point

r=7"ona:

d d
& grasgray - Lauaage = L 29)

d’ou

AN ! / / / ]‘
kD(r )31,3(1”“ ) — kC(r )nz,s(k”’ ) = ")

r2’

on divisant I’équation précédente sur k # 0 on arrive :

, 1
Cr)m(kr’) = D(r')jia(kr’) = =, (2.10)
d’aprés I’équation (2.8)
C(r')n 5 (kr')
D)= ———r—— 2~ 2.11
) Jis(kr’) &1)
en substituant (2.11) dans (2.10) on obtient :
C(r')yms(kr') . 1
C(r' ) s(kr') — M—km];73(kr/) = T
alors
Cr') s (kr')jus(kr') — ms(kr')jy 5 (kr') 1 )1
Ji3(kr") T k2 (2.12)
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sachant que la wronskien est donné par

. . . 1
W[Jl,a(krl)a 771,3(1“”/)] = ]l,3(k7”/)772,3(k7"’) - 771,3(k7“/)]l/,3(k7’/) = (kr')2’ (2.13)
d’apres (2.13) et (2.12) on obtient :
C(r) _ Jia(kr)
(kr')? kr2 7
cela implique que
C(r') = —kjis(kr'), (2.14)

aussi, en substituant (2.14) dans (2.11) on obtient :
D(r') = —kms(kr'),

enfin

kg (k). b<r <
Gl’3’3(7’, T/) _ l3( ) l3< ) (215)
—kms(kr')jis(kr). v <r < oo

2.1.2 Reégion (a < (r,r) <b) :

D’aprés le systéme (2.5) dans cette région on a ’équation :

( 9] (7«2 3) i+ +2(E — Vo)) G2 (r 1) = M7

ar or r2 r2
I(l+1
% (T2%> GY2 (r,r') +1° (Z(E - Vo) — %) GY2(rry =0 (r—1),
on pose
G22(r, ') = gis(r) et r#r
alors
0 o? I(1+1 ,
27‘5‘9[73(7“) + r2ﬁgl,3('r’) + T2 <2(E — %) — ( 2 )> 91,3(7’) = 5(7‘ -Tr ),

on divise I’équation homogéne par 72 on obtient :

02 20 I(1+1)

wgz,:z(?") =+ ;591,3(7“) + (2(E - W) — 2 ) qi3(r) =0,
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on change le variable z = ur et u? = 2(E — V) on trouve

& 22 d [+ 1)
2 2
p @91,3(2) + 7@9&3(2) + {H - T} 913(z) =0, (2.16)

on divisant I’équation précédente sur pu? # 0 on obtient :

2 2 d I(1+1)

@91,3(2) + ;%gg,g(z) + [1 - ] gi3(2) =0, (2.17)

I'équation (2.17) est une I’équation de Bessel, qui admet deux solutions linéairement
indépendantes notées j; 5(pr) et ns(ur).

La fonction de Green correspondant a cette solutions définis par :

As(r") [771,3(/“") - Oéjl,:s(W)], a<r<r

Gl’2’2(7“, T/) —
Bo(r') [ma(ur) = vislur)], ' < v <

d’aprés la continuité de la fonction de Green au point r = 7’/

Gl,2,2(,r,/+7 T/) . Gl’Q’Z(TL,’I’/) _ O,
alors
By(r) [ma(ar’) = vialir)| = 417) [mair’) = s ()] =0,

et la discontinuité de la dérivée premiére par rapport r de la fonction de Green au point

r=r"ona:
d d
GG ) = L) =
d’out
UBy () [t (r') = il ()| = pAs (') () = )] = 5.

on divisant I’équation précédante sur p # 0,on donne :

Bu(r) [ ur’) = iy ()] = A () [niapur’) = i ()] = 5

sachant que la wronskien est donné par

Wigna(pr'), ms(ur’)] = (2.18)

(ur')?’
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d’ou
% [771,3(/”‘/) — Oéjz,s(ﬁw")}

By(r') = G- )
et
A — u[nz,g(ur’) - w'l,s(ur’)}
()= (v —a) ’
enfin
G2y, /) = 1 ”[nl,?»(l“”') - Wz,s(l”")} [(771,3(/”“) - Ozjz,g(;w))], a<r<ry

T sty = agustur)| [(mater) = visu))| 7 <r <

(2.19)

2.1.3 Région ( r,r' <a) :
D’apreés le systéme (2.5) dans cette région on a le méme maniére le région r, 7’ > b

GHL(r ) — Az(r")jia(kr), 0<r <t

Bs(r') | ms(kr) — fjl,s(k’r)]a " <r<a

d’aprés la continuité de la fonction de Green au point r = 1’
G’l’l’l(rﬁr, ) — G )y =0,

alors
Bs(r")ms(kr') — [As(r’) + 533(7”/)]jl,3(k7”/) =0,
et la discontinuité de la dérivée premiere par rapport r de la fonction de Green au point

r=r"ona:

d d
GO ) = ML) = 5

par suite

33(7“/)772,3(/{7”/) — [EA3(r") + Bs(r) jl’73(kr') = fr'2’

sachant que la wronskien est donné par

Wiliia(kr'), ma(kr)] = jiz(kr")ma(kr') — 3 (kr')jia(kr’)
1

(kr')?’
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alors

Bs(r') = kjis(kr'),
et
Ag(r') = k| makr') = Ejialhr’)]

enfin

k [nl,i%(kr/) - fjl,3(l€rl)] gis(kr), 0<r <y

Gl’1’1<7’, 7”/) _
kg3 (kr’) [771,3(/?7’) — 571,3(7“‘)}, r<r<a

(2.20)

2.1.4 Calcul des coefficients a et v

Selon les conditions de Dirichet-Neuman de la fonction de Green au point » = ' = b on

obtient
GP22(b_,b) = G"3 (b, b),
donc
7 ; ' '
S0 = alb) M,3(pb) — Oé(b)Jz,z(Mb)] [ﬁl,s(ub) - ’Y(b)]l,3(ﬂb)] = —kina(kb)jis(kb),  (2.21)
et
d d
& g22(prr) |, = LG
d’ou

m [m,3(11b) — u(b)ju3(b)] [ 5(1b) — v(b)j7 5(ub)| = —k?n] 5(kb)jis(kb), (2.22)

on divise les équations (2.22) par (2.21) on donne :

[t 026) = V)t a ()| et (k)
ma(pb) = v(0)ja(ub) — ma(kb)’

alors

7(b) [u(b)um,g(kb)j{,s(ub) - ka,g(ub)ni,g(kb)] = pm,3 (kD)1 5(pub) — kmy3(ub)my 5(kb),

en suite

(2.23)
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d’aprés I'équation (2.21) on obtient :

a(b) [kﬁl,:a(k?b)jl,:s(kb) + 1,3 (1b) [m3(pb) — V(b)ﬁ,?)(/ib)”
= v(b)kni,3(kb)ji,3(kb) + pim,3(14b) [m,:s(ﬂb) - ’Y(b)jl,g(ﬂb)} )
donc
(8) [ (£0) (D) — o (1) s (D) | + gty (1ab)
ks (kb)jis(kb) + i a(ub)ma(pb) — yiits(ub)

a(b) =
Posons
U(p, b, k)

O = b k)

(2.24)
telle que
U = ~(b) | knis(kb)jis(kb) — pms(pb) i3 (ub) | + pnps(pb),
V = kms(kb)jiz(kb) + pajis(ub)ms(ub) — vuugis(ub),

on pose 7 = pu,3(kb)Jj 5(1ub) — k5 (kb)ji.s(1b)
en substituant (2.23)dans (2.25) on obtient :

(2.25)

(

U = [um,g(kb)né,s(ub) = Kn 3 ()17 5 (K0)] (K3 (kb) i3 (kD) — 3 (41) 7,3 (D)
oy (D) | o (D) 7 (15) — Fen (D) s (1) .
7V = [k (KB)o s (kB) + pons (1) v 10) 1 (B) T (a0) = R (D) s (1)

— [ (D) (125) — Ko (1) o (D) | 2 1),

\

d’apres certain calcule on a le systéme

(

TU = pknis (kD) 5(ub)ji,3(kb) — E*nmys(pub)n; 5 (k) 3(kb)ji,s3(kb)
kD) (120) [0 (D) 5 (D) = 7 (12b) o (1a0) .
TV = pknis(kb)ji3(kb)j] 5(ub) — k> s(kb)n; 5(kb)jis(kb)jr,3(ub)

+pm,3(kb) jua (1b) [m,s(ub)jz’,s(ub) - jz,s(ub)ni,g(ub)} :

(2.26)

\

sachant que la wronskien est donné par

1
(ub)?*

Wigia(ub), ms(ub)] = jia(pub)n 5(ub) — mi3(pb)ji 5(ub) = (2.27)
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et en substituant (2.27)dans (2.26) on obtient :

1 .
U = —5ma (kb (12b) + 1 (kb) s () | ks (kD) (k) — k¥ (b o (kD).

1 . . . .
TV = =53 (k0)jus(ub) + 1,3 (kb) jis (D) [ukm,a(kb)yz’,g(ub) - kQWZ,g(kb)Jl,s(Mb)} :
(2.28)
enfin, la substituant (2.28) dans (2.24) on obtient :

3 (12b) + 02 (b) |k (b)Y () = Kby o (k)|
a(b) = : (2.29)

—J13(1b) + b%ji 3(kb) [Nknl,3(kb)jll73<ﬂb) - kQ??f,s(kb)jz,s(Mb)]

2.1.5 Calcul de coefficient ¢

Selon les conditions de Dirichet-Neuman de la fonction de Green au point

Gl’l’l(a,,a) — Gl’2’2(a+,a),
donc
kiva(ka) [ma(ka) - €(@)jia(ka) | =
1% : _ (2.30)
Y@ —ala) [?71,3(/%) - 7(@)]1,3@@)] [m,g(ua) — a(a)jis(pa)l,
et
d 1,1 / _ d 2,2 /
JGZ’ (ayr")|pma. = %Gl (a,r")|r=a,,
d’ou
Kjia(ka) oy (ka) = € 5(ka) | =
112 ‘ / } (2.31)
7<a—) —ala) [77173(11@) - V(a)ﬁ,:a(ua)] [nl,g(ua) — a(a)jl,?)(,ua)},

on divise les équations (2.31) par (2.30) on trouve :

K[ a(ka) = &Gta(ka)|  pu[niy(na) = a(a)jis(na)
ms(ka) —E(a)jis(ka) — ma(pa) — a(a)jis(pa)

alors

Epjialha) 3(ua) fa(a)jz’,g(ua)] — kjty(ka) [ma(pa) = a(a)jis ()]

/ -/

= pm,3(ka) [m 3 a(a Jz,g(uaﬂ — ki 5(ka) [ma(ua) - a(a)jz,g(ua)],
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par suite

§(a) =
pm s (ka)n 5(pa) — ala)pm 3 (ka)jy 5 (pa) — ki s(ka)ms(pa) + a(a)kn; 5(ka)jis(pa)
pgis(ka)n s(pa) — ala)piis(ka)ji 5(pa) — kjj s (ka)ms(pa) + ala)ki 3(ka)jis(pa)
_ ala)(knyz(ka)jia(pa) — pmna(ka)jis(pa)) + pma(kayn s(pa) — ks (ka)ms(pa)

a(a)(kjj 3(ka)jiz(pa) — phis(ka)ji 3(pa)) + pja(ka)n 5 (na) — kj 5(ka)ms(pa)’

Posons
Z(p, k,a)
¢(a) ika) (2.32)

d’aprés le calcul précédent la formule (2.29)s’exprime

() + ajus (ka) ks (ka5 (1a) — kmu(pa) s (ka) |
afa) = ) (2.33)

—Jiz(pa) + a?j 3(ka) [M/fm,?)(ka)jz/,g(/ia) - k2772,3(ka)jl,3(ﬂa)}

en substituant (2.33) dans (2.32) on obtient :

(

V(@)Z = | = jus(ua) + ajus(ka) (ks (o) o (1) — B y(ka) s (ua) )
(k) o (1) = ko g (ke (1) | = [ms(pea) = ajia(ka) (pukmy (k)i o (k)
k2 (na);a(ka) ) | [kt (ke (na) = pns(ka)jia(pa)]

Viayw = | = ma(pa) + ajug(ka) (s (ka)i) o (ka) — Kms(ua)i o(ka) )
[(kji(ka)jia(na) = pjus(ka)jia(na)| = ia(a) = ajis(ka) (ks (ka) iy (na)
|~ k20t g(ka)jis(a) )| | (i (ke o (a) = Kty (Rayma(pa)]

d’aprés certain calcule on a le systéme

(

V(a)Z = pm3(ka) [ — Wins(pa), ms(pa) } + ak? 11, 5( k@)ﬂzz,(k@)??z?,(ka)
)

Wi a(pa), ma(pa) +a2k’2wls(ka)77l3( a)mn 3( )[ Wljis(pa), nl,s(ua)]],

]
V(a)w = pjiz(ka) [ Wliis(pa), ns(pa) } + a®k* gy s(ka)ms(ka)ji 5 (ka)x
]+ )

Wijis(pa), ms(ua) 2k2ﬂ]z3(ka)]zs(ka m 3( )[ Wljis(pa), 771,3(/“)]]7

donc

1 k2 k2
V(a)Z = —Wﬁl,s(ka) + ;Jz,s(ka)m,s(ka)ni,g(ka) - ;31,3(ka)m,s(ka)ﬁf,g(k@)a
1 2 2

Viayw = =5 is(ka) + ~jus(kajms(ka)jig(ka) = —=jis(ka)jus(ka)ms(ka),
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alors
—ni3(ka)

—jia(ka) + a?k?jy 3(ka)m 3(ka)j] 5(ka) — (12k2jl273(l{;a)77l’73(k:a)7

d’aprés, la substitution des expressions de £(a) , a(b) et v(b) dans les systémes

§(a) =

(2.15),(2.19) et (2.20) respectivement, on trouve :

) , ,
Gl,3,3(7,7 r/) — I 771,3(7437”)91,3(1477" ), b<r<r

ms(kr')jis(kr), r <r<oo

et
(. c . c
) [matur) = Siator] [matier) = 2] <<
1220, .y _ K
G55 (r, 1) T
el c .
() = s ()| [matur) = Sa(ur)] v < v <
\ 1
ou
c :M??z,s,(kb)??f,?,(ﬂb) - kﬁl,s(ﬂb)ﬁfﬁ(kb)
t =pm3(kb)j; 5(pub) — ki (pub)n; 5 (kD)
1 = — ma(pb) + 0715 (kb) [whm s (kb)n] 5 (kb) — k>3 (1b)n; 5(kb)]
ty = — Jis(ub) + b%j13(kb) [k s (kb)j) 5 (ub) — k1] 5(kb)jis(1b)]
T =~(b) — a(b),
aussi . h
Ji3(kr) [Jl,3( r)ma(ka) + 771,3(/57’/)}; 0<r<r
G () =k Ji 3(“%13(“)
jz,3(/f7'/)[ : : + 77l,3(k‘7’)}, r<r<a
m
ou

m = —jiz(ka) + a®kji3(ka)ms(ka)jj s(ka) — a®k*ji3(ka)jis(ka)n; 5(ka)

2.1.6 Reégion Mixte

1) Région a <r <b<7':

GY23(r,r") = Hy(ur) Zy (kr'),
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ol

1
Hy () = . ]
1(pr) po—— ma(ur) = ija(pr)|,
et
Zy(kr') = —kjis(kr'),
donc
1,2,3 / —k . . /
G 2 (r, 1) = ma(pr) — 71]1,3(#7")]]l,3(/€7” ),
Y1 —

d’aprés le condition de Dirichlet de la fonction de Green au point r = b

Gl’z’g(ba T,)‘r’:b = Gl73’3(b7 T,)‘T':b’

—
—k . . .
[771,3(Mb) - 71]1,3(#5)]Jz,3(7€b) = —km3(kb)ji3(kb), (2.35)
Y1 —
d 1,2,3 ! o d 1,3,3 /
dTG (b’ r )|7'/:b - dTG (b7 r )|T’:ba
alors
—k . . .
) = ) | (8) = R (D)o (D). (2:36)

on divise I’équation (2.36) par (2.35) on trouve :

0o () = s ()| kg (D)
ma(pb) — vijis(ub) — ms(kb)’

par suite

3 (kO)n; 3 (1b) — yipem,3(kb)jy 5 (1ub) = ks (pub)my 5(kb) — yikjis(ub)n; 5(kb),

donc / /
k b kb) — kb b
(b) = 3k )nig( ) — pma( )nfs(u )7 (2.37)
ki3 (pb)ny 3(kb) — pm 3(kb)jj 5(1ub)
selon I'équation (2.35)
M3 (pb) — v1513(1b) = (91 — ar)m3(kb),
alors
Y1 |3 (pb) — jis(pb) | — mis(ub)
a1 (b) = : (2.38)

m,3(kb)
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en substituant (2.37) dans (2.38) on obtient :

o 1) () = o) 1) | [ 1) = )

aj(a) =
(kb)) o (kB) — pomus (k0) o 140)|
s (1) (kD) — i (Bb) o (116) — [ s (1) (D) — i (b) o 128) | 1ab)
M (kD) () o (k6) — pomus (0) o (140)|
donc
" 1)t (B) — pomus (b 1) + W i (1) s 1) |
ajla) = )
M (k) s (b (kD) — pmu s (k0) o (120)|
d’ou 1
ke 3 (1ab)n; 5 (kD) — pamy 3(kb)m; 5(1ub) — e
a1\a) = - A )
) = O RD) — s (R0) 75 )
et
1
Y1 — 1 = . 3 s
pb? [ksz,z(ub)né,g(kb) - unl,g(kb)Jl,3(ub)]
alors
G2 (r,1") = — b | ey (b (kD) — g (kb) i (128) | |y (1)
K z(pb)n; 3(kb) — 3 (kb)n; 3(ub) o,
— 5 S m ]l,S(/ﬂa)}]l,S(lﬁa )7
k]l,3(ﬂb)775,3(kb) - Mﬁl,3(/€b).71,3(/~bb)
enfin

G2 (r,1") = —kpab? | (K (b)f (kD) — pa (0) 5 (1) 5 1a7)

— (b (kb) = (kD) b)) s () v (),

Remarque 2.1.1. Pour la région < r' < b < r le méme calcul le cas précédent conduit a la

fonction de Green G"*3(r,r’)

2) Région 0 <r' <a<r<b:

GY2Y(r,r") = Hy(ur) Zo(kr'),
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ou

1
Hy () = i ]
2(pr) So—— ma(pr) — aagiz(pr) |,
et
ZQ(]CT/) = kjlyg(k”f‘/),
donc
k . .
GW (') = [m,s(w‘) — 04231,3(W’)]Jl,3(k7”l)7
Yo — Q2

d’aprés le condition de Dirichlet de la fonction de Green au point r = a

G2 a, ) |p—a = G (a, 1) y—a,

M) = azjig(ua) | jia(ka) = kjua(ka) [ma(ka) = Eglka)|,  (2:39)
T2 — Qg
d 1,2,1 ' _d 1,1,1 /
er (a>r>’r’:a — dT’G (a>r)’r’:a7
alors
W — ) La(ka) = k2jia(ka) [0l (ka) — 5. (k 2.4
771,3(/“) 042]1,3(#“) Jl,S( a) = ]l,3( a) 771,3( a) 531,3( a)l, (2.40)
Y2 — Qo

on divise I'équation (2.40) par (2.39) on trouve :

(1) = azjig(ua)] k[ s(ka) = ity (ka)]

ma(pa) — aofis(pa) — ms(ka) — &is(ka)

par suite
oy 5(pa) [771,3(1?&) - fjl,s(ka)} — gy 3(pa) [nz,s(lm) - sz,3(ka)]
— ks (ua) 15 (ka) = €1 (ka) | = Kasjia(ua) [ a(ka) = €75 (ka)]

donc
s | kiia(na) (s (ka) — €315 (ka) ) — it (k) (mia(ka) = Eiaka) )
= kg (1) [ (k) = 775 (ka)| = iy () [ma(ka) = & (k)]

alors

é[uni,g(ﬂa)jz,s(ka) = kmng(pa)jis(ka) | + kma(pa)ms(ka) — g s(pa)ms(ka)

, (2.41)

Qg =

f[ﬂjl,s(ﬂa>jl,3(ka) - kjl73(ua)jl’73(/{:a)_ + kjia(pa)n; s(ka) — pg) 5 (na)m s(ka)
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Posons
M (p, k,a)

N(p, kya)’

Qg =

en substitution M dans (2.34) on obtient :

(

wM = a®k* gy s(ka)ms(ka)n s(ka)n 5(na)jis(ka) + a®k i 3(ka)m s(ka)n; 5(ka) x
ms(pa)ji s(ka) — a®k? g s(ka)m s(ka) g s(ka)n; s(pa)ms(ka) — ak®525(ka) x
n.a3(ka)ms(pa)n 5(ka) — pm s(ka)n, 3(na)jis(ka) + knyz(ka)ms(pa)x

Jis(ka) = kjiz(ka)ms(pa)n 5(ka) + piis(ka)n; 5(pa)ms(ka),

wN = a’k 313(ka)7713(ka)77z3(k@)ﬂl3(ﬂa)J13(’f ) — a*k*pgis(ka)m s(ka)j; 5 (ka)x
M s(pa)yms(ka) — a2 gy 3(ka)m s(ka)n 5(ka)jis(pa)j 5(ka) + a*k? gy 3(ka) x

Jua(
M3 (ka)n, 3(’”)]1 3(/“)]1 3(ka) — lml,?)(ka)jz/,s(/W)jl,:s(ka) + ki z(ka)jis(pa)x
)

Jis(ka) = kjiz(ka)jis(pa)n 3(ka) + wja(ka)jy s (na)ms(ka),
alors

wM = a(pa)| = Wi (ka), ma(ka))| + ak2pjia(ka)ms (ka)n o (1a)
Wi a(ka), ms(ka)] + a®k?ji 3(ka)m s(pa)n; 5(ka) [ — Wljia(ka), 771,3(/“0]],
wN = kjig(ua) | = Wliia(ka) ma(ka)] | + a2 g (ka)ns(ka)jis(ua)
Wljia(ka), ma(ka)] + a2k (ka)jua (na)t s (ka) | = Wi (ka), ma(ka)]

d’ou
1 , ‘
wM = ——sma(pa) + pjis(ka)ms(ka)ns(pa) = kjis(kayms(pa)ms(ka), (2.42)
1. : : : . ’
wN = ——jis(pa) + pins(ka)jis(ka)jis(ua) — kjis(ka)jis(pa)is(ka),
alors, la substituant (2.42) dans (2.41) on obtient :
—nis(pa) + a*kpgis(ka)ms(ka)n; 5(pa) — a®k?j; 3(ka)m s(pa)n; 5 (ka)
g = (2.43)

—jl,3(ﬂa) + a%ujz,g(ka)nz,s(ka)jz’,g(ua) - a2k2jl,3(k?a)jl,:s(ﬂa)nz/,g(ka) 7

d’aprés I’équation (2.39)
m3(pa) — azjis(pa)
Y2 — Qg = - )
ma(ka) — Eis(ka)
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d’ou M
m3(pa) — N]l,s(ﬂa)
Yo — Qg = >

7 .
m3(ka) — 61173(]@@)

alors
<N771,3(M — My 3(pa >w
— o = ,
T T wn(ka) — Ziig(ka)N
posons
X(p,a,k)
— = — 7 2.44
Y2 — Q2 Y(M’% k)’ ( )

X = (Nms(pa) — Mjis(pa))w
= [ — ma(pa)jiz(pa) + @k (pa)jis (ka)ms(ka)ji 5 (pa) — a*k*mz(pa)jis(ka)x
Jua(pa)m s(ka) + ms(pa)jis(pa) — GQkMJI,s(MG)jl,?)(ka)ﬁl,3(ka)771,,3(ﬂa)
o+ @Rt (1) s (R s () ) [

= [a2kujl,3(ka)771,3(ka>( — Wijis(pa), m’?’(ﬂa)])}w

donc
k
X = —;]173(ka)7’]l73<ka)w, (2.45)
et
Y = [wns(kia) — Zjhg(/m)} N

= | — ms(ka)jis(ka) + a®k*ms(ka)jis(ka)ns(ka)j] 5(ka)

— a’k*n3(ka)jis(ka)jis(ka)n 5(ka) + jl,s(/fa)m,s(/fa))] N

= a2k2jl73(ka)m73(ka)< — wlji3(ka), 771,3(’“)]” N,
alors

Y = —jiz(ka)n3(ka)N, (2.46)

d’aprés les équations (2.45) et (2.46), on a :

—k
7]1,3(16@)771,3(74/’@)1”
—jia3(ka)ns(ka)N ’

Yo — Qg =
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afin que
kw

_ - 2.47
Y2 — Q2 ,uN’ ( )
donc
k } .
G2 (') = [mapr) = asjia(ur) | a(kr')
Y2 — Q2
alors
211"y = X [y aur) ™ (hr)
) Tl 3 Mo 3 )
ou
my =ms(pa)jys(pr) — akpgis(ka)ms(ka)n s (pa)jis(ur)
+ @’k ji 3 (ka)ms(pa)n 5(ka) jus(pr),
et
may = jia(pa) — a’kpgis(ka)ms(ka)j) s(pa) + a®k?ji3(ka)jis(pa)n 5(ka),
avec

Tl =2 — Qg,

Remarque 2.1.2. Pour la région r < a <1’ < b a un calcul similaire au calcul

précédent conduit a la fonction de Green GY>(r,r").

2.2 Section B :0 < E <V

2.2.1 Région ( r,7’" >b) :

Puisque il n’est y a pas de changement dans cette région entre le deux

section (A,B) on a admit le résultat de section A

nabria(kr), <<
le3’3(71’ T,) _ l3( ) l3( ) (24.8)

—knus(kr)gis(kr), " <r<oo
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2.2.2 Région (a < (r,r") <b) :

D’apreés ’équation (2.16)
Posons p? = —p? ou p? = 2(E — V) > 0 et ' =iy, on a :

d? 2u% d I+ 1)p?
2 2 _
iz @9173(2) + 7@95,3(2) - [P« + 2 } 913(2) =0,

cette équation est une léquation de Bessel modifier, qui admet deux solutions linéairement

indépendantes notées i 3(ur) et kys(pr) :
ia(pr) = jis(ipr),
ks (pr) = ms(ipr),

La fonction de Green correspondant a cette solutions définis par :

Gl1’2’2(r ) = Ay (r) [kl,:’»(ﬁ””) - 0631'1,3(/””)}, a<r<r
By(r) [kus(pr) = sing(r)], 17 <7 <

d’aprés la continuité de la fonction de Green au point r = 7’ on arrive
1,22/ 1 1 1,2,2¢ 1 1\ _
Gy, ') = Gyl ') = 0,

alors
Ba(r!) [kuapr') = sing(ur')| = A () [Rua(ur’) = agina ()| =0,
et la discontinuité de la dérivée premiére par rapport r de la fonction de Green

au point r =7' on a :

d 22 d 22 1
%Gl (7{,’»,7’.,) - %Gl (7“/,,7”,) g 7727
d’ou
. ! _ 1
HB () [k y(ar") = iy (ur")| = pAa(pur') || (") = i) = =,
on divisant ’équation précédente sur p # 0 et on obtient :
. , 1
By(r") [Mapr") = asitapar)] = A [Kalpur') = it alior')] = -5

sachant que la wronskien est donné par

(73 — a3)

W Chusar' = v ar')). kasar') = e ') | = 055
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alors
Bo(r') = plkis(pr') — asivs(pr'))

(043 - 73) ’
et
A1) = PR () = Agiua(pr’)).
(a3 —73)
enfin

L |:l€l73(//17“/) - 73%,3(#7"/)]

(05 =) [/fz,:s(l“") - 0432'1,3(%“”)}7 a<r<r
Gl1,2,2 (’I“, T,) — ag V3 (249)

2 kl,3(/ﬂr‘/) — a3il,3(/1/f’/) |
(a3 — 73) [/fz,s(/ﬂ") B 732173(/”)} Y <r<b

2.2.3 Région (0<r, 7" <a):
Puisqe € ne dépend pas de y , donc GEM' (') = GU(r, 1)

k [771,3(’“”’) - Sjlﬁ(k?"/)]jhg(k??“), 0<r<r

,1,1 N
Gl (T’, r ) -
kjis(kr') [771,3(/?7‘) - §1jl,3(/€7“)], r<r<a

(2.50)

2.2.4 Calcul des coefficients a3 et 3

Selon les conditions de Dirichet-Neuman de la fonction de Green au point r = ' = b, on
obtient
Gy**(b-,b) = Gy**(bs,b),

donc

T . . .
%(0) = aa(b) [k‘l,z(ub) - 043(5)21,3(@)} [/fl,:S(/ﬂ?) - 73(5)21,3(Mb)] = —km3(kb)ji3(kb), (2.51)

et
d , d
S 1 = TG
d’ou
1 2
-~ - j ! — y = —k°n, ' 2.52
T [ 0) = s O 1) [ K 1) 0] = Ko ()i (kD). (252

on divise les équations (2.52) par (2.51) on trouve :

b K (b) = 28 ()| ot )
kis(ub) — y3(b)irs(ub) — ma(kb)
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alors

73(b) M(b)MUl,3(kb)i2,3(ﬂb) - kil,:s(ﬂb)nz/g(kb) = Mnl,:’)(k/’b)ké,g(ﬂb) - kkl,z(ub)ﬁf,:a(kb),

en suite

i3 (kD) Ky 5(ub) — Ky 3(ub)my 5(kD)
1,3 (kD)) 4 (ub) — Ky 3(ub)my 5(kD)

73(b) = (2.53)
d’aprés 'équation (2.51)

o (1) — g (B)ing (1a0) ] [ R (1B) — 15 (B)iva 1)

= 3(0) ki 3(kb) i3 (kb) — s (b) b 3(kb)ji,3(k),
donc

as(b) [k?m,?)(/fb)jz,?,(kb) — iy z(pb) <k1,3(ﬂb) - 73(5)2'1,3(,“57))} = v3(b)km3(kb) 1 3(kD)

—puky g (120) Ry (128) = 13(0)i (1) |

enfin
as(b) = V3(0) [knu3 (kD) i3 (kD) + piki 5(pab)ig 3(1b)] — pki's(pb)
’ o3 (kD) i, (kb) — priys(12b) Ky 3(1b) + Y3pi7 5 (1ub)
on pose
Uy (:ua b, k)
az(b) = ————~, 2.54
W) = k) (2.54)

posons aussi 71 = um 3(kb)i 3(1ub) — knj 5(kb)irz(ub),
en subsituant (2.53)dans (2.54) on obtient :

(

TUL = | (k) (D) = ks (1) (k)| o (B) s (kD) -+ ok (1ab)i (1)
—pufy (1ab) | e (R0)3t 5 (120) — b o (RB)i (1) .

nVi = [km,z(kb)jm(k‘b) fk 3 (pb)iy 3(1ab) } [lmzs (kb)) 5(ub) — knz’,g(kb)im(ﬂb)}
[ (K0) 7 1) — ok (1) (D) | i 1),

d’aprés certain calcule on a le systéme

\

;

UL = mi3(kb)ji,3(kb) | k3 (kb)K] 4(ub) — kaz,z(Mb)Uf,s(kb)}
+ 17,3 (kb) Ky 3 (b) W [ar 3 (D), K3 (1)
TV = (kD) a(kb) |k (k)i () — K2ty (bt (120)|

1°m,3(kD)in 3 (1ub) W [ir 3 (b)), k(b))
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donc

( -
T = (kD) s(kb) |k (kD) kg () — 2 (1) o (k)|
: _
—b—in,3(l€b)kz,3(Mb), (2.55)
n = mﬂ%MA%)MWA%MJMﬁ—W%A%MAwﬂ
\ _b_in 3(kb)i3(ub),

enfin, la substituant (2.55) dans (2.54) on obtient :

)
—ky3(ub) 4 0%y (kD) [ﬂk‘ﬁm (kb)ky 3(ub) — k2l€z,3(ﬂb)771/,3(kb)}
az(b) = : (2.56)

—i1,3(ub) + b1 3(kD) | phkmy3(kb)i) 5(ub) — k2772,3(/€b)iz,3(/ib)}

2.2.5 Reégion (0<r 1" <a):
Puisqe ¢ ne dépend pas de g , donc GYV (r, 1) = GWY (r, 1)
k [m’g(kr’) — fjl’g(lﬂ”/)] Jis(kr), 0<r <y

kjis(kr') [771,3(1417") - fljl,3(k7")]7 r<r<a

alors, la substitution des expressions de {(a) , as(b) et 73(b) dans les systémes

GHLL(r 1) = (2.57)

(2.15),(2.19) et (2.20) respectivement, on trouve :

. , ,
Gl’3’3<7”, 1”/) - 771,3<k57’)jl,3<k}7’ ), b<r<r

ma(kr')jis(kr), " <r<oo

et
ms . ms .
1 N[kl,?,(ﬁ”,) - —311,3(,!””/)] [kl,zﬂ(/ﬁ”) - —511,3(,“7”)}7 a<r<r
Gl’2’2<7“, T’/) — T my me
ms . ms .
po () = i) ] [ O ar) = =i (ar)], 7 <7 <
meg my
ol

s =g s (kD)K] (D) — ks (b 5 (D)
my = 3(kb)i) 5(ub) — kiy 3(1)m (kD)
ms = = kg (ab) + b2 (b) |l (RO)KL (kD) — KK (pab)o (kD)

me = — iy 3(ub) + 0 i 3(kb) [ukm,s(kb)iﬁ,a(ub) - kQTIf,g(kb)il,z(Mb)]
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et
T = a3(b) — 73(b),

aussi — .
G () sl 7’7)727173( ) + 771,3(/%’)} kjis(kr), 0<r<¢’
() = ,
) k: ]{:
[]Z,S( 7“)775,3( a) —l—m’g(lﬂ’)] /{thg(k??”/), v <r<a
m

2.2.6 Reégion Mixte

1) Région a <r <b<r':

GY23(r ') = Ha(pr) Zs(kr'),

et
1
H(ur) = k i ]
3(pr) O — 13(pr) = yais(pr) |
ou
Zg(l{?’l"/) = —kjl73(]€’l"l),
donc
1,2,3 / —k . . /
Gy (') = [kz,3(u7“) - 7421,3(W“)]Jz,3(k7“ )
Qg — VY4

d’apres le condition de Dirichlet de la fonction de Green au point r =0

G (b, 1)y = G50, 1),

=
—k _ , .
[kz,a(ub) - 7421,3(ub)]3z,3(kb) = —km 3(kb)ji3(kb),
Qg — VY4
d d
%Gll,Z,S(bj T,)‘r’:b — $G1,3,3(b7 T/)|r’:b;
alors
—k , . .
P [Hl15) = i (120) | s (6) = — 2] (D) o (RD),
Qy — Y4

on divise I'équation (2.59) par (2.58) on trouve :

u[kz’,g(ub) - 74i2,3(ub)] gy 5 (kD)
kis(ub) — vaira(ub) —— ma(kb)

44

(2.58)

(2.59)



donc
3(kb) — pumy 3(Kkb) Ky 5(1ub)

3(kb) — i 3(kb)ij 5 (ub)

 kkis(pb)n
Ky 3(ub)n

(2.60)

/
’74(b) l,
l

selon I'équation (2.58)

Ki3(pb) — vaiy3(pub) = (g — ya)ma(kb),

alors
pi,3 (KO)W [ig (b)), k3 ()]
kD) (ag — 1) = ’ o
a0 =) = 5 by, (D) — s (Rb)iL 5 (10
B 1
()2 i (1b)1 (kD) — o (k)7 (1)
donc 1
Kk 3(1b)ny 5(kb) — pm 3(kb)ky 5(ub) — )2
gpla) = " B )
) = a5 (00) — oy ()7 D)
d’ou
Gl1’2’3(7”7 ') = —kub® [/fiz,:z)(ﬂb)??ll,z’)(kb) - Nﬁl,:a(kb)i;,s,(ﬂb)] [/fl,?,(l““)
Kok z(ub)my 5(kb) — 3 (kb)ky 5(1ub) S,
- i S y Zl,3(u7“)]31,3(k7“)a
21,3(Mb)77z,3(kb) - Mﬁl,3(kb)"z,3<ub)
enfin

G (1) = kyab? | (it s (b)] (kD) = o (k0)it (1) ) K par)
— (R (b (kD) = o (kb) K o (1ab) ) v (1) s ('),

Remarque 2.2.1. Pour la région a < 1" < b < r a un calcul similair au calcul précédent

conduit o la fonction de Green GY*'(r,r").

2) Région 0 <r' <a<r<b:

GY2 Y (r ') = Hy(pr) Za(kr'),
et
1

Halpr) = Qs — 75

[k (pr) — asivaur)|.
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ou

Zy(kr') = kjis(kr'),
donc
k
— 75
d’aprés le condition de Dirichlet de la fonction de Green au point r = a on obtient

Gy (1) = (ki) = asiva () | jua(hr'),

G%Zl (7,0)|r=a = Gh (7,0)|r=a;

— slina) — asivs(na) s (ha) = Kjvs(ka) [mis(ka) — (). (2.61)
d 1,2,1 o d 1,1,1
er (r,a)|r=e = er (r,a)|r=a,
alors
k / -/ . . / ./
- K1) — a5 (1) | s (k) = K2jia(ka) [ s(ka) = €15 (ka)] (2.62)

on divise I’équation (2.62) par (2.61) on trouve :

b [ a(ha) = asiiy ()| k[ (ka) = € (ka)]

kis(pa) — asiz(pa) — ms(ka) — &jis(ka)
par suite
s kg (1) () o (ka) = €11 5(ka)) = it 5(1a) (ms(ka) = Ejra(ka))|
— hya(1a) [nfg(ka) = €71 (ka) | = ikl (10) [ma(ka) = g (ka)]
alors

s €| v (1) jus(ka) = kivs(na)ji(ka) | + kivs(na)nis (ka) = pifo(na)mus (ka)
= €[y ()i a(ka) — () g (ka) | + bk (et (ka) — by () (ha),

3 [uki,g(ua)jz,3(ka) kky3(pa)j; 5(ka ] + kky3(pa)n; 3(ka) — pk; 5(pa)ms(ka)

5 = 5 (263)
f[ﬂil,:%(ﬂa)jlﬁ(ka) Kiy3(pa) Jz3 (ka) ] + kiys(pa 77l3(ka) /”2,3(#@)771,3(/{@)
Posons
Ml (ﬂ’ k» CL)
=M 2.64
s Nl (M? k? CL) ’ ( )
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en substitution ¢ dans (2.64) et certain calcule, on a le systéme :
(

wMy = Klag(pa)( = Wii(ka), ma(ka)]) + a2k s (ka)ms(ka)ky(ua) x

W ljis(ka), ma(ka)] + a2k jua(ka)kug (ua)ng o (ka) (= Wlia(ka), ma(ka)]),
why = kirg(ua) (= Wlia(ka), ma(ka)] ) + a*k2pjia(ka)ma (ka)i 5 (na) x

\ Wljia(ka), ms(ka)] + azk?’ﬁ,g(’f@)@'z,s(Ma)m’,g(/fa)( — Wljis(ka), 7]1,3(’“0]);
donc
1 ) .
wMy = ——kia(ua) + pjis(ka)ms(ka)kis(na) — kjis(ka)kis(ua)i s (ka),
UJN1 == —L

(2.65)
2 irz(pa) + pmz(ka)jis(ka)iy s(pa) — kjiz(ka)iys(pa)n; ;(ka),

alors,la substituant (2.65) dans (2.63) on obtient :

—ki3(pa) + akpugis(ka)m s(ka)ky 5 (na) — a®kjiz(ka)kys(pa)n; 5(ka)

- - - - - : , 2.66
—i3(pa) + a*kpgiz(ka)mz(ka)ip 5(pa) — a2]€j173<ka>ll’3(ﬂa)nll,3 ka) (2.66)
d’apres 'équation (2.61)

_ kis(pa) — asiiz(pa)
Qs — 75 = . )
ma(ka) — &is(ka)
d’ou

M .
kis(pa) — #21,3(%)
Qs — V5 = !

Z .
m3(ka) — E‘”’?’(lm)

Y

alors

[le:l,g(ua) - Mlihg(ua)]w

Q5 — 75 = ] )

|:U}T]l,3(l€(l) — Zjl,3<k(l>i| N,

posons
Xi(p,a, k
Q5 — 5 = %, (2~67)

ou

X1 = [lel’g(ﬂa) — Mlil;,(,ua)]w

= [ — kyg(pa)iys(pa) + a®kpkys(pa)jis(ka)ms(ka)ip s(pa) — a®kkys(pa)jis(ka)

is(pa)n s(ka) + is(pa) ki s(pa) — a®kpis(pa)jis(ka)m s(ka)k 5 (pa)
o+ @it (1) oz (k) k() o (k)|

(@ kpjia(ka)ma(ka) = Wling(ua), k()] | w.
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donc

k
X, = ;jl,g(ka)m,g(/ﬂa)w, (2.68)
et
Y, = |:’U)T]l73(ka) — Zjl,g(ka)] Ny
— [ — mi3(ka)jis(ka) + a2k2m73(k:a)jhg(ka)nl,g(ka)jl’g(ka) — annLg(ka)jl,g(k:a) X

jis(ka)n s(ka) + jig(ka)ms(ka) — a®k?jis(ka) jis(ka)ms(ka)n) 5(ka)
+ a2k:j173(ka)jlvg,(ka)m’g(k:a)nl's(k;a)} N

= ak%jig(ka)ma(ka) (= Wlia(ka), ma(ka)] ) | M,

alors

Vi = —jis(ka)mz(ka) Ny, (2.69)

d’aprés les équations (2.68) et (2.69), on a :

k .
—Jiz(ka)ms(ka)w
Q5 — 75 = :U’ )
—J13(ka)ms(ka) Ny
afin que
kw
_ - 2.
(0% V5 ,UNl ) ( 70)
alors
1,2,1 / k . . /
G (1) = [kia(ur) = asiva(pr) | juathr),
Qs — 75

d’aprés (2.66) et (2.70) on obtient
GY (r, ') = sz,z%(krl)w-
1
ol
ay = — kys(pr)igs(pa) + a®kkys(pr) s (ka)n s(ka)i 5 (pa)
b1 = — jis(ka) + a®k?jis(ka)ms(ka)j] 5 (ka) — a®k?j3(ka)jis(ka)n; 5(ka)
ay =a’k*kys(pr)jus(ka)iys(pa)n 5 (ka) + jis(ka) — a®k?ji3(ka)ms(ka)j| 5 (ka)

as :a2k2i173(Mr)jl,3(ka)kl73(/ia)771,,3(ka)
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Remarque 2.2.2. Pour la région 0 <r < a <71 <b aun calcul similair

au calcul précédent conduit o la fonction de Green GV (r,r")
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Conclusion générale

Dans notre travail, nous avons abordé le calcul explicite de la fonction de Green pour un
probléme concret de la mécanique quantique : le probléme du potentiel & trois dimensions.
Les conditions aux limites utilisées sont celles qu’on rencontre en mécanique quantique dans
les probléemes de diffusion et aussi pour les états liés. En mécanique quantique, si le potentiel
présente un saut dans ’espace, la solution de I’équation de Schrodinger et de sa dérivée sont
continues sur la limite (le bord) du domaine. Ainsi nous avons calculé les différents types
de fonctions de Green dans les diverses régions de 'espace et les différentes constantes de
couplage du potentiel c-a-d (V =0 pourr < a,V = Vypour a < r < bet V =0 pour
r > b). Nous comptons que ces résultats peuvent faire I’'objet d’'une publication a soumettre
a un journal international. Comme perspective, nous allons aussi prolonger cette méthode

a I’étude des autres problémes pour des potentiels autres multi-sauts, autre forme, etc. ..
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Résumé

Dans ce travail, nous avons montré 1’existence de la solution pour un probléme
ou I’opérateur énergie potentielle est continu par morceau. En effet nous avons
calculé entiérement la fonction de Green sur les différents domaines .

L’énergie potentielle est nulle a I’intérieur d’un disque de rayon a, et V, sur la
couronne (a < r < b) et aussi nulle a I’extérieur (r < a). Ce calcul explicite a
été accompli en utilisant les conditions aux limites, qui ont une interprétation
précise en physique quantique.

Mots clés: équation différentielle , fonction de Green , équation de Bessel , équation de
Schrodinger

Abstract

In this work, we have shown the existence of the solution for a problem where
the potential energy is a piecewise continuous operator. We have calculated the
Green’s function on the different domains: Potential energy is zero inside a disc
of radius a, and V, on the crown (a < r < b) and zero outside (r > b ). This
explicit calculation was performed using boundary conditions, which have a
precise interpretation in quantum physics.

Key words: differential equation , Green function , Bessel function , Schrodinger equation
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