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Notation

o(x, y(x),y(x),y"(x), ...,y (x)) = 0: fonction implicite.
My xn): les matrices carrés d’ordre n

R : corps de nombres réels .

R%: R xR

C : Corps de nombres complexe .

f= Z fx: la some fonction partiels.

i=1
%:la dérive total par rapport a x .
a% : la dérive partielle par rapport a x .

Z : au lieu de z.

y: fonction de x.
P .

y':derivés premies .

y": derivés second.

dy
dx

: derivée y par rapport a x.

la; [ x |¢; d[: rectangle.

W: Wronskien.

ED: équation différentielle

EDL1:équations différentielles linéaires du premier ordre

EDL2:équations différentielles linéaires du second ordre



Introduction

Introduction

Aprés suite de notre étude de module équations différentielles(ED) . on a remarqué
I'importance de l'utilisation de ce dernier par les étudiants et les recharcheurs a quelques
méthodes du résolution des équations différentielles a étudié certains formes des équations
différentielles d’ordre un .Avec des exemples d’application .

On a pris aussi les méthodes du résolution des équations différentielles d’ordre deux
.Avec I'exemples physiques et éléctriques puis on a ajouter a cette étude le systéme équations
différentielles et quelques méthodes de résolution

Enfin nous avons exprime I’idéal exploitation du méthode de résolution du ED du électro
statique et au quelques formulation variationelle exijé la solution particuliére par la condi-
tion du Cauchy pour que ce travail du recherche devient en rishi du références et savoir
scientifiques pour les étudiants du licence

Pour référence travail d’étre riche et précieux des références , destiner aux étudiants

licence



Chapitre 1

Equations différentielles du premier

ordre

1.1 Généralités

Une équation différentielle est une relation entre une variable réelle (par exemple x), une
fonction qui dépend de cette variable (par exemple y) et un certain nombre de ses dérivées
successives. Lorsque la dérivée de plus haut degré de la fonction (qui apparait réellement)

est la nieéme (n € N*), on dit que 'équation différentielle est d’ordre n.

* yy’ = x — 2%y est une équation différentielle d’ordre 2 ot y est une fonction de la
variable x .on peut aussi ’écrire
" _ T — ny
Y

* o' —tax' + 2? = 1 est une équation différentielle d’ordre 2 ot  est une fonction de la
variable t.

* ' —tx + 22 = 1 est une équation différentielle d’ordre 1 ol ¢ est une fonction de la
variable x.

* Une équation différentielle d’ordre n peut donc s’écrire sous la forme :

(25" ™) = 0 ou encore p(a, y(x), ¥ (2), " (x), .,y (&) = 0

ou y est donc une fonction qui dépend de x et ¢ est une fonction des n + 2 variables

x? y’ y,7 y”? ) y(n)'



1.1. Généralités

Nous nous intéresserons aux fonctions y a valeurs dans R ou C.
d

* 11 nous arrivera de rencontrer 3% & la place de y' et nous pourrons avoir des équations
de la forme 2xdz = 1y2dy .

Résoudre (ou intégrer) une équation différentielle ¢(x,y,,v", ...,y™) = 0 sur un inter-
valle I de R ou R tout entier, c’est trouver toutes les fonctions f telles que :

a. f soit n fois dérivable sur [

b. Vo € I,p(x, f(z), f'(2), f'(2),.... [ (x)) =0

Une fonction qui vérifie les conditions (a) et (b) est appelée solution (ou intégrale) par-
ticuliere de I’équation différentielle et sa courbe représentative est appelée courbe intégrale
de I’équation différentielle.

On appelle solution (ou intégrale) générale de ’équation, I’ensemble de toutes les fonction
solutions.

On appelle courbes intégrales d’une équation différentielle I’ensemble des courbes représen-
tatives de toutes les solutions de cette équation différentielle.

* En pratique, on suppose souvent que I est un intervalle ouvert de R.

* Si Id; désigne I'application identité de R restreint a I, on peut aussi écrire o(Idy, y, ', y", ..., y™) =
0 ou 0 designe la fonction nulle sur /.

* Dans certains cas, a partir de la solution générale d’une équation différentielle, on peut
rechercher une solution particuliére satisfaisant & certaines conditions appelées conditions
initiales. En général, ces conditions concernent les valeurs prises par la fonction ou certaines
dérivées en une valeur x.

* La fonction f définie sur R parf(z) = 2% est une solution particuliére de ’équation
différentielle y" + xy’ — 5y = 2 — 322,

* Les courbes intégrales de I’équation différentielle y” = 0 sont les droites du plan non
paralleles a ’axe des ordonnées.

*y = [;tdt = 12? — 2 est la solution particuliére de I'équation différentielle y = 2 qui
vérifie condition initiale y(2) = 0.

Une fonction f définie sur I est dite une solution maximale d’une équation différentielle
(E) s'il n’existe pas d’intervalle I C J et de fonction g telle que g; = f qui soit aussi

solution de (F).



1.2. Equations différentielles du premier ordre

On appelle équation simplifiée toute équation différentielle qui peut se mettre sous la

forme o(z,y™) = 0.

1.1.1 Meéthode de résolution

Si on peut mettre I'équation sous la forme y™ = g(z) alors il suffit d’intégrer n fois la

fonction g.
Exemple 1.1.1 : On cherche a résoudre ’équation différentielle xy' — 1 = 0.

A priori, cette équation est définie sur R. Toutefois, si x = 0, alors aucune fonction ne
convient.

On peut donc la résoudre soit sur |—oo; 0] soit sur |0; +oo[. Pour simplifier, on prend
10; +o00].

On obtient y' = % et donc y = Inxr 4+ a ou a € R.

Les courbes intégrales de 1’équation s’obtiennent de celle de Inx par une translation

parallélement a I'axe des ordonnées.

1.2 Equations différentielles du premier ordre

Soit f : (u;v) — (u,v)une application réelle de deux variables réelles définies sur un ensemble
D de R?.

Soit ¢ : & — ¢ () une fonction réelle définie et dérivable sur un intervalle [t;#;] dont
I'image par I'application x — (z; ¢ (z)) est contenue dans D.

On dit que la fonction est solution de I’équation différentielle du premier ordre suivante

(on dit aussi intégrale de I’équation) si elle vérifie sur l'intervalle [to; ¢;] 'égalité :

¢ (z) = f (x50 (2)) (1.2.1)

L’équation (1.2.1) est dite linéaire si f est de la forme suivante :

f(u,v) =v.A(u) + B (v)

Ou A et B sont des fonctions réelles.



1.3. Equations différentielles linéaires du premier ordre(EDLI1)

Exemple 1.2.1 Soit l’équation : y' = f(x) , f étant une fonction continue sur un inter-

valle de R , alors la solution de [’équation est donnée par :

y(-r)z/xf(t)dtﬂ

1.3 Equations différentielles linéaires du premier or-

dre(EDL1)

Définition 1.3.1 On appelle équation différentielle linéaire du peremier ordre toute équa-

tion différentielle qui peut se mettre sous la forme:

v +a(x)y="0b(z) (1.3.1)

Ou a et b sont des fonctions continues sur un intervalle ouvert I.

L’équation sans second membre associée a (1.3.1)est 'équation :
Y +a(x)y=0 (1.3.2)

1.3.1 Résolution de I’équation sans second membre
Soit y une solution non nulle de I’équation (1.3.2), alors on a:

= = —a(x
" ()

Logly| = —/a(t) dt + cte,soit A (z) = /a(t) dt
donc

y=ke @ onkeR

Théoréme 1.3.1 -



1.3. Equations différentielles linéaires du premier ordre(EDL1)

Soit I un intervalle ouvert de R, a : I — R une fonction continue,

A : I — R une primitive de a .I’ensemble des solutions de 1’équation différentielle :

v +a(x)y=0

Est ’ensemble des fonctions de la forme :

¢ (r) = Ke *@on K € R.

Preuve. Soit : I — R dérivable, posons:

ou ¢ (z)a(x)+ ¢ (r) =0

Est solution de
(132) oK (x)=0,rcle kix)=ce=k & ¢(z2)=Ke @
u

Exemple 1.3.1 3/ + 23y = 0

4

o (x) :Ke%,KGIR
V1—a22y =y

d 1 . .
— Y e =y = log ly| = arcsin(z)+C = |y| = SN0 — o) = perresn@HC | c TR

Y vV1—22

1
V1—a22

y(flﬁ') _ k(w)earcsin(x)-ﬁ—c — y/(iU) — i ([L’) earcsin(oc)+C + k($)€arcsin(x)+0



1.3. Equations différentielles linéaires du premier ordre(EDLI1)

1 : .
(IL‘):| earcsm(ac)—i—C’ — k(x)earcsm(az)—&—C’

= V1-— 22 |:/€/($)+ﬁk‘
2 1 _

= V1 — 22kt (z) = 0= k(z) = cte = k = ¢ (z) = ke K c R

1.3.2 Equations différentielles du peremier ordre a coefficients

constants sans second membre

Définition 1.3.2 On appelle équation différentielle linéaire du peremier ordre a coefficients

constants sans second membre toute équation différentielle qui peut se mettre sous la forme:
y' +ay=0

a constante réelle. Alors on a:

y(r)=Ke "™ KeR

1.3.3 Résolution de I’équation avec second membre

Théoréme 1.3.2 Soit I un intervalle ouvert de R, a : I — Ret b : I — R deux fonctions

continues et p, une solution de l’équation :

v +a(x)y=>b(z) (1.3.1)

Pour qu’une fonction dérivable : I — R soit solution de ¢, il faut et il suffitque ¢ — ¢,
soit solution de I’équation sans second membre associée a(1.3.1) .
Preuve. On a :

(@) +a(x) g (x) =b(x)

Ve € I ¢ est solution de (1.3.1)



1.4. Résolution de (1.3.1) par la méthode de lagrange(ou de variation de la
constante):

Par suite :

o' (x) = () +a(@) [p(2) = (z)] =0 =
Commentaire(1) : On dit que la solution générale de (1.3.1) est égale a la somme

d’une solution particuliére de (1.3.1) et de la solution générale de (1.3.2) .

1.4 Résolution de (1.3.1) par la méthode de lagrange(ou

de variation de la constante):

On peut procéder de la fagon suivante pour la recherche de la solution générale de 1’équation
(1.3.1):

On cherche la solution sous la forme:

Ou A est une primitive de a.

= k'(z) = b(z)e®

K (z) = /b(t)eA(t)dt

Par conséquent la solution générale de (1.3.1) est :

y (z) = e 4@ /b(t)eA(t)dt



1.4. Résolution de (1.3.1) par la méthode de lagrange(ou de variation de la
constante):

Exemple 1.4.1 :

i)y +y=322+z—4
a) Méthode de la recherche d’une solution particuliére :

La solution générale de I’équation sans second membre est :

y(x) = Ke *, K € R

Cherchons une solution de (i )sous la forme :

yi1(x) = ar? + Bz +

Apres calcul on trouve o =3,0=-5,7v=1
La solution générale de (i ) est y(z) =32°> -5z +1+ Ke™®, K €R
b) Méthode de la variation de la constante

Posons

K(z)= (32" +z—4)¢€"

k(z) = (32" =5z + 1) "+ k,keR

(i) Y — 3y =z on pred I =]—00,0[ ou ]0,+o0]
a) Méthode de la recherche d’une solution particuliére

L’équation sans second membre a pour solution

Yy = Kel tdt = Kedlosr = K2* keR

Cherchons y; sous la forme \z2, on obtient:

3\z?
x

2 \r — =r<=A=-1




1.4. Résolution de (1.3.1) par la méthode de lagrange(ou de variation de la
constante):

Ce qui donne la solution:
y=—1"+Ka’ keR.

b) Méthode de la variation de la constante
On posey(z) = K(2)2® — o/ = k' (2)2*+ 3k(x)2? — K (2)2® + 3k(2)2? — 2K ()2 =«
) =o— k@)= —kx)==+c,ceR-y()=—-2>+c’ ceR

1.4.1 Probléme de Cauchy

Soit [ un intervalle ouvert de R, a : I — R et b: I — R deux fonctions continues, xo € [

et yo € R. Il existe une fonction et une seule telle que :

Vo e I,¢ () +a(r)p(z)=b(z) (1.4.1)
¢ (zo) = Yo

Commentaire (2):

On dit que I’équation (1.4.1) admet une solution unique vérifiant la condition initiale

¢ (20) = Yo.

Preuve. Posons

La solution générale de (1.4.1) s’écrit :

o (z) = Ke 4@ 4 e_A(””)/ e A0p (t) dt

Zo

]
zy + 2y = 422 ‘ .
Exemple 1.4.2 : La solution de [’équation est :
y(1) =2

a) Résolution de I’équation sans second membre :

) +2y=0= zy = -2y = % = %‘“:Hog\m = 2log|z| +c= |y| = ;—; —
y = *

- £

b) Résolution de 1’équation avec second membre:
y() = 5 — y () = L — <—wk/(w)x§2k(x)> +2MY) = 4?2 = K (2) =

43 = k(z) =2 +c¢

10



1.5. Equations remarquables du premier ordre

La solution générale de I’équation est :

y(r) = = y(x)=2"+% ceR
La solution qui convient correspond ¢ ¢ =1 alors y (z) = 2% + 5%
Théoréme 1.4.1 (admis):

Soit f une fonction définie et continue sur un rectangle |a; b X |¢; d[ ayant une dérivée
partielle ? continue sur le méme rectangle.
Y
Alors pour tout couple (zg,y0) € |a;b] X |c; d], il existe hy tel que
|zo — h; xo + h[ C ]a; b] et une solution unique de 'équation :

y = f(x),x €rg— h;zo+ h[ et y(zo) = yo

v = f(x),x €lrg— h;jxo + h| et y(z0) = yo

1.5 Equations remarquables du premier ordre

1.5.1 Equations a variables séparées

On appelle équation a variables séparables toute équation différentielle qui peut se mettre

sous la forme:

a(z) + b(y)y' =0

Ou a et b sont des applications continues sur des intervalles & préciser.

1.5.1.1 Méthode de résolution

Soient A et B des primitives respectivement de a et de b sur un intervalle I ot a et b sont
continues.

En intégrant I’égalité, on obtient
A(x) + B(y) = cste
Si B admet une application réciproque B~!, on a

y = B~ Y(—A(x) + cste)

11



1.5. Equations remarquables du premier ordre

Exemple 1.5.1 : On cherche & résoudre léquation différentielle x%y' = Y.

Si x = 0, alors aucune fonction ne convient.

On peut donc la résoudre soit sur | — oo; 0] soit sur ]0; +o0l.

On a —y'e”? = ;—21 et en intégrant eV = % +couc e R. Doncy = —log (% + c)oﬁ
ceR.

L’ensemble de définition de la fonction y dépend de c.

Pour avoir une solution sur ]0; 4+o00[ , il faut que ¢ > 0. Il n’est pas de solution sur
| — 00; 0 tout entier, car il faut % +c¢> 0 clest-a~dire ¢ > 0 et x € ]_71, 0[ )

Il arrivera que I'on ne puisse pas obtenir y en fonction de z.

1.5.2 Equations homogénes

On appelle équation homogeéne toute équation différentielle qui ne change pas lorsque 1’on
remplace x par Ax et y par Ay pour tout réel \.

Une équation homogene peut se mettre sous la forme ¢(y', £) = 0 et parfois sous la forme

y =F (9) (1.5.1)

1.5.2.1 Méthode de résolution

Nous nous bornerons aux équations homogeénes que ’on peut mettre sous la forme (1.5.1).
Dans ce cas, on pose y = tx ou t est donc une fonction de .

On obtient alors une équation & variables séparables.
Exemple 1.5.2 On veut résoudre ’équation différentielle xy' —y = /22 + y? sur ]0; +o0].

On peut mettre cette équation sous la forme (1.5.1) en effet, on a

f_ VPP tY 1+<y>2+<y>

T T i

On pose donc

y=trety =tr+t

12



1.5. Equations remarquables du premier ordre

r(t'r +t) — te = Va2 + 222

sStr+t—t=V1i+t2

& log [t—i-\/l—i-t?] =log (kz) ou k e R’ ou argsh (t) =log (z)+cou c € R
St+V1i+ 2=k ouk € R’ ou argsh (t) = log (kx) ou k € RY
eln(km) _ e—ln(kz)
SVI1I+Ht2=ka—t ouk € R, ou t= 5 ou keRY
2 2,2 2 s « kx—% . *
& 1+1° = k2" = 2kat +1° ouk € R, ou t:T ou k € R,
k2?2 —1 .
St= T ou k € R,
Et donc
2?2 —1 i}
y = (tor) = o ou k € R}

1.5.3 Equations de Bernoulli

On appelle équation de Bernoulli toute équation différentielle qui peut se mettre sous la

forme :

a(z)y’ +b(x)y + c(x)y® =0

Ot a, b et ¢ sont des applications continues sur des intervalles & préciser et « est un réel fixé

avec a # 0 et a # 1.

Remarque 1.5.1 Dans un cadre quelconque, il faut y > 0.

13



1.5. Equations remarquables du premier ordre

1.5.3.1 Méthode de résolution

On pose
t — ylfa
On obtient
/ / o y/
=01-a)yy*=01-a)=
)
/ a_ Y y _
a(x)y +b(x)y + c(x)y* =0 & a(m)y—a + b(x)y—a +c(z) =0
&= a(x)l — +b(x)t+c(x) =0

On obtient donc une équation linéaire du premier ordre en t.
Exemple 1.5.3 On cherche & résoudre y' — &= = 5y’

On peut intégrer I’équation sur | — co; 0] ou sur ]0; 400].

On a o = 5. On divise par y°:

/
1
% — = 517
Y 2zy4
Remarque 1.5.2 On pose t =y *d’ou
t/ — _4y/y—5
On obtient

—1 t
_t/ _ - 5 2

T

C’est-a-dire

2
t'+ 2t = —2022
X

C’est une équation linéaire du premier ordre et I’équation sans second membre est .
, 2
t'+=t=0
x

Elle est définie sur R* ou R* . Une primitive de % est log (z?%) .

D’ou les solutions de I’équation sans second membre sont ¢t = 5 ou ¢ € R.
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1.5. Equations remarquables du premier ordre

Recherche d’une solution particuliére :

On pose
1
t() = ;C (.%')
1 2
ty = (x) i ;c(x)
On obtient :

1 1 2 2 (1 1
to + %to = (2) = () + - (—c (w)) = (z) = —202°

D’ou

Et

c(z) = —42° et tg = —42°

La solution générale est donc t = 5 — 423 o1 ¢ € R.
On obtient donc

y=———ouceR.

4/ C 3
$—2—4$

Attention : Ensemble de définition et solution maximale.

1.5.4 Equations de Ricatti

On appelle équation de Ricatti toute équation différentielle qui peut se mettre sous la forme:

Y = a(z)y’ + b(z)y + c(z)

Ou a, b et ¢ sont des applications continues sur des intervalles & préciser

Remarque 1.5.3 On ne sait résoudre ce type d’équation que si l’'on connait déja une solu-

tion particuliére v .
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1.5. Equations remarquables du premier ordre

1.5.4.1 Meéthode de résolution

On pose
1
Y=y + n
Avec
vh = a(@)yi + b(x)y: + c(x)
Et ¢ ne s’annulant pas sur 'intervalle de résolution.

On a
t/
y/:yi—t—g

&t + (2a(z)y + b(x))t = —a(x)

On obtient une équation linéaire du premier ordre en t.
Exemple 1.5.4 On cherche a résoudre 2z°y = (v — 1)(y* — %) + 2zy  sur |0; +oo].

On peut mettre ’équation sous la forme :

(=1, 1 (z-1)
y= 222 y+a:y 2

y = x est une solution particuliére.

On pose y =z + % ou ¢ est une fonction qui ne s’annule pas sur |0; +ool.

On a

On obtient

16



1.5. Equations remarquables du premier ordre

t 1 1 1
<:)2m2—2x2t—2 =(z—-1) (x2+2xz+t—2—$2) —|—2332—|—2xz

t 1 1 1
& —22°— = (v —1) (2m¥ + t—Q) + 22—

12 t
o —2220 ST W S R
— L — = LT — rT— — 20— — — xXr—
12 t 12 t 2 t
t/ 1 1 1
2 _ 2

o2 +22%=1—x

R il
22 212 2

La solution de I’équation sans second membre est ¢ = ce™ ot ¢ € R.

Une solution particuliére est ty = ;—; .

D’ou la solution générale est : ¢t = ce™ — ﬁ oucelR
Et

1 2x 2cx’e ™ +x kre ™ +1

= = 7. ol k € R.
ce T — = 2cexe ™ — 1 2cxe~® — 1 kre—* — 1

Danger : Ensemble de définition

1.5.5 Equations de Lagrange

On appelle équation de Lagrange toute équation différentielle qui peut se mettre sous la

forme :

y=xfy)+9()

Ou f et g sont des applications continiment dérivables sur des intervalles & préciser.
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1.5. Equations remarquables du premier ordre

1.5.5.1 Meéthode de résolution

On pose

L’équation devient
y=xf(t)+g(t) =z(t)f(t) + g(t)

On la dérive par rapport a t :

W 050 + (0 (1) + g (1)

dy Jdy O

Donc
ta'(t) = &' () f(t) + x(t) f'(t) + /(1)
Equation que 'on peut considérer comme une équation linéaire de premier ordre en

prenant pour la variable ¢ et pour la fonction .

Exemple 1.5.5 On cherche a résoudre .xy’ +y +y? =0

On pose
y =t
L’équation devient y = —tx(t) — t2
D’ou
/ ay / /
—z(t) — ta'(t) — 2t = 5 = ta'(t) et 2ta’(t) + x(t) = —2¢

L’équation sans second membre est
2ta’(t) + z(t) =0
Ou encore sur tout intervalle ot ¢ ne s’annule pas. La solution générale est

oukelR

x = ke zlosltl — k:|t|_% =

k
Vit
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1.5. Equations remarquables du premier ordre

On cherche maintenant une solution particuliére de
2t (t) + x(t) = —2t

Du type x¢ = at + b.

o =a et2at+at+b=—2t

D’oflb:Oeta:_%.

C’est-a-dire

La solution générale de

Est donc
)= 2 aveckeR
xXr = —— — = avec
tf 3
Or
k 2
=—tr—t?=—t|—=—-Zt| -1
’ < 7 3)
On a donc
tk 1t2 keR
= —t—— — -1” avec
VT

On obtient uniquement un paramétrage des courbes intégrales. Il aurait été plus "in-

téressant" d’obtenir ¢ en fonction de z.

1.5.6 Equations de Clairaut

On appelle équation de Clairaut toute équation différentielle qui peut se mettre sous la

forme :

y=uxzy + f(y)

Ou f est une application contintiment dérivable sur des intervalles & préciser.

Remarque 1.5.4 C’est un cas particulier des équations de Lagrange.
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1.5. Equations remarquables du premier ordre

1.5.6.1 Meéthode de résolution

On pose

L’équation devient

On la dérive par rapport a x :
y =at' +t+t'f'(t) =t
(t est une fonction de z).
D’ou
ot + 1 () = 0=z + (1)

# Sit' =0, alors t = c avec ¢ € R.

D’ou

y=cz+ f(c)

Car y = xt + f(1).
# Six+ f'(t) =0 et si f'est inversible, alors

t=(f)"(-2)
Exemple 1.5.6 On cherche a résoudre y = xy' + y,ﬂll sur | —oo; 0[
On pose
y =t
L’équation devient
t
— ot 4+ ——

YT

D’ou
(t+1)—tt
It it — 2
Y (t41)2

=t <x+(t+11)2> =0
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1.5. Equations remarquables du premier ordre

# Sit' =0, alors t = ¢ avec ¢ € R.

D’ou
n c
=cr
4 c+1
avec ¢ € R.
#Six—kﬁzo, alors
1
= -1
v —x
D’ou
t =1
y:xt—l—ﬁ:— —r—x+-—F—=-"2vV—r—ur+1
+ N
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Chapitre 2

Méthodes de résolution des équations
différentielles linéaires du second

ordre

2.1 Equations différentielles linéaires du second ordre

aux coefficients constants

2.1.1 Equations sans second membre

On appelle équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients constants sans

second membre toute équation différentielle de la forme:

ay" + by +cy=0 (2.1.1)

ou a,b,c € R, avec a non nul et y la fonction inconnue .
Le polynéme P (r) = ar? +br+c s’appelle le polynome caractéristique associé a (2.1.1).

Notons S I'ensemble des solutions de (2.1.1).
Proposition 2.1.1 S est un espace vectoriel sur R.
Preuve. Si y et z deux solutions de (2.1.1), a,f € R, alors ay + 5z est solution de

(2.1.1) car on a:
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2.1. Equations différentielles linéaires du second ordre aux coefficients
constants

alay + B2)" +b(ay + B2) + clay + Bz) = aay” + Baz" + aby + Bbz' + acy + ez =
alay" +by +cy)+ 6 (az" +02"+c2z)=0 m

Proposition 2.1.2 Soit r € C alors la fonction z : © — e est solution de (2.1.1) si et

seulement si r est une racine du polynome caractéristique P.

Preuve. 2/ (z) = re™, 2" (z) = r?e™
ar?e™ +bre" +ce™ =0 <= ar’ +br +c=0

Soit A = b? — 4ac , on a la proposition suivante m

Proposition 2.1.3 On suppose A # 0 Soit r1 et r9 les racines distinctes du polynéme

caractéristique, les deux solutions

"T et z9 1 x — €™* sont linéairement indépendantes.

21:x —e
Preuve. Soient \ et 1 € R tels que :Az; + pzg =0
C.a.d Az (2) + pae () =0 Ve eR
4
A2y (x) + pzh (2) =0 Ve e R

Le déterminant du systéme est :

21 \T 2o (T
102 ) 1) () 2 () = eIy I (g, ) e
4@ @)

Ce qui implique que A= =0 =

Proposition 2.1.4 Soitr € R et 21,, la fonction x — xe™ .La fonction z,, est solution de

(2.1.1) si et seulement si r est la racine double du polynéme caractéristique P.

Preuve. z,, (z) = xze’™ — 21, (v) = € +rae™ = (1 +rx)e’™
() =re +r (1l +rx)e™ = (2r +r’z)e™
(211) = [a2r+r*z) +b(1 +rx) +cx]e™ =0 <= a(2r + r’z)+b(1 + rz)+cx =0
< (ar*+br+c)r+2ar+b=0VereR
b

—ar’+br+c=0etr=—2 m
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2.1. Equations différentielles linéaires du second ordre aux coefficients
constants

Proposition 2.1.5 On suppose A = 0. Soit r la racine double du polynéme caractéristique
P.

Les solutions z, : © — €™ et z1,,: * — xe’” sont linéairement indépendantes .
Preuve. En procédant de fagon analogue que pour la preuve de la proposition (2.1.3),nous
obtenonsque le déterminant du systéeme est :
2z () 21, (2)

z () 2, (@)

non nul, d’ou I'indépendance linéaire des deux solutions. m

= (1+rx)e*® — roe*™ = ¥ £ ()

Théoréme 2.1.1 Soit a € R*,b,c € R, S l’ensemble des solutions de l’équation différen-
tielle :

(21.1) ay" + by +cy=0

Alors on a les résultats suivants :
(1) S est un espace vectoriel de dimension deux sur R.

(17) Si A > 0, les racines r1, ro de P sont réelles , et I'on a :

s ={y/y (¥) = k1e"" + kee™" Vo € R, Ky, ky € R}

(73i) Si A = 0, soit 7 la racine double de P, alors on a:

s=Ay/y(x) = (k1 + ko) €™ Vo € R k1, ks € R}

(iv) Si A < 0, notons r; = —% +iw et ry = —% —iw , avec <w = V;f) , les deux

racines complexes du polynéme P, alors on a:

5§ = {y/y (x) = (k1 coswx + ko sinwz) e‘ix,V@" ER, ki, ko € ]R}

Preuve. (i) Supposons A # 0, et soient r1 et 75 les racines de P, soit z une solution de
(2.1.1). Soient k; et ko deux fonctions solutions du systéme :

ki () zr, (z) + k2 (2) 20y () = 2 (z) V2

b (@) 2, (2) + ko (2) 2, (2) = 2 (2)
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2.1. Equations différentielles linéaires du second ordre aux coefficients
constants

On obtient :
_ (Zzﬁ—z’zr,l)(l’) _ (Zziz_Z,ZT’l)(x)
kl (:L') - (2;7‘1 z;>2—qu,.1 z,,,Q)((E) k'2 (:L') - (Zrl Z,;>2—qu,.1 27’2)(2:)

On calcule k() et Kk} (z) ,et on utilise le fait que z ,z, et z, sont solutions de

(2.1.1),ce qui donne:

ki (z) = kS (z) =0 d’ot ky (z) = ky et ko (x) = kg donc z (z) =ky2,, (z) + kazp, (2) ,donc
{%r,, 2, thase de S.

Méme démarche si A = 0, en considérant z, et z;,, o r est la racine double du

polynoéme caractéristique P m
Théoréme 2.1.2 (probléme de Cauchy)

Etant donné un nombre réel x4 et deux nombres complexes yq et 2 , il existe une solution
et une seule y de I'équation: ay” + by’ + cy = 0 telle que y (o) = yo et ¥ (x0) = 2o

Preuve. 17 cas: A # 0, s’agit de trouver deux constantes réelles k; et ky telles que:

kle”mo + k’ge”‘ro = %Yo
lﬁrle”“ + k2T2€T2$O = 20
Le systéme est de Cramer d’aprés la proposition (2.1.3)

2°m¢cas: A = 0, on est conduit & étudier le systéme:

kpe™0 4 kpe*0 = yq
k‘lrle”xo + k2r2€7‘2$0 = 20
Le systéme étant de Cramer d’aprés la proposition (2.1.5) , la solution existe et elle

est unique. m

2.1.2 Equations avec second membre

Soit a € R*,b € R, nous nous proposons de résoudre ’équation différentielle:

ay”" + by’ + cy = g(x) (2.1.2)

On appelle équation sans second membre (ou équation homogene) associée a(2.1.2)

I’équation

25



2.1. Equations différentielles linéaires du second ordre aux coefficients
constants

ay’" +by +cy=0 (2.1.1)

Notons S, I’ensemble des slutions de (2.1.2); on suppose que g est choisie de telle facon
que Sy soit non vide.

Soit S l’ensemble des solutions de (2.1.2) ; on suppose que g est choisie de telle fagon
que S, soit non vide.

Soit S ’ensemble des solutions de (2.1.1).

Etant donné une solution particuliere ¢, de (2.1.2), pour que ¢ soit solution de (2.1.2),

il faut et il suffit que ¢ — ¢, soit solution de (2.1.1).

Sg=p1+S e Voe Sy, eSS p=9p, +9
Corollaire 2.1.1 : Probléme de Cauchy

Etant donné trois nombres réels xy , yg et zp , il existe une solution et une seule y de
(2.1.2) telle que :
y(mo) =vo et y' (zo) =20
Preuve. Soit 1 une solution particuliére de (2.1.2) On cherche sous la forme :p = p, 4+
Yo = ¢ (0) = ¢y (z0) + 1 (z0) et 2 =1 (z0) = ¢y (z0) + ¥ (z0)
¥ (z0) = yo — ¢ (20)
V' (o) = 20— ) (w0)

La solution est unique d’apres le théoréme de Cauchy =
Remarque 2.1.1 :Principe de superposition
Si yy est solution de I’équation :
ay" +by +cy = fr. , 1 < k < n,n entier fixé et si [ = ka , alors y = Zyk est

k=1 k=1
solution de I’équation :

ay' + by +ey=f
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2.1. Equations différentielles linéaires du second ordre aux coefficients
constants

2.1.3 Recherche d’une solution particuliére pour les équations a

seconds membres remarquables

a) ay’ +by + cy = p,(x), ou P, est une fonction plynome de degré n .Cherchons une
solution particuliére notée yy de ’équation ci-dessus. Trois cas sont possibles :

(1) Sic# 0, on prend 7y (z) = Q, (x) , deg @, = n

(1) Sic=0et b #£0, yo () = Qns1 (z) , degQpi1 =n+1

(12i)Sic=b=0, yo (z) = Qni2 (z) , deg Qniz =1 +2

Exemple 2.1.1 Résoudre 'équation y" +y' +y = x> + 32% + 62 + 1 avec les condition
intiales y (0) = let y'(0) = 0.

Chercher une solution partuculiére de I’équation avec second member qui soit un plynéme

L’équation homogéne s’écrit iy’ + ¢’ + y = 0 .le plynéme caractéristique correspondant

#7) toute solution

P(z) = X?+ X +1 a pour racine les nombres j = exp(%=) et j = exp(—
de I’équation homogene est de la forme:

y(z) = dex cos(\fx)—i-ue 2 sm(‘[“”) ou (), 1) € R?.1’équation compléte a une solution
particuliére P qui est un plynéme de degré 3 . on trouver facilement P(x) = X3 + 1 .cette
solution vérifie les conditions initiales . L’unicité de la solution permet de conclure que
y(r) = X3+ 1.

Les coefficients du polynéme @),,, sont déterminés par identifications.

b) ay” + by + cy = De*, ot D et \ sont des constantes réelles.

Trois cas sont possibles :

(7) Si n’est pas racine du polynoéme caractéristique , on prend:

vo () = m oA
(14)Si est une racine simple du polynéme caractéristique, on prend:

Yo (2) = gampwe

(141)Si est racine double du polynome caractéristique, on prend :
Yo (z) = 2%
c) ay’ + by + cy = p, (z) e*, P, de degré n, constante réelle.

Trois cas sont possibles :
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2.1. Equations différentielles linéaires du second ordre aux coefficients
constants

(7)Si n’est pas racine du polynéme caractéristique, on prend:

Yo (z) = Qe avec degQ, =n
(77) Si est une racine simple du polynéme caractéristique,on prend :

Yo (1) = Qni16™ avec deg Q1 =n+1
(#ii) Si est racine double du polynéme caractéristique ,on prend :

Yo () = Qny2e™ avec degQnio =n+2
Les coefficients du polyndéme Qm sont déterminés par identifications.
d)ay” + by + cy = e*.(Acoswz + Bsinwz) , A et B étant des constantes réelles.

Deux cas sont possibles :
(1) Si A + iw n’est pas racine du polyndome caractéristique, on prend comme solution
particuliere:
Yo (z) = e (A coswzx + Bsinwr)

(17) Si A + iw est une racine du polynome caractéristique ,on prend comme solution

particuliére:

Yo (v) = 2™ (C coswx + D sinwr)

Les constantes réelles C' et D sont déterminées par identifications en utilisant le fait que

les fonctions r — e” coswx et © — e”sinwx sont liéairement indépendantes .

2.1.4 Méthode de lagrange (ou de variation de la constante)

Soit & résoudre I’équation:
(2.1.2) ay” +by +cy=f a € R* f étant une fonction continue.Discutons suivant le
discriminant A:
1" cas: A =b? — 4ac > 0:
Soit r; et ry les racines distinctes de I’équation :ar? + br +c¢ =0
La solution générale de I’équation homogene associée a I’équation (2.1.2) est de la forme:
y(x) = k1€"" + koe™® ky, ko € R

On cherche alors la solution de (2.1.2) en considérant :
y(z) =k () e + ko (x) "™
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2.1. Equations différentielles linéaires du second ordre aux coefficients
constants

y'(z) = (7“17431 (z) + K, (m)) et 4 (T2k2 () + ky (g;)) er2®

y'(z) = <Tfl€1 (z) + 11k, (x)) et + (rgk‘g (z) + rok, (93)) e + <7"1/<:l1 (z) + &, (x)) en”

+ (rakiy (2) + k3 (2)) €
Nous imposons la condition:
ki (2) €% + ky (x) € = 0

ay’ + by +cy = (ar? +bry +¢) ky (z) €™ + (ard + bry + ¢) ko (z) €727
b (s ()€ 1ok () en7) = 7 (0
ou (ari+bri+c)=0et (ari+bry+c)=0

= a (rlk/l () €% + roky () 6T2x) = f(x)
La fonction

y(z) = k1" + kqoe™®

sera solution de (2.1.2)si ky et ko vérifient le systéme :

k; (x) en® + ky (1) e® =0
riky () €% 4 roky (1) €72 = f@)

a

/ 1
ST

La solution générale de (2.1.2) s’obtient de la fagon :

e " f (x)

y(x) =k () ™" + ko (x) € 4+ K" + Kye™®
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2.1. Equations différentielles linéaires du second ordre aux coefficients
constants

Yy (l’) = (kl (%) —+ Kl) en® + (kg (l’) -+ Kg) €T2m, kl, kg eR

Finalement la solution générale est la suivante :

1 z g
y (I) — —) |:€r1:r/ 671"1tf (t) dt — 61"2:13/ e*thf (t) dt:| + Klerlx + K2€r2x

a(ry —ry

2emecagi A > ()

La solution générale de I’équation homogene associée a (2.1.2) peut s’écrire :

y(z) = (K; coswzx + kg sinwzx) e‘(%)f‘c

vV—A
2a

ol w=

On cherche la solution de (2.1.2)sous la forme :

b

y(x) = (K1 () coswz + ks (z) sinwx) e_(%)f”

En procédant de facon analogue au cas précédent ,on obtient le systéme :

(coswx) ky () + (sinwz) ky (1) =0
— (sinwz) k () + (coswz) ky (z) = = f (z)e ()
Soit
K () = =25 f (@) et 1) (sinwor)
Ky (x) = L (2) ()" (coswa)

La solution générale de ( 1 2) est donnée par la formule suivante :
b

y(z) = =L (coswz) %) A (2:)t (sinwt) dt+ - (sinwz) (2 f f(t ()t (coswt) dt+

(K; coswz + kg sinwz) e (Qb) kl,k’QGR

3m¢ cas:A = 0 , la solution générale de (2.1.2) est donnée par :

y(z) = Lo (F)r V £t et () dt—/:tf(t)a(i)t] (K1 + kpz) e~ (3 iy by € R

Remarque 2.1.2 La résolution de l’équation (2.1.2)peut s’effectuer de la fagon suivante:
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2.2. Equations linéaires du second ordre(EDL2)

1¢" cas: A > 0.
Soit r une racine du polynéme caractéristique.On cherche une solution de (2.1.2) sous la

forme:

T

y(x)=2z(r)e

Nous obtenons une équation différentielle en z :

az 4 (2ar +b) 7 = f(x)e ™

/ 2 . . 4 . « , .
En posant © = 2z, nous avons une équation différentielle linéaire en u :

au' + (2ar +b)u = f(z)e"®

La résolution de I’équation ci-dessus permettra la détermination de z.

2¢me cas: A < 0.

Soit « + i3 une racine du polynéme caractéristique.Cherchons une solution de (2.1.2)

sous la forme:

y(x) =z (x)e*. cos fx

L’équation obtenue est la suivante:

1"

z e cosx — 262/€a$ sin Bz = f (x)

/ 2 . . 4 . « , .
En posant u = 2z, nous avons une équation différentielle linéaire en u :

U e cos z — 2fue sin fz = f (z)

La résolution de I’équation ci-dessus permettra de déterminer la fonction u et d’en dé-

duire z ensuite.

2.2 Equations linéaires du second ordre(EDL2)

Une équation différentielle linéaire du second ordre est de la forme :
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2.2. Equations linéaires du second ordre(EDL2)

y' +p@)y +q(x)y=g(x) (2.2.1)

Ou p, q et g sont des fonctions continues sur un intervalle ouvert I = ]a, [

2.2.1 Equations sans second membre

L’équation homgene associée a (2.2.1) s’écrit :

y' +p@)y +q(@)y=0 (2.2.2)

Soit S I'ensemble des solutions de (2.2.2), ona le résultat suivant:
(i) Soient y1,y, € S, alors y; et yo sont linéairement indépendants si et seulement si

W (y1,y2) (x) # 0 pour un x € I, avec
W1, 2) () = 1 (2) 5 (2) — w2 (2) 05 (2)
(ii) Soient y; et yo € S vérifiant la condition (i), alors:
S={y/y=amn+cy: a,ceR}

Meéthode de la réduction de ’ordre

Soit y; une solution de I’équation (2.2.2)

Y +p@)y +q(x)y=0

On cherche la solution sous la forme :

y=r.mn

En effectuant les calculs, on obtient 1’équation :

/
'+ (p + 2%) V=0 (2.2.3)

En posant w = ¢/, on obtient une équation différentielle linéaire du premier ordre.
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2.2. Equations linéaires du second ordre(EDL2)

2.2.2 Equations avec second membre

On reprend ’équation initiale:

y' +p@)y +q(@)y=g(x) (2.2.1)

Soit y, une solution particuliere de (2.2.1) : y; et ya deux solutions linéairement in-

dépendantes de (2.2.2) , alors la solution générale de (2.2.1) s’écrit :

Y ="1Yp+c1y1 + c2yo

Meéthode de la réduction

Partant d’une solution particuliére y; de (2.2.2) , on cherche la solution de (2.2.1) sous la
forme y = v.y; , nous obtenons 1’équation différentielle suivante qui peut se transformer en

une équation linéaire du premier ordre en posant w = v/

" +2( +yp) V' =g

Remarque :

a) L’espace vectoriel des solutions de ’équation :

y' +p)y +q(x)y=0 (22.2)

p,q continues est de dimention < 2.
Il existe au plus une solution telle que: y (x¢) = yo ,¥' (x0) = 20
b) Deux solutions y; et y de I’équation (2.2.2) sont linéairement indépendantes si et

seulement si le déterminant
y1(z) ya ()
Yy (z) vy (@)

est différent de 0 pour tout =x.

2.2.3 Equation d’Euler (d’ordre 2)

Définition 2.2.1 On appelle équation d’Euler (d’ordre 2) toute équation de la forme :
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2.2. Equations linéaires du second ordre(EDL2)

at’y’ (t) + bty (t) + cy(t) =0 o (a,b,¢) € k* x k x k (2.2.4)

Meéthode de la résolution :

Deux techniques de résolution :
1) Rechercher des solutions sous la forme y(t) = t" avec r € C , comme ci-contre.
2) On pose y(t) = z(Int).

On obtient une équation en z & coefficients constants.
Résoudre ’équation d’Euler :(Eg):at’y’ (t) + bty'(t) + cy(t) = 0

Meéthode 1 : On recherche des solutions sous la forme y(t) = t" avec r € C

On a alors :
at’r(r — D"+ btrt"™ '+ ct” =0
Et comme ¢ > 0 :
a(r* —r)+br+c=0

On obtient ’équation caractéristique d’Euler :

(s):ar*+(b—a)r+c=0

Si(¢) admet deux racines distinctes 7, et ro alors, on obtient deux solutions :

yi1(t) =t et ya(t) = t™

On vérifie que ces deux solutions sont indépendantes en calculant leur Wronskien :

g
Ve I, Wy, ye)(t) = = (ro —r)t" 1 #£ 0 car 1 # 7y
Pt Tl g2t

D'ou :So(I) = {y:t € [ — At" + Bt*", (A, B) € R?}
Si (¢) admet une racine double ry alors on obtient une premiére solution : y;(t) = ™

Cette solution ne s’annulant pas sur /, on peut appliquer la méthode de Lagrange pour
trouver uneseconde solution ¥, indépendante de y; :

Posons :
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2.2. Equations linéaires du second ordre(EDL2)

ya(t) = A(t)t™ avec A € C*(I)

On a successivement :

yh(t) = N ()" + roA(t)to!

Yy (1) = N (£)170 + 2ro N (£)t70 7 4 1ro(rg — 1)A(£)t0 72

En remplacant dans 1’équation d’Euler, on obtient :
at® (N"(E)" + 2roN (£t + ro(ro — DA ) +bt (N (E)E7 + roA(£)t0 1) +e (A(E)t°) =0

aX' ()t + (2arg + b) t TN () + (arg (1o — 1) + brg + ¢) t™\(t) = 0

Et comme rq vérifie arg(rg — 1) + brg + ¢ = 0, il reste :

aX' ()t + (2arg + b) TN (1) = 0
Or, ry est racine double de (s) donc
2arg+ (b—a) =10
D’ou
aX' ()t +at™ N (t) =0

Et comme at™t2 #£0 :

N'(f) + N (1) = 0

Posons m = p, ainsi nous avons une équation du premier ordre en  :

W)+ (1) =0

D’ou

k
p(t) = ke ™ = 71

35



2.2. Equations linéaires du second ordre(EDL2)

)\(t) = kl Int -+ kz

Et finalement :

’yg(t) = (kﬁl lnt + k)g) tm

Une base de Sp(I) est donc :(t — t™,t — t™ (Int))

Méthode 2 : On pose

y==zoln
C’est-a-dire
y(t) =z (In(t))
On a alors

(1) = 12 (in(t)

En remplagant(Fy) et en posant x = Int

az"(z) — a2’ (z) + b2’ (z) + cz(x) =0

On obtient équation en z a coefficients constants
Notons

(S):ar*+(b—a)r+c=0

Si (¢) admet deux racins distinctes r; et ro alors:

z(x) = Ae"" + Be™*

y(t) = z(In(t)) = At™ + Bt™

Si (¢) admet une racins double ry alors:

2(x) = (A+ Bx)e™® = y(t)=z(In(t)) = (A+ Blnt)t™
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2.3. Applications (équations linéaires du second ordre)

2.3 Applications (équations linéaires du second ordre)

Exemple 2.3.1 circuit R, L,C en régime transitoire . On maintien aux bornes A et B du
circuit ci-dessous une différence de potentiel V' constante .C' et régie par l’équation différen-

tielle

d*¢  ,dq  q
L—+ R+ L=V 231
aw T ta e (23.1)
On ssuppose qu’a l'instant ¢ = 0 , on ferme le circuit et que la charge de C' a cet instant

est 0. calculer la charge ¢ du condensateur en fonction du temps

Posons: § = ;- |R? — %‘% et a=—4¢

I'équation(2.3.1) a une solution particuliére constante : ¢ = C'V .

Si R? > % , les racines du plyndéme caractéristique sont —a £+ § et toute solution de
I'équation(2.3.1) est de la forme : q(t) = e (\e® +pue ) +CV 0u (A, i) € R2. les condition

initiales ¢(0) = 0, ¢’(0) = 0 s’écrivent:

Ap=-CV
—aA+p)+0(A—pn)=0

En résolvant ce systéme ,on aboutit a :

gty = CV [1 _ ot (ch 5t + %sh 5t>]

Cette solution est dite apériodique
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2.3. Applications (équations linéaires du second ordre)

Si R? < %, les racines du plyndéme caractéristique sont complexes conjuguées et valent
—a=+10 . On exprime alors la solution avec des fonctions ciculaires et a I’aide des conditions

initiales , on trouve :

q(t) = CV [1 — e~ (cos 0t + sin t)]

27

Cette solution est dite pseudo-périodique de pseudo-période T' = =

Si R? = 4 | la solution s’écrit :

q(t) =CV [1—e (14 at)]

On remarquera que cette derniére solution est la limiter des premiéres lorsque 6 — 0 .
Dans les trois cas traités , on costante que lorsque t — 400 , q(t) — CV . lorsque le

condensateur est chargé , le courant

Exemple 2.3.2 Décharge d’un condensateur dans un circuit comportant une déri-

vation

Dans un circuit ci-dessus ,I'interrupteur K est fermé a l'instantt = 0 et la charge du
condensateur est égale a cet instant a qg.

Calculer le courant i en fonction du temps . Montrer que i(t) — 0 lorsque ¢t — oo .
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2.3. Applications (équations linéaires du second ordre)

Désignons respictivement par i; et 79 les intensités des courants circulant dans larésis-
tance R et dans la bobine L .
soit ¢(t) la charge du condensateur a l'instant ¢ les soit ’électrocinétique impliquent :
. _ d _ q
R’Ll = Lﬁ =—0C
1 =11 + iy

dq

L= G

Eliminons le courant i , nous obtenons le systéme différentiel :

Eliminons 75 en écrivant la deuxiéme équation:

d’¢ dqg R
D e T g, 2.3.2
CRdt2 + 7 + 74 0 (2.3.2)

cette équation est & résoudre avec les conditions initiales :

q(0) = qo
¢'(0) =i(0) =0
Soit A=1-— 4CTR2 le discriminant du plynéme caractéristique de 1’équation (2.3.2) .trois
cas se présentent , comme dans précédent , selon la valeur de A . troitons le cas A > 0, les

autres ccas sont analogues . soient r; et ry les racines du plynéme caractéristique :

rot rit

(& €

q(t) = A(

T2 1

Ou la costante A est obtenue en exprimant ¢(0) = qq .

Le courant ¢ s’ecrit donc pour tout ¢t > 0 :

i(t) = A(e™" — )

Les deux racines 11 et 5 négatives donc i(t) — 0 lorsque ¢ — +o00 .ceci est normal : le
condensateur s’est déchargé .

Si A < 0 les racines r; et ry sont complexes conjuguées .
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2.3. Applications (équations linéaires du second ordre)

Elles ont une partie réel négative et on prouvera de méme que i(t) — 0 lorsque ¢t — +00.
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Chapitre 3

Systémes différentiels linéaires du

premier ordre

Pour donner & notre travail une généralisation analytique on obtient , dereniermant la
définition , de systemé différentielle d’ordre un . Avec ses méthodes du résolution par ses
utilisations dans les domaines , étéctricite , physique , mecanique et touts les recharches

scientifiques .

3.1 Définitions

- On notera K 1'un des corps R ou C. Dans les problémes o1l les coe cients sont réels, K = R
et on cherchera une solution réelle, méme s’il est commode de commencer par chercher une
solution complexe (choisissant alors K = C). Et on supposera toujours que F est un espace
de Banach sur le corps K. Pour les systemes di érentiels on prendra £ = K", i.e. £ =R"
ou £ =C".

N.B. : la variable ¢ (le "temps” ) sera toujours une variable réelle.

- Soit I C Run intervalle (non vide).

Définition 3.1.1 Une application [ : 1 x E — E notée f (t; x) est dite linéaire en = si :



3.1. Définitions

Oua: I — L(F) est une fonction continue sur / . (On rappelle que L(FE) est 'ensemble
des endomorphismes de E, i.e. ’ensemble des applications linéaires de £ — FE.)

La linéarité de f en x s’écrit, pour tout ¢t € I , tous x, y € F et tout A\ € K :

flt,z+ Ay) = f(t,z) + Af(t,y) ou bien a(t)(x + \y) = a(t)(z) + Aa(t)(y).

Exemple 3.1.1 Avec E = R: avec I =R, prendre par exemple f(t,.) = a(t)(.)

ou a(t) = 1,a(t) = t? et avec I =]0;00[, un exemple est donné par a(t) = 1. Ce n’est

donc pas a qui est linéaire : mais pour chaque ¢, c’est a(t) : E — E qui lest.

Notation 3.1.1 Pour chaque t, La fonction a(t) : ¢ € E — a(t)(z) € E étant linéaire, on

note, pourtout et tout x € F :

Définition 3.1.2 Une application f : I x E— E notée f(t,x)est dite affine en x si :
déf
f(t;x) = a(t)(x)+0b(t),Vr € E.

Oua:I— L(E)etb:I— E sont des fonctions continues sur / intervalle de R.

Définition 3.1.3 L’équation di érentielle ' = f(t,x)est dite linéaire si f est a ne en x

(attention donc), i.e. si elle est de la forme :

' =a(t).x+b(t) (3.1.1)

L’équation di érentielle est dite linéaire homogeéne si f est linéaire en x, i.e. si elle est

de la forme :

¥ =a(t).x (3.1.2)

On dit également qu’elle est linéaire sans second membre, sous entendue qu’elle s’écrit

' —a(t).x =0.
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3.2. Systéme différentiel du premier ordre

Et une solution d’une équation différentielle linéaire est donc une fonction ¢ : I — FE

qui vérifie :

O (t) = a(t).o(t) + b(t),Vt € I (3.1.3)

Ou I est un intervalle de R ol a et b sont continues, et qu’elle satisfait la condition

initiale(tq, zo)si ¢(to) = xo.

3.2 Systéme différentiel du premier ordre

Dans le cas particulier ou £ = E; X ...... x FE, est le produit cartésien des espaces vectoriels
Ei,..E,,onax e F=FE xX... X E,etf(t,x) € FE=F X ... x F,. On pourra

alors noter Z au lieu dex et f au lieu de f et le probléme de Cauchy (1.3) s’écrit alors :

dr S .
( 4 —
21 fl(tvx)
Ou encore si T = ) et H(t,f) = ' ot les fi : [0,T] x E — E; sont n
Tn | ult )
fonction
( (
dclit1 = fl(twl'la """" 7:En) .I‘l(to) = o1
et : (3.2.2)
[ 5= a0, 70) | 2alt0) = 700
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3.2. Systéme différentiel du premier ordre

On dit qu’on a dans ce cas un systéme di érentiel du premier ordre. La fonction inconnue

¥1

¢ : I — E est alors notéeg , et on note @ = ) la fonction vectorielle inconnue, les

©n
fonctions inconnues

@; : I — E; étant les n fonctions scalaires composantes de @ .
Le systéeme différentiel est un systéme dit couplé : chaque fonction ¢, inconnue dépend

des autres valeurs inconnues ¢; pour j = 1....n .

(

©1(t) = filt, 21, e, @) ©1(to) = zo1

et

L () = falt 2z, ... , L) L ©n(to) = won

La condition initiale est donc ici un couple (tg, Zp) € I x E telle que la fonction (vecto-
rielle) inconnue cherchée satisfasse a @(ty) = &y. Cette CI (vectorielle) est donc composée
des n CI (to, xo;)-

Et on dit également qu’on a dans ce cas n conditions initiales (une pour chacune des

fonctions ;).

Exemple 3.2.1 Le systéme :

33,1 = 4%1 + 233‘2
xh = 3x1 + 319

Est un systéme différentiel (linéaire) : ici £y = Fy = R ou C.

, . T - fi Ji(t w1, m1) = 4oy + 219 ., ,
Sion pose ¥ = et f= avec on a I’équation
T 2 fo (t, 21, 21) = 321 + 329
x t? x 7:E . . .
différentiel% L= filt,z,m) , i.e. le systéeme différentiel :
T2 fa (t, 21, 71)
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3.3. Equation différentielle linéaire d’ordre n

x) = 4dxy + 2149
xh = 3x1 + 319
a résoudre.
On verra que ce systéme est un systéme différentiel linéaire (& coe cients constants), et

u’on l’écrir u rme matricl :
‘on ’écrira sous la forme matricielle
¥ =A%

ol A est la matrice A = . L’unicité de la solution sera obtenue une fois des

conditions initiales imposées.

3.3 Equation différentielle linéaire d’ordre n

3.3.1 Equation différentielle d’ordre n
A

On regarde le cas particulier d’un systéme di érentiel d’ordre 1 ou f = ' est donnée

Ja

par :

fl(t,l’l, ...... ,ZL’n) = X9
Jo1(t, o, ,Tp) = Ty,
L ot 2, ) = f(t, @1, e , Tp,)

—

Et le probléme de Cauchy @ = f(t,Z) avec C.I. Z(ty) = &y est donc donné par :
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3.3. Equation différentielle linéaire d’ordre n

( (

T =19 z1(ty) = T
et
T =Ty
Lz, = f(t,zy, , Tp) ([ Zn(to) = Zon
On pose alors x = x1, dou 2}, = 2! | = ... = 1’5") = 2(™, et on obtient immédiatement
I’équation différentielle :
(
l’(to) = To1
d"z
prri ft,z, o, ...,z et

L 2" (o) = on
Dite équation différentielle d’ordre n : en particulier, une équation différentielle d’ordre
n posséde n conditions initiales (scalaires).

Réciproquement, étant donnée une équation différentielle d’ordre n sous la forme:
2™ = f(t,x, o xD)

On peut la mettre immédiatement sous la forme d’un systéme différentiel d’ordre 1 : on

dé nit les fonctions f; par :

fl(t,ZL‘l, ...... 71'71) = X9
Jo1(t, @, ,Tp) = Ty,
L ot 2, cxn) = f(t, a2, ... D)

Et le systéme différentiel a résoudre est(3.1.3)(en fait, seule 'inconnue x = z; nous
intéresse).

Donc une équation différentielle d’ordre n est un cas particulier d’un systéme différentiel.

Et la condition initiale est (¢, Zo) = (to, z(to), 24 (t0), ......, 2"V (ty)). On dit aussi qu'on

a n conditions initiales x(ty), 2 (t0), ......, ™ (¢y) (a I'instant ty).
0
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3.3. Equation différentielle linéaire d’ordre n

3.3.2 Equation différentielle linéaire d’ordre n

0
On regarde le cas particulier d'un systéme différentiel d’ordre 1 quand b = ) et
0
b
0 1 0
0 0 10
A= ) ) ou b et les a; sont des fonctions de ¢t . Le systéme
0
—ap, —Gp1 - . . —@
différentiel s’écrit dans ce cas :
¥r=Ar+b ,Ae M,,, s'écrit dans ce cas :
( (
) = a9 x1(to) = zo1
et . (3.3.1)
x| =T,
| 7, = —a1T, — QaTp_1 — ... — Ap_1T9 — apT1 + b L 7n(to) = Ton
En particulier, on a o = 2,23 =a), =2, ......x,_| = :c§”‘1’ et donc I'inconue

x1 =""%° 1 est solution de I'équation différentielle : (™ + a2~ Y + apz(2) +

(
I‘(to) = To1

p_12' + a,x = b et

\ x(nil)(ti)) = Zon

dite équation différentielle (scalaire) d’ordre n avec ses n conditions initiales (les n con-

stantes d’intégration).

Réciproquement, une équation différentielle d’ordre n sous la forme:
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3.3. Equation différentielle linéaire d’ordre n

2 a2V 4 o™ 4 +ap 12 +a,x =0 avec x(ty) = Tor,..ers m(”’l)(to) = ZTon
(3.3.2)
Peut étre mise immédiatement sous la forme du systéme di érentiel d’ordre 1(3.2.1):

pour cela on pose ;1 = x et on introduit (on cherche) également n — 1 autres fonctions

/
j—1

qu’on note xo, ....... , T qui vérifient les equations x; = 2’;_javec pour 2 < j <n — 1 et les
C.I. z;(ty) = zo; (Donc z; est une dérivée de z;_; .)

Et le systeme différentiel a résoudre est(3.2.1) En fait, seule l'inconnue z = x; nous
intéresse, les autres fonctions x; pouri > 2 étant des intermédiaires de calcul.

Interprétation: x; = z est la solution cherchée, solution de (3.2.1), qui peut s’interpréter
comme une trajectoire, i.e.x(t) est la position a 'instant ¢ ; xo = 2’ est la vitesse ; x5 = x"est
I’accélération...

Donc une équation différentielle d’ordre n est un cas particulier d’un systéme différentiel.
Et la condition initiale (tg, Zo) = (to, z(to); 2’ (to), -.-.... , 2" (ty)) est alors équivalente aux

<«n conditions initiales scalaires x(t0); (o), ....... , 2D (t9)>> (& Iinstant ¢y).

Exemple 3.3.1 Soit I’équation différentielle :

23 = a(t)a” + b(t)r' + c(t)x + d(t)

z(0)=a,2(0)=p , 2"(0) =~
ol a, b, c et d sont des fonctions continues sur un intervalle I C R. On renomme x = x;

/

et on introduit Iinconne supplémentaire zotelle query = 2’ = ) (dérivée de x1) et x5 =

xh, =2 = x". On doit donc résoudre : trouver les fonctions z1, xeet x5 t.q. :

T = X9 r1(0) = «
Th = x3 ety x9(0) =j
xh = a(t)xs + b(t)xe + c(t)xy + d(t) x3(0) =~

3
Avec la CI. (0,(a, ,7)), i.e.x1(0) = a,22(0) = S et 23(0) = 7. On obtiendra les
fonctions solutions t — x4 (t),

t — xo(t) et t — x3(t)
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Conclusion

Conclusion

Depuis I'époque de Newtoon, les équation différentielles sont utilisés pour comprendre
les phoenoménes physiques, biologiques et architecturales, est plus de ce elles contribuent a
I’étude ’analyse mathematiques et I’économie et la socialogie .

On dit équatuon différentielle tou équation qui contient des dérivées et ce dernies sont les
innonnues de ces équations, le but de la résolution de ces équations de trouver des primitives
de ces fonctions telles que leurs dérivées verifient ces équations.

Nous souhaiterons a ’avenir, que nous avons présentée sera enrichir a fin d’aider les

étudiants de fin d’étude qui sont intéressé a ce sujet.

49



1]
2]

[10]

[11]

Bibliographie

A R. Forsyth. Theory of differential equations. Part IV, vol. VI. Cambrudge,1906

C.F. Carrier and C.E. Pearson, Partial Differential Equations, 2nd Edition,Academic
Press, Boston, 1988

D. Grigoriev, F. Schwarz. Factoring and solving linear partial differential equations.

Computing , vol. 7 3 , p. 179 — 197, 2004

D . Gilbarg and N. S. Tr udinger , Elliptic Partial Differential Equations of Second
Order. Grundlehren, Vol . 224, Springer Verlag, Berlin, 1983

D.W. Jordan and P. Smith, Nonlinear Ordinary Differential Equations, 3rd Edition,
Oxford University Press, Oxford, 1999

E. Goursat. Le conssur l'integration des équations aux dérivées partielles du seconde

ordre a deux variables indépendants. t . 2 , Paris, 1898 .
E.L. Ince, Ordinary Differential Equations, Dover, New York, 1956.

F. Peng and Z. X. Chen, On the growth of solutions of some second-order linear di

erential equations, J. Inequal. Appl. 2011.

G. Birkhoff and G-C Rota, Ordinary Differential Equations 4th ed., John Wiley &Sons,
1989.

G.STEPHENSON ,mathematical methode for science students ,Longman,1973,london

J.C. Burkill, The Theory of Ordinary Differential Equations, Oliver and
Boyd,Edinburgh, 1956.

50



BIBLIOGRAPHIE

[12] J. Lelong-Ferrand et J.-M. Arnaudies, Cours de mathématiques tome 2, Dunod.

[13] K. H. Kwon, Nonexistence of nite order solutions of certain second order linear di

erential equations, Kodai Math. J.19(1996)

[14] L.C.E vans, Partial Differential Equations . Gr aduate Studiesin Mathematics ,Vol .19,
AMS, Providence , 1991.

[15] M. S. Liu, X. M. Zhang, Fixed points of meromorphic solutions of higher order Linear
di erential equations, Ann. Acad. Sci. Fenn. Math. 31(2006)

[16] M.W. Hirsch, S. Smale and R.L. Devaney, Differential Equations, Dynamical Systems,
and an Introduction to Chaos, 2nd Edition, Academic Press, New York,2004.

[17) V.LLArnold, Ordinary Differential Equations, Second printing of the 1992
edition,Springer-Verlag, Berlin, 2006

[18] W.E. Boyce and R.C. DiPrima, Elementary Differential Equations, 8th Edition, Wiley,
New York, 2005.

[19] W. E. Boyce and R. C. DiPrima, Elementary Differential Equations and Boundary
Value Problems, 7th-9th eds., John Wiley & Sons.

[20] W. Hurewicz, Lectures on Ordinary Differential Equations, Dover, New York,1990.

o1



Abstract

In this note we offered ways to solve the differential equation the first
document , also dealt with solution of ways to solve the differential
equation of the second document ,and finally we have studied the linear
differential equation systems first document.

Key words : problem Cauchy- differential equation the first document-
differential equation of the second document- differential equation systems
first document -homogeneous equation .

Résumeé

Dans ce mémoire on expose dans le premier chapitre les méthode de
résolution d'équation différentielle de premier ordre , et dans le deuxiéme
chapitre on a traité les méthodes de résolution d'équation différentielle de
deuxieme ordre, finalement on a vue des systemes différentielle linéaire de
premier ordre .

Les mots clés : Probleme de Cauchy- d'équation différentielle de
premier ordre- d'équation différentielle de deuxieme ordre- systéme
différentielle linéaire de premier ordre- Equation homogene.
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