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Introduction générale

L’approximation est une partie trés importante en mathématiques. Cela signifie suppri-
mer un grand nombre et les convertir en un entier ou en terminant un nombre décimal. Les
chercheurs ont eu recours aux approximations en raison de la difficulté a résoudre certains
problémes, en particulier les problémes difficiles et non linéaires.

L’une des théories qui peut étre considérée bien ancienne que nouvelle et qui gagne
actuellement une popularité considérable parmi les chercheurs et les mathématiciens et les
mécaniciens est la théorie de la perturbation.

Dans les applications actuelles, certaines considérations nécessitent uniquement 1'utilisa-
tion d'un petit nombre de termes dans I'expansion de la perturbation, mais ’application de
la perturbation simple est problématique si nous voulons calculer une solution uniformément
valide.

Par conséquent, pour structurer une solution uniformément valide, il faut rechercher
une approximation qui élimine les termes & l'origine du probléme (termes séculaires). Une

technique pour éviter la présence de ces termes a été développée par Lindstedt.

Ce travail est divisés en trois chapitres.

e Le premier chapitre est consacré aux notions de base et outils fonctionnels concernant
des différents types des solutions approximatives et la théorie de la perturbation
utilisés dans ce travail.

e Dans le deuxieme chapitre, nous donnons les notions et les propriétés préliminaires
utilisées pour définir et étudier la méthode de perturbation simple et de la méthode

de Lindsetd avec des exemples de base.
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e Dans le dernier chapitre, nous donnons quelques résultats des approximations résul-
tant de la méthode Lindstedt. De plus, nous démontrons des conditions supplémen-

taires d’approximations.



Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre, nous introduisons quelques notions fondamentales sur la théorie des
approximations dans le cas générale et la théorie de perturbation que nous utiliserons dans

les chapitres 2 et 3.

1.1 Approximation d’un nombre

La théorie d’approximation est une partie trés importante des mathématiques. Cela si-
gnifie supprimer un grand nombre de nombres et les convertir en un entier ou en terminant
un nombre décimal. C’est un outil trés utile dans la vie quotidienne, grace a 'approxima-
tion, nous avons pu réduire une énorme quantité d’énormes nombres décimaux en un entier
composé de 5 ou 6 nombres, ainsi que nous pouvons estimer le montant d’argent et le temps

et les distances approximatifs.

1.1.1 Utilité d’approximation

Lors de I'arrondi d’'une décimale, nous supprimons une partie décimale. Par exemple, un
nombre comme 2,9848425 est considéré comme un trés grand nombre pour que nous puis-
sions le lire. En gros, nous pouvons le lire facilement et supprimer tous ces chiffre jusqu’a
ce que le résultat devienne 3. Sans I’approximation, nous aurions vécu une vie pleine de
nombres décimaux que ’on ne peut pas lire.

Quelques exemples
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o m o~ 3.141592654...
o ¢l ~ 2.71828183
o /2 ~ 1.414213562...

1.2 Droite asymptotique

On suppose que f: R =R, a,b € R.
e On dit que la courbe C} de la fonction f admet un asymptote verticale z = a

si limf(z) = oo.
T—a

FIGURE 1.1 — Asymptote verticale d’'une fonction f.

e On dit que la courbe Cy de la fonction f admet un asymptote horizontale y = b si

lim f(x) = b.

T—00

FIGURE 1.2 — Asymptote horizontale de la fonction f.

e La courbe représentant la fonction f accepte une sous-section infinie dont nous consi-

dérons la courbe en calculant le terme suivant lim @ si lim f(z) = oo.
T—r00 T—00
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1.3 Approximation d’une solution d’équations non linéaire

L’objectif de cette section est d’identifier certaines méthodes numériques en trouvant des
solutions approximatives pour des équations de la forme f(z) = 0, avec f est une fonction

non linéaire, voir [3].

1.3.1 Théoréme des valeurs intermédiaires

On considére une suite croissante finie x;, ¢ = 0, 1, ..., n de valeurs de z telle que = € [a, b].

Si f est continue et f(a)f(b) < 0, alors il existe entre a et b au moins une racine de f.

Exemple 1.3.1. Le polynéme P défini par : P(z) = 2* — 23 — 22 + T2 — 6 a au moins deux

racines réelles oy €] — 3, —1[, az €]0,2[ car :

P(—4) = 270, P(=3) = 72,P(—1) = —12, P(0) = —6,P(2) = 12 et P(3) = 60,. ..

Soit on trace (expérimentalement ou par étude de variations de f ) le graphe de la fonc-
tion f et on cherche son intersection avec 'axe (O,).
Soit on décompose f en deux fonctions f; et fo simples a étudier, telles que f = f; — fo, et on
cherche les points d’intersection des graphes de f; et fo, dont les abscisses sont exactement

les racines de f.

Remarque 1.3.1. On choisit souvent fi et fo de facon que leurs courbes soient des courbes

connues.

1
Exemple 1.3.2. La fonction f définie par : f(z) = Inx——, x €]0,+00] a une racine unique
x

dans Uintervalle [2,3]. En effet; posons fi(z) = Inz et fo(z) = i .
Alors f(x) =0 <= fi(x) = fo(x) et d’apres le graphe 1.5.1
5 5
G(fl) n G<f2> = (Oé,f(Oé)),Ck € [Zv 5]
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2
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FIGURE 1.3 — L’intersection des fonctions f; et f.

1.3.2 Meéthode de dichotomie

Cette méthode est utilisée pour approcher les racines d’une fonction continue f : R — R.
S’il existe a,b(a < b) avec f(a)f(b) < 0, on sait alors qu'il existe au moins une racine « de
f dans l'intervalle ]a, b|.

La méthode de dichotomie (aussi appelée méthode de bisection) consiste a diviser en deux
un intervalle donné, et a choisir le sous intervalle ou f change de signe, voir [1].
Plus précisément, si on note Ig) =|a, b] et I le sous-intervalle retenu a I’étape k, on choisit
le sous-intervalle /41y de Iy pour lequel f a un signe différent a ses deux extrémités. En
répétant cette procédure, on est assuré que chaque I(;) ainsi construit contiendra une racine
«. La suite z(;) des milieux des intervalles I(;) convergera vers a puisque la longueur de ces
intervalles tend vers zéro quand k tend vers 'infini.
La méthode est initialisée en posant

(ap + bo)

ap = a,by = b, Iy Z]ao,bo[, Ty = T

En chaque étape k£ > 1, on choisit le sous-intervalle I(y) =]am), ba[ de Lx—1) =lag—1y, br—1)[
comme suit
(ak-1) + be-1))

2
o Si f(x@x-1)) = 0. alors & = w1 et on s’arréte.

étant donné xg_) =

oSi f(a(k_l))f(x(k_l)) <0 poser a(r) = a(k—1), b(k) = T(k-1)-
eSi f(x(k—l))f(b(k—l)) <0 POSEer (k) = T(k—1); b(k) = b(k—l)-
agk) + by
2
Par exemple, dans le cas présenté sur la Figure 1.3.2, qui correspond a f(z) = 2% — l,en

On définit alors z(;) = et on incrémente k de 1.
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prenant ay = —0.25 et by = 1.25, on obtient
[(0) :] - 0.25, 1.25[, L) = 0.5.

I(l) :]0.5, 1.25[, Ta) = 0.875.
I12) =]0.875,1.25], () = 1.0625.
I3 =]0.875, 1.0625], (3, = 0.96875.
Remarquer que chaque sous-intervalle /(;) contient le zéro a. De plus, la suite (24)i>1
converge nécessairement vers o puisqu’a chaque étape la longueur || = by — agy de
Iy est divisée par deux. Comme |I()| = (1/2)¥|I(g|, Verreur a I'étape k vérifie

1 1 k+1
e = oy~ al < 311wl = (5) 6-a)

Y o

F

7w
ol 2@ ey 22 (0

o T
1]
!
| 2 :
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FIGURE 1.4 — Quelque itérations de la méthode de dichotomie

Exemple :
Soit f(z) =ze®* —1,Vz € [0,1] CR
1- Prouver que f admet une seule solution dans [0.1].
2- Trouver la solution approximative o a I'aide de 1072 en utilisant la méthode de la dicho-
tomie 7

1- On sait que f est continue et croissante sur [0.1], (car: f'(z) = e"+xe® = e*(1+x) > 0).
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De 14, selon le théoréme des valeurs intermédiaires, f(z) admet une seule solution « sur [0.1]

2-1 On a ,
b, —a =2 b—a
E@)~|r, —of < >2—" =2 =
(1) [ —af < 2T = E 000

et a=0,b=1 ,donc

Nb—a 1-0 1

E(LU) T o9n+l o on+1 - on+1°

2-2 Pour que la précision 1073 soit suffisante

1 -3
E(z) ~ St <10
Alors
2n+1 2 103
Donc

n2" > In10°.

= (n+ 1)in2 > 3In10.
3In10
> —

n > 3 1.
Il suffit de prendre
n = {31”10 - 1} +1.
In2
n Qn bn Ty, f(@n)
0 0 1 0.5 f(zo) <0
1 0.5 1 0.75 f(z1) >0
2 0.5 0.75 0.625 f(zg) >0
3 0.5 0.625 0.5625 flzs) <0
4 0.5625 0.625 0.59375 | f(z4) >0
5 0.5625 0.59375 0.578125 | f(z5) >0
6 0.5625 0.578125 | 0.5703125 | f(xzg) >0
7 0.5625 0.5703125 | 0.56640625 | f(x7) <0
8 | 0.96640625 | 0.5703125 | 0.52835937 | f(zs) >0
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1.3.3 Théoréme du point fixe

On suppose que f ne posséde qu'une seule racine, notée a sur [a, b].
Principe de cette méthode, voir [1] :
On remplace I’équation f(x) = 0 par une équation équivalente = = ¢(x) ol ¢ est continue,

et on construit la suite récurrente définie par

Zo € [(l, b]7
Tpy1 = ¢(l‘n), n = 0.

Avec l'espoir que la suite (x,) converge vers la solution o du probléme posé.

Proposition 1.3.1. Considérons la suite (1.1)
1) Supposons que ¢(x) est continue sur [a,b] et telle que ¢(x) € [a,b] pour tout x € [a,b],
alors il existe au moins un point fize o € |a, b].
2) De plus, st L < 1t.q.|p(x1) — p(x2)| < L|xy — x9|V21, 29 € [0, b], alors ¢ admet un unique
point fize o € [a,b] et la suite définie converge vers «, pour toute donnée initiale xo dans

[a, b].

Remarque 1.3.2. Ou en d’autre termes

Va € [a,b] / |¢/(z)] < L telle que : (0 < L < 1) et ¢ € c*([a,b]).

Application :
Etude de quelques cas (suivant ¢)
Les exemples qui suivent montrent que les transformations en = = ¢(z) aboutissent & des
comportements différents :
1. Si f(z) = 2% 4+ 3¢” — 12 = 0, on peut 'écrire sous les différentes formes :
= ¢1(x),z € R.
= ¢o(x),x € R.
* o= /12 — 3e* = ¢3(1),r < Ind.
* o =In(152) = gu(r), —2v/3 < < 2V/3,

2. Soit f(x) = 2% — 62 + 8 = 0. Cette fonction admet deux racines :a; = 2 et ap = 4. On

peut écrire 'équation f(z) = 0 sous les deux formes suivantes :



Chapitre 1 Approximation D’une Solution D’équations Non Linéaire

i) x = x26+8 = ¢1(z) et ii) x = /6 — 8 = Py(x).

Cas i) : ¢\ ()| =2 <1 = |2 < 3,

alors la méthode du point fixe correspondante converge vers oy = 2 si on prend, par exemple
la,b] = [1, 3].
eeN ’ . 7 .
Cas ii) : |py(2)| = |\/%778] <l= 1> 282
alors la méthode du point fixe correspondante converge vers o« = 4 si on prend, par exemple

la,b] = [3,5].

1.4 Interpolation et approximation polyndémiale

Les fonctions les plus faciles & évaluer numériquement sont les fonctions polynémes. 11
est donc important de savoir approximer une fonction arbitraire par des polynomes. Dans
ce cadre, I'un des outils de base est la méthode d’interpolation de Lagrange, voir [6].
Notations :

Dans toute la suite, on designera par P, ’espace vectoriel des fonctions polynomes sur R a
coefficients réels, de degré inférieur ou égal & n; on a donc dimP, =n + 1.
Par ailleurs, si f est une fonction définie sur un intervalle [a,b] C R & valeurs dans R ou C,

la norme uniforme de f sur [a, b] sera notée || f [|ja,5= sup,epy | f(7) | -

1.4.1 Interpolation de Lagrange
Polynoéme d’interpolation

Soit f : [a,b] — R une fonction continue. On se donne n + 1 points g, x1, ..., , de

'intervalle [a, b]. 11 s’agit de construire un polynéme P de degré inférieur ou égal a n tel que

Vi=0,1,2,...n, p(z;) = f(x;) (1.2)

Théoréme 1.4.1. [l existe un seul polynoéme de degré inférieur ou égal a n solution de (1.2).

Le polynome s’écrit

Pn(2) = Zf(l‘i)Li(l‘), (1.3)

10
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TR § RCa (1.4
k=0, ki (i — )

ou le produit correspond aux les indices k tels que 0 < k < n, k # 1.

1l est clair que L; € P, et que

Li(zr) =0 si k#1,
Li(zx)=1 st k=i.

Définition : Le polynoéme p, est appelé polynéme d’interpolation de Lagrange de la
fonction f aux points xg, x1, ..., T,.

Les polyndémes L; sont appelés polynémes de base de Lagrange associés a ces points.

Théoréme 1.4.2. Le probléme d’interpolation
pul@i) = f(x:), 0<i<n, (1.5)

admet une solution et une seule, donnée par la formule suivante
pu(x) = f(a:)Li(x), pn € Pa, (1.6)
i=0

Démonstration 1.4.1. Existence : On vérifie directement que le polynéme donné par(
1.6) est solution de (1.5) (on utilise le fait que Li(x) = di1).

Unicité : Soit Q) un autre polynoéme solution. Alors Vi =0,1,....,n

Q(z;) — P(x;) = 0. Ainsi Q — P est un polynome de degré inférieur ou égal a n s’annulant

enn+ 1 points. Il est donc identiquement nul.

Exemple 1.4.1. Interpolation linéaire. On applique (1.3) avec n =1 pour trouver
(z —x1) (z — o)
Pi(z) = f(xg) ——= + f(x) ——=
1(z) = f( 0)(1;0—1:1) f( 1)(1-1—:):0)

Cect s’écrit encore
f (%) - f (350)

T1 — To

pi(w) = f(zo) + (z — 20).

Remarque 1.4.1. La formule (1.6) du polynéme d’interpolation est intéressante au point
de vue théorique, mais peu du point de vue numérique : elle a un caractére peu algorithmique.

De plus, son évaluation requiert trop d’opérations élémentaires.

11
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On préfére la formule de Newton qui consiste a écrire le polyndéme d’interpolation P,

aux points zg, x1, ..., T, sous une forme généralisant (1.6) sous la forme
po(x) = af + af(x — xo) + ... +an(x — xo)(x — 1)...(x — Tp_1).

Notons d’abord que tout polynéme de degré inférieur ou égal & n peut se mettre sous cette

forme dés que les x; sont tous distincts. L’avantage de cette écriture est que la partie tronquée
ap + aj(z — xg) + ay(x — xo)(x — 1) + ... +ap(z — x)(x — x1)...(T — T,_2).
n’est pas autre chose que
Poi(x) =ap 2 +at o — o)+ ...+ a3 (x — x0). (T — Tpa).
en effet, il s’agit d’un polynome de degré inférieur ou égal a n — 1 tel que
Vi=0,1,....,n—1, pu(x;) = f(z3).

Donc, connaissant p,,_1, il suffit de calculer a!' pour connaitre p, (al est aussi le coefficient

de z,, dans p, écrit sous forme usuelle). Les a’, sont donnés par la formule de Newton.

Théoréme 1.4.3. Interpolation de Newton
Le polynome d’interpolation de Lagrange de la fonction f aux points distincts xg,x1, ..., T,

est donné par

po(x) = Z flzo, z1, ..., 2] 1:[(95 — Ty)

ou f|.] désigne les différences divisées de f définies par :

Vi=0,..n, flz]=f(z:),

et

flxo, T, .oy x| = Sl ""x’ik__fzo, ...,xk,l]‘

Remarque 1.4.2. Par convention

12
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1.4.2 Formule d’Erreur

L’erreur d’interpolation est donnée par la formule théorique suivante

Théoréme 1.4.4. Théoréme de Rolle
On suppose que f est n+ 1 fois dérivable sur |a,b[. Alors pour tout x € [a,b], il existe un
point &, €| min(z, z;), max(z,z;)| tel que i =0...n+ 1.

@)

A(x) = f(z) — palr) = m

avec
n

Mo (2) = [« - ).

J=0

On a besoin du lemme suivant, qui découle du théoréme de Rolle.

Lemme 1.4.1. Soit g une fonction p fois derivable sur ]a,b[.On suppose qu’il existe p + 1
points cg < ¢1 < ... < ¢, de [a,b] tels que g(c;) = 0. Alors il existe & €|co, cp| tel que
g (&) =0.

Ce lemme se démontre par récurrence sur p. Pour p = 1, c’est le théoréme de Rolle.
Supposons le lemme démontre pour p — 1. Le théoréme de Rolle donne des points 7y €
lco, e1ls ooy Yp—1 €]ep—1,¢p[ tels que ¢'(y;) = 0. Par hypothese de récurrence, il existe donc

&€ €70, Yp—1[Cleo, ¢ tel que (¢)PV (&) = g@ (&) = 0.

Démonstration 1.4.2. @ Si x = x;, on a Il,,11(z;) = 0, tout point &, convient.

® Supposons maintenant x distinct des points x;.

Soit pr1(t) le polyndme d’interpolation de f(t) aux points x, g, ..., Tni1, de sSorte que pyi1 €
P,1.Par construction f(x)—pp(x) = ppi1(z) —pn(x). Orle polynome p,1 —py est de degré
<n+1 et s‘annule aux n + 1 points xg, 1, ...,T,. On a

donc

Prt1(t) — pu(t) = eIl 11 (t), c € R.

Considerons la fonction

9(t) = f(t) = pnia(t) = f(t) = pa(t) — cllnya (2).

13
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Cette fonction s’annule en les n + 2 points x, xg, T1, ..., x, donc d’aprés le lemme il existe

¢, €] min(z, x;), max(x, z;)[ tel que g™V (&,) = 0. Or

pt =0,

nesy = (n+1)!
On a par consequent g™ (&,) = fT(&,) —c.(n+ 1)1 =0, d'ou

Fr9(E)

mnn_H (x)

f(@) = pu(@) = poya(2) = pa(x) = cllppa(2) =

En prenant la borne supérieure de la valeur absolue des deux membres dans la formule
, ) culior -
d’erreur, on obtient en particulier :

If=pnl< i T SO0

1
(n+1)!
Ces formules montrent que la taille de l'erreur d’interpolation f(x) — p,(x) depend a la

fois de la quantite || f™+Y ||, qui peut étre grande si f oscille trop vite, et de la quantite

| 41 ||, qui est liée & la répartition des points z; dans 'intervalle [a, b].

Exemple 1.4.2. Trouvez la limite de polarisation pour la fonction f en utilisant la méthode

de Lagrange, ou f est connu comme suit

flz) |1

DN |k

L NI

La solution

Tout d’abord, nous recherchons des polynomes de Lagrange pour ly, 1, lo

(z — ;)
lo(z) = ]-]:21
j—1(IO — ;)
(x —x1)(x — 29)
B (2o — 21)(z0 — T2)
_@-Ya-)
0-1)0-3)
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Donc

et on a

Donc

et on a

donc

Alors

donc

lo(z) = 82 — 61 + 1,

j=2
I (=)

Li(z) = J?i’;#
(z1 — 5)

J=0,j#1

lL(z) = —8(22% — 1) = —162° + 8,

j=1
[1(z— )

lr(z) = j]::lo
(z2 — ;)

=0

0

lo(z) f(x0) + Li() f (1) + la(2) f(22)

= (82° — 67 + 1) + 2(—162% + 8z) + 3(82* — 27),

Py(x) =4z + 1.
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Exemple 1.4.3. Soit

8
o |+
—_

1. On a )
lo(z) = & _Z$+6,
et
o) = (x — xo)(x — 29)
h(@) = (71 — 20) (21 — T2)
_ (x —1)(x — 3)
2-1)2-3)
= Iy(z) = —2® + 4a + 3,
et ) )
o) = (x — xo)(x — 2
hiz) = (z2 — o) (2 — 1)
_ (x —1)(x —2)
B-1)B-2)
S ly(r) =~ _2“2
Alors

1 2 3
= Z(aﬂ —5x+6)~|—§(—m2+4x—3)~|—§(x2 — 3z +2).

—a? + 7+ 6
= Py(z) = — o1
2. Calculez la valeur approximative au point 1.5

—(1.5)2 +7(1.5) + 6
24

F(1.5) = Py(1.5) =  (.59375
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3. Trouver 'approximation d’erreur

E(1.5) =| f(1.5) — Py(1.5) |

1.5
=l 15 — 059375 |
=| 0.6 — 0.59375 |

donc

E(1.5) = 0.00625.

Dans la section suivante, nous présentons tous les concepts et définitions dont nous avons

besoin dans notre sujet de théorie de la perturbation.

1.5 Théorie des perturbations

1.5.1 Introduction

Le développement de la théorie de 'influence des petites perturbations sur les solutions
des équations différentielles a commencé au XVIIe siécle. Etant donné que la théorie des
perturbations de Poincaré (vers 1900) est de plus en plus florissante avec de nouvelles idées
et des applications fondamentales importantes.

Tout d’abord, nous donnons quelques exemples du problémes de perturbations.

1.5.2 Quelques Exemples

Exemple 1.5.1. Un exzemple simple d’une perturbation naturelle, voir [4]. Considérons une

oscillation harmonique, décrite par ’équation
I+x=0, (1.7)

Ueffet du frottement a été négligé (en pratique la friction sera toujours présente). Si ’oscil-

lateur tel que le frottement est petit, un modéle amélioré pour les oscillations est donné par

17
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[’équation

T+er+x=0. (1.8)
Le terme ex s’appelle " terme de frottement” ou "terme d’amortissement” et ce terme par-
ticulier la forme du terme de frottement repose sur certaines hypothéses concernant la mé-
canique de frottement. Le parametre € est assez petit i.e 0 < € << 1. Si on met e = 0
dans léquation (1.8), on récupére ’équation originale (1.7); nous appelons l’équation (1.7)
" probleme non perturbé ".
L introduction de petites perturbations déclenche qualitativement et comportement quantita-
tif des solutions qui divergent énormément du comportement des solutions du probléme non

perturbé. On peut l'observer déja dans l’ezemple simple de ['oscillateur amorti décrit par

I’équation (1.8).

Exemple 1.5.2. Nous allons montrer maintenant que dans le cas de solutions bornées, la
différence entre les solutions du probléme perturbé et du probléme non perturbé peut étre

considérable, voir [/].
T+ (146’ x=0, 2(0)=0,z=1 (1.9)

La solution est

1
x(t) = T 6sin(l + €)t.

Le probléme non perturbé est
y+y=0, y0)=09(0)=1 (1.10)

Avec la solution y(t) = sint. Le lecteur doit analyser la différence x(t) — y(t). Les solutions
sont proches depuis longtemps, mais si on attend assez longtemps, prenez par exemple

t =m/(2€), la différence devient considérable.

Cet exemple pour illustrer qu’en construisant d’approximation de solution de probleme de
valeur initiale, il faut indiquer sur quel intervalle de temps on cherche une approximation.
Dans de nombreuz cas, nous voudrions que cet intervalle de temps soit aussi grand que pos-
sible.

Nous allons maintenant introduire un certain nombre de concepts qui nous permettent d’es-

timer les fonctions vectorielles en fonction d’un petit parametre €.
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1.5.3 Développement simple

Considérons la fonction vectorielle f : RxR" xR — R", la fonction f (¢, z, €) est continue
dans les variables t € R et x € D C R, € est un petit parameétre.

La fonction f a une développement de Taylor par rapport a €, nous avons

f (t,ZL‘,E) = f (t,l’,O) + Efl (t,ZL‘) + €2f2 (t,l’) +oe Enfn (t,[[’) +... (111)
avec les coefficients fi, fo,... dépendent de ¢ et x. Les expression €, €2,...,€", ... sont
appelés les fonctions d’ordre.

Le plus souvent, nous ne connaissons pas explicitement la fonction vectorielle, par exemple

car il a été défini implicitement comme la solution d’une équation avec des conditions (ini-

tiales).

Remarque 1.5.1. Tres souvent, nous chercherons une développement de la forme

f(t,z,€) Za ) fo (¢, 2) , (1.12)

dans lequel 6, (¢),n =0,1,2,... sont des fonctions d’ordre.

Définition 1.5.1. La fonction § (€) est continue, positive dans (0, €,], et monotone décrois-

sante telle que ling J (€) existe lorsque € tends vers zéro ; 6 (€) est appelé une fonction d’ordre.
e—

Dans le cas du développement de Taylor, les fonctions d’ordre qui ont été utilisées sont
{e"} oo
D’autres exemples de fonctions d’ordre sur (0, 1] sont
eline)], [sin(e)] e~ <.

Trés souvent, nous comparons des fonctions d’ordre selon leurs vitesses de convergence vers

2

zéro, comme lorsqu’on dit €* va plus vite vers zéro que €?; pour cette comparaison, nous

utiliserons le symbole O de Landau.

Définition 1.5.2.

a) 01 (€) = O (62 (€)) lorsque € — 0 s’il existe une constante k telle que

01 (€) < k(09(€)) lorsque € — 0.

19



Chapitre 1 Approximation D’une Solution D’équations Non Linéaire

b) 61 () = 0(d2 (€)) lorsque € — 0 si

lz'm(s1 (€)

€0 0y (e) =0

Remarque 1.5.2. Si la limite lm&?;gg =k existe, alors on a 0, (€) = O (2 (¢)) .
e—

Exemples
' =0 (€%) lorsquee — 0, sin(e) = O (€) lorsquee — 0, € |lne| = o (1) lorsquee — 0.

Dans la théorie des perturbations, nous omettons généralement l’expression

"lorsque € — 0", car c’est toujours le cas & considéré.

1.6 Solutions périodiques d’équations différentielles li-
néaires

Nous abordons maintenant la question : dans quelles conditions une équation différen-

tielle a-t-elle une solution périodique ?

Définition 1.6.1. Le systéeme
r = A(t)x (1.13)

avec A(t+T) = A(t), Vt, T > 0 est appelé non critique par rapport a T.

Le systeme (1.13) n’admet pas de solution périodique de période T' autre que la solution zéro.

Théoréme 1.6.1.
' = A(t)x + p(t) (1.14)

tgs p: (—o00,4+00) = R, A et p sont continus sur (—oo, +00), les deux sont périodiques de
période T et soit (1.13) non critique par rapport a T. Alors (1.14) a une solution périodique

unique de période T .

Preuve. La preuve est bien détaillée dans [2]. O
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Chapitre 2

Solutions des systémes perturbés non

linéaires

Dans ce chapitre, nous déterminons les solutions des systémes perturbés non linéaires,

en utilisant deux méthodes; la perturbation simple et la méthode de Lindstedt.

2.1 Perturbation simple
Considérez le probléme de la valeur initiale
= f(t,x,e), x(0)donné,

out>0, ze D CR".

Si nous pouvons développer f (¢, x,€) dans une série de Taylor par rapport & €
f(t,z €)= fo(t,x) +efi(t,x)+e ...,
alors on pourrait supposer qu’il existe une expansion similaire pour la solution
x(t€) =xo(t) +exy (1) +€. ...

Il semble naturel de s’attendre a ce que I’expansion formelle représente une approximation
asymptotique de la solution. Nous montrerons que c’est correct, mais seulement dans un

sens trés restreint.
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La procédure générale de 'approximation simple consiste a substituer a 1’équation, a dé-
velopper en puissances de €, et mettre tous les coefficients des pouvoirs de € égal & zéro.
Cela donne un systéme d’équations différentielles linéaires non homogénes que nous pouvons
résoudre récursivement, voir [4].

On donne des exemples simples pour bien I'illustrer.

Exemple 2.1.1. Soit I’équation différentielle non linéaire suivant :

d2
d—tf Yy 2y’ = 0. (2.1)

Supposons que la solution de cette équation de la forme suivant

y(t,€) = yo(t) +eya(t) + ... (2.2)

La substitution de (2.2) dans l’équation (2.1) donne

d*y 3 2 d*ys 2 .
—+y0 +€ W—i—yl—FQyo +6y0 +e€ W+y2+6yo y1+6y1 +...=0. (23)

Nous égalons tous les coefficients des différentes puissances de € a zéro, on obtient alors le

systéme suivant

d2y0
—_— =0. 2.4
dt2 +y0 ( )
d2
Wy; +y1 = —2yo° — 6. (2.5)
d*y
W; +y2 = =6y (ycz) - 1) : (2.6)
d"yn
12 +yn:Fn (y()vyla--'vyn—l)a (27)

ot F), est une fonction polynomiale cubique en ses arguments. Notons que ce systéme d’équa-
tions peut étre résolu de maniére récursive, c’est-a-dire que la détermination de vy, nécessite
seulement la connaissance des fonctions y,, pour 0 < m <k — 1.

On peut résoudre ces équations avec les conditions initiales

dy (0)
y(0)=4, == =0, (2.8)
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anst,

Yo (0) = A, y; (0) =0 pour 0> 1,

2.9)
d (
%T(O) =0, pour k> 0.
La solution de (2.4) avec les conditions (2.9) est

Yo (t) = Acost. (2.10)

En substituant ce résultat dans le coté droit de ’équation (2.5) on obtient

d2 A3
Wy; +y1 = —2u0° —6yg = —2A% cos®t —6A cost = —5 (3cost + cos3t) —6Acost. (2.11)

La solution particuliére de cette équation est

A3 3A3
yip(t) = —=)cos3t— | — | sint — 3Atsint. (2.12)
16 4
Par conséquent, la solution générale est
, A3 343\ )
y1 (t) = Cicost + Cysint + 16 ) ©° 3t — v sint — 3Atsint. (2.13)

Les conditions initiales, spécifiées par les équations (2.9), permettent de déterminer les

constantes arbitraires Cy et Cy, on obtient C; = (—A3/32) et Cy = 0, ainsi y,(t) de-

vient
A3
Y1 (t) = (1_6) (cos 3t — cost) — 3Atsint. (2.14)
Ainsi, pour Uordre €, la solution perturbé de premier ordre de [’équation (2.1) est
A3
y(t,e) = Acost + € [(1_6> (cos 3t — cost) — 3At sint| . (2.15)

Cependant, la solution (2.15) montre que yi(t), (le terme de correction de la fonction
périodique yo(t) est supposé petit) est non seulement non périodique mais de plus non borné
lorsque t — oo. Ainsi, une application directe de (2.15) conduit & des difficultés si on veut
calculer des approrimations des solutions analytiques et périodiques d’équations différen-

tielles non linéaires de la forme donnée par (2.1).

Exemple 2.1.2. [7] Soit I’équation differentielle siuvant :

T+x=e—x+ 1%, (2.16)
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avec les valeurs initiales x (0) = A, # (0) = 0.

On suppose que la solution de (2.16)est sur la forme suivant :

w(t,€) = zo(t) + exy(t) + Exa(t) + . .. (2.17)

On substitue ’équation (2.17) dans (2.16) :

(.CI;“.Q+€(’£..1+€2$“2+...)—|—(x0+6$1+62$2+...)

:6[—(m’0+ex'1+62x'2+...)+(x0+6x1+62$2+...)2}-

On compare, on trouve

T+ 1 =29+ x5, x1(0) = 0,2,(0) = 0. (2.19)
.7;"‘2 + Ty = —1:1 + 2.2130331, .TQ(O) = 0, 332(0) = 0. (220)

Sachez que la solution de (2.18) est
xo(t) = Acost. (2.21)

Nous commencons a résoudre ’équation (2.19)

. , , 1 + cos 2t , A2 A2
14+ 21 = Asint + A% cos’t = Asint + A? <T) = Asint + - + - cos 2t.
La solution particuliére de cette équation est
A 2 A2
z1,(t) = 5 cost + 5 ~ g °os 2t. (2.22)
Par conséquent ,la solution générale est
A A2 2
x1(t) = Cycost + Cysint — Ecos.tjL 5 = FCOS%' (2.23)

Les conditions initiales, spécifiéés par les équations (2.19), permettent de déterminer les

constantes arbitraires C et Cy ; telles que C, = —(A?/3) et Cy = (A/2), ainsi x1(t) devient
A? A? A2

A A
x(t) = —?cost—i-asint—Etcost—l—T—FcosZt. (2.24)

Ainsi, pour lordre €, la solution perturbé de premier ordre de [’équation (2.19)est

A? A A 2 2
x(t,e) = Acost + € <—?cost—i— Esint— 5tcost—|— 5 = FCOS%) :
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Exemple 2.1.3. [7] Soit I’équation différentielle

T+ (14 2ecos2t)x =0, x(0) = A,z(0)=0. (2.25)
Supposons que la solution soit de la forme suivant
x(t,e) = wo(t) + exy(t) + ... (2.26)
La substitution de(2.26) dans [’équation (2.25) donne
(Zo + o) + € (21 + 1 + 270c082t) + € (g + x5 + 271c082t) + - -+ = 0.

Nous égalons tous les coefficients des différentes puissances dee a zéro, on obtient alors le

systéme suivant

1+ x1 = —2x9c0s2t, x1(0) = 0,21(0) = 0. (2.28)
To + X9 = —2w10082t,  19(0) = 0,25(0) = 0. (2.29)

Il est clair que la solution de (2.27) est
xo(t) = Acost.

Résous ’équation (2.28)

Ty + x = —2Acostcos2t = —A(cos3t + cost).
La solution particuliére de cette équation est
A A
z1,(t) = gcos?)t — Etsint. (2.30)

Donc, la solution générale est

A A
x1(t) = nycost + nasint + gcos?ﬂf - Etsint. (2.31)
Les conditions initiales, spécifiéés par les équations (2.28), permettent de déterminer les

constantes arbitraires ny et ng ; telles que ny = —(A/8) et ny = 0, ainsi x1(t) devient

A A A
x(t) = —gcost + §0053t — Etsz'nt, (2.32)

donc la solution approximative d’ordre un d’équation differentielle (2.25) est
A A A
x(t,€) = Acost + € (—gcost + g.cos?)t — Etsmt) :
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2.2 Méthode de Lindstedt-Poincaré

Dans cette section, nous montrerons comment trouver des approximations de séries
convergentes de solutions périodiques en utilisant le théoréme d’expansion et la périodi-
cité de la solution. Cette méthode est généralement appelée d’aprés Lindstedt-Poincaré, elle

est aussi appelée méthode de continuation, voir [§].

2.2.1 Termes séculaires

Pratiquement, plusieurs considérations concernant le temps et/ou le calcul oblige d’uti-
liser qu’un petit nombre de termes dans 1’expansion de perturbation.
Les calculs dans 'exemple précédent montrent que 'utilisation d’une solution de la forme
donnée par 'expansion ne donne pas une approximation de la solution analytique et pério-

dique de I’équation,si seulement un nombre fini de termes est retenu.

Définition 2.2.1. Les termes tels que t™cos (pt) ou t"sin (nt) ou m,n € N*, p € N sont

appelés termes séculaires.

Ces expressions apparaissent parce que I’expansion n’est pas uniformément valide. L’exis-
tence de telles expressions fait perdre la périodicité de I'expansion donnée par quand seule-
ment un nombre fini de termes est utilisé. Par conséquent, pour construire une solution

uniformément valide,il faut chercher une approximation qui élimine les termes séculaires.

Une technique pour éviter la présence de termes séculaires a été développée par Lindstedt-
Poincaré. Plus tard,Poincaré a prouvé que les expansions obtenues par la technique de
Lindstedt-Poincaré sont a la fois asymptotiques et uniformément valables. Bien que la mé-
thode de Lindstedt-Poincaré donne des expansions asymptotiques uniformément valables
pour les solutions périodiques d’oscillations faiblement non linéaires,c’est-a-dire 0 < € < Cf,

la technique ne fonctionne pas si I'amplitude de 'oscillation est en fonction du temps.

Dans le paragraphe, on présente le principe de la méthode de Lindstedt-Poincaré. Il

montre comment les solutions approchées de I’équation peuvent étre uniformément valables.
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2.2.2 Principe de la méthode de Lindstedt-Poincaré

Dans ce partie, nous donnons une méthode pour obtenir des solutions uniformément
valides de I’équation différentielle non linéaire.

Soit I’équation différentielle suivant

d*y dy
—_— = el (y, —). 2.
y(0,¢) = A, (dy/dt)(0,¢) =0, 0<e<<1

Si € = 0 nous obtenons le probléme non perturbé suivant :

d*y

L’essence de la méthode est d’introduire une transformation de la variable indépendante.
Cette transformation nous permettra d’éviter 'occurrence de termes séculaires dans les so-
lutions d’équations des séries de perturbations (2.33), voir [12].

L’idée fondamentale est venue de I'astronome Lindstedt-Poincaré et est basée sur 1’obser-
vation que l'un des effets du terme non linéaire dans ’équation (2.33) est de changer la
fréquence du systéme de la valeur linéaire wy = 1 & w(e). Pour tenir compte de ce change-
ment de fréquence, une nouvelle variable § = wt (lorsque € est nul, la solution périodique
résultante a une fréquence unitaire ;si € est non nul et petit, alors la fréquence dépend de €
et est proche de 'unité si y(t) a la période 27 /w(€), puis en mettant § = wt. nous obtenons
une nouvelle fonction y(6) avec la période 27) est introduite, et les deux y et w sont étendus

en puissances de € comme suit :

y(0.€) = yo(0) +eya(0) + -+ + "yn(0) + . .., (2.35)
we)=1+ew +-+€w,+..., (2.36)

ol a ce point les w; sont des constantes inconnues.

On introduit les notations suivantes

. dy . d?y
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N OF(y,9) - OF (y,9)
F = —" E; = —F . 2.3b
v (U, 9) 9y i (0, 9) 9 (2.3b)
Onaf =wt
dy _ dy _ldy
o d(wt)  wdt
dy _dy
- — =, 2.
it~ “dp (2:37)
d?y d (dy 1 d%y
ey _ 2 () _ 29 2.
TG b (de) 2 di? (2.38)
Mettre 6 = wt alors I’équation (2.33) devient
2
WQ%(G, €) +y(f,e) =eF (y,w%) (2.39)
= WYty =€l (y,wy), 0<e<<1, (2.40)

ou y(0,¢) = A, y(0,¢e) = 0. Lorsque nous substituons I’expansion (2.35) a '’équation (2.40),

on obtient
(1 + ewr + 2wy + Ewg + )2 (y”o + eyr + €2ys + Ey3 + ...)—i—(yo +eyr + 2yy + Y3 + ) =eF (y,wy) .

les coefficients des différentes puissances de € sont égaux a zéro, alors on a

Yo + Yo = 0, (2.41)
th+y1 = —2wiyo + F (Yo, Yo) , (2.42)
Yo + Yo = —2wiY1 — (W% + 2w2) Yo + Fy (Yo, 90) y1 + Fy (Yo, %o) (W1o + 41) , (2.43)
Y3 + ys = G3(Yo, Y1, Y2; Yo, Y1, Y2), (2.44)

yn + Yn = Gn(y0> yla <. 7yn.fl; yOa yla o 7yn.71)' (245)

Si F' est une fonction polynomiale en y et dy/dt, alors G "est aussi une fonction polyno-
miale par rapport a ses arguments".

La condition de la périodicité pour la nouvelle variable 6 peut étre exprimée comme

y(0) =y (0+2m). (2.46)
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Les conditions correspondantes pour y,, (¢) sont
Yn (0) =y, (0 + 27). (2.47)

La solution (2.35) doit étre une solution périodique de I’équation (2.33), puis les cotés droits
des équations (2.41), (2.42), (2.43) et(2.44) ne doivent pas contenir des multiples constants
de sinf ou de cosf; sinon, des termes séculaires existeraient. Par conséquent, si y,,(0) doit
étre périodique, deux conditions doivent étre satisfaites a chaque étape du calcul.

Il existe une situation pour laquelle 'analyse précédente peut étre simplifiée. Cela se produit
lorsque la fonction F'(y, dy/dt) est une fonction paire de dy/dt. Pour ce cas, on peut choisir

y(t) comme une fonction paire de ¢ en utilisant les conditions initiales

y(0) = A dyd—io) ~0. (2.48)

Par conséquent, y(6) et y,(f) sont des fonctions paires de 6. Ainsi, les cotés droits des
équations (2.41), (2.42) et(2.43) ne contiennent pas de terme dans sinf. Pour cette situation,
un seul paramétre libre w,, est nécessaire pour s’assurer qu’il n’y a pas de terme dans cosf.

Ce résultat implique que les équations (2.48) devient

Yo (0) = Ao, y; (0) =10 pour 1 >1,
0(0) = Ag (0) (2.49)

_dyflgo) =0, pour kE>0.

Dong, la (n + 1)iéme approximation de la solution de I’équation (2.33) selon la méthode de

Lindstedt-Poincaré est donnée par
y(t,e) = Qoemym (t)+ O ("), (2.50)

tel que
0=wt=[14ew + ... + €"wy + O ("] t. (2.51)

Remarque 2.2.1. Poincaré a démontré l’existence de la solution analytique de Lindsedt

sous quellques condition, voir [8].

2.2.3 Exemple

On refaire I'exemple 2.1.1 avec la méthode de Lindstedt-Poincaré

29



Chapitre 2 Meéthode de Lindstedt-Poincaré

Exemple 2.2.1. Soit I’équation différentielle

2

d-y
@+y+6(2y3)20.

(2.52)

Avec les conditions initiales y(0) = A et (dy/dt)(0) = 0, (pour avoir des solutions périodiques

il faut que lamplitude du mouvement ne soit pas trop grande).

Supposons que la solution approximative d’orde "2" est

y(0,€) = yo(0) + eyr(0) + ().

On a 0 = wt telle que
w(e) = 1+ ew; + Ewy, w(e) # 1.

Alors,en utilisant (2.37) et (2.37) ’équation (2.52) devient
W4y = —2ey’.

Avec compensation nous trouvons

(14 ewr + €w2)* (Yo + €91 + €2Y5) + (o + ey1 + €°y2) = —2€(yo + eyr + €°y)°.

Yo+ 4o =0, %o(0)=A4,9,=0.

?Q1 +y = —2001?)0 - 2y3> yl(O) = 91(0) = 0.

Up + Yo = —2w1Y; — (W] + 2w1)Yo — 6ypyr,  2(0) = y,(0) = 0.

Il est clair que le solution de (2.55) est
yo(0) = Acos®b.

Substituer ce résultat dans l’équation (2.56),donne

3

. A
U, + y1 = 2Aw;cost — 2A%cos®t = 2Aw, cost — 7[30051& + cos3t].
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Chapitre 2 Meéthode de Lindstedt-Poincaré

3 3
=1y +y1 = [2Aw; — 37]00825 — 7003375.

Donc L’absence de termes séculaires donne

A3 A?
2140&)1—37:0@601:3?.

Aucun terme séculaire n’apparait, implique que w1 = 3(A%/4). Si Uéquation différentielle
résultante est résolue pour yi(0), sous les conditions initiales y1(0) = y,(0) = 0, alors

I’équation (2.56) devient

. A3 :
Yty = —70033t, y1(0) = y,(0) = 0. (2.59)
La solution particulier donné par
A3
= — . 2.
i = g cos3t (2.60)

Par conséquent,la solution générale est

3

y1(0) = Cicosh + Cysind + %00539. (2.61)

Les conditions initiales, spécifiéés par les équations (2.56), permettent de déterminer les

constantes arbitraires Cy et Cy ; telles que Cy = —(A?/16) et Cy = 0, ainsi y1(0) devient

AS 3 3

A
y1(0) = —ECOSQ + 1—600539 = 1—6[00536 — cos)]. (2.62)

La solution de l’équation (2.55) est yo(6) = Acosb, et la solution de [’équation (2.55)

est y1(0) = f—g[cos?)ﬁ — cost] et wy = 3(A%/4). Substituer ce résultat dans I’équation (2.57),

donne

. 3A°
Yy + Y2 = 2Awscost + = (0032900339 — 00339) )

. 3A° 34°
= Yy + Y2 = 2Awscosl + 3—2(00830 + cos36 cos 20) — 5(30039 + cos30).

5

. 3A 1 °
= Yy + Y2 = 2Awscosl + ETR (cos 30 + E(cos 50 + cos 9))

— 3—2(36059 + c0s30).
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. 15A4° 3A°
= Yy T+ Y2 = (QAW2 - o4 ) cost + (6_4) cosbhl.

Donc,l’absence de termes séculaires donne

A 0 = 154
VT W E oTog

QACUQ —

Aucun terme séculaire n’apparait, implique que wo = (154A%/128). Si l’équation différentielle
résultante est résolue pour ys(0), sous les conditions initiales y2(0) = y5(0) = 0, alors
Iéquation (2.57) devient
y 3A4° :
Yo+ Y2 = o1 cosb,  y2(0) = y,(0) = 0. (2.63)
La solution particulier de cette équation est
5

A
Yop(0) = — 5300559.

Alors, la solution générale est

5
y2(0) = Cicosl + Cysind — 514300359.

Les conditions initiales, spécifiéés par les équations (2.57), permettent de déterminer les
constantes arbitraires Cy et Cy ; telles que Cy = (A®/512) etCy = 0, ainsi y2(0) devient
A5

y2(0) = RE (cos® — coshl) . (2.64)

Finalement, 1" approzimation d’ordre "2" de la solution de I’équation (2.52) est

3

5
y(0,¢€) = Acost + € (%) [c0s30 — cosf] + ¢ ( A

53) [cost — cosbo),

ot 0= wt telle que

A? At
=1 — 15— ) + ...
w(e) +€<34)+6 (5128)+

Remarque 2.2.2. 1)La méthode de Lindstedt ne donne que les solutions périodiques.

2)Notons ici qu’il y a des équations n’admettent pas des solutions périodiques.

eLa proposition suivante donne la condition nécessaire et suffisante de la périodicité.
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Proposition 2.2.1. (woir [9] ) Soit I’équation
y+y=G@), y(0)=0,90)=0. (2.65)
La solution de ce probléme est
0
y(0) = / sin(6 — 7)G(T)dr. (2.66)
0
* De plus, l’équation (2.42) a une solution périodique y,(0) si et seulement si

02” F(Acosf,—Asinf)sin0df = 0,
(2.67)

2rw A + foe F(Acosf,—Asinf) cos0df = 0.

Preuve 2.1. La solution générale de l’équation (2.65)est
y(8) = C1 cos(0) + Cysin(0) + y,(9),

tel que y,(0) = Cy cos(8) + Cysin(f), avec

C1(0) cos + C4(0) sinh = 0
—C1(0)sin @ + C)(0) cos§ = G(0)

~C4(0) = —sinfG(8) = C1(0) = — [ sinTG()dr, C1(0) =0,
C(8) = cos G (0) = Co() = [} cos TG(r)dr, Cy(0) =0,
ce qui tmplique
yp(0) = (— f06 sin 7G(7)dT) cos (9+(f06 cos TG(7)dr)sinf = fog(— sin 7 cos 0+cos 7 sin 0)G(7)dt

= y,(0) = [ sin(6 — 7)G(r)dr = y(0) = Cy cosf + Cysinf + [ sin(6 — 7)G(7)dr

Avec les valeurs initiales y(0) = 0,y(0) = Oon trouve Cy = Cy = 0. Donc la solution du
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probléme (2.65)est bien (2.66).
*De plus, 'équation (2.42)donne

Y =Y2
Yo = —y1 + G(7).
D’autre part, la condition de périodicité por la nouvelle variable Opeut étre exprimée par
y(0) = y(0 + 2m). (2.68)
Donc, les conditions correspondantes pour y,(0) sont

Yn(0) = yu(0+27), n=1,2,... (2.69)

y1(2m) = 11(0) = 0

y2(2m) = y2(0) = 0

ce qui donne la condition de périodicité

=

0+2m
/ sin(@ — 7)G(1)dT = 0, (2.70)
0

Jy " cos8G(0) = 0, 271)

[T sin0G(9) = 0.
D’aprés léquation (2.42), on a G(0) = —2w1y0 + F(yo, Yo)

Nous récivons [’équation comme

21 .
cos #[2w;Acost + F(Acost,—Asinf)] =0,
- Jo 2 ( ) (2.72)

fo% sin 02wy A cos + F(Acosf, —Asinf)] = 0.

2w A [P cos20dO + 7™ cos OF (A cos b, —Asin 0)do = 0,
_ 2 Jo ( ) (2.73)

2w, A fo% sin 6 cos 0df + fozw sinfF (Acosf, —Asin0)df = 0.

2mw A + fO% F(Acosf,—Asin®)cosfdf = 0, (2.74)
OZW F(Acosf,—Asinf)sinfdf = 0.

Ce qui est requis.
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Exemple 2.2.2. On refaire 'exemple 2.1.2, sachant que cette exemple a été résolu par la
méthode de perturbation simple.

Soit l’équation differentielle suivante
i4+z=c(—z+2%). (2.75)

D’abord on vérifie la condition de périodicité.
On sait que la solution de cette équation est donnée par
A? A A 2 2
x(t,€) = Acost + € (—? cost + 3 sint — Etcost + - g 2t> : (2.76)

D’aprés le proposition 2.2.1 on a

F(z,7) = —1 + 2?

2w
= / F(Acosf,—Asin6)sin 0d (2.77)
0
2w
= / [Asin@ + A? cos® 0] sin 0df
0

2m A 2m
= A/ sin®0df = 5/ [1 — cos®26]df = Am # 0.
0 0

Alors, la solution d’équation (2.75) est non périodique.

Enfin, nous ne pouvons pas apliquer la théoréeme de Lindestd-Poincaré.

Exemple 2.2.3. Soit le probléme perturbé suivant
T+2ex+2=0, 2,(0)=A,2,00)=0, (2.78)

On a la solution approximative de premier ordre a un probléeme perturbé par la méthode de

perturbation simple est
x(t,€) = Acost + € (Asint — At cost). (2.79)
S’appuyer sur la proposition 2.2.1 pour voir que la condition 2.67 est vérifiée ou non

F(z,z) = =2z,
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2m
:>/ F(Acosf,—Asinf)sin0db, (2.80)
0

2T 2
:2A/ sin29d0:A/ 1 — cos20df = 2Ax # 0.
0 0

On remarque la condition 2.67 n’est pas vérifier donc, la solution d’équation (2.78) est non
périodique .

Alors, nous ne pouvons pas apliquer la théoreme de Lindestd-Poincaré.
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Chapitre 3

Quelques résultats des solutions

approximatives

3.1 Quelques Propositions
Proposition 3.1.1. La formule générale de I’équation (2.44) est

2
Ys+ys = Gs (0) = —2wi192— (wi + 2ws) 71— (2ws + 2wiws) o+y2Fy (Yo, yo)‘i‘%Fyy (%0, Y0) +

+y1 (Wivo + y1) Fyy (Yo, Yo) + (wWayo + wiyr + ¥2) F, (o, o) + 5 (wigo + y1)2 Fi (0. %o) -

2
(3.1)

Preuve 3.1. Premiére, par substitute [’équation (2.35)et (2.36) dans (2.33) on a

192F (yo, o)

= U3+ ys = 2wt — (w1 + 2ws) 71 — (2ws + 2wiws) Yo + 3T 92 (3.2)

telle que
OF (ywi) _ 0 (OF Dy | OF O
0e? ~ 0e \ Oy Oe 0y Oe
0y (00F\ | PyOF  dui (00F) | PuioF
~ 0e \ Oe Oy 0e? Jy Oe \ Je Oy o€z Oy
2 2 - 2 2 ~ 2 2 -
:@ 8F@ 8F‘8wy +8yFy+8wyF'+0wy GF@_'_@_I;@
Oe \ Oy? Je  Oydy Oe 0e€? dydy Oe 9y Oe

92 "V Pe
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_(Oy Oy Owy 82y 0*wy &uy
_(ﬁ) P+ 250 S0 R, + S0 F, + SR+ (2] By,

ot
_O°F _O°F _O°F
Y oyoyT YT oyay’ T 0ydy
D’un autre coté, dans le troisieme ordre, nous avons

2

0 0
Y=1yo+ ey + €y + €y; = a—y—y1+2ey2+36 Y3 = ag—2y2+66y3,
et
15, 15, o1 _ . . .
g)ey (;: + ayw (w1 + 2€ewq + 362w3) (yo + ey + €2y2 + e3y3)
+ (1 + 2e2 + 3¢%yj3) (14 ewr + €wy + €w3)
et
92 (2ws + 6ews) (Yo + €yr + €9 + €°43) + 2 (Y1 + 2y + 3€7y3) (w1 + 2ews + 36*w;)

+ (242 + 6eyjs) (1 + ewr + 2wy + €'w3) |

10°F (yo,40) . L - -
= 55—630) = %Fyy (%0, Yo) + (wi¥o + ¥1) y1Fyy (0, %o) + Yo Iy (0, %o) ,
+ (wayo + wiy1 + y2) I, (Yo, Yo) + 3 (witio +41) Fyi (40, %0) (3.3)

lorsque nous substituons (3.3) dans l’équation (3.2), nous obtenons (3.1).

Proposition 3.1.2. L’équation (2.43) a une solution périodique y2(6)si et seulement si

)
Wy = —“’; ST fozﬂ(Zwl cos 8y, — cos OF,(Acost,—Acosb)y

—(wiAsinf cos + g, cos ) F,(Acos, —Asin0))do,

fo% sin 0(F,(Acosf, —Acos0)y, + F(Acost, —Asind)y,)

(w1 [T (2510 0, + AF,(Acos 8, —Asin ) sin® 0)df = 0.
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Preuve 3.2. La condition de périodicité donne

/ " im0 — D)G(r)dr =0, (3.5)
0
_ Jy " cos0G(0) = (36)
[Z7sin0G(9) =

D’aprés 'équation (2.43), on a
G(9> = —2wy; — (W% + 2002)@0 + Fy(?loa @o)y1 + Fy(yoa yo)@l?]m y1)7
yo(0) = Acosb.
0 0
(6) = [ sin(o = 1)G(r)dr = [ sin(® — 7) [-2wiio(r) + Fl. )] dr
0 0
o
= y1(0) = / sin(f — 7) (2wyAcosT + F(AcosT,—AsinT)) dr.
0

Nous récrivons (3.5) comme

)
f027r cos 0 [—2w1y, — (wi + 2ws)(—Acos0) + F,(Acosb, —Acos0)y,]| db

+f cos [Fy(Acos, —Asinf)(—w; Asinf + ;)] df =0,

fOQW sin @ [—2w19; — (w? 4 2ws)(—Acosb) + F,(Acosf, —Acos 0)y,| db

+f0 cos [F,(Acos, —Asin)(—w; Asinf +5,)] df = 0.

(

—2w; fozﬂ cos 0y,d0 + (w? + 2wy) A fozﬂ cos® 0df + f cos OF, (A cos B, —Acos 0)y,df
—uq A fo F,(Acosf), —Asin @) sin 6 cos 0df) + f F,(Acost, —Asin )y, cos§df = 0,

—2w fo% sin 03),d0 + (w? + 2wy) A f027r cos 0 sin 0df + fozﬂ sin 0 F, (A cos 0, —Acos 0)y,dd

—wlA fo Fy(Acos, —Asin ) sin® 0d6 + f F,(Acosf, —Asin0)y, sinfdf = 0.
(3.8)
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(

—2w; fo% cos 0y, dl + (w? + 2wq) A + fo% cos OF,(Acosf,—Acos )y, do

—w A fo F,(Acosf,—Asin#)sin 6 cos §db + f F,(Acost,—Asin®)y, cosfdf = 0,

=
—2w; fo% sin 0y, d0 + fozw sin F, (A cos 8, —Acos 0)y,db
—wlA fo F,(Acosf,—Asin0) sin® §df + f F,(Acosf,—Asinf)y, sinfdf = 0.
(3.9)
)
wy =~ 4 L = J °T 2wy cos B, — cosOF, y(Acosf, —Acos )y
+w1AFy(A cos ), —Asin ) sin 0 cos 0 — F,(Acos, —Asin )y, cos 0)d,
=

—2w; fo% sin 0y, d6 + fo% sin F, (A cosf, —Acos 0)y,db

—wlA fo o (Acosf, —Asin 0) sin Gdﬁ—i-f o (Acosf, —Asin 0)y, sin6df = 0.

p

Wy = —%% + 3= f02”(2w1 cos 8y, — cos OF, (Acosf, —Acosb)y,

— (w1 Asin 6 cos 0 + g, cos 0) F, (Acos 8, —Asin0))do,

f02 sin §(F,(Acos 0, —Acos )y, + F,(Acost, —Asin0)y,)

—Wws fOQﬁ(Q sin 0y, + AF,(Acos0, —Asin ) sin® §)df = 0.
\

3.2 Comparaisons des solutions approximatives

[11] Dans ce partie essentielle de notre travail, nous traitons quelques équations non clas-
siques, plus générales que I’équation (2.33), et également différentes de ’équation étudiée.

Nous considérons les équations sous la forme suivante
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d%y . _ dy
W(t,e)nLy(t,e):g(e)F y(t,e),E(t,e) : 0<e<<l, (3.10)
- dy . . . )
ou g (0,e) = A, pn (0,€) = 0,tel que € est un petit paramétre positif, et F' est supposé une

fonction analytique de §(¢,€) et dy/dt(i,¢).
Pour calculer une solution périodique uniformément approximative,une nouvelle variable

6 = &t est introduit, et les deux y et w sont étendus en puissances de € comme suit
i (é, e> — (é, o) + eii (é, 0) + g, (é, 0) + g (é, 0) R (é, 0) Yo (311)
Q) =1+ ey + €y +E03+ -+ +"Op + ... (3.12)

Nous notons qu’a cette étape, le w; sont des inconnues, on les obtient par élimination des

termes séculairs.

Pour utiliser la solution périodique uniformément approximative (3.10), nous donnons
d’abord la fomule générale de 7 <§, 0) . U1 (5, 0) , U2 (57 0) et 93 <0~, O) dans la proposition

suivante.

Proposition 3.2.1. Les termes 1o (5, 0) , U1 (é, O) , Yo <§, O) and Y3 <9~, 0) sont respecti-
vement des solutions de (3.13),(3.14),(3.15)et (3.16) tels que

o + o = 0, (3.13)
U+ i =G (9> , (3.14)
Jo+ G2 = Ga (9> , (3.15)
Js + 93 = G (9> . (3.16)

ol

Gy gy — (@F + 202) Yo

VRS
™
I
|
[\)
&
_
2t
o
+
o
AR
/N
<
S
/~
>
o
N8
o
VRS
“%z
(@]
N——
|
[\
&
sy
<
—
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ég (é) = —2(,51@12 — ((,J 2 + 2&)2) :ljl (20)3 + 2&]10.}2) 0

+ 92 F (?Jo(éa 0), 706, 0))]
50(6,0), 7 (9,0))]

Preuve. L’équation (3.10) sera écrite comme
42 (é, e> ) o dj (é, e> o dj ( )
——"+y (9) = S F | g (6’ e> —— | =€ k§o€kck+1F 0 (9, (—:) , ——

k>1 dt
dy (é , e)

=k g@’E)’ dt ’

ot K est un fonction analytice de y et dy/dt.

Substitution de 'équation (3.11) dans I’équation (3.10), nous avons
(14 ey + 0y + E05 +...)° (yjo + €y + Gy + 274 + > + (Jo + €ih + EGo + €93 + ...)

63 a2K <g07 gO)

=eK <~ J ) +€28K <%7§0>

y07y0 86 + 5 862 + ceey
~ ~ 8F~,~. ~ ~ aF~7~. Ca2F~7~.
= ec1 F (9o, o) +€ 01% + o F (G0, §o) | +€* | e F (o, yo) + ¢ (go fo) + 21 (yo yo)] +...,

= cerF (o, §) + ¢

OF (§o, o) 05  OF (Yo, o) 0wy
c1 < 0o + 0o +62F yo yo

+é3

Jo. 0 OF (§o, %o) 07 | OF (fo, o) 0wy c1 0*F (3o,
CgF(yO,y0)+02 (M_y_{_ (yO yO) y) “1 yo y0]

9y Oe oy Oe 2 e
= 601F(g07 gO) + 62 [cl (Fﬂ(?jO; gO)gl + Fg(ﬂ()a i'gO)(('Jl:.&O + yl)) + CQF y07 y() i|
¢ |eal o, 50) + ez (F5 (dosio ) 31+ F; (d0s ) (o + 31 ) ) |

~ 2
+é3 [01 (y; Fy5(vo, Go) + (o + gl)ﬁngg(?Jo, 9o) + Y2 F5 (Yo, Yo) + (Da2Pa + w101 + ??Q)Fg(ﬁo, @0))}
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1 ~ ~ ~ ~ ~
+€* |5 (@adlo + 31)° Fy; (o, 9o)

Puis nous mettons tous les différents pouvoirs de € a zéro, et nous obtenons des équations

(3.13), (3.14), (3.15),(3.16). 0

3.3 Nouvelle approche

Le but de cette étude est de construire une nouvelle approche de I’équation (2.34), ce
qui donne une solution approximative plus proche de I’équation (2.34) plus qu’une solu-
tion approximative de I’équation (2.33). Les relations entre une solution approximative de

I'équation (3.10) et celle de (2.33) sont déterminées par le lemme suivant.

Lemme 3.3.1. Si la fonction g (¢) est étendu en puissances de €

Remarque 3.3.1. La preuve des points 1 ,2 et 3 dans lemme 3.3.1 est dans [11] et on a

montré le point /.

Démonstration 3.3.1. 1) L’équation (3.13) donne
Jo <§, 0) = Acos = Acos (0 (0)t) = Acost = Acos (w(0)t) = Acos =y (6,0).

2) Lorsque nous appliquons la condition de périocité (2.71) a l’équation (3.14), nous avons
fo% coshG, (é) df =0,

fo% sinf G () df = 0.

2w q ~ % ~ X ~ . ~
Jo " cost [—leyo tal (yo, yO) do =0, 2A10, + ¢4 fOQﬂ cos OF (9o, y)dd = 0,
= ~ . : ~ = o . o~ - ~
fozﬂ sind [—2@1130 4+ F (gjo, ?Jo)] do = 0. fo sinf F (yo, y0> df = 0.
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('Jl = _Ziw 027T COS éF (yNOa gO) dé7 L'Jl = W1,
=
2" sinb F (go, gjo) 4f = 0. 7" sind F (go, go) 6 = 0.

D’autre part, selon (2.66) la solution 7 (é, O) d’équation (3.14) est donné par

i (é, 0) - /00 sin (é - %) Gy (7)d7 = /09 sin (é - ) [—2@1@”0 toF (go,yjoﬂ 47

0 0
_ / sin (e _ %) [—2c1w190 + 1 F (4o, 0)] 47 = &1 / sin (9 _ %) (2w + F (4o, 0] d7
0 0

— /9 sin (é - %) G (7) d7 = ey (é, 0) .
0

3) Lorsque nous appliquons la condition de périocité (2.71) a l’équation (3.15), nous avons
fozﬂ cosHGo (é) do = 0,
0% sind Gy (0) df = 0.

¢

I cosh[—2015i0 + 1 F (go (é, 0) o (é, 0)) 2y — (@ + 2@9) T

terFy (90 (0.0) 40 (6,0) ) 51+ exFy(ingy + §2) + eoF (3o (0,0) .5 (6,0) )18 = 0,

2 sinf[— 2004 + ¢, F <g;0 (é, o) 7o (é, 0)) %Gy — (@2 + 2@9) G

\+01Fg (QO <é, O) ,:'go <9~7 0)) gl + Cng(’LblgjO + gl) + CQF (go <9~, O) 750 <0~, O))]dé = 0.
En utilisant Lemme 3.5.1 on a

;

fo% cos0]—2cruwr iy + 1 F (o (0,0) , 90 (6,0)) — 2w i), — (Bw? + 202) g

+c1Fy (10 (0,0),90 (0,0)) cryr + c1 Fy(crwryg + e1yy) + e F (yo (0,0) , 90 (6,0))]do = 0,

fo% sinf[—2cyw1 iy + 1 F (4o (6,0) , 17 (8,0)) — 23w i), — (Gw? + 203) iy

| ety (0 (6,0),90 (0,0)) cryn + c1 Fy(crwnryy + e1yy) + caF (yo (0,0) , 94 (0,0))]d6 = 0.
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/

C% (f()27T COS@[_2w1y1 - w%@o + Fy (yo (‘97 O) 7@0 (07 O)) Y1 + Fy(wlyo + yl)]dé)
+c <f027T CO‘Sé[_2w1y0 + F (yO (07 0) 790 (07 0))]d0~> +C2 <f()27T 0085 [F (yO (97 O) ayO (97 O))] dé)

— <f027r cosf [—2wWay,] dé) =0,

c (fozﬂ sinf[—2wiij; — wii + Fy (yo (6,0), 9 (6,0)) y1 + Fy(wiyo + ?J1)]d9~>

tep ( 127 sinf—2unijo + F (yo (6,0) , 3 (6, omdé) + s ( 2 sind [F (yo (0,0) , o (6,0))] de”)

_ ( S sin [~ 2] dé) — 0.

c <f027r COSé[_2w1y1 — w3y + Fy (yo (0,0) , 9, (0,0)) yr + F(wiy, + yl)]dé)

ter (Jy cosl=2wiiiy + F (yo (6,0) 5 (6,00)d0) + 3 ( J™ cosO[F (o (6,0) 5 (6,0))] )

= —2A7T1172,

cf <f027r siné[_leyl - w%@o + Fy (yo (9, 0) Yo (97 0)) Y1+ Fy(wlyo + yl)]d0~>

rer (Jy ™ sinfl—2wiijg + F (30 (6,0) .0 (0,0)]d8) + 3 ( [, sind [F (o (6,0) , 1 (9,0))] df)) = 0.

Nous avons de [’équation (2.67)
wi = 53 77 cosOF (yo (0,0) 9 (0,0)) df = [™ cosOF (yo (6,0), 4 (0,0)) dfl = —2Amw.
En utilisant l’équation (3.9) et (2.67) on a

—QC%Aﬂ'wQ —+ 2147'('61?1)1 — 2A7Tclw1 — 2A7TC2W1 = —21471'(.:}2,

—2¢2 Aws fOQW sinfcosfdf + ¢, fo% sinfF (yo (0,0) 7, (6,0)) df

| +e2 J2TsindF (yo (6,0) 9 (6,0)) dd = 0.
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Wy = CAwy + cowy, Wy = CBwy + cown,

(c1+ ca) [ sinfF (yo (0,0) 9 (6,0)) df = 0. [T sinfF (yo (6,0) 3 (9,0)) df = 0.

En revanche, selon (2.66) la solution g (67, O) d’équation (3.15) est donnée par

i (é, 0) - /Oésm (é— %) Gy (7) d7

=} /Oé sin (é — %) G (7) d7 + ¢ /09 sin (5 - %) [—2@5}0 +o (ﬂo, @?o)] ar,

= Yo <9~, 0> = 2y, (5, 0) + ot (67, O) .

4) Lorsque nous appliquons la condition de périocité (2.71) a ’équation (3.16), nous avons

fozﬂ cos0G's (é) df =0,

fo% sinf G (0) df = 0.
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I cos [—mgjg — (@0 + 20 1 — (205 + 2i0niDe) yjo] 4

+C2 fozw cos Fg (?]07%) Y+ F:,; (@07 ?jo> (@1% + Zh)] df

+a fo27r cos 0 %Fyy (goa 150) + (‘«Jlljo + @1) Nk, <y~o, Zjo) + 92 Fy <Zfo,§o>] df

+c1 fo% cos 6 <u72 o + a71?j1 + §2> Fg (y}), 3jo> + % ((,Jlgjo + ?j1>2 F@ (gjo, gj[))} do
_d~ .

+esF (3]07 Zjo)

0,

Jy7 sind | =21 — (< + 223) i — (25 + 20ns) | O
+cy fo% sind | Fy (QO, ﬂo) o+ Fy <Z?o;§o) (@150 + @1)} df
+¢; f027r sin 6 %Fyy <y~o,zjo> + (CJﬂjo + ?31) Yk, <y~07?j0> + 92 Fy (?Jo,?joﬂ df

2T . A ~ < ~ < . ~ < ~ < < 2 ~ <
+c1 [, sinf (w2y0 + i + y2> I <y07y0> +3 (w1yo + yl) I <yo7yo>] do

\+63F (yN(), gg) dé =0.

Jo T €08 8 [=2e1w1(cFijy + caiiy) — 1 (Gwd + 2w + cown) g1 — (20 + 2er0n (Rwn + o)) 3]
+c2 fo% cos O [e1Fy (Yo, Yo) y1 + 1 F (Yo, Yio) (wizio + 1)

+a fo27r cos 0 [#Fyy (40, %0) + (wizo + 1) Gy1 Fyyy (Yo, o) + (Y2 + cayn) Fy (yo, ?Jo)}

4+ f027r cos [((c%wz + cowr)yo + Gwiyi + Y2 + can) Fy (Yo, vo) + % (witio + 41)° F,;, (o, y'o)}

+c3F (y0,%0) df = 0,

fo% sin 0 [_QClwl(C%yz + ca¥) — @ (C%W% + 2(0%002 + cowr) Y1 — (2003 + 201001(0%002 + cawr)) Yol

+ea [ sind [e1Fy (Yo, 50) 1 + 1 Fy (Yo, %) (witjo + 1i1)]

T . ~ | 292 . . . . .
+a fo2 sin ¢ [ lzyl Fyy (Yo, %o) + (wivio + 1) iy Fyy (Yo, Yo) + (Aya + cay1) Fy (vo, yo)}

T . X . . . c2 . . .
+c1 f02 sin ¢ [((cfwz + cowr)Yo + Gwiy1 + Gz + camn) Fy (o, vo) + F (wigo + y1)2 F. (o, yo)]

\+03F (yo, yo) df = 0.
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( T -~ . . . . 2 . . . .
e f; cosd [—2W1?J2 — with — 2wayr — 2wiwalo + 5 Fyy (Yo, Yo) + Y1 (Yowr + 41) Fyy (Yo, yo)}
2T ~ . . . . . . . .
+c [T cos 0 [y2Fy (Yo, o) + (wato + yrwr + ¥2) Fy (Yo, Yo) + 5 (witio + 1) Fyy (Yo, Yo)]
+ci16o fo% cos 0 [—4w13)i — 2wt + 2y1 Fy (Yo, o) + 2(wiyo + y1)F, (Yo, yo)}

+c3 fOZW coS éF(yo, yg)dé = —2Ans,

T . ~ .. .. . . 2 . . . .
& [Z7sind [—2w1y2 — Wiy — 2wt — 2wiwalo + 5 Fyy (40, %o) + Y1 (gowr + 41) Fyy (%o, yo)]
2T . X . . . . . . . .
+ct fo sin [ysz(ym Yo) + (warjo + yrwr + y2) F, (Yo, vo) + %(wlyo + yl)QFyy(yoa yo)]
+cico fo% sin 6 [—4w191 — 2wigo + 2u1 Fy (Yo, 4o) + 2(witio + ¥1)F (yo, Yo)]

L +c3 f027r sin éF(yo, yo)dé =0.

4
—2Anc3ws — 4ATC Cowy — 2AT 3wy = —2ATD3,

= —2ws3ci A fo% sin 0 cos 0d + 2wycica A fo% sin 6 cos 0df + c3 fozﬂ sin OF (1o, 1jo ) d0

= —2w3A fozﬂ sin 6 cos 0d6.

\

.
~ 3
w3 = cjws + 2¢1cowa + 3wy,

[T sin 0F (yo, 4io)dd = 0.

En revanche, selon (2.66) la solution ¥s <0~, O) d’équation (3.16) est donné par

33(0,0) = [77 sin(0 — 7)G3(0) = [ sin(f — 7)|~ 215y — (03 + 20a) G — (2183 + 240115) G
+ e[ Fy (90 (0,0) , 90 (0,00)) 41 + F (0 (6,0) , 90 (6, 0))) (0 + )]

+ 1% Fyg (40 (0,0) 90 (0,0))) + i (g + 51) g (uo (6,0) 37 (6, 0)))

+52F5 (30 (0,0) 9o (0,0))) + (W2diy + §101 + §2) F; (30 (0,0) 95 (6,0)))

L adl + 12 Fs (0 (6.0) i (0.0))] + s (30 (6, 0) ity (6.0)))],
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= §5(0,0) = JJ7 sin(0 — F)[~2c1wi (i) — (Gw? + 2wy + cqwr))ery
— (2(cfws + c1622ws + czwn) + (2c1wi (cGws + c2wi))Yo + 2 Fy((yo (0,0) . 9o (6,0)) cayn
+ Fy((y0 (6,0) , 90 (6,0))) (crwiyo + c191)] + ex[(crwryo + 1y )eryi By ((yo (0,0) , 90 (6, 0)))
+ (¢fya + cay1) Fy (9o (6,0) , 9o (6, 0)))
+((Fwatcawn)goterwrfoteyn) Fy((yo (6,0) 5 4 (0,0))+5(crwigo+erys)* Fyy ((yo (6,0) , 9o (0, 0)))]+
c3F'((y0 (6,0), 90 (6,0)))],

= 5a(0,0) = Jy sin(B — F)[~ 2w — (w? + 22) g — (2t + 2w105) o + 12y (4o, i)
* y;_QFyy (Y0, Yo) + Y1 (wiYo + Y1) Fyy (Yo, Yo) + (watio + wiyr + Y2) Fy (Yo, Yo)

+ % (wiyo + 91)2 F,. (Yo, 90))dT

+ 2c1¢9 foé sin(f — 7)[=2wig1 — (wW? + 2ws) 9o + Fy (Yo, Yo) 11 + F, (40, 3i0) (wtio + i) d7

tes [ sin(0 — 7)[—2wigio + F(yo (6,0) i (0,0)))]d7,

= §53(0,0) = & [7 sin(f — 7)Gs(F)dF+2c1cy [ sin(f — F)Ga(F)dF+cs [7 sin(f — 7)G4(F)d7,

= g3(6~7 0) = c?yii(é? 0) + 2010292(9: 0) + C3y3(0~7 0)

Théoréme 3.3.1. Si la fonction g (€) est élargi en pouvoirs de €

ot g(0)=01i.egqg(e) = k§lekck, tel que ¢ sont de constantes réels, donc

1) Si ¢1 # 0, avec |c1| < 1, les solutions approzimatives d’équation (3.10) sont plus

proches des solutions d’équation (2.34) que les solutions approximatives d’équation (2.33).

2) 8Si ¢ =0 et e < 1, avec o # 0, les solutions approximatives d’équation (3.10)
sont plus proches des solutions d’équation (2.34) que les solutions approximatives d’équation
(2.33).

3) Si ¢ =co =0 et|cs| <1, avec ¢z # 0, les solutions approximatives d’équation (3.10)
sont plus proches des solutions d’équation (2.34) que les solutions approximatives d’équation

(2.33).
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De plus, les solutions approximatives d’équation (3.10) sont plus proches des solutions d’équa-

tion (2.34) que les solutions approzimatives d’équation (2.33) o ¢; =0, ¢y # 0.

Preuve. D’aprés les résultats donnés par le lemme (3.3.1), on a

1)Sila| <1,etecp #0o0n a

= [0 (0.0) ~ 5o (8,0) — e (9,0) — o (e)

‘yo (0,0) — g (éa €>

€71 <9~, 0) + 0 (e€)

= |cr€ey <§, 0) + 0 (e)

€y (é, O) +o0(e)

< |en <§, O) + 0 (€)

= |ei

= )yo(ﬁ,O) —y (é,e)‘ )
Donc, g (é, e) est une approximation de o (0, 0) plus proche que y (é, e).
2)Sicp=0et | <1louey #0,0na

62@2 (é, O) +o (62)

’yo (6,0) — g (é, e)‘ _ ‘yg (6,0) — 4o (é, 0) — g, (é, 0) _ 0(62)‘ _

6202y1 (é, 0) +o0 (€2>

ey (5, 0) +o0 (62)

= lca| =leal € (10 6,0) =y (0:¢) + e (5.0) )

€ (yo (0,0) —y (é, e) + €2y (é, O))‘ <€ Y2 (é, O) ‘ )

Depuis, ’yo (0,0) —y ( ,e) ‘ o(€), pour € assez petit, il existe une constante réelle C' posi-

< Ce.

(0,0) —y (é, e) + ¢

tive telle que ‘yo (0,0) ( ,e)
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Soit h une fonction definire par h(e) = (¢ — 1) C + €
h(0) = —C <0, alors 3¢y >0 telle que Vee ]0,e0[, ona h(e) <O0.

Yo <0~, O)‘ .Donc, h est continu avec

Par conséquent, pour tous € € |0,¢[ on a
(2 —1) )yo (0,0) —y <9~, e)‘ + et )yg (é, 0)‘ <e ((62 -1)C+¢€ ‘yg (é, 0) D =eh(e) < 0.

Ce qui implique de ce qui précéde que

‘yo (0,0) — g (év E)

< ‘3/0 (6,0) —y (5, 6)

Donc gy <§, e> est une approximation de g, (0, 0) plus proche que y <§, e).

En outre, si ¢; =0 et ¢y # 0, puis Jdeg << L) >0 tel que Ve € ]0,¢],

|ez]

_ ‘yo (6,0) — o <é, 0> — 4 (é, 0) —o(e?)

€27y (é, O) +o0 (62)

’?/0 (0,0) — g (é, 6)

= ‘5202y1 (é, 0) +o (62)’ = €|co| )eyl <€~, 0> + o(e)‘ = €|col ‘yo (0,0) —y <0~, €>‘ < )yo (0,0) —y <0~, e)‘ :
Donc g <§, e) est une approximation de yo (6, 0) plus proche que y <§, e).

3)Sici=co=0c¢€t |c3] <1olesg#0,3der(1/4/|c3]) > 0 tel que Ve €]0,€] on a

_ ‘yo (6,0) — yo <§, 0> — 34, (5, 0) -0 (63)‘ —

500,07 (6. s (8,0) + 0 (<)

- ‘03633/1 (é, O) +0(63)‘: |cs]|€?]

€y <§, 0) + 0 (e)

Yo (0,0) —y (é, e)‘

= |cs]|€?]

< ’yo (0,0) —y (é,e) :
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Donc gy <§, 6) est une approximation de g, (#,0) plus proche que y <§, 6) :
]

Remarque 3.3.2. Soit g une fonction réelle telle que g(€) = €™h(m), m € N* ot h(e) peut
étre dépensé en pouvoirs de h(e) =Y, €"ar, ol ap constante réelle.

(1) Sim =1 ou 2, selon les conditions de Théoréme 3.3.1 nous concluons que y (5, e) est
une approximation de yo (0,0) plus prés que yo (0,0).

(2) Si m > 2 (dans le cas ou m = 3, la quatriéme terme est donné par Proposition 3.1.1),

on peut s’attendre a ce que Y (é, 6) est une approzimation de yq (0,0) plus prés que y (é, 6).
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