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Introduction générale

Ce mémoire consiste & I’étude du comportement des fuides dans des domaines minces,
¢’est-a-dire des domaines physiques ot la ”hauteur” est beaucoup plus petite que la ”longueur”.
Les principales applications fondamentale (typiquement I’étude d’un lubrifiant entre deux
parois rigides tres proches en mouvement relatif comme par exemple dans un mécanisme
de roulement a billes), et 'application aux écoulements de faible épaisseur entre deux sur-
faces solides, comme il est justifié dans la référence [9] par des techniques asymptotiques
ainsi I'approximation des équations de Navier-Stokes par une équation dite de Reynolds.
L’équation de Reynolds a été utilisée pendant une longue période pour décrire le com-
portement d’un écoulement visqueux entre deux surfaces proches en mouvement relatif (voir

[23,24] pour des références historiques), elle peut étre écrite comme
div(h*Vp) = div(sh),

ou h est I’épaisseur de 1’écoulement et s un vecteur donné représentant le cisaillement de
I'une des deux surfaces.

Celle-ci permet d’obtenir la pression hydrodynamique, indépendante de la variable décrivant.
I’épaisseur de I’écoulement, ce qui nous permet de déterminer la distribution de pression
dans un espace mince rempli de fluide entre deux surfaces. Le contact liquide-solide peut
étre modélisé par la loi de frottement de Coulomb ou de Treska. L’étude du phénomene
de lubrification par des fluides Newtoniens avec glissement a été obtenue en [15] lorsque le
glissement est donné par la loi de frottement de Coulomb, et par F.Saidi[4] lorsqu’on prend

aussi en considération l'effet de température. Dilmi dans [16] a étudié ’analyse asymptotique



Table des matiéres

d’un probléme dynamique pour 1’élasticité dans un domaine borné en dimension trois avec
les conditions de frottement du type Tresca.

le but ce de travail, n’est pas seulement de donner 'existence et 'unicité de ce prob-
leme, mais aussi d’obtenir rigoureusement 1’équation décrivant ces phénomenes dans un flux
du film mince par le biais d’une analyse asymptotique dans lequel le petit parametre est
la largeur de I’écart, en suivant les mémes idées que dans [3, 9]. Le point de départ est
I’équation des milieux continus avec les conditions aux limites de Tresca et ainsi de tomber
dans le champ d’application du travail de A. Saad allah [1]. La technique asymptotique est

basée sur les étapes :

1. i) —Le changement d’échelle, par rapport a I’épaisseur, ce qui nous permet d’obtenir

des estimations dans un domaine ”fixe”.

2. ii) —Les résultats de convergence faible et probleme limite. Dans ce mémoire on
s'intéresse aussi a I’étude de 'analyse asymptotique d’un probleme dynamique pour
I’élasticité linéaire isotherme et non-isotherme dans un domaine borné en dimension

trois avec les conditions de frottement de Tresca.

Le premier chapitre, est consacré tout d’a bord au rappel des notions principales de
la théorie des milieux continus et d’analyse fonctionnelle et les ecpasec de sopelv nécessaires
et des résultats utilisés tout au long de ce travail. Ensuite, nous présentons le systeme
d’équations aux dérivées partielles qui modélisent 1’évolution isotherme (ou non-isotherme)
d’un corps homogene élastique en présence de conditions non linéaires du type Tresca sur
une partie de la frontiere du domaine.

Le deuxiéme chapitre, on prouve en premier le résultat dexistence et dunicitédune
solution faible, des équations dynamiques pour ’élasticité linéaire dans un domaine borné a
trois dimensions avec des conditions de frottement sur une partie de la frontiere et Dirichlet

surlautre partie. Le domaine Q est donné par
Q. ={(2/, 23) e R¥: (¢,0) €w, 0<m3<eh(a)}.

La frontiere de €. sera notée I'* = T'{ UT% Uw,ott w un domaine borné de R? déquation
r3 = 0 qui constitue la frontiere inférieure du domaine et h & ¢! (R) ,I'§ est la frontiere

supérieure du domaine etI'] L est la frontiere latérale.
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Nous étudions I’analyse asymptotique quand ¢ tend vers zéro du probleme suivant :

d2 €

d; =2uDiv (D (u®) ) + Mdivu® + f ¢ dans Q. x 10,77,
o5 (u®) = 2udij (u®) + Mgk (u) 0y dans €.
u*=0 sur I'S x 10,77,
ut =g sur 'y x 0,77,
851.1/:0 . sur w x 0,77,
|gg|</<;€:>( “) =0

ot
T e sur w x |0, 77,
|o¢| = k® = 35 > 0 tel que < T ) = —fo:
ou® "
\ u® (0) =up et o (0) = uy.

ou f%, g, u et k* sont des données du probleme. on montre d’abord que pour ¢ > 0 fixé,
le probleme admet une solution unique faible. Ensuite, on étudie I'analyse asymptotique
du probleme en faisant un changement d’échelle, pour ramener 1’étude sur un domaine
indépendant de 7, sur lequel nous définissons des nouveaux inconnues. Nous obtenons des
estimations a priori sur la solution indépendamment de ” en utilisant les inégalités de Korn,
Poincaré et Young. Grace a ces estimations, on obtient un théoreme de convergence, qui
nous a permis de passer a la limite lorsque ” tend vers zéro.Donc la convergence forte de
la vitesse est prouvée, 1’équation spécifique de Reynolds est aussi prouvée. EnFIn, nous
montrons 'unicité de la solution de notre probleme initial.

Le troisiéme chapitre, on s’intéresse a 'étude de 'analyse asymptotique d’un
probleme dynamique pour I’élasticité linéaire mais cette fois non-isotherme, c’est-a-dire le
coeffcient u épend de la température, avec les conditions de frottement non linéaires de type
de Tresca. Nous couplons 1’équation de la conservation de la quantité du mouvement avec
I’équation de la conservation de I’énergie déduite de la loi de Fourier. Le probleme complet

dans €)., s’écrit :
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¢ d2ue
—5 = 2uDiv (D (u)) + Mivu® + f *
0%, (uF) = 2udyy (uF) + Ay () 8,
ut =
ut =g
ou®
4 v=0
ot " e
U
£ k& g
jof] < :><8t)T !
lo¢| = k* = 3B > 0 tel que <8(;17; )
oT* '
TE(0) =0 t 0)=0.
\ (0) R (0)

dans . x 10,77,
dans ).

sur I'S x 10,77,
sur 'y x 0,77,

sur w x |0,77,

sur w x |0, 77,

ouu® , k% , etg sont des données du probleme. On étudie 'analyse asymptotique du probleme

de la méme maniere que dans le deuxieme chapitre, on obtient des estimations a priori

indépendamment de ” concernant le gradient de la température.
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Notations

Si 2 est un domaine de R?(d = 2, 3), on note par

Q

r

Hy, (Q)

v H (Q)* > Hz (I)*
L2 (Q)

H'(Q)°

-llo.0

116

I’adhérence de €.
la frontiere de €2 supposée réguliere, partitionnée en trois parties
mesurables disjointes deux a deux.
la normale unitaire sortante a I'.
les composantes normales et tangentielles du champ vectoriel
v défini sur Q.
I’espace des fonctions réelles contintiment différentiables sur €2.
Iespace des fonctions réelles indéfiniment différentiables
eta support compact contenu dans (2.
I’espace de distributions sur €.
I’espace des fonctions Lebesgue-mesurables de puissance p-ieme
integrable sur €.
I’espace des fonctions Lebesgue-mesurables sur €2 telles que 3 ¢;0:
lu(x)] <e p.psur Q.
I’espace de Sobolev d’ordre 1 sur ).
'adhérence de D (2) dans H* (9).
'espace dual de H} (£2).
I’espace de Sobolev d’ordre % sur I'.
lespace {¢ € H' (Q): ¢ =0 sur I[;}.
I’application trace pour les fonctions vectorielles.
Vespace {u = (u;)/u; € L*(Q), i=1,d}.
Pespace {u = (u;)/u; € H' (Q), i=1,d}.
la norme de L2 ().
la norme de H' (Q)%.

Si X est un espace de Banach et d € N* | on utilise les notations suivantes.
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-1l
Xcl
Ty — T

Ty, — T

LP(0,T, X)

-l Loo.r)
C(0,T, X)

la norme de X .

Vespace {z = (z;) =2, € X,i=1,d}.

la convergente forte de la suite (x,,) vers I'élément 2z dans X .
la convergente faible de la suite (x,,) vers I’élément x dans X .
I'espace des fonctions f mesurables de [0, T] dans X, telles que
fOT | ()]l x dt < oo avec les modifications usuelles si p = oo.

la norme de LP(0,7, X).

I'espace des fonctions continues de [0, T] dans X.

Pour une fonction f on note par

dom f

supp f
o f

lim inf
dij
I
0

C

p-p
-1

(u,v), u.w

le domaine de f.
le support de f .
la dérivée partielle de f par rapport a la composante x;.
le gradient de f.
la partie symétrique du gradient de f = % (V f+vr f)
le divergence def.
la dérivation par rapport au temps.
la dérivée normale extérieure.
la limite inférieure.
le symbole de Kronecker.
le tenseurs identité du seconde ordre sur RY.
le zéro de R%.
une constante générique strictement positive.
presque par tout.
la norme euclidienne de R2.

le produit scalaire des vecteurs u et v.
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1.1. Cadres Mathématiques

1.1 Cadres Mathématiques

1.1.1 Modélisation

L’objet de cette section est d’établir le modele mathématique décrivant 1’évolution
d’un corps déformable ayant uneloi élastique sous ’action des efforts extérieurs en présence
deconditions de frottement sur une partie au bord du domaine. Ceci se traduit
mathéma-tiquement par I’établissement d’un systeme d’équations aux dérivées partielles
posé sur undomaine de R? (d = 2, 3). Ce systéme comprend la loi de comportement du
matériau, ’équation du mouvement et de 1’énergie du corps ainsi que les conditions
initiales et aux limites auxquelles il est soumis. Pour les références bibliographiques, nous
avons consulté [4, 10].
el.’équation de conservation de la quantité de mouvement.

La loi fondamentale de la mécanique des milieux continus exprimant I’équivalence entre le
tenseur des forces extérieurs et le tenseur des accélérations pour un systeme matériel
quelconque, conduit al’équation du mouvement suivante :

p%:Div o+ f, (1.1.1)
ou le vecteur f, de composantes fi (i = 1; 2; 3); représente une densité massique des forces
extérieures, est la densité de masse et Div désigne I'opérateur divergence, c¢’est-a-dire

. an'
Div o= ( o A])lfig?)
J

el.’équation de conservation de 1’énergie.
L’expression générale du premier principe dela thermodynamique s’écrit :

de

de

pp =0 D(u) — divg +r, (1.1.2)

- e est un scalaire qui désigne ’énergie interne spécifique du milieu continu.

- 1 est un scalaire représentant l'apport d’énergie par unité de masse et de temps.
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- q, de composantes qi, est le vecteur transport d’énergie.

- D(u) est le tenseur des taux de déformation, de composantes
-0 : D(u) est le produit de deux tenseurs et D(u) défini par I'expression
3
o:D(u) = Zz’,j:l 0ijdi; (u).

eLois de comportement linéaire de matériaux é lastiques.
Cette loi reliant le tenseur des contraintes et le tenseur des déformations linéairisées D(u)

est

o(u)=FE : D(u) ( 0ij(u) = Eijp dg (u)). (1.1.3)

ol E = (Ejju) est le tenseur d’élasticité symétrique d’ordre quatre.
On l'appelle alors la loi de Hooke et elle est valide pour un tres grand nombre de
matériaux.

Dans le cas isotrope, le tenseur d’élasticité E est défini par

E i = p(0irdj + 04dji) + Adijop. (1.1.4)

ou A et p sont les coefficients de Lamé qui sont spécifiques a chaque matériau.d;; désigne le

symbole de Kronecker.

En utilisant (1.1.3), (1.1.4), on peut alors démontrer que le tenseur des contraintes ¢ d'un

corps homogene élastique et isotrope est :
o(u) =2uD(u) + AXT'rD(u)l,

ou
- D(u) est le tenseur des taux de déformation.
- I est la matrice identité de rang 3.

- Tr D(u) désigne la trace de D(u) définie par

TTD(U) = 22:1 dkk (u)
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1 est une fonction dela température T

p=(T)

La loi de comportement de 1’élasticité linéaire d’un corps homogne et non isotherme est
donc

o(u) =2u(T)D (u) + XTrD (u) 1. (1.1.5)

eCas non-isotherme

Considérons un corps homogene élastique, isotrope, et conducteur de chaleur qui occupe
un domaine 2 de R? pendant un intervalle de temps [0, 7.

Si le milieu est homogene, la densité au point x de €2 reste constante au cours du temps,

elle est donc de plus indépendante des variables d’espace. Ce que nous supposerons
p = pg = constante.

Il est méme possible de posera p = 1, ce qui est fait dans la suite, et revient simplement a
choisir I'unité de densité de la masse.

En utilisant la loi de comportement (1.1.5) I’équation de mouvement (1.1.1) devient

% = Div (2u(T)D (u) + XTrD (u)I) + f .
On a donc
d*u _ .
= Div 2u(T)D (w)) + Mdivu + f . (1.1.6)

On suppose que

- e I’énergie interne spécifique est donnée par la loi

T
de c d

- = T)—
dt ”<)dt’

ou C, désigne la chaleur spécifique a volume constant.

- apport d’énergie par unité de masse r dépend de la température 7' :

r=r(T).
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- le vecteur flux de chaleur ¢ par diffusion est donné par la loi de Fourier :
q=—KVT.

ou K est la conductivité thermique.

Dans ces conditions 1’équation de I’énergie (1.1.2) s’ecrit

CU(T)% =0 :D(u)+ div(KVT) +r(T). (1.1.7)

Finalement, les équations générales de probleme dynamique d’élasticité linéaire non

isotherme sont données par le systeme :

2
CflTl; = Div(2u(T)D (u) ) + Adivu + f, (1.18)
dT . .
CU(T)E =0 :D(u) + div(KVT) + r(T).
Dans le cas stationnaire on obtient le systéme :
—Div 2u(T)D (u) ) = Adivu + f, (1.1.9)

—div(KVT) =0 : D(u) +r(T).

eLois de frottement du type Tresca. La loi de frottement présente un seuil de
frottement fixe kflorsque le solide et la fondation sont en contact,la fondation exerce sur le

solide un effort tangentiel qui ne dépasse pas un certain seuil

lof] < k® sur w x]0,T7.

En conclusion, les conditions aux limites de type frottement de Tresca s’écrivent alors

comme suit :

(
o] <k,
e . ou®
Si |7 <k alors <8t> =0, sur w x 0,7, (1.1.10)
Si |oZ| = k¢ alors o = —\ (au ) avec A > 0.
\ at T

Remarque 1.1.1. Quand k° = 0, on obtient 02 = 0 sur w x ]0,T[. Il s’agit du cas sans
frottement.

Remarque 1.1.2 [5, 26] La condition (1.1.6) esté quivalente ‘a la relation suivante.
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(up —s)or +klu, —s|=0 sur w.

1.2 Espaces fonctionnels

On commence par un rappel d’analyse fonctionnelle concernant I'espace des
distributions, les espaces LP(€2) et les termes principales de la convergence faible. puis,On
présente également les espaces de Sobolev, de type LP(0;T; X), et les principales propriétés
notamment les théoremes de trace. Nous finissons en donnant quelques lemmesdu type
Gronwall, qui seront de plus utiles en particalier dans la démonstrationd’unicité des

solutions faibles ainsi que les majorations et d’estimations d’erreurs.

1.2.1 Quelques rappels d’analyse fonctionnelle

On alle introduire dans ce paragraphe un résumé d’analyse fonctionnelle, et quelques
résultats qui interviennent dans 1’étude des problemes de ce mémoire.De nombreux
ouvrages parcourent cesujet,nous renvoyer le lecteur soucieux de plus détails a par exemple
23]. Soit 2 un ouvert de R%. On désigne par C$° () (ou D(f2)) I'espace des fonctions de
classe C* a support compact dans 2. Nous munitons C3° (€2) de la pseudo-topologie ,
c’est-a-dire qu’on définit les termes deconvergence dans C3° (2).
eL’inegalité de Holder

Pour tout 1 < p < 0o on notera g 'exposant conjugué de p défini par % + % = 1 avec
la convention = = 0. Pour tout u e L? (Q) et v e LY(Q).on auwv e L*(Q) et
vl pre<ll ey - ol o -

I1 résulte de l'inégalité de Holder qui si (u,) une suite telle que u,, — u dans LP() , et
(v,) une suite telle que v, — v dans L9(Q). on obtient que la suite (u ,v, ) C L'(Q)
converge vers uv dans L'(Q),ce qui implique limy, o0 [, tntpdz = [, uvdz.
Théorémel.2.1 Soit (u,), une suite de fonctions intégrables telle que u,, — u dans L'(Q).

Alors il existe une sous suite (uy, ), et veL*(Q) telle que
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up, — v p.pdans Qet | u, | <wvp.pdans .

el’espace des distributions D’ (1) est le de D(2), c’est-a-dire 1’'espace de formes
linéaires continues sur D(£2). On note (T, ¢) = T'(¢)le produit de dualité entre une
distribution 7" € D' (Q)et une fonction ¢ eD(2) : ce produit de dualité généralise 'intégrale
usuelle fQ Todx . En effet, on vérifie que si f est une fonction localement intégrable dans
2, alors on peut définir une distribution T par

(Ty,6) = fof odu.
On peut aussi munirD’ (€2) d’une notion de convergence : on dit qu’une suiteT,,eD’ ()

converge au sens des distributions vers T e D’ (Q) si, pour tout ¢ ¢ D(Q).

Théoréme 1.2.2 (Théoréme de la convergence dominée de Lebesgue). Soit (u,)
(1) up(z) = u(z) p.p. sur Q ,
(ii) il existe une fonction v € L'(Q) telle que pour chaque n , |u,(z)| < v(x) p.p. sur .

donc

we LYQ) et |lu, —ul| LY(Q) — 0.

Remarque 1.2.1.11 résulte de I'inégalité de Holder que si (u,,) une suite telle que u,, — u
dansLP(12), et (v,) une suite telle que v, — v dans L(£2). on obtient que la

suite(u,v,) C L'() converge vers uv dans L'(), ce qui implique

limy o0 [ Un Vpdx = [, uvdr  Le résultat suivant, qui est presque l'inverse du théoréme
de convergence dominée de Lebesgue, il est d’une certaine importance dans 1’étude des
équations non linéaires, il établit une certaine relation entre la convergence dans le sens de
la norme de L*(€2) et la convergence presque partout sur .

Théoréme 1.2.3 Soit (u,), une suite de fonctions intégrables telle que u,, — u dans
L) . Alors, il existe une sous suite (uy,, )r et v eL'(Q) telle que  u, = v p.p dans Q

et |u,, | < v p.p dans Q.
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1.2.2 Espaces de Sobolev

On déinit les espaces de Sobolev qui sont les espaces de fonctions qui permet de
résoudre les formulations variationnelles d’équations aux dérivées partielles.Ensuite,() est
un ouvert borné régulier deR?. Pour p = 2, L%(Q) est I'espace des fonctions mesurables de

carré sommable dans . Muni du produit scalaire

(1) = [ ul@) v (o) do

L?(Q) est un espace de Hilbert.On note

fulloy = ([t dx)

Définition 1.2.1 Soit un ouvert de R%. L’espace de sobolev H!(€) est défini par

la norme correspondante.

HY(Q) = { ueL?(Q)telquey ie {1, ....,d} 2 6L2( )}

ou %est la dérivée partielle de v au sens des distributions (1.2.1).

Proposition 1.2.1 L’espace de sobolev H'(€2) est muni du produit scalaire

(u, = o (u )+ V u(z).Vo(z))dz

et de la norme

D=

Jull i) = (f (Jul@)]® + |Vu(z)|?) dz)

'espace de Soboleve H'()) est un espace de Hilbert.
Proposition 1.2.2 (Inégalité de Poincaré). Soit un ouvert de borné de R¢, Alors il

existe une constante C' telle que pour toute fonction u € Hj (),

lull 2@y < C [IVull 2 -

10



1.2. Espaces fonctionnels

En particulier, ||Vul|| L?(Q2) est une norme équivalente a celle de H (Q) (H{(Q2) désigne le
sous espace vectoriel des fonctions de H'(2) nulles surl ).

Formule de Green pour 1’élasticité

On munit Pespace produit H' (€)d du produit scalaire canonique et de la norme associée

respectivement (., .)1,0 et ||.||; o qui définis par :

(U, U)LQ = fQ(uzUz + fQ(ui,jvi’jdac

oIt = Jo ol dz + [y [Vl da .

Et la norme de L%(Q)? sera notée [-1lo.-

On rappelle que I'application de trace v : H! (Q)¢ — L? (I')? est linéaire continue,mais
n’est pas surjective.L’image de H! ()¢ pare cette application notée par Hr,c’est un
sous-espace s'injecte continiment dans L? (I')?. Pour ¢ assez régulier nous avons la

formule de Green:
Jo 0 e(u)dz + [ Div(o)udx = [ ov vdl' 8v € H' ().

Un résultat essentiel pour les applications du prochain chapitre est 1'inégalité suivante:
Théoréme 1.2.4 ( Inégalité de Korn ). Soit 2 un domaine régulier borné de R? de
classe C!. Il existe une constante C' > 0 ne dépendant que de Q telle que, pour toute

fonction v.€ H* (2)?, on a :
Jquivide + [ €;(v)e;(v)de C > |v|fQ S ve H Q)

Pour des détails sur les résultats de ce paragraphe nous renvoyons par exemple [25].

Remarque 1.2.1 Pour tout un ouvertde R¢, ona
HAQ) c L¥(Q) = (LA(Q) ¢ H (D).

Les espaces Lp (0, T,X)
Soit 7" > 0 et soit (X, ||.||y) un espace de Banach réel.

Définition 1.2.2 On définit les espaces suivants:

C0,7;X) ={u:1[0,T] - Xcontinue} ,

11



1.3. Elémemts d’analyes non linaire dans les espaces Hilbert

LP(0,7T;X) = { u: [0,T] — Xmesurable; fOT |u(t)]  dt < oo },1 <p<l,

muni de la norme

1

T P
lll oy = (Jy @) 12 dt)

et

L>(0,T;X) ={ u:[0,T] = Xmesurable; 3C > 0 ||u(t)| y < C p.p.t}
muni de la norme
[l oo 0,70y = E{ C > O; fJu(®)llx < C ppt}.

Remarque 1.2.2. Pour tout 1 < p < oo, LP(0,T;X) est un espace de Banach et C(0, T,X)
est dense dans L”(0,T,X).Si 1< p < oo et si X est réflexif, donc Lp(0, T,X) est réflexif.
Théoréme 1.2.5. Soit (X, (.; .)x) un espace de Hilbert et soit u: [0, T] — X une

9u ¢ 10, T; X), 1< p <1. donc :

fonction telles que u, %

(1) la fonction t — 3 |u(t)||% est une fonction absolument continue sur 'intervalle ]0,T],
(2) 55 @)% = (5 @) u @), pp- t €]0, T[,
(3)3 Hu(t)H?( =1 ||u(0)||§( —|—f0t (% (s) ,u(s))zds pour tout t € [0,T] .

1.3 Elémemts d’analyes non linaire dans les espaces

Hilbert

1.3.1 Lemmes de type Gronwall

On rappelle ici les lemmes classiques du type Gronwall qui interviennent dans de nom-
breux problemes de majoration et d’estimation d’erreur, en particulier pour établir I'unicité
de la solution.Pour avoir plus de détails sur les rappels figurant dans cette section, on pourra
consulter par exemple [3],]9].

Lemme 1.3.1 Soient m et n eC([0,7], R) telles quem(t) > 0,n(t) > 0 pour tout
t €]0,T[, a > 0 une constante , ¢ ¢C(0;7; R)

12



1.3. Elémemts d’analyes non linaire dans les espaces Hilbert

(1) Si
o(t) < a+ /0 n(s)ds + /0 n(s)6(s)dsvit € [0, 7). (13.1)
donc
o(t) < (a + /0 tm(s)ds) eap ( /0 tn(s)ds) vt € [0,T], (13.2)
(2) Si
(1) < m(t) + a /0 ' o(s)dsvt € [0.T]. (1.3.3)
done

/0 "o(s)ds < exp (aT) ( /O tm(s)ds) | (1.3.4)

Dans le cas par

ticulier m = 0, la partie de (1) de ce lemme devient :
Corollaire 1.3.1. Soit n € C ([0,T] ;R) telle que, n (t) > 0 pour tout t € |0; T[, et soit
a>0.8SieC (0, TR) est une fonction telle que

¢ (t) <a+ [/ n(s)@(s)ds vt €0, T],

donc

¢ (t) < aexp (f(fn(s)ds) Vtelo T].

le corollaire 1.3.1 est souvent utilisé pourmontrer I'unicité de la solution, de la facon
suivante.
En supposant qu’il existe deux solutions, en notant par ¢ la norme de la diérence entre

ces solutions, on essaie ensuite de majorer ¢ sous la forme

¢ (t) < fyn(s) d(s) ds Ve € [0, T,

avec une certaine fonction n> (0. L’application du corollaire donne immédiatement la nullité
de ¢ .
Lemme 1.3.2. Soient m et n € C ([0, T] ;R) telles que m(t)> 0, n (t)> 0 pour tout

t € ]0; T[, a > 0 une constante. Soit également ¢ : [0, T| =R une fonction telle que

13



1.3. Elémemts d’analyes non linaire dans les espaces Hilbert

507 (s) < za? 4+ [ m(t) ¢ (t)dt + ) n (t) ¢*(t) dt Vs € [0, T],
donc
0(s)| < (a+ [ m(t)dt)exp([; n(t)dt) Vs [0,T] .

Dans le cas particulier n = 0 le lemmel.3.2 devient :
Corollaire 1.3.2. Soit m € C ([0,T] ;R) telle que, m (t) > 0 pour tout t € |0; T[,a >0

une constante. soit également ¢ : [0,7] —R une fonction telle que

307 (s) < 3a% + [g m(t) ¢ ()dt Vs € [0, T],

2

donc

6(s)| < (a+ [y m(t)dt) Vse [0,T] .
1.3.2 Convergence faible dans les espaces de Hilbert.

Théoréme 1.3.1 (d’Aloaglu). Soit E un espace de Banach separable, et soit (f,,) une
suite bornée dans E’0 le dual de E. Alors il existe une sous-suite extraire (f,,, ) qui converge
faiblement dans E'.
Proposition 1.3.1 Soit E un espace de Banach, et soit (f,) une suite dans E’ le dual
d’espace E:

(1) f, — f dans E’ implique fn —* f .

2) Sif, = *f alors (f,) est bornée et lim inf n—1 || f,,|| > || f]] :

(2)
(3) Siu, — udans E et f, —=* f dans £, alors il suit que (f,.u,) — (f;u) .
(4) f, — f dans E’ implique f, — * f .

(5)

5) Si E est refléxif, alors f,, —* f est équivlante a f,, —* f dans £’

Théoréme 1.3.2 (Théoréme de représentation de Riesz-Fréchet). Soit H un
espace de Hilbert réel et (..,..)y un produit scalaire de H. Pour toute ¢ € H' | il existe

f € H unique tel que

0,V = (fiv)g YveHet o]y, =1l
Proposition 1.3.2

14



1.3. Elémemts d’analyes non linaire dans les espaces Hilbert

(1) Une suite dans H qui converge fortement vers f € H converge aussi faiblement vers f.
(2) La propriété toute suite dans H qui converge faiblement vers f € H converge
fortement vers f est vraie si et seulement si la dimension de H est finie.
(3) Toute suite faiblement convergente est bornée.
(4) Si E et F' sont des espaces de Hilbert réels, et si u € L (E, F), alors 'image par u de
toute suite dans F faiblement convergente vers un élément x € E est faiblement
convergente dans F' vers u(x).

Le résultat crucial suivant est une conséquence du théoreme de Riesz-Fréchet et du
théoreme(1.3.1)de Banach-Alaoglu.
Théoréme 1.3.3 (Théoréme de compacité faible de la boule unité fermé des
espaces de Hilbert). Si H est un espace de Hilbert, alors toute suite bornée dans H

admet une sous-suite faiblement convergente.
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Chapitre 2

Analyse asymptotique d’un probleme
dynamique d’Elasticité linéaire avec

frottement

Contenu

2.1. Position du probléeme;

2.2. Formulation variationnelle du probleme;

2.3. Analyse asymptotique du probleme;
2.3.1. Estimation a priori;

2.3.2. Résultats de convergence et probléeme limite.
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2.1. Position du probleme

2.1 Position du probleme

On considére un probleme associé a des déformations d’un corps homogene élastique
et isotrope en régime dynamique dans le domaine mince Q. C R? dont une partie de sa
frontiere est soumise a des conditions de frottement et une autre partie est soumise a des
conditions de Dirichlet, ou 0 < € < 1 est un réel positif destiné a tendre vers zéro. La
frontiere de Q. sera notée I'* = T; UT, U@, avec IS est la frontiere supérieure d’équation
x3 = eh(x1, 22), ' est la frontiere latérale, w est un domaine borné de R? d’équation x3 = 0
qui constitue la frontiere inférieure du domaine €2.. On suppose que h est une fonction de

classe C* définie sur w telle que
0 < Amin < h(2') < hpax = b ¥(2/,0) € w.
On note = = (2/,x3) € R3, 2/ = (71, 22) € R?. Le domaine Q. est donné par
Q. ={(2, z3) eR®: (¢/,0) ew, 0<x3<eh(a)}.

Soit T > 0, u®(z,t) est la vitesse de déplacement du corps élastique au point x et a l'instant

t €10,7]. On désigne par D = (d;;)1<; j<3 le tenseur des taux de déformations avec

1 [(Ou; Ouj
.. €) — — L -+ 1<17.9<3.
dij (v°) 2 <8ajj 81’1-)’ SHIs3

On suppose que la loi de comportement suit la loi de Hooke, écrite avec la convention

d’Einstein
afj(ue) = 2,wa (U€> + )\dkk (UE) 5ij
oll A et 1 sont les coefficients de Lamé et ¢;; est le symbole de Kronecker.

Les équations qui gouvernent les déformations d'un corps homogene élastique isotrope en

régime dynamique dans le domaine €. sont les suivantes [1]

Pup . :
oz~ i + f7 dans Q. x [0, 7T (2.1.1)

ou f¢ représente une densité massique des forces extérieures.

On utilise les notations usuelles

u;, = ut.v uo = u —u.w o, = (c°v) .y, o:=0"v—(0).v



2.1. Position du probleme

ol v désigne le vecteur unitaire normal a ['® extérieur a )..

Nous supposons que la vitesse est connue sur I'{ x 0,7 et sur I'y x |0, 7]
u® =0 sur I'] x 0,7 (2.1.2)

u® =g sur I'; x 10,7 (2.1.3)

ou g = (g1, g2, g3) est une fonction ne dépend pas de t, avec g3 = 0.

Sur w la vitesse est supposée inconnue et elle vérifie la condition suivante

ou’
ot

v=0surwx]0,T] (2.1.4)

Nous supposons aussi ’existence du frottement sur w, ce frottement est modélisé par la loi

non linéaire de Tresca [10]
=0

ou®
15 k:E —
log] < k® = ( oy )T

|o¢| = k® = 3 B > 0 tel que <5;

5> sur w x 0,7 (2.1.5)

ol |.| désigne la norme euclidienne de R?, et k° est une fonction donnée.
Le probleme consiste donc a trouver un champ de vitesse de déplacement u® vérifiant les

équations et les conditions aux limites suivantes

4 d2us . )
= 2uDiv (D (uf)) + Adivu® + f € dans . x 10,77,
o5 (u®) = 2ud;j (u®) + Adp, (u®) 04 dans Q.
u* =0 sur ' x ]0, 77,
ut =g sur 'y x 0,77,
881; rv=0 . sur w x |0,77,
]ﬂ<ﬁz¢(;):0
T e sur w x |0, 77,
lo¢| = k* = 3B > 0 tel que <8t> = —fo¢
ou® "
\ u® (0) =up et ey (0) = uy. (2.1.6)

Lemme 2.1.1. La condition (2.1.5) sur w x|0,T[ est équivalente a la condition suivante :

s .. |ow|
o on Tk ‘& = 0. (2.1.7)
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2.1. Position du probleme

Preuve.
e Supposons que u° vérifie la condition aux limites de tresca (2.1.5).

a £
> Si |o¢| < k¢, alors ( 5; ) =0, d’ou (2.1.7)

a £
> Si |og| = k° alors il existe 5 > 0 tel que ( “ ) = —foc, d'ou

ot
ous ou: 9 9
T . ~€ ke . T = € elf = 0.
o ke | T = —glotf? + ot
. us ous
e Réciproquement, on suppose que 8tT cos 4 k° - atT =0.
> Si |of| = k¢, alors de (2.1.7) on a
ous ous
T € _ _ |~€]|. T
e T ‘
g
d’ou l'existence d’'un 8 > 0 tel que 87; = —fo:
> Si |og| < k¢, alors
ous ous ous ous
TogE ke | T =0 > — || . |gf] + ke | T
o T z =G|l ‘
out
> T (k= |of
> |G| e = o)

v Oug
et comme k° — |o%]| > 0, d’out —- = 0.0

ot

19



2.2. Formulation variationnelle du probleme

2.2 Formulation variationnelle du probleme

Nous supposons que la fonction vectorielle g € Hz(I'2)® (I'ensemble des traces de
H(9.)3 sur T'%) telle que

/ gvds=0 (2.2.1)
g

Nous pouvons alors montrer comme dans [29] que cette condition est équivalente a I’existence

d’un relevement G € H'(.)? de g sur €. vérifiant
G*=gsurI',,G° =0sur I'],G°.v = 0 sur w. (2.2.2)

Pour 'ouvert €2, on définit ’espace et I’ensemble suivants :

. (%i
' aZL‘j

HY(Q.)3 = {v € (LX)’ e LX(Q.),Vi,j =1, 3}

Iespace de Sobolev munit de la norme ||.|[, o , ot la norme de (L2(9.))® sera noté -lo,0.
H}(Q.)? désigne le sous espace vectoriel des fonctions de H'(£2.)% nulles sur I'*, on note
H~(€.)? son dual topologique.

Nous définissons le convexe fermé non vide de H'(£2.)3
Ke={ve H(Q.)? :v=0sur I's U T%, v.r =0 sur w},
Pour simplifier ’écriture du probleme faible on note :

a(u,v) = QM/ dij (u) d;j (v) dx + /\/ div (u) .div (v) dz (2.2.3)

£

Pour v € H'(.)?, on définit la fonctionnelle j¢ par

O :/ka |v,| da’ (2.2.4)

j¢ est convexe et semi-continue inférieurement.

Enfin on note

(f,v) = fovidx, Yo € HY(Q.)°.

Qe
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2.2. Formulation variationnelle du probleme

Lemme 2.2.1. Soit u® solution de (2.1.1)-(2.1.6), alors elle vérifie le probléeme variationnel

suwvant :

( €

Trouver u® ou 5 (t) € K5, vt €10,T], telle que
0%us 8u5 R out
) - (- 0) 2 (57,6 - @), Vo K
a £
avec u®(0) = uy,

\ az”

_ul

3

0
Preuve. On multiplie I’équation (2.1.1) par ¢ — E)_ljf

(), ou ¢ € K=, en utilisant la formule

de Green on obtient pour t € [0, T

0%uf out 5
(W(ﬂagﬁ_ It (t) ) +fQ 7,]8 (d)z ( )) dx—
W o ()) dz,Vé € K* .

fFE UnJ <¢1 at ) ds = fQ fa ((bz

En utilisant maintenant les conditions aux limites on trouve

(2.2.5)

Jpe oCV ( aazf (t)) ds = [ o°v (gb - a;: (t)) dx’'
6 5 a £
= L] (0= G ) 4ot (6.~ Giw) |
(o N
= [ o (ng ~ 5 (t)) dz
car ¢ — af(t) sur I's UT§ et ¢, = a(;f(t) =0surw

Donc de (2.2.5) on obtient :

0*us 0u5 0 ous
(W(t%gb_ ot ) +fQ (sz - ot (t> dx+

o (% <t>)—f95f¢ o= 250 s -

0 Ous
[z (6= Gzw) 4 (16 - | G0 )| aotovo e -
ous ou .
et comme | [ai (ng — 8tT (t)) + k° (|¢T| - 8tT (t)‘)} dx’ > 0 d’apres le lemme 2.1.1,

(Govo-Gr0) +a(wio-Zom) +

Fo - (Gr0) = (ro-500), wer o
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2.2. Formulation variationnelle du probleme

et par suite on obtient le probleme variationel en vitesse suivant :
uE
T (t) € K¢, Vte 0,17, telle que

Trouver uf ou

( 0?uf v o) +
8t2 )¢ ot
+5°(¢) — J° (at (t ) > <f€ ()) Vo € K¢ (2.2.7)
. ou’
\ avec us(0) = T (0) =w
Théoreme 2.2.1. On fait les hypothéses suivantes :
s afs 62](‘6 ) o 3
k® € C5°(w),k* > 0 ne depend pas de t (2.2.9)
up € H*(Q)?, wy € H'Y(Q.)?,  (u1), =0. (2.2.10)

Alors, il existe une fonction u® unique solution de (2.2.7) avec

w, aait e 1= (0,T; H' (2.)°) (2.2.11)
O g (0,7 L* (2.)%) (2.2.12)
Ot2 )Ly € L.

Preuve.

a) L’unicité de la solution

8 £
Soient uj et u§ deux solutions éventuelles. Prenant dans (2.2.7) ¢ = L (t) (resp ¢ =

ot
ouj
th (t)) dans I'inéquation relative a u§ (resp u§) et ajoutant, il vient, en posant w® = u§ —u§

O*w® Ows B 5%>0
e o ) “\Uar ) T

ceci implique que
d ||| 0w
t

Donc, comme a(v,v) > 0, on a

+a(w(t), ws(t))] <0
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2.2. Formulation variationnelle du probleme

ow® (1) < ow*
ot - Ot

(0) =0, Vt = w(t) =0

d’ou 1'unicité de la solution.

b) Existence de la solution

oks 0%k®
Supposant que k¢ peut dépendre de ¢, avec k®, 5 € L*®(wx 10,7
On régularise la fonctionnelle j°, en posant
e 5 \ 1
) = [ K thec (o )de's oo () = WO ¢ >0 (2.2.13)

on considere I’équation approchée

(a;f (t),d)) +a(u(t),9) + (( i)’ (
Ous

avec  uZ(0) = uo,

auz — € >
F0)0) = aeer
) =

0
0

Uy.

ot (
On montre d’abord I'existence d une solution u¢ de (2.2.14) puis I'on établit des estimations
a priori indépendantes de (. On passe ensuite a la limite en (.

FEstimation a priori (I)

€
8u§

ot

(k. em) +o (w0, o) < (0. 5e0)

On prend dans (5.2.14) ¢ = (), comme (( jf)/ (w) ,w) >0, Yw € K¢, on obtient

d’ou
out 2
¢
t
5 (t)

(1)) (2.2.15)

+afuc(t), ug(t))

1d
2dt 0.0,

pour p > 0, il existe o > 0 tel que

2 2
a(v, v) + pllvfloo. = allvlly o,

on déduit de (2.2.15) apres intégration en ¢ :

2
ralu®lig, — pllui@log, < lulie, +
0,92
dug

relullg, +2f (50, 5 () do

8u2t
5 (1)

(2.2.16)

utilisant
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2.2. Formulation variationnelle du probleme

Hug(t)ujm < cJ:" Ha;;g (o) ZQ do + ||uoll o,
et comme
o (#0150 Y ar =2f [0, () o) —2 (). (1) () o

= 207700, (45) (0) = 270 u0) — 2] (5-(0), (1) ) ) do

on déduit de (2.2.16) que

2 2

ous t || Oug ¢
50 ey, < cvef |[FEe)| doef @, dor
ot 0,0 nre 0 ot 0,Q¢ 0 e
t ous t ous 2
2f (fff(o'), 825( (a)> o< C(l—i—f H 815( (o) + Hu’E_(U)HiQE do)+
0 0 0,Q¢

t

ofe

+2(f5(2). (uF) (1) + 2(£°(0), uo) + 2dint | ——(@)|| [|(u) (@), o do
07 €
d’ou finalement
ous 2 t1 || Oug ?
1500 ol <e (4] |50+, |
ot 0.0, hie o [l O 0,0 o
par conséquant, d’apres le lemme de Gronwall :
oug 2 NP
' S|+ [u@®)]] o <c (2.2.17)
0,00

ol ¢ est ne constante indépendante de (.

FEstimation a priori (1I). On dérive (2.2.14) en ¢ on obtient :

(Gecino) +a(S0) + (o) () .0) = (%o o)
P
ot?

(t), on trouve

(G, S 0) o (e, k) +
wx(0= (%0, 5k 0)

o x()= (& () (%w) 7%@))-
Mais

on prend ¢ =

(2.2.18)
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2.2. Formulation variationnelle du probleme

((38) ). 6) = LKt (ferl?).vr-brda = [ Kotic(v) v

o ¢ (vy) = @ (|vs[*).v7, done

(5 () @0 0) = J, S e(on() '+

+f ksh_ﬂ)w (UT(t—l_h)})L Pe(vr(t ))‘QSde/

ceci implique que

(55 (39 @00, 00) = 1, G- velo. ) ot s

L LU0 16410 00,
h—>0 h

comme l'opérateur est monotone, la derniere intégrale est positive et donc

( 4 (52) (000 ,qb/(t)) = aafw(@(t)).as;(t)dx’
~ kD

avec cette inégalité, (2.2.18) nous donnons
2

1d oug dug

2dt U o, ° ( a D (t))
Okt ug ) ofs, . ug

1L G (o) e < (5 0. 5k o)

QUZ
ou 'on remplace ar t).
place ¢ par —(t)

82u2
5 (t)

Intégrant de 0 a ¢t on en déduit

l

t
+cf
0

0*us 2 ous 2 0*us 2
¢ 2 ¢
t t < +
o2 ( ) 0.0, + H ot ( ) 0 S tc ||u1||1,Q€ ot2 (0) 0.0,
- 2
82%

aka a 82 e
Ot2 (o) o do — 2f fw It atwc (( a;c) (U)) dx'do (2.2.19)
0 T

Lof <af5 o), a;;<(a)> do

o~

mais
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2.2. Formulation variationnelle du probleme

[(% 0. ) a0 = (0. 5%0) - (o)
1 (G50 G ao

2 fa
ot?

et comme € L? (O T; L? (52.) ), alors avec I'inégalité de Poincaré,

t 8f€ 82u2
(e o ))do <e| ol | 5
3u<

a2f£
ot? o) (975( o)

d’ou l'on déduit, a partir de (2.2.19) :

2 2
2
' <e (uulnl,gs n ] )
0,95 0,02

a2us 2
o) ) i+t (22.21)
1 0,Q2¢

8k;f d%ug ,
“ ot ot (( at2g> (‘7)) d'da

82u

0uc

(2.2.20)
+c+ f

O,Qe 1’QE

2,,E
0u¢

ous
5 (t) :

0*us
¢

o )

0,92 ‘

+Cf(

+ ’
Qe

—|—2

il faut maintenant estimer

8t2< (0).

On déduit de (2.2.14) et (2.2.10) que

(88;2 (0), ¢>> = (f%(0),¢) — a(uo, ¢), V¢ € K* (2.2.22)

donc le dernier terme de (2.2.21), qui vaut

fw at wc ((a;ZZ)T(a)) da' — [ aa]f (2,0)¢¢ ((8;;2)7 (0)) dz'
+Z L a;t]zg-l/}g ((%)T (0)) da'do

= 0 (I'hypothese (2.2.9)), alors (2.2.21) et (2.2.23) donnent :

et par suit
ug
52 (0)

0,9«

< cte (2.2.23)

On suppose maintenant
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2.2. Formulation variationnelle du probleme

Pug . 2 Oug . 2 <.l b (] 0%ug 2 Oug 2 p
ot? ©) 0,0 ot ©) 19, ‘ +£ o @) 0,9 ot @) 1,0, ’
d’apres le lemme de Gronwall on obtient
‘ Tl ‘ | < (2.2.24)
~C 2.
ot? 0.9 ot L0,

Passage a la limites en &

D’apres (2.2.17) et (2.2.24) on peut extraire de uf une suite notée encore u, telle que

ug — uf dans L> (0,T; H* (Qs)g)
au( 8u

Zﬁt dans L> (0,T; H* (QE)?’) (2.2.25)
0%us . 02 E
ot? ot?

on déduit de (2.2.14) que

82u< 8uc dug
(2502 a0 ) s 00 -

dans L> (0,75 L2 (2.)")

- (%) - (f‘f 6- G ) =0 (2.226)
oug (9u< oug
(@) () -%)
Prenant dans (2.2.26) ¢ = ¢(t), ¢ € L? (0, T; K*), on en déduit que

(G oo (ro- )
(B 0] S )]

2 (2.2.27)

. +a(ug(T), u(T)) | -

mais
‘ 1 8u2 2 ) ) T . 8u2
%g%mf [5 ” 5 (T) o + a(ug(T), ug(T)) +{j€ ot >> d
1 ||| 0y 2 T dug
> - c c :
5] ey | e (55 a
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2.2. Formulation variationnelle du probleme

et donc (2.2.27) donne

T 0%ue ou® ou® 0

f[( S0 - )+a(u€,¢— a“t)ﬂff(cb) * (a“t)

0 e (2.2.28)
—(f6,¢— 81&)}‘%20’ Vo € L*(0,T; K*)

On passe de (2.2.28) a l'inégalité ponctuelle (2.2.7)

Soit s € ]0, T[ fixé quelconque et soit w € K* quelconque. Prenons la famille Oy= ] s — %, s+ % [
de voisinages de s :

et soit ¢ définie par

ou? _
gb(t) _ o1 (t) S ¢ Ok
W(t) site Ok
Alors (2.2.28) donne

Jou | (i) + )+ (w) - (570 -

0%us Ou out ous ous
i - 15 __ € _ e _ >
fOkKaﬁ’at)Jra(u’at) j((%) (f’at)}dt—o

d’ou encore en désignant par |Ok| la mesure de O, :

(10" Jo, 2 by w) +a (107 fo, v Odtw) + 7 ) -

_ _ 82u5 ou® ous
—(| O] fOk fe(t)dt, w) — | Oy fOk {( 57 B ) +a (ua, o ) (2.2.29)

0 ou’
ORG-S

Mais d’apres le Théoreme de Lebesque, on a

|Ok|™ fo t)dt — g(s), pour presque tout s

On déduit donc de (2.2.29) que

5 (Gr0) 2 (Few-G0). were

d’out (2.2.7) et donc le théoreme 2.2.1 est démontré.
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2.3. Analyse asymptotique du probléeme

2.3 Analyse asymptotique du probleme

Pour I’analyse asymptotique du probleme on utilise le changement d’échelle z = x3/e.
Comme dans [8] cette méthode consiste a transposer le probléme initialement posé dans le

domaine (). en un probleme équivalent posé sur un domaine €2 indépendant de €, ou
Q={(2,2) eR®: 2/ ew, 0<z<h()}

on note I' =T'; UT';, UW sa frontiere. Nous définissons sur €2 des nouvelles inconnues

w2z, t) = us (2!, xs,t), i =1,2
(2.3.1)
us(r, 2,t) = e g (2, w3, t)
pour les données du probleme, on suppose qu’elles dépendent de £ de la maniere suivante
k= ck*
f(a',2,0) = (2!, s, 1) (2.3.2)

/g\(xla Z, t) = g(xla xs3, t)

(@o); (', 2) = (uo); (2',5), i = 1,2 et (Uo)s (2,2) = &' (un); (¢, x3)

(2.3.3)

(W), (', 2) = (w); (2, 25), i = 1,2 et (U);(2,2) =" () (2, 3)

avec %, J?,/g\, Up et (uy) ne dépend pas de e.
Soit @(w’, z,t) tel que G=gsurl.

Ainsi on peut définir le relevement G° de g précédemment introduit, par

G (!, ws,t) = Gi(a!, 2,t), i = 1,2

G52, w3, ) = eG3(2, 2, 1)

Posons
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2.3. Analyse asymptotique du probléeme

K={veH(Q)?:v=0ppsur ', UT;, v.v=0sur w},
(K)={pe€ H(Q)?: 5= (p1,p2) ,p; =0sur ' Ul pour i =1,2 }
v
V, = {U: (v1,v2) € L*(Q)?*: il

: 82' € L*(Q),i=1,2;v=0sur Fl}
V. est un espace de Banach muni de la norme

lelly, = (z (mru ))

En multipliant (2.2.7) par £, et en passant au domaine fixe 2 on montre que le probleme

81)@-
0z

variationnel est équivalent au probleme donné par :

N3

u (t) e K Vt €10,17, telle que

Trouver u° ou

2 277€ AT 2 N ~
>t (G 0,65 <>) et (R 0.m- SR 0)+
= a e (2.3.4)

wa(@0.0-% ) 170 -7 (5 0) 2

2 a/\§ ~e a/\s -
>3 (F0.0- 5 w) +2 (B 0.0- 52 0) voex
u*(0) =1 aasO_A 2.3.5
U()—Uo» 8t(>_u1 (--)
ou
3(0) = [k |o,| da’
et

(o~ O 66; o ([~ 0u .

a(u,¢— at)_ug uz:lfﬂ (81’3 axi)aj (¢Z t)dxdz+
8@8 , Oug ~  0u ) ~ [ ,

v (G ron) (7 (-5 )+ (8- o

+2pe? ana 882 (A - 88u )dm’dz+)\52 o, div (W) .div (¢— 85; ) da'dz
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2.3. Analyse asymptotique du probléeme

2.3.1 Estimation a priori

Théoreme 2.3.1. Sous les hypothéses du théoréme 2.2.2, il existe une constante C' indépendante

de ¢ telle que :

ot o, |I* ous . |I°
> (|5 l<> ) I =
i=1 ot 0,2 axl 0,2 236
2, | o 05 ? ow | (23.6)
t + [|e2=2(t <C
uz=1 Oz ¢ ) 0,0 82 - 0,0 ot ) 0,0
2 82/\6 82/\5 2 82 2
;(’ 828t() ol aa:at() -
2 02/\5 2 82/\5 2 O27E 2 (2.3.7)
20 Y5 <
T 8m]8t() a9, 7|5 @ o€

Preuve. Soit u° la solution du probleme (2.2.7), donc

(G 0.5 @) +a (w5 0) < (G 0:6) +
ra0).0)+ 70 + (1550 ) - (7.0), Yo € K

d’ou
ou’ 2
Fr (t)

9*uf

%% U —|—a(u5(t),u5(t))] < (atQ (t>,¢) +
Bus

Faluf(0).0) + (0 + (0.5 0)) = ((0.0)

3

comme . |dy (v)]* < |V (v)]* et |div (v)]* < 3|V (v)|?, en intégrant en temps pour s € [0, 1]
ig=1

on a,

ous
T (t)

2
+a(us(t), u(t)) < ||u1||?)7§2 + (2004 3X) [ Vo g +

+2f (3;2 (%), ¢) ds + th s),¢)ds + 2T 5% (o) + (2.3.8)
+20f<f8 s ,851 (s)ds— Oftfa(s) o)ds
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2.3. Analyse asymptotique du probléeme

de l'inégalité de Korn, il existe C'x indépendant de ¢ telle que
2uCx |V (1) llo, < alu®(t),u(t) (2.3.9)
En appliquant les inégalités de Holder et de Young, il vient que

2a(us, 9) < er Apldi; (u)] - |dij (@) da + 2X fQ |div (uf)| . |div (¢)] dx

Skﬂ( HOK |4 (u >|>.( L0011, 6 >r> dot

+ f 2 \/%.W(uen).(A ;02 \div (¢ )|> dx

7 . 161
s—KfQJdij(u)Pd“ Joo, 1dij ()] dar+

1202
“CKfQ \div |d.r—|—lu)\

Jo, 1div (¢ (o) dx

donc

L C
2[ alw (5),0)ds < ’”‘fuv ()5 0, ds+

161 362
+T(c + o ) IVl

o[ (Grro)as =2(Grw.e) -2(Gr010)

1 ous
- 2
ous

ot o
2 [ (1209 5 (9) ds = 2077000 — 20470 0) 2 (G0 (900509 ) s

0,0
en utilisant 'inégalité de Poincaré, on obtient :

(2.3.10)

(2.3.11)

2 2
+3 ¢l . + llull o

comime

1= ®)lg.0. < b [IVUE (B0,

donc on a :

2 Of(f%s), O ()

7 & u z—:
+h ) 2(0) 50, + [ Vuollp o, + 5 f ||Vu s>||0,95 ds+ (2.3.12)
t afs
f
0

< 1Cr | Vus (1) 5.0,

2
Ollo.0. +

252h

ds
’QE
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2.3. Analyse asymptotique du probléeme

et

—2 /(fE(S),@ds < 5252/1\1“(3)”3795 ds + T ||Vl q. (2.3.13)
0

0
En utilisant (2.3.9)-(2.3.13), on déduit que :

10w, |7
H | Ok IV, | < 2l +
0,0
Cg + 161° + 36)°
(14 20+ 39) [Vl + 7 (2K MC”‘ ) 196l 0, +
+3)10llo.0. +2T5°(9) +525\|f6( )l (®)llog. + (2.3.14)
227 ofe
ds + 2R £( d
,MCK { ot (8) 0.0 te f”f ||OQ,3 s+
L1 ]|ous
- H L) [eR ||Vu€<s>||§,95] s
0 0,0
2 -
et comme 2 || f°[|12,, = e~ || , et J°(¢) = €715° (¢) , en multipliant (2.3.14) par € on
N eE 0
déduit :
1 u’® 2 c 2
515 @ ot enCr [[Vur (t)[lo 0. < A+
! ou®
S e \ |+ encr VeI, | 4
0 0,0

ou A est une constante qui ne dépend pas de e

. _ Ck +16p* + 36\
Az<1+2u+3A>HwonéwwuluéwT(“ e |
) ) MCK
2

-2
2 h
0,92 + NCK f

~

+3Hq3”iﬂ+2T}($)+E‘ 7=(0) :

, L>(0,T,L2(2)3)
ofe
ot

o
uCg

2

~

f&‘

+EQ‘

L2(0,T,L2(Q)3) L2(0,T,L2(Q)3)

Utilisant maintenant le lemme de Gronwall, on obtient

(

ous 2
T (t)

0,92

n

+ ||Vu€<t>||§,ge> <C
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2.3. Analyse asymptotique du probléeme

d’ou la majoration (2.3.6).

Pour montrer I'estimation a priori (2.3.7), en dérivant (2.2.14) en ¢ et on prend ¢ =
*ug
52 (1)

(a;’f 0.2 >) ta (85’;5 0, 2 )+
ifh

(e

. o 6’uC 821%
ou (]C) 6?15 8152 > 0, utilisant 'inégalité de Korn, on obtient

0?ug ous 2 0?ug 2
q q 9
=0 07QE+2MGK voo| |G|+
ous ous ofe . Oug ofe ous
¢ 9 ¢ _ _
ra (G0 500) +2 (0. G0 ) -2 (55 0. 550)

d’outt I'on déduit
9 2
0 ug

a%g
oz )

oz 0
of°
ot

+
0795

2 ous 2 ‘

0795

+

0,0, puCre

2

€ 2

dug
\Y T (0)
a2f€
oz )

2

ds
0,0

+ NCK
0,92

n (2.3.15)
0,0

ofe
5 (0)

ds +
0,0,

nCx 00, 0HCK

t €
+ [ 1Cx
0

ou
¢
\V4 T (s)

2,,€
auc

il faut estimer 5 (0), on déduit de (2.2.14) et (2.2.10) que

o*us
(575(0.0) = (F0).0) - (1£(0).6)., Yo € K
*us
(500)| <15 O Iollos, + @+ 3[4 O] Il

< (RO o, + @+ 33 [[ug O], ) 19110,
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2.3. Analyse asymptotique du probléeme

si en multipliant cette inégalité par 1/, on obtient

0?us
o) < 2.3.16
VE| o) < (23.16)
ouc—h‘ fe(0 H + (2u + 3N) ||u0||IQ ne dépend pas de ¢.
En passant a la hrmte en ¢ dans (2.3.15), alors
0% ow ||’ 0% ||
(t) + uCk ||V—-(1) ' (0) +
‘ ot? 0.0, ot 0 ot?
2 af i
+(2p 430+ pCx) [V [fg o, +
— 2.3.1
o a2f€<s> s + o
at ,Qs 0 /,LCK atQ 0795
il [ac 20|
+ (s) + uCxk ||V t ds
o ||| ot? 0.0, ot 0.0,
En multipliant maintenant (2.3.17) par £ on obtient
0?us ous |7
t C t <B
U 0] enok|[v5r0| | <ps
t aQus 2 Out 2
+Je s + uCk |V t ds +
{ ’ ot? (5) 0.0 ot (®) 0.0.
ou B est une constante ne dépond de ¢
w2 lloF|
B = (20437 + ) IV g, + (0 + —— | 2L
nre ,uCK ot
~ o L (0.T,12(Q))
n |lofe 0 i ||e2r
2
HCx || ot 0,2 Crc || o1 L2(0.T,12(Q))

d’apres 'inégalité de Gronwall, il existe une constante C' ne dépond pas de ¢ telle que

2

aZua

ous
5 (t)

5 ()

<C
0,Q

0,0

dott (2.3.7).
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2.3. Analyse asymptotique du probléeme

2.3.2 Résultat de convergence et probleme limite

Théoréme 2.3.2. Sous les hypothéses du théoréme 2.5.1, il existe wr € L*(0.T,V,) N
L>®(0.7,V,),i = 1,2 tel que pour toute sous suite de u® notée encore u* on a les résultats

de convergences suivants faiblement dans L* (0.T,V,) et faiblement x dans L*> (0.T,V,)

Looi=1,2 (2.3.18)

LAY (| UBENY ) =1,2
583?]' ’ 83:]6715 ’ Z’] ’ (2 3 19)
€ 25 0.
RN RN
ot o2
8/\6 82’\5
29U g 29 g 12
O Ox;0t (2.3.20)
aa&: 82@5 82/\5 i
2283 00, e—3 et 22 0
ot T T 020t ot?

Preuve.

D’apres (2.3.3.), il existe une constante C' indépendante de ¢ telle que

utilisant cette estimation et 1'inégalité de Poincaré

2

ou;

(]

0z

<C (1<i<?2)
0,Q

ous
0z

[l o < E\

,i=1,2,3
0,0

on déduit que la suite (45, 5), est borné dans L? (0.7, V,) N L> (0.7, V), donc le résultat

de convergence faible et faible x.

ous ou; 0us
de méme d’apres (2.3.10) et I'inégalité de Poincaré pour %, on déduit que 5; L 811 2)
est borné dans L% (0.7,V,) N L>= (0.T,V,) et par suite converge vers une limite (I1,1l5), et
ouy 0u}
u: — uf,i=1,2, donc (Iy,ly) = L =2
comme U — u}, i ,2, donc (ly,1s) 5 B

Aussi les convergences (2.3.19), (2.3.20) découlent a partir de (2.3.6), (2.3.7) et (2.3.18).
U

Théoreme 2.3.3. Avec les mémes hypothéses du théoréeme 2.3.2, u* vérifie
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2.3. Analyse asymptotique du probléeme

2 du; 0 our ,
B3 Jo G 05, (9 ) () de'dz +5(9)
(o 2 (% 0y ~ 2.3.21
(G 0) =2 (Foe-%n), wenm (2321
u(2,2,0) = ug;, Vi=1,2
Il (t ) 1,2 dans L*(Q) 2.3.22)
h s )= fi(t), i=1,2dans (2.3.
Preuve. De (2.3.4) on a
2 0%us ~  ou 0% ~  O0uj
s (Zrma- o) e (GR0.a- R 0)+
~  OF A [ OUE
a(w0.6- 5 0)+30-7 (5 0) 2 (2323
2 (5 o~ 0uf ~  0ug
>3 (Rwd- G 0) 4= (A6~ G o).

En utilisant les résultats de convergence du théoreme 2.3.2 et le fait que 3\ est convexe et
semi-continue inférieurement, on obtient

u* 8 ~  ouf ,
>

, - (2.3.24)
5@ ( ) = %206 - G

D’apres [9], nous pouvons choisir ¢ dans (2.3.24

~ o
¢i = 5;’ t)E£pi i=1,2 Vo, € HY(Q)
donc
('390 2.
do'dz = (fi(t),¢:) (2.3.25)
i=1
utilisant maintenant la formule de Green, et en choisissant ¢; = 0 et py € HJ (), puis
o =0 et p; € H(2), on obtient.
62 *

_ 7T : -1
”822 (t) = f; (t) pour i = 1,2 dans H ()

(2.3.26)
et comme f;(t) € L*(Q),Vt € [0, T], alors (2.3.26) devient (2.3.22)

Théoreme 2.3.4. Sous les hypotheses que le théoréeme précédent, les traces
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2.3. Analyse asymptotique du probléeme

ou*
*: * /Ot *: /Ot
S u*(2’,0,t) s aZ(:lc, 1),

vérifient

~ 0s* 0s*
/k(wf*<w)T‘W(m>T

et la condition au limite de Tresca suivante

) dr' — //m*wdx’ >0,V € L*(w)? (2.3.27)

S*

=0
ot Os* p.p sur w x]0,T| (2.3.28)
o

aussi 7, s* vérifient 'équation généralisée faible de Reynolds

u\w*\<E:>

p|m

h
/]f‘§“+/wwww@ Vol )de’ = 0,9 € H(w) (2320)
w 0
y &
ot F(a',y,t)= [ [ f( t)dadg§ et
00

f(a:’,t):

=

h
.F(l'/,y7t>dy— Z‘F(x,7 h7 t)

==

*

u) A
oy (t) + v; pour

Preuve. En utilisant le[19], on peut choisir ¢ dans (2.3.21) tel que ¢; =
i=1,2,ou ¢ € H{ p, (Q)* avec,

H%lUFQ(Q) ={pc HI(Q) o =0sur 'y Uy},

donc

et comme v = (0,0, —1) sur w, en utilisant la formule de Green, il vient que
0*u}

~ 0s* 0s*
st (e () |5),
—f/m wd:v > Z Jo fz ) pida’dz

i

) - (2.3.30)

en utilisant (2.3.22), on déduit que pour tout ¢ € HL. ., (Q2)*
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2.3. Analyse asymptotique du probléeme

~ 0s* 0s*
15 (o () |- 1(5).

cette inégalité reste valable pour tout 1 € D(w)?, et par la densité de D(w) dans L?*(w) on
déduit (2.3.27).

) de’ — [ pm*pda’ >0

Nous obtenons aussi (2.3.28) comme dans [19].

Pour prouver (2.3.29), on intégre deux fois (2.3.22) entre 0 et z, on obtient

z &
(el 2,t) s+ et = [ Tl gy i = 1.2 (2.331)
0 O

en particulier pour z = h, donc

h ¢
,usf—l—,uhﬂi*:// 'y, t)dyde, i =1,2, (2.3.32)
0

Intégrant (2.3.31) entre 0 et h, on obtient

h h
u/u 'y, t)dy +us*h+u—7r —/f 'y, t)dy (2.3.33)
0 0
avec
y &
F@' y,t)= [ [ f(@, a,t)dadt 1,2
00

de (2.3.32)-(2.3.33), on déduit (2.3.29).03

Théoréme 2.3.5. La solution u* du probléme limite (2.5.2.4)-(2.3.2.5) est unique dans
L*(0.T,V,) N L>=(0.T,V,).

Preuve. Supposons qu'il existe deux solutions u* et u** de (2.5.2.4)-(2.5.2.5), alors

our 0 ([~ Ouf
#ng 92 Oz (¢z )dx’dz+

+ﬂ@ﬁ(%)z;@m—ﬁm ¥ € 11 (K)

(2.3.34)

2 *k R *ok
wy o Qu” 9 (5 0N gurgan

=1 aZ aZ at (2 3 35)
.<8u**> 2~ our* ~ e

ZZ(fz‘7¢z'— 8:& ), Vo ell(K)
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2.3. Analyse asymptotique du probléeme

on prend ¢ = agt (t) dans (2.3.34), puis b = 8(;; (t) dans (2.3.35) et en sommant les deux
inéquations, il vient pour W = (u*) (t) — (u*™) ()
2 o — O [OW;
— (W) .= L) da'dz <
'ui;fgaz (WZ) z( ot ) rdz <0
ceci implique
2
pdl| o —
EATZ )| <o
2dt‘8z( ) 00
— o— |
comme W (0) = 0, donc 0_W (1) = 0, utilisant 'inégalité de Poincaré, on déduit que
< 0,2
||WHL2(0.T,VZ) - HWHLOO(O.T,VZ) =0. O
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Chapitre 3

Analyse asymptotique d’un probleme
dynamique d’Elasticité linéaire non

isotherme avec frottement

Contenu

3.1 Introduction et position du probleme;

3.2. Formulation variationnelle du probleme;

3.3. Analyse asymptotique du probleme;
3.3.1. Estimation a priori;

3.3.2. Résultats de convergence et probléeme limite.
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3.1. Position du probléme

3.1 Position du probleme

On considére un probleme associé a des déformations d’un corps homogene élastique
et isotrope en régime dynamique dans le domaine mince Q. C R? dont une partie de sa
frontiere est soumise a des conditions de frottement et une autre partie est soumise a des
conditions de Dirichlet, ou 0 < € < 1 est un réel positif destiné a tendre vers zéro. La
frontiere de Q. sera notée I'* = T; UT, U@, avec IS est la frontiere supérieure d’équation
x3 = eh(x1, 22), ' est la frontiere latérale, w est un domaine borné de R? d’équation x3 = 0
qui constitue la frontiere inférieure du domaine €2.. On suppose que h est une fonction de

classe C* définie sur w telle que
0 < Amin < h(2') < hpax = b ¥(2/,0) € w.
On note = = (2/,x3) € R3, 2/ = (71, 22) € R?. Le domaine Q. est donné par
Q. ={(2, z3) eR®: (¢/,0) ew, 0<x3<eh(a)}.

Soit T > 0, u®(z,t) est la vitesse de déplacement du corps élastique au point x et a l'instant

t €10,7]. On désigne par D = (d;;)1<; j<3 le tenseur des taux de déformations avec

1 [(Ou; Ouj
.. €) — — L -+ 1<17.9<3.
dij (v°) 2 <8ajj 81’1-)’ SHIs3

On suppose que la loi de comportement suit la loi de Hooke, écrite avec la convention

d’Einstein
afj(ue) = 2,wa (U€> + )\dkk (UE) 5ij
oll A et 1 sont les coefficients de Lamé et ¢;; est le symbole de Kronecker.

Les équations qui gouvernent les déformations d'un corps homogene élastique isotrope en

régime dynamique dans le domaine €. sont les suivantes [1]

0?us
el oi;+ fi  dans Q. x [0, T (3.1.1)

ou f¢ représente une densité massique des forces extérieures.

On utilise les notations usuelles

u;, = ut.v uo = u —u.w o, = (c°v) .y, o:=0"v—(0).v



3.1. Position du probléme

ol v désigne le vecteur unitaire normal a ['® extérieur a )..

Nous supposons que la vitesse est connue sur I'{ x 0,7 et sur I'y x |0, 7]
u® =0 sur I'] x 0,7 (2.1.2)

u® =g sur I'; x 10,7 (2.1.3)

ou g = (g1, g2, g3) est une fonction ne dépend pas de t, avec g3 = 0.
Sur w la vitesse est supposée inconnue et elle vérifie la condition suivante

ou’

5L = 0 sur w x |0, 7 (2.1.4)

Nous supposons aussi ’existence du frottement sur w, ce frottement est modélisé par la loi

non linéaire de Tresca [1]
=0

ou®
15 k:E —
log] < k® = ( oy )T

|o¢| = k® = 3 B > 0 tel que <5;

5> sur w x 0,7 (2.1.5)

ol |.| désigne la norme euclidienne de R?, et k° est une fonction donnée.
Le probleme consiste donc a trouver un champ de vitesse de déplacement u® vérifiant les

équations et les conditions aux limites suivantes

( d2us

= 2uDiv (D (uf)) + Adivu® + f € dans . x 10,77,
o5 (u®) = 2ud;j (u®) + Adp, (u®) 04 dans Q.
u* =0 sur ' x ]0, 77,
ut = sur 'y x 0,77,
881; rv=0 . sur w x |0,77,

]ai|<k:5:>(§i) =0

T o sur w x |0, 77,
lo¢| = k* = 3B > 0 tel que <8t> = —fo¢
ou® "
\ u® (0) =up et ey (0) = uy. (2.1.6)

Lemme 2.1.1. La condition (2.1.5) sur w x|0,T[ est équivalente a la condition suivante :

s .. |ow|
L N e R (2.1.7)
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3.2. Formulation variationnelle du probléme

Preuve.
e Supposons que u® vérifie la condition aux limites de tresca (2.1.5).

8 5
> Si |o¢| < k¢, alors ( 5; ) =0, d’ou (2.1.7)

a £
> Si |og| = k° alors il existe 5 > 0 tel que ( “ ) = —foc, d'ou

ot
auE c aUE 2 2
- ke - | = —f o =7 =0.
- us ous
e Réciproquement, on suppose que 5 o; + k° - 5 | = 0.
> Si |of| = k¢, alors de (2.1.7) on a
ouZ 0t = —|o%] - ous.
o7 T ot
€
d’ou l'existence d'un 8 > 0 tel que 87; = —fo:
> Si |og| < k¢, alors
ous . ous ous ous
T ke . =0 >_—|Z=Z|.|g5| + k= - T
a 7T ’82& = ‘(‘37& R T
ous
> Tl (k& — |ot
> | S| (k= o))

v Oug
et comme k° — |o%| > 0, d’ou —- = 0.0

ot

3.2 Formulation variationnelle du probleme
On introduit le cadre fonctionnel suivant :
—cL*(Q), Vi,j = 1,2,3}.
Nous définissons le convexe fermé non vide de H' (Q.)*, par :

K*® = {QOG (Hl(Qg))S cp=0sur I';UL] et p.v =0 sur w}.
On note par H. 1EL urs (£2:) le sous espace vectoriel de H HQ,) -

H%ELUF? () ={peH () :¢=0 surT;UTi}.

44



3.2. Formulation variationnelle du probléme

On introduit également les notations suivantes

a(T,u,v) Z/ 2u° ( w) d;j (v) dxdx;»,—k/

2,7=1

A (T) div (u) .div (v) dedzs; (3.2.1)

3
fevdxdrs = Z fividrdrs; (3.2.2)

Q. = Ja.

JF (v) = / e

_ OT O .
b(T,v) = /ﬂs K 8xi'8xidxdx3’

A (T) div (u) .div (u) 1/1d37d373+/ e (T) Ydzdzs.

(u; T, ) = Z/ 2u” ( Q/dedﬂfg—i-/a
(3.2.5)

i,7=1

(f%0) =
(3.2.3)

(3.2.4)

Lemme 3.2.1. Si u® et T¢ sont les solution du probleme (pb®), alors elles vérifient le
probleme variationnel :

Ou (t) € K () et T° € Hyeype (S2.) telle que

;

Trouver u® ou
9*u? ous . uf .
(G 0= 5 0) +a (T 5 0) + 7 0)-
out ou
< _7e € € (326)
#(Gr0) 2 (re-% o) vex
ous

b (TE7 1/)) - C (UE’ Tz-:’ ¢) 9
a 15
! (t)), ou ¢ € K¢ et en utilisant

Preuve. En multipliant 1’équation (3.1.1) par (gpl o

la formule de Green, on obtient :

O*uf ou®
(G @05 ) + o058
Ou (t)) dxdzxs.

ot?
. ou’ _
— frg OiVj (90@' T o (t)) ds = fQE f; (901' -

ot

(gpi _ o (t)) drdas—

D’apres les condition aux limites, on a :
0*us Ous .0 OuF
( 8t2 <t> , P — 8t (t)) + fQE o-ija_xj <901 - 8t (t)) dlL’dZL’3—
a £
¢ (t)) drdxs

out
— [ o (gpi 5 (t)) ds = er il — 5

w 7
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3.2. Formulation variationnelle du probléme

En utilisant le lemme (3.1.1), on trouve :

32u‘5 out b) Ous
( ot2 (t) y P — ot <t>> + st Ufj% (902 - ot (ﬂ) d$d133—|—
j .

FIE (@) — J° (0@1;5 (t)) > [0 f (% — % (t)) dadas

En remplagant of; par I'expression (3.1.3), on voit que :

0 (T; W (1), i — a;f (t))+f (0)—J (aaf (t)) > (fg,goi - a{;f (t)> Yo e K5 (32.7)

En multipliant I’équation (3.1.4) par ¢ € H%TUFEL (©2.) et en utilisant la formule de Green,

on obtient :

101" 00 o 10T
Z &Ez axldacdxg Z / 52u (T%) d?, )wdxdxg—i— 8% Wds +

i,7=1

+/ € (T°) Ydxdxs 4

Maintenant les conditions aux limites (3.1.9) et (3.1.10), nous donnons :

12 0T° 00 -
Z 8567, 8:(:zdxd$3 Z /€2u (T°) di; (u®) Ydrdrs + 3.2.8

i,7=1
/ re (T°) Ydxdxs + —|—/ A (T%) ¢

c’est-a-dire

b(T%,¢) = C (w53 T%,9), V¢ € Hpeype . O
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3.3. Analyse asymptotique du probleme

3.3 Analyse asymptotique du probleme

x
Pour I’analyse asymptotique du probleme, nous utilisons le changement d’échelle z:—3,
€

et donc le domaine (), se transforme a un domaine {2 indépendant de e définit par :
Q={(z,2) eR’ (z,0) cwet 0<z<h(z)}.

On note ' =0 UTI';, UI';, sa frontiere.
A la suite de ce changement d’échelle, nous notons par u° et T ¢, les inconnues définies sur
Q.

De plus, on définit sur €2 les fonctions suivantes :

us (x,x3,t) =05 (x, 2,t), i=1,2

e g (z, 23, t) = 45 (z, 2, 1), (3.3.1)
T (z,x3) = T° (2, 2) .

Pour les données, nous avons les relations suivantes :

i =, k=cke, f(x,z,t) =e?f¢ (z,x3,t) et g(x,2,t) =g (z,x3,1),

A ) (3.3.2)
(tio); (2, 2) = (uo); (x,23), (io)s (2,2) = e~ (uo)s (v, 23)
K =Ket #=¢e%° (3.3.3)
avec U, f , K , k et g indépendant de e.
Ainsi le relevement G° de g est défini par
é’i x,z,t) =G5 (z,23,t), 1 =1,2
(z,2,1) (@, 23,%) (3.3.4)

ség (x,2,t) = G (x, x3,t) .

Nous introduisons maintenant le cadre fonctionnel sur 2. Pour cela, on note :
K = {v € (HI(Q))B:v:Gsur I'yUTy, vy =0 sur w}.

H(K):{SOGHl(Q)Q:‘P:(SDl,SOQ)a %‘:éi sur I', UT', i:1,2}-

0z

Il est clair que V, est un espace de Banach, muni de la norme :

2
2
ol = (Z ooy + \
1=1

‘/Z:{U:(Ul,U2>ELQ(Q>23%€L2<Q), i=1,2; vzosurFl}.

1
2 2
L2(9)> '

%
0z
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3.3. Analyse asymptotique du probleme

Avec le changement d’échelle défini dans (3.3.1) et (3.3.2) le probleme (3.2.6) devient :

( ~
Trouver le champ de vitesse 4° dans K et la température 7° dans H}Lupl (Q) tels que

2 (P, . O N . - o
e (G 0.6 G 0) e (G000 - GE0) +a(Tmp- G 0) +

B R
+J(@)—J ( = <t>) > (fa p— = (t)), Vg€ K (3.3.5)
| 0 <T1/1> —C (uT1/1> L Ve HL o (Q) (3.3.6)
ou
5) = J, kgl do

o . ous  ous\ 0 ous
€. € A _he) — 22%72 ~ € i J A i
a (T JUS, o —u ) €% i1 Jo (T) (&Tj + 8:102-) oz, (goZ T (t)) drdz+
ou; ~ ,0uz\ [0 (. 04 , 0 (. 0l
+Z’ Lot < ) <82 te ('9:7;2) 0z ((70Z ot (t)) e Ox; (% ot (t)A dwdz+
duz 0 (Aa o5 ) div (A 8811 (t)) dvd

+2e? [, (Ta) 5 9 -5 (t) | dedz +&* [, A ( )dzv(

00\ e o, O D5
(f , o (t)) => 1 Jo ks ( 5 (A)) drdz + € [ f3 (@3 oy (t)) dzrdz
b (T,0) = S0, fo 22K 8T O jeds + [, K aT awdxdz

) 7 Az au aae 2
C (ua;Tsjw) =32 5 fQ <T> ( o+ ) Ydrdz+
i X
1 ,0
+ Z?:l 5 fQ ( U3>
+30 % fQ ( > Wdrdzt+
Y

Wdrdz+

+ [, 2e%a (T) ( P ) Ydrdz + [y TE) Ydrdz+
+ /5 e2)¢ (T‘E> div () .div (4°) Ydxsdz.
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3.3. Analyse asymptotique du probleme

3.3.1 Estimations a priori
Nous allons établir des estimations sur la vitesse u°, puis sur la température T¢ solution de
notre probleme variationnel.

a)Estimation a priori sur la vitesse

Lemme 3.3.1.  Supposons que f € (L? (Q))S, le coefficient de frottement k > 0 dans

L™ (w) et qu’ il existe les constantes pu., u*, A\ et \* telles que

0<p <pla) <p*, VaeR,
0< A <A(b) <N, WeR,

(3.3.7)

alors, il existe une constante strictement positive C' indépendante de € telle que :

2 2 2

oug o ous
Siile Ui 4|2 2203
’ 02 || 12 (g 92 || 2(q) I |l 20 (3.3.8)
) aus ||” A auc ||? -
R el S S el N I =¢
0z |2y Il O%illpey Il O llpaq)
o2 o2 o2
2l o*ug H582u§ 2 0%
256 |2 256 (|12 2.0 |2 (339)
2 o°u; 0”5 0°u;
+2 i ; e +lle53 <C

Preuve. Soit u° la solution du probléme (3.2.6), donc :

FIE () = fo, fpidads + [, ffa—i (t) dxdzs, Vo € K°

a £
car J° < ! (t)> est positive.

1 d aus ’ 13 £ 8u€ 82U€ E. €
S (' 5 () +a<T,u (t),ﬁ(t)» < <_8t2 (t),go) +a (T ue (), @) +
8 3
+I° () = o, fipidadrs + [o f7 5; (t) dxdxs, Vo € K°.

(3.3.10)
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3.3. Analyse asymptotique du probleme

En intégrant (3.3.10) en temps pour s € [0,¢] on a :

1 ous 2 ous 1 ou’ 2 ou’
_ €. 0/E < = €. )€ -
2(\ o) 4o (T 0.5 <t>)> _2(\ o) +ao(rie 0.5 <o>)>+
0*u?
+ Jy < o2 (8)790> ds+ [y a(T%w (), @) ds + tJ° (p) —
ou’
e ds gy (10, G 9)) ds
et comme )
> ldi; ()P < VU et |div (u)? < |[VuEf?
ij—=1
on obtient
1 8u5 2 " N N 1 2 2
% 0| +a@su @00 m)) < 3 Gl + 2+ A) [ Vul?) +

t a2ua t
—l—/ (s),p ds—l—/a(TE;us(s),(p)ds—l—
0 \ Ot? 0

w0 [ s i [ (6.5 0) s

D’apres I'inégalité de Korn, il existe C'x indépendant de ¢ telle que :

@ (T30 (1) 0 (1) 2 240.Cic [ 90 (D) 2y (33.11)

En appliquant les inégalités de Holder et de Yong, on obtient :
o(T50) < [ 2 (1) iy ()] Iy ()] dady 4 3 (T [ Jdiv ()] i ()| dod
€ QE

< / 207 |dij (uf)| . |dij ()| dedzs + / A" |div (uf)| . |div (u¥)| dedxs
Qe

£

(/E “*CK |di; (u ) (/8 \2//{:_& |di; ( )|d:cd:c3> +

X ( / @ o W) ( / WA_CK div <so>|dxdx3)
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3.3. Analyse asymptotique du probleme

M*CK e\ (12 4(M*)2 2
< iy ()| 720,y + 0. iy (D)2, +
*C 2 (\)°
K \div (u¥)|* dedas + () |div (p)]? dzds.
8 Qe wCr Ja,
donc :
t B.Cr [ : 10 207 o
T¢;uf ds < Vu® ds +1 \Y%
| atra o) ops < B 19 @l s+ o | S+ 2 ) 19l

(3.3.12)

(2% ) as= (220 ,0) - (Z200) <2201 + ol + 2l
0 at2 )y P - at )y P 6t y P — 9 at LQ(QE) ¥ LQ(QE) 2 1 LQ(QE)
(3.3.13)
comime
! € aua £ £ £ £ ! afa (S> IS5y
[ (7.5 0)ds= @ @) - 0 o) - [ (TP ) ds
0 at 0 315
(3.3.14)
En utilisant (3.3.11) — (3.3.14) , on a :
1 || 0us
5 0], ORIV Oy < Il +
L2(Q.
1 1.Cc + 4p*2 + 2 (\*)?
+<§+2u*+A> Huofﬁz(ga)—i-t( K O () IVelieq., +
ch*)2 . ch* .
FlelRagey + 17 (2) + m||f()||L2QE)+2( N Oyt (3319
(5h*) ofe (gh* .
211,05 fo ot (s) L2(Qs)d fo |.£2( HLQQ)dS—{_
t ou® c 2
o (53 @), O IV Ol |

En multipliant (3.3.15) par € et en utilisant les égalités :

2 2

)
ou;

6173

ous
0z

—_= 5_1

L2(Q.)

12
f

2 —
e Mz =< 2o © '

)

L2(Q)

ol



3.3. Analyse asymptotique du probleme

on obtient:
1 8U€ 2 O YV ué 2 < A
3|5 O +enCr VU Ollzaq, < A+
1 ||ous 2
+ [ | zell 5 () + e |V (5)3e, ) | ds
27| ot L2(Q.)
avec :

peCre + 42 + 2 (V)

~ 12 ~ 112 ~112
A= ]2 + (3 + 20 +A) ol o)+t ( ) IV@ll2@ +

,U*CK
i, N (0 o SN 1L R (0 M PPINE
Pl 170 + 5= [ O, + 3,70 17 O ) *
(h*)2 ¢ 8f€ (h*)2 t| fe 2
+2,U*CK Jo ot ) L2(Q) B Jo ||/ (5) Lz(ﬂ)ds'

D’apres le lemme de Gronwall, on obtient

2

ou® .
el Vu ()Eaa, < €

5 ()

3

Donc la premiere estimation est démontrée. [

Pour montrer 'estimation a priori (3.3.9), on régularise la fonctionnelle J¢, en posant

1
Jg (u) = / ke (2,) e (Jur?) do, ou @ (N) = T+e NI e 0.

On considere 1’équation approchée suivante

(G 0) +a (g o) + () (GE0) ) = (7). vo e i

ous (3.3.16)
ug (0) = uy, T (0) = uy
: . 0*ug
maintenant en dérivant (3.3.16) en ¢ et on prend ¢ = 52 (1)

OB s us 0
(G 0.5 0) +a (1555 0. 5 0) +

(e (% 0). 5 0) = (m 55 o).
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3.3. Analyse asymptotique du probleme

ot ot?

2 Te. Oug oy e ) < (e %, 3.3.17
o re(mGe Ghe) < (m 50 3:3.17)

" ous 82 €
et comme ((Jg) ( te (t)) : e (t)) > 0, on obtient

2
0 “Z
ot?

14

2dt Q

En intégrant (3.3.17) et en utilisant I'inégaalité de Korn, on trouve

0ug 2 ous ous ous
€ £ 5 ¢

200, 0
oz U LQ(QS)JF e 2 ot ¢ 2@ ( ot ))+

aQuf 8]{‘5

€
2 t
+‘ P (O> me (82& ©): 5 ())

2<8a]; (©), at ) 2Jy (aatés 81&2 (S)) ds

d’ou 'on déduit
2

924 2 Out 2 0%us
0 IR Te 0] W e O, "
‘ ot L2(Q:) ot L2(9) ot L2(%)
us uz
+(2p+ A || 55 (0) +mCx HV n (t) +
2 ot o) 3? )2L2<ﬂa> , (3.3.18)
(eh*)? || Of° ug eh)” |9
[,L*CK ot () L2(Q.) K ot ( ) L2(0) M*CK 2at ( ) L2(Q.)
(é‘h*) afe t 8u§
I s) ds + 1.Cx [, (5) ds.
pCrc 70| ot | o o ||V e L2(0.)
g

Maintenant, nous cherchons une estimation de 92 (0). On a

s
(S 0¢) = 7(0.9) ~a (T2 0).¢)

15 Ol 2y - Il 2y + 21+ 2 (|4 O)] 1 g, 1211
< eh" | 0) ooy - IVl L2y + (200 + As) HUZ (0)

< (15 Ol + Che 2 [ Ol o) 19l

R
o))
Dl ™
~~
A
=
©
N————
AN

) HSOHHI(QE)

en multipliant cette inégalité par /¢ et comme

Ve ||ug (O)HHl(QE) -

Ol 111y

f2(0)

3 g
172 0)ll o) = |
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3.3. Analyse asymptotique du probleme

on déduit que :

0?us
£ ( <C
\/_‘ 8t2 Q(Qe) -
ou
0] ¢ 216 O,
En passant a la limite en { dans (3.3.18) on obtient
w17 ou® 0?uf 2
o rmee|viro| <|ZEo)
‘ 0t "z, N ORI L PO
0?uf ou®
+ (2 + A) || —=5- (0) + 1 Ck [|V— (t) +
atQ 2 at 2
ey | 05" L gma ) e Lg;&) ) (3.3.19)
€ u £
— (t) + N*CK (0) (0) +
,LL*CK at L2 (Qa) 8t LQ(QE) /,(/*CK X 8t LQ(QE)
€h* 8f€ t ou®
IN ds + uCx [5 [|V—=-(s) ds.
M*OK 0 2@ 0 ot L2(0)
En multipliant maintenant (3.3.19) par ¢, on trouve
62 € 2 8 £
£ —Z(t) + e Ck u (t) < B+
at LQ(QE) 8t L2(Qg)
0%uf ou? 2
+[ e (s) + e, C ||V (5) ds
’ ( ot L2(Qe) ot L2(9.)
ou B est une constante ne dépend pas de ¢ donnée par
A h*)? | af
B = (. + A+ 1.Ci0) Vil 2agay + 2|2 )|+
€ M*CK at LQ(Q )
. 2 . :
(h)" || 0F° (h)" || 0F°
(0) + Ik (s) + C?
/L*OK ot 12(9.) M*OK ot L2(9.)

par 'inégalité de Gronwel, on obtient:

0us
52 ()

2

ous
T (t)

+e
L2(Q0)

< (" (C' est une constante ne dépand pas de ¢).

L2(9)

Donc la deuxiéme estimation est démontrée.

3.3.2 Estimation sur la température

Dans cette section, on cherche des estimations a priori sur la température 7, pour cela nous

avons besoin d’établir le lemme suivant :
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3.3. Analyse asymptotique du probleme

Lemme 3.3.2. La température T¢ est majorée par :

oT*
< h*
- 0z

Q)

(3.3.20)

|~

Lemme 3.3.3. Supposons que les hypothéses du lemme 3.3.1 sont vérifiées, de plus sup-
posons qu’il existe :

- deux constantes strictement positives K, et K*, telle que
0< K, <K (z,2) <K*, V(z,2)€ (3.3.21)
- une constante positive 1, telle que
7 (a) <7 (3.3.22)

Alors, il existe une constante positive Cs indépendante de ¢, telle que :
2

3
i=1

Preuve. Dans I'inéquation variationnelle (3.2.8), on choisit ¢ = TE, on obtient :

3
aTe oT* 6TE
I = 2K d d K d d
2 Z/ a:czaxz“ / "

L2
oT¢
0z

~ 112
orTe

< . .O.
o Cy (3.3.23)

L2(Q)

L2(Q) ‘

avec
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3.3. Analyse asymptotique du probleme

Par 'inégalité de Cauchy-Schwartz on a :

e2 i : -
Ll < © +
l Z' 8% 8% LQ(Q) L2()
ous -
52 Uz HTE +
axi LQ(Q) L2(Q)
a 8u
u3 HTE +
83:1 L2()
ac ||?
2 2% || 773 e )
e 0z L2(Q)
En utilisant Vinégalité ||a + b||* < 2 (||a||2 + ||b||2), on trouve :
2 2 2 2
8ua A Oue ~
Ll < 2% HT 4o ‘ i HT +
& Zzl 9 (| 120 @) Z 9z | 12(q) (@)
2 2 o2
U - ous
A* 4 3 5 2 ok 3
Z Ox; HT L2(Q) T2 0z L2(Q)
=1 v L2 (Q)
Maintenant 'inégalité (3.3.8), nous donnons :
wese|]|
[L] <24 )
Dong, en utilisant le lemme (3.3.2), on obtient :
oT*
|I| <2u*h*C (3.3.24)
0z
L*(9)

De méme, en appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwartz et le lemme (3.3.2), on obtient :

< r*h*

L2 ey (3.3.25)
< 3e? |V (@) HT A*CHTE .
L2(Q)

‘IQ‘ S r*

82

13| < 2" ||div (0°)))?

L2(Q) L2(Q)

D’autre part, les hypotheses (3.3.21) et (3.3.22), nous donnent :

& oTe oT* T 9T
T=.T¢ .
b(T¢,T°) = Z / oy amidmder K55 dzdz
~ |2
2/52K dxdz—}—/f( or dxdz
i—1 /9 8:E, Q 0z
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ce qui implique:

2 2

. L |loTe . ||oTe .
K& . gb@ﬂw)
X 0z
L2(92) L2(Q)
oT* e A )
< hC S+ R +A%ﬁHT8 .
0z L2(Q)
L2(Q) L*(Q)
Il déduit que
.12 .2 .
oT* o ||O0TF are
K.e? . <y , (3.3.26)
T 0z
L3(Q) L*(Q) L2(Q)
ou, (' est une constante indépendante de ¢ donnée par :
Cy = 20" h*C + #*h* + \*C
donc : )
oT® -
< K;'Cy. (3.3.27)
L3(Q)

De plus, en injectant cette derniere estimation dans (3.3.26) on trouve :

L2
oTe
0z

oTe
8xi

2

€ < CQa

L2(Q)

| ‘

L2(Q)
ou

C,=K 'C? O

*

3.3.3 Résultats de convergence et probleme limite

Dans ce paragraphe, on va énoncer le théoreme de convergence.
Théoreme 3.3.1. Sous les mémes hypothéses des lemmes (3.3.1) et (3.3.3), il existe U* =
(0, 43) dans L*(0,T,V.) et T* dans V., tel que pour des sous suites de 0 < resp T€> notée

encore u° < resp. TE), on a les résultats de convergence suivants :

ou;  ou;
—\

s — u; 8; 8; 1 <i<2 faiblement dans L? (0, T, V.) (3.3.28)
ous R
Yi Sl N , 1<4,5 <2 faiblement dans L (0, T, V.) (3.3.29)

0
"0 " “0,01
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ot aZAa 82Aa o4Gs
€ 81:3 —0, a;g; —0, & 8;3 — 0,52% — 0 faiblement dans L?(0,T,V.) (3.3.30)
OtE aZAe
e? aZj —~0, Qﬁ —~0 1<i<2 faiblement dans L2 (0,T,V.) (3.3.31)
ous 0?us
€ (;;Z —0,¢ (’915? — 0 faiblement dans L?(0,T,V,) (3.3.32)
T —~T* faiblement dans L* (V.) (3.3.33)
S 0 faiblement dans L* (V) (3.3.34)
T

Preuve. D’apres (3.3.8), nous obtenons (3.3.28) — (3.3.32) .

Grace a 'estimation (3.3.23), il existe une constante positive C' ne dépend pas de ¢ telle

que:
oT*
<C.
0z -
L2(Q)
En utilisant le lemme (3.3.2), on en déduit que :
A Te
HTE <n |2 < h*C,
L2(Q) 0z
L2(Q)

donc 7* est bornée dans V., ce qui implique 'existence d’un élément T* dans V, tel que T°

converge faiblement vers 7™ dans V.
¢ oTe oT™
converge vers ,
i Z;

< (C,donce
L2(Q)
AE
8951- .
Théoreme 3.3.2. Sous les hypothéses du théoreme 3.3.1 les solutions u* et T™* vérifient les

De plus l'estimation (3.3.23), montre que €

)

et comme T° converge vers T™ dans V,, alors ¢ converge ver 0 dans V,. [

relations suitvantes :

~

2

§2: ) Oty 9 oi; oi? dil
~ T* _’L — oo 7 A\ i > A' - ; .
2 /Q#< ) 5, (1) 5 (901 5 (t)> drdz+J (9)—J ( ™ (t)) > :(fh% o )

=1

(3.3.35)
o [ .or 2 (0 \? .
- (K ai (z)) - ;u (T) <a—;(t)) +7 <T> dans L?(Q). (3.3.36)
9 (T) 9 ) = J, ' =1,2 dans L*(Q); (3.3.37)
5, \ A o =f; pouri=1, ans : 3.
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Preuve. L’inéquation variationnelle (3.3.5) s’écrit sous la forme:

5, O N
Ze (W =G )+e (R0 -G 0) +
4

Zei () +¢&° / A (T ) div (4°) .div (A 0t (t)> drdz + / k| @] du—
i=1 Q ot w
B //;: ous

o U
2 ~
das  0aE\ 9 us
_ 2 0 J Ao 2T .
R ijzzl/a”@)(axﬁaxi)axj (6= i ) dwa
2
B (e (20 L0\ 0 (. o
@ = ;/“( >(8z 8:6@)82(% &f”)dm
2
B L0\ 0 (. o _
e3 = ;/ ( 8:@-) o ((,0 T (t)) dxdz;
e o (. o
/Q”<T)6 oz az( ot (t)> ddz.

En passant a la limite et en utilisant les résultats de convergence du théoreme 3.3.1, il existe

2
. B . 0is
> E D — v —
) dx - - <fla901 ot (t)> +e (f37g03 ot (t)) 3

avec

[\]

€4 =

une sous suite 7 qui converge presque partout vers T*, et comme g <T5> est continue, alors
I <T5> converge presque partout vers [i (’f *>

Le fait que J est semi-continue inférieurement, alors:

5[40 (o ) s (3) o5 (1 %)

1=1
(3.3.38)
On choisit ¢ € H} () dans (1.3.38) par
- 04
T
Y3 = a;n

on obtient :
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En utilisant la formule de Green et en choisissant 1, = 0 et ¥, € Hj (), puis ¢ = 0 et
Y € Hy (), on trouve :

_ /Q <T) % <8A*) bidzdz = / Fabidadz

0 |:/:L (T*) (aa:)} =f; pouri=1,2 dans H(Q) (3.3.39)

=>

donc

0z 0z
et comme f; € L (Q) et ¢ € [0, 7], alors (3.3.39) est vraie dans L? (12).
D’autre part, en passant a la limite dans (3.3.6) et en utilisant les résultats de convergence

du théoreme 3.3.1, on obtient :

aT* 9 0 our\?
Jo K(?z 8¢d dz =2 12fQ < )(;’) lpddejLZJ 12fQM(Ta> (E) Pdrdz+

+ [ 7 (T) Ydedz = 2 [0 (T) (%Z) Ydadz + [, 7 (T) Ydwdz, Vi € HE, op, ().

Maintenant la formule de Green, nous donne :

/aaz( aT*) wdde—Z/ (

Par conséquent :

T 2 A SN 2 )
_% (Kaaj; ) =25 (1) (aai) + 7 (17) dans Hylyr, (9. (3.3.40)

=1

) ddrda+ / (77) vdwdzve € HE,or, (©).

La formule (3.3.40) est valable dans L? (), puisque ji et 7 sont deux fonctions bornées sur

N 2
R et (88“ > est un élément de L2 (). O
z

Théoréme 3.3.3. La solution (d*,T*) du probléme limite (3.5.35)-(3.3.36) est unique

dans L*(0,T,V.) x V. pour tout 0 < ¢ < min (co,c1), avec :

1

o = [a'Ca) (K[ 1)) - )
= (1—1—8;[1u*T) 10(2)

Preuve. Posons
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Sc}.
Vz

Supposons qu'il existe (ﬁl, T1> et <1l2, T2) solutions du probléme limite (3.3.35) et (3.3.36) .
* Pour tout ¢ € Hf r, () on a

/Kaa—jza—wdxdz—Z/ ( ) wd:zcdz+/f

Q

/ Kai;g—fd dz = Z / ( >2¢dmdz—|— /Q P <T2> bdrdz  (3.3.44)

BC:{UEWZXWZ:H@
0z

(T1> bdrdz  (3.3.43)

Par soustraction de (3.3.43) et (3.3.44) on obtient
ol (1= 1%) fudedz = 2,y |a () (5)" = 0 (77) (52| vt
+ Jo |7 (1Y) =7 (72)] pdaaz.

N\ [oar\?
Dans (3.3.45) on ajoute et on retranche le terme [ <T1> ( uz) , on obtient

0z
Ja Ka% (11 - 72) %wdxdz 2, fg { (77) 882 (il +i2) (a} — i )} bdwdz+
~2
S fo i (1Y) = 2 (72)] (%) vdadz + [, |7 (T7) = 7 (12) | vded:

En choisissant 1 = T' — T2 € H} r, (€2) on obtient

/ K= o |T — 72 dpds — i}zk (3.3.46)
avec
Ry = Z?:1Rli =2 1fQ [ (T ) %(ﬂz1+ﬂ22) (4 — 4 )} (Tl T2> dxdz
S A ()1 (7) Ge) (1)
— o [ (77) =7 (22)] (0 - 72) daa
et comme

o,
K—|T!
/Q 0z

(3.3.47)

61



3.3. Analyse asymptotique du probleme

on a
4 1/4 9 1/2 A 1/
IRi| < (fQ (4} + 4?) dxdz) (fQ a—(ﬁ}—ﬂ?) drdz (fg‘fl_fz‘ ) drd»
2
0 0 . .
crlzual, [a-a],, 10,
w55 @l +ad) gz (- s

En utilisant I'inégalité de Holder, et comme l'injection compact de V, dans L* (Q) est con-

tinue, alors il existe une constante a > 0 telle que
-2

0 @)

. 0 . R R
m < e |t van)| | -

dz

Vz

(7 =7)
Q)

) ) N
<ot |t ad)| et - | (-7
et puisque 4 et 4? sont deux éléments de B, alors
7| < 2wate|(a —ad),, | (T -72) | -
Par I'inégalité de Young, on a:
Rl < 2urae|| (T =72)|| S22, @k - a2l
Ve §
* 2 1 712 2 A1 #2V12 12
<2vgrae|| (T - 1) | (2@t - a2,
< 2vaprate (T = 72) | @ = i)y,
Alors
| < 2vapra’e (T = 1) | [ = @)y, (3.3.48)
et
‘ L 2|oaz
IRy < C, [, ‘Tl e ‘ Ll dadz
A o\ 12 D2 4\ /2
<q, (MTl—T?)) |5 dadz
z
~ ~ 2 -
<G, | (1 - 72) ou;
4@ || 02 || 1a(q)
. A\ 12 02
< Cuat||(71 - 72) 04;
v || 0z ||y,
N2 o
< Gt ||(T=72) || Ml

. N2
< C’uoz402 H (Tl - T2>

Vz
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donc
. RN
|Ro| < 2C,0%¢? H (Tl - T2) . (3.3.49)
Vz
Comme la fonction 7 est lipshitzienne sur R de rapport C; alors
. N2
IRy < C; (T1 - T2)
RRTIRN H (3.3.50)
<G |(1-12)
Ve
En injectant (3.3.45) — (3.3.50) dans (3.3.44) on trouve
K, [1+ (h*)?] HT1 7| < @Ciate +Cy) H (7 -72)| +
z VZ
wavaprate | (70— 12)|| @t =)y,
donc
<K* [1 + (h*)z}_1 — 20,10/102 + Cf) HTl — T2 < 2\/§u*a20 H <T1 — T2> H ‘ (ﬁl — ﬂz)
z VZ
supposons que
1 _
¢ <y =[20C) " (K 1+ () - )
a condition que
K> [1+ 0]
alors
s p . 2 1 /x .
HT1 — 12| < 2v2uta 2C'ﬂ fe(cg =) ||(@' —a?) VoxV. (3.3.51)

z

* Nous avons aussi les deux inégalités suivantes :

al o (., ol : i} 2/, ., odl
G oy L 51 9% A1) i > S
Z La(@) G4 (o= G ) dotsa (091 () 2 3 (et - 5 )

(3.3.52)
o (., Ou? o2 N U
2 i > 32 i )
Z La(#) %204 (sol gl >) drds+] (§%)—7 ( i ) >3 (fl,sol i (t))
(3.3.53)
-2 o1
On suppose que ' = % (t) dans (3.3.52) et p? = %i; (t) dans (3.3.53) et en sommant les

deux inéquations, on obtient pour W = 4! — 42
o [OW N\ 012 0 [OW
1 —_ 0 2) 27 == >
E / [ T )82 ( o ) ,LL<T> o (1) 5 ( By )] dxdz > 0 (3.3.54)
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ou? A o [OW
0z 0z \ Ot

gil o (oW -,
aﬂ”&(m) i (7°)

dxdz

t) =l i (TY) 52

on ajoute et on retranche le terme /i <T1> ) dans I'equation (3.3.54) o

déduit que

iz o (OW
ou? n 2 o (oW
0z 0z \ Ot

) dzrdz >0

2 2
-\ OW 9 [OW - L\ 042 9 [(OW
(T ) === | = ) dwdz < o (T ) — o (17 L— | & ) dad
;/QM( >828z< t)xz_;/QQL( ) M( ))azaz(at)xz
(3.3.55)
et comme
8W 9 (oW d 5
Z/ (at )dg;d ?EHWHVZ (3.3.56)
I'inégalité de Holder nous donnons
. D\ 0uF 9 [ OW L |0W] ] 0 [OW
0 1) _ 5 2 < 2 7
Jo (“ <T> “(T )) B AN d”’dz' CaJo|T" =T 157 | |2 ( ot ) ddz
ST N
L4(Q) || 0z F@) 0 ot )20
<oy | o [|2% .2 ow
0z 9z \ 0t /| 120
. . w
<Gy [T =12 | (S
= et V. ot
Par I'inégalité de Young
ouz o [(OW . . d
2\\ Y% Y < 1_ 72 -
Z/ T >) 0z 0z ( ot )dmdz Vaea? Gy || T =T Wl v,
(3.3.57)
En substituant (3.3.56) et (3.3.57) dans (3.3.55) on obtient
d
W2, < v2ealCy HT1 72 S w
< — T
2 pr ||W||v V2ca v
Intégrant (3.3.58) entre 0 et 7', avec W (0) = 0 on trouve
% Wy, < V2ca®CiT HT1 -7 (3.3.59)

64




3.3. Analyse asymptotique du probleme

En revenant a (3.3.51) on obtient

HTI _TQ

< 2v2pra?c (3 — ) TH[(@" — @)y, s

< 8u ' Ct e (cf AT HTI — 17

V.
Alors

<0 (3.3.60)

(1 — 8t (g — 02)_1 T> HTl — 17
Vz

supposons que

O<c<c=(1+ 8,u*_1u*T)71 s

'inéquation (3.3.60), nous donne

T -T2 =0
Ve

donc T = T2 presque partout dans V.
Et d’apres (3.3.59), on déduit que @' = 4% presque partout dans V, x V,. O
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Résumé

Dans ce mémoire nous sitéresse a I'étude du probléme dun croup homogéme
élastique qui occupe une domain 3D avec frottement sur une partie fromtiére. nous
prouvons dabord les résultats dexistence et dunicité pour la solutions fable. Puis
on étudie la comportement asymptiotique de ces solitions lorsqu tine dimenions du
domaise tendent vers zéro. Les 3D équations de conservations et la loi de frottement
sont obtenue. Lexistence et I'unicité de la solution du problém limite est démontré,
donc leprobléme limite est bien défini et a un send.

isotherme..

Mots clés :Comportement asymptotique, problémes aux limites, double friction,
délastié linéaire, non -

Abstract

In this thesis we are interested in studying a homogeneous flexible body that
occupies a three- dimensional field with friction on a sharp part We first prove the
existence and the results of

uniqueness of the weak solution .Then we study the converging behavior of these
solutions when one of the dimensions of the field tends to zero.3D conservation equa-
tions and friction law obtained.The existence and uniqueness of the solution of the
sharp problem have been proven, so the final problem is well defined and has the
meaning of .

Key words converging behavior, Sharp conditions,Friction of stacking ,double frot-
tement ,linear flexibility,equal uneven heat
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