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Introduction

La plupart des équations différentielles et équations aux dérivées partielles de la phy-
sique et des sciences pour I'ingénieur sont telles qu’il n’est pas possible d’en déterminer des
solutions par voie analytique. Le calcul scientifique est précisément la discipline qui propose
des méthodes et des techniques afin de trouver des solutions approchées, en mettant en

ceuvre a l'aide d’ordinateurs des algorithmes numériques.

D’une maniere générale on cherche a discrétiser les équations aux dérivées partielles,
c’est-a-dire on définit des approximations des dérivées de la solution en des points discrets
par la méthode de différences finies. Ce procédé transforme I’équation en un systéme linéaire,
ou non linéaire, suivant le type d’équations qu’on cherche a résoudre de dimension fini.

Les phénomenes de propagation d’ondes se rencontrent dans de nombreuses applications.

On rencontre essentiellement trois types d’ondes : les ondes acoustiques c’est a dire les
ondes qui se propagent dans un fluide (eau ou air par exemple). Les ondes élastiques c’est a
dire les ondes qui se propagent dans un solide ; les ondes électromagnétiques, par exemple la
lumiere. Nous étudierons principalement 1’équation des ondes acoustiques qui est le modele

le plus simple (modele scalaire).

L’objectif de ce mémoire est la résolution d’un probleme hyperbolique par la méthode

de différences finies, on prend I’équation des ondes comme un modele.

Ce mémoire se compose de cing chapitres. Dans le premier chapitre, nous rappelons



quelques définitions, propriétés d’analyse et un rappel sur les matrices.
Dans le deuxieme chapitre, ou on va présenter les différentes types d’équations des ondes

apres avoir donner une généralité sur les EDP.

Le troisieme chapitre est consacré a la méthode de différences finies, ot on va présenter

le principe de cette méthode.

L’objectif du quatrieme chapitre est la résolution de I’équation des ondes par la mé-
thode de différences finies et on va vérifier tous les conditions de consistance, stabilité et la
convergence.

la résultante de notre étude est la résolution numérique de ’équation des ondes discrétisé

par la méthode de différences finies, ot on va appliquer par Matlab.



Chapitre 1
Préliminaires

Ce chapitre est consacré a I'introduction d’analyse et un rappel sur les matrices que nous

utiliserons par la suite.

1.1 Espaces fonctionnels

1.1.1 Espace C*([a,b])
Définition 1.1.1.

( f € C¥a, b]) & ( f est dérivable jusqu’a 'ordre k et la dérivée d’ordre k est continue )

1.1.2 Espaces des Lebesgue LP((2)
Définition 1.1.2.

Soit © un ouvert de R", LP(Q2), 1 < p < 400 l'espace des classes de fonctions mesurables

de puissance p-eme intégrable, est définie :

LP(Q)) = {f : 2 — R mesurable tel que/ | f(z) |P dz < —1—00} :

Q

muni de la norme :

| f e )= (/Q | f(x) |? dm)%.



e Pourp=1

L’espace L'(Q) est un espace de toute fonction intégrable sur €.

e Pour p = +o0

L=(Q) = {f : Q@ — R mesurable tel que 3C > 0:| f(z) |< C p.p sur Q}

muni de la norme :

| f lzoo(@=inf {C tel que | f(z)|< C p.p sur Q} =sup essf

1.2 Opérateurs différentiels

1.2.1 Gradient d’un vecteur

Soit u une fonction scalaire, v = u(x,y, 2), Vi, j,k € N

M(u) =Vu= |2

92/ (ijik)
1.2.2 Divergence d’un vecteur

Soit U une fonction vectorielle de trois variables (z,y, z) définie sur un domaine €2 de
R3 et & valeurs Uy, Uy, Uz dans R. On appelle divergence du vecteur U et on note div(U) ou

V.U le scalaire :

oU, n oUy,  0Us

div(U) =V.U = pe o + P

1.2.3 Laplacien

On appelle Laplacien de u et on note Au ou V>2u, le scalaire :

*u  O*u  O*u

Au = div(grad u) = V.V(u) = e + 7 + 5




1.2.4 Fonction harmonique

Soient {2 un ouvert de C et f une fonction tq: f : 2 — C. On dit que f est harmonique
sur Q ou f est de classe C? sur Q si Af = 0 sur €.

Exemple 1.2.1.

f(z) = In(z* + y?) est une fonction harmonique tel que :

of 2 Pf =224 2y°
or T2 -I—y2 T o2 o (m2 +y2)2
8_f % 0% f B 202 — 21?

(‘9y - x2+y2 ’ 8y2 - ($2+y2)2
O OPf =207 427 + 227 — 2

Af= Ox? + oy? (2% 4 y2)?

=0

1.3 Formules de Taylor et développements limités

1.3.1 Les formules de Taylor

On considére une fonction f: R — R et elle est (n + 1) fois dérivable.
e Formule de Mac-Laurin :
On se place dans le cas ou I'intervalle [a, b] est de la forme [0, x], x étant une variable positive

réelle quelconque. Alors la formule de Taylor-Lagrange a ’ordre n devient :

F() = F(0) = 2/(0) + g F/(0) + -+ o fO(0) o fH o)

ou ¢ €0, z[.

n+1

e Formule de Taylor-Young :

Considérons maintenant le cas ou f est une application d’un intervalle I vers R, et soit
a et x deux points de I. Alors on montre qu’il existe une fonction € définie au voisinage de
a telle que :
- ($ __a)k k n
fa) = 3 00) 4 (o - aye(a),

k=0
avec

€(x) — 0 pour x — a



Le terme (z — a)"¢(x) est appelé reste d’ordre n pour z — a.
Noter qu’a l'opposé des autres formules données précédemment, cette derniere précise le
comportement du reste d’ordre n pour z tend vers a a.

Dans le cas particulier ou a = 0, on obtient :

5@) = 3 509(0) 4 @)ela) = 1(0) +'0) +

k=0

S F O+ o F(0) 4 (2)"e()

En utilisons les notations de Landau

. et

i%fo”(0)+—u.+-£jx”f“”(0)-%<?($">

f(@) = £(O0) +2f(0) + 5

On dira que

FO) +2f(0) + af(0) + .+ 2" FO(0)

2!

est le développement limité (noté D.L) d’ordre n de f au voisinage de 0.
Les D.L sont tres utiles pour 1’étude locale des fonctions car ils permettent :
e Une expression plus simple de f (au voisinage de point).

e Une recherche faciles de limites.

e Une trace plus précise de la courbe.

1.3.2 Généralisation

FIQCR"—R |, feC?(Q)

Pour p=1:

Pour p=2:



Si on pose :

p=n=2 xy =x, Ty =1y, h:(hl,hg)ER2

0*f
32

0*f
Or2

o*f

sz(l'o,yo)(ha h) = sz( )(h2) or a

( Zo, Y o)h% (foayo)h2 (ilfoayo)hﬂb

Formule de Taylor

£() = Fao) + 3 LD flao)h + O(1 b )

k=1
Sip=n=2:

fey) = Flao o)+ L

92 2 2
Or (%ayo)hﬁ‘a / i+ ot o7

ag(fojyo)hﬁ' [8 2(x0,y0)h By 2($0,yo)h2+28 ay(l“o,yo)hlh:

Sipzl,n:3,h:(h1,h2,h3)€R3

0
(20, 90, 20V + 2L (0, o, 20)hs + Ol 1 |)

of
(%0, Yo, 20)h1 + == B

f(z,y,2) :f(ifo,yo;Zo)‘i‘g dy

ox
Exemple 1.3.1.
Sip=mn=2,h=(hi,hs), (xo,50) = (1,1)

f(z,y) = zy® — ya®

£1,1) =0

%(m,y)=y2—3y$2 : g—f(1,1)=—2
S w) = —6ey . 21 = 6
Z—ch(m,y)=2$y—$3 , a—i(Ll)zl
=2, ZLay =

e =w-5? . 2Lan=n

f(1 4 hy, 1+ hy) = —2hy + hy — 3h3 + h3 — hihs



Combinaison convexe
Une combinaison convexe des x; est un point P de la forme :

n
P = E a;xT;
i=1

ou ai, ..., a, sont des réels positifs des somme 1.

1.4 Rappel sur les matrices

1.4.1 Norme matricielle

Définition 1.4.1.

On appelle norme matricielle || . || définie de M,,(K) dans Ry (K =R ou C) vérifiant les
propriétés suivantes, VA € M, (K) :
L||A|l=0A=0.
2. [eAl=all Al
B.JA+B| < |A|ll+| B, Y(A,B) € M,(K)% (inégalité triangulaire)
A JAB < [[ANI B, ¥(A,B) € Mn(K)*.

Exemple 1.4.1.

-----

,,,,,

1.4.2 Matrices particulieres

On appelle matrices m lignes et n colonnes (m x n), on note dans K :

A = (a;)) i=1,..m j=1,..n.

11 a2 -0 Qi
21 Q22 -+ Qa2p
m1 Am2 *° Gmp



SIK=R:AeR™".

SIK=C:AeCmm.

e Matrice carré

Une matrice carré d’ordre n est une matrice de dimension n x n, autrement dit une matrice
a un n lignes et n colonnes.

e Transposé d’une matrice

On appelle transposée d'une matrice A = (a;;) de type p x ¢ La matrice B = (b;;) de type
g x p. Obtenue en échangeant lignes et colonnes de A : b;; = a;;.

e Matrice symétrique

C’est une matrice A carré telle que : A = A,

e Matrice unité

La matrice unité noté I est définie par :
1 si 1=y

0 si i#7
e Matrice diagonale

aij =

C’est une matrice carré dont telle que :

0 si i#7
#0 si i=7
e Matrice triangulaire

Clij =

Une matrice carré dont tous les termes au-dessous de la diagonale sont nuls est appelée
matrice triangulaire supérieure.

Si (a;j) est une matrice triangulaire supérieure d’ordre n on a donc :

a1 Q12 - Qip

0 axp -+ an

0 0 au,
0 si 2>7
Qij = L
#0 si 1<y



De méme, les matrices triangulaires inférieures sont telles que :

a; 0 -+ 0
21  a22

0
ap1 - Apn

e Matrice par blocs

Une matrice par blocs A = A;;, 1 <¢ <m,1 < j < n est une matrice dont les entrées a;;
sont des matrices au lieu d’étre des scalaires.

On doit toutefois respecter les deux regles suivantes :

1. Toutes les matrices d'un méme ligne (Aij avec 1 < j < n) ont le méme nombre de lignes.
2. Toutes les matrices d'un méme colonne (A;; avec 1 < ¢ < m) ont le méme nombre de
colonnes. Ainsi il existe des nombres entiers n; et m; tel que A;; € C™*",

e Matrice tridiagonale (bande)

On dit qu’'une matrice A € R™*™ ou C™*™ est une matrice bande si elle nadmet pas des
éléments non nuls que sur un certain nombre de diagonales autour de la diagonale principale.

Plus précisément :

0 quand 7 < j+p c’est une matrice bande-p inférieure
Cll'j =
0 quand j > i+ g c’est une matrice bande-q supérieure

e Matrice tridiagonale par blocs

Soit A une matrice tridiagonale tel que :

11 Q12 s 0
21
A=
CLn,n—l
0 ot Ap—1n Anon

10



On définie la matrice tridiagonale par blocs tel que :

All A12 e 0
B— A21
An,n—l
0 e An—l,n An,n

ou les A;; sont des sous-matrices de B.
e Forme quadratique, matrice définie positive

On appelle forme quadratique associée a la matrice A la forme :
Q(r) = X'AX
Une matrice A est dite définie positive si :
X'AX >0, VX #0
Remarque 1.4.1.

- Une matrice A est positive mais non définie positive si :
X'AX >0, VX #0.

- Une matrice carré est définie positive si la forme quadratique qui lui est associée est définie

positive.

11



Chapitre 2

Les équations des ondes

On appelle “onde” la phénomene de propagation dans un milieu sans transport de ma-
tiere :
- Une onde se propage a partir d’une source dans toutes les directions de I’espace.
- La perturbation se transmet de proche en proche avec un transfert d’énergie sans transport
de matiere.
- Ce phénomeéne dépend du temps.
L’équation des ondes est une équation aux dérivées partielles du second ordre décrivent
les phénomenes de propagation d’ondes comme les ondes sonores, lumineuses ou les vagues
....Cette équation apparait dans de nombreux domaines.
Dans ce chapitre on va présenter les types d’équations des ondes, 'existence, 'unicité et

propriétés des solutions.

2.1 Généralités sur les équations aux dérivées partielles

Une équation aux dérivées partielles notée E.D.P (partial differential equation ou P.D.E
en anglais) fait intervenir plusieurs variables indépendantes (souvent en temps et espace)
ainsi que les dérivées partielles de la fonction inconnue (recherchée).

Une équation aux dérivées partielles pour la fonction u(xy,...., z,) peut s’écrire sous la

forme :

12



ou ou 0%*u 0%u

"0z Oz, 0x27 7 Ox1 0y,
1

)=/ (2.1)

F(xy, 29, ..., Ty,

Dans €2 qui est un ouvert de R", f représente les données du probleme, F' est une fonction
de plusieurs variables réelles.

L’ordre de I” E.D.P est 'ordre le plus élevé parmi toutes les dérivées partielles de I’ E.D.P.

Remarque 2.1.1.

1- Sin =1, alors I E.D.P devient une équation différentielle ordinaire (E.D.O).

2- Si f =0 on dit que 'équation (2.1) est homogene.
Définition 2.1.1.

Les E.D.P linéaires ne contiennent aucun produit de variable avec elle méme ou une de
ses dérivées. Si u n’est pas linéaire en au moins une dérivé dans I’ E.D.P, alors I’ E.D.P est

non linéaire.

Exemple 2.1.1.

ou , ou
or 0Oy

Cette équation est linéaire, homogene et d’ordre 1.

=0 (2.2)

Exemple 2.1.2.

L’équation de Burgers :

o ou_
ot u@x_vﬁxQ

non linéaire est d’ordre 2.

13



2.1.1 E.D.P linéaires du premier ordre

On a la forme générale d” E.D.P linéaire du premier ordre est :

Az, y)@ + B(x, y)a—u + C(z,y)u = D(z,y)

ox dy
Exemple 2.1.3.
I’équation de transport :
ou n ou 0
_ CcC— —
ot ox

2.1.2 E.D.P linéaires de second ordre

Elles sont sous la forme :

2 2 2
Ou g 0 po B0 byt (2.3)

A@ * 0xdy 8_y2 ox oy

ou les trois premiers termes A, B, C' sont des constantes.

2.1.3 Classification

Le type de I’ E.D.P (1.2) dépend de signe de A (le discriminant) tel que A = B? —4AC':
e Si A >0, alors I’ E.D.P est hyperbolique.
e Si A =0, alors I’ E.D.P est parabolique.
e Si A <0, alors I” E.D.P est elliptique.

Exemple 2.1.4.

1) L ’exemple le plus simple d’ E.D.P hyperbolique est I’équation de propagation d’une

onde :
Pu i
ot? 0x?
A=B?—4AC =4C*>0

= 0; C>0

2) Une E.D.P parabolique est celui de la diffusion :

ot
ot 0x?

A=0

= 0; d>0

14



3) Une E.D.P elliptique est I’équation de Laplace :
0%u N Pu 0
ox2 Oy

2.1.4 Conditions aux limites

Soient u et une E.D.P sur €2, ou €2 est un domaine borné dans R", en imposant des
conditions aux limites sur le bord du domaine note 9€2. On va citer trois types de conditions
aux limites :

e Dirichlet : si on impose u sur une partie de 0f2.
. . u ) ou —
e Neumann : si on impose 3, SUr une partie de 0% ; = (grad(u),n) avec n normale
n n

extérieure unitaire a 2.

e Conditions mixtes : Si on impose ces deux conditions sur 0f).
Remarque 2.1.2.

Sil” E.D.P est valide dans tout I'espace, on impose souvent des conditions a I’infini.

2.1.5 Conditions initiales

Si 1" E.D.P modélise un probleme d’évolution, on ajoute la condition initiale qui dépend

du temps.
Exemple 2.1.5.

On considere "le probleme de Cauchy” :
Soit f une application continue dans R™, le probléeme de Cauchy revient a chercher une

fonction y dans R™ continue et dérivable, telle que :

y'(t) = f(t,y(t), Vtelt’t°+T] avec T €]0,+o0|
y(0) =y e R™

Remarque 2.1.3.

(E.D.P + conditions aux limites) = (probléme aux limites)
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2.1.6 Probléme bien posé

Proposition 2.1.1.

Un probléme aux limites (P) est dit bien posé si :

1. 11 existe une solution de (P) satisfaisant les conditions aux frontieres .
2. La solution doit -étre unique.

3. La solution doit -étre stable par rapport aux conditions aux frontieres imposées.
Remarque 2.1.4.

On dit qu’'un probleme est mal posé s’il n’est pas bien posé.
Exemple 2.1.6.

On prend (P) :
—Au+u = 0 dans
v = 0 sur 0N

Q=10,1[ x 10,1

00 ={(z,y) €eR? tq x =0 et y € [0,1]}
Toute fonction u(z,y) = a(e” — e™*), avec a € R est une solution de (P) selon les valeurs
de a.

Donc : (P) est mal posé, car I'unicité n’est pas vérifiée.

2.2 Les équations des ondes en dimension 1 (D1)

On appelle équation des ondes (linéaire) I’ E.D.P d’évolution, du second ordre en temps
(t) et en espace (z) :
Pu 0%
— — " = f(x,t teRt z eR.
ot? Ox? ft)
ol ¢ est un nombre réel positif donné, homogene a vitesse de propagation de 1’onde.

En dimension un (d’espace), les équations des ondes modélisent les équations des cordes

vibrantes.
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e La solution générale de cette équation est la somme de deux fonctions

u(z,t) = f(x —ct) + g(x + ct)

2.3 Les équations des ondes en dimension supérieure
a deux

On appelle équation des ondes (linéaire) en dimension d, I’ E.D.P d’évolution du second

ordre en temps (¢) et en espace (r € R?).

Pu + d
W—cAu:f(x,t). te R,z € R%

ol ¢ est un nombre réel positif donnée, a une vitesse de propagation de I'onde par exemple
pour le son ¢ vaut environ 343 m/s, et f est une fonction donné, et A est le Laplacien en

espace, défini par :

Proposition 2.3.1. (/6])

e En dimension impaire, la solution u(zg,ty) dépend seulement des conditions initiales

o=u(.,0) et =0.,0)
sur la sphere
{z, [lz — zoll = cto}
e En dimension paire, la solution u(zg, %) dépend seulement des conditions initiales

o=u(.,0) et ¢ =0.,0)

sur la boule

{2, || = xol| < cto}
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2.4 Type d’équations des ondes

2.4.1 Les ondes acoustiques

Si Q désigne un ouvert de R (borné ou non) rempli de fluide, la propagation d’ondes
acoustiques dans ce fluide dépend de p(x) la densité de fluide au point z,c(x) la vitesse
locale des ondes acoustiques.

L’équation qui régit les variations de la pression P(z,t) du fluide en un point = et a l'instant

t est I’équation des ondes :

1 0%P 1
——— —div(—VP)=g, 2€Q ,t>0 2.4
o o~ VP = 24

ou

En milieu homogene, cette équation devient simplement :

2
P
%?—CZAPIQ, reQ ,t>0. (2.5)

La fonction g(z,t) est la source.
Application
Les ondes acoustiques interviennent par exemple en acoustique musicale, en acoustique de

salle, en acoustique sous-marine, ou pour étudier les phénomenes de houle.

2.4.2 Les ondes élastiques

Les équations du mouvement sont :

—div(o) = pq (2.6)

P o

ol 7(3:, t) est un vecteur représentant le déplacement d’une particule du point z & U'instant
t,o est le tenseur des contraintes, relié au tenseur des déformations 5(7) par la loi de
comportement du matériau.

Application

Les ondes élastiques se rencontrent notamment lorsqu’on étudie des problemes de sismique

ou de géophysique, contréle non destructif.
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2.4.3 Les ondes électromagnétiques

Dans un milieu que nous supposerons diélectrique linéaire isotrope, un champ
électromagnétique dans un domaine € est décrit par le champs électrique ﬁ(:p, t) et le champ

magnétique ﬁ(x, t) qui vérifient les équations de Maxwell

0
— 4+ rotﬁ = 0
5 "o (2.7)
€—+Uﬁ—7"0tﬁ+7s =0

ot
ou g(x) > 0 est la permittivité diélectrique du milieu, pu(x) > 0 est la perméabilité magné-
tique du milieu, o(z) > 0 est la conductivité du matériaux, j s est un courant source.
La vitesse des ondes du milieu est donnée par la relation :
1
=

Ep
Applications
Les ondes électromagnétiques sont beaucoup utilisées pour la détection d’objets volants.
Elles interviennent bien stir aussi dans tout ce qui concerne les télécommunications, en par-

ticulier dans 1’étude des antennes ou en optique (fibres optiques, optique intégrée).

Remarque 2.4.1.

On va étudier ’équation des ondes acoustiques qu’on va la prendre comme modele .

2.5 Etude des équations des ondes acoustiques

2.5.1 L’existence et 'unicité : formule d’Alembert
Théoréme 2.5.1. ([1])
Soient g € C?*(R) et h € C*(R), alors il existe une unique solution u € C?(R x R, ) du

probleme de Cauchy suivante avec le caractere bien posé :

2 2
%—8%_0, t>0z€eR
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et pour les conditions initiales :

u
ot

alors u est donnée par la formule d’Alembert :

u(z,0) = g(z), (x,0) = h(z),z € R

u(z,t) = %[g(x +ct) + g(z — ct)] + % /i : h(y)dy

Remarque 2.5.1.

La factorisation d’opérateurs suivante permet également de conclure, et sera utilisée plus

pleinement pour obtenir la formule de d’Alembert :

0% — 0%, = (0, — c0,) (0, + cO,)

2.5.2 Conséquences de la formule d’Alembert

La formule d’Alembert permet d’observer la propriété suivante de stabilité, caractérisée
par la dépendance continue de la solution par rapport aux données de Cauchy en norme

L>*(R x [0,T]) pour tout T > 0 fixé.
Corollaire 2.5.1. (/1)

Soit T > 0 fixé et € > 0 donné, soient (g1, h1) et (g2, ha) deux couples de fonctions dans
C*(R) x C*(R) tels que :

|| g1 — g2 ||OO< €, || hl - h2 ||oo< €.

Soient uq, us les solutions respectivement obtenues pour ces données de Cauchy. Alors pour

tout z e Rettoutt e Ry, ¢t <T ona:
luy (z,t) —ug(z,t)| < e(1+1T)

Domaine de dépendance et domaine d’influence :

Comme on le voit dans la formule de d’Alembert, il y a propagation a vitesse finie de
I'information. C’est une propriété typique des E.D.P hyperboliques. Plus précisément, le
domaine de dépendance de (x,t) est le triangle :

Agy={(y,7) €R? tq:0<7<t,—c(t—7)<y—z<clt—1)}

Réciproquement, le domaine d’influence du point (z,t) est le cone :

Fx,t:{(y7T>GR2 tq:TZt,—C(T—t)gy—;pgc(T_t)}

20



x—ct X x + ct

FIGURE 2.1 — Domaines de dépendance et d’influence

Proposition 2.5.1. (Probléme de Cauchy non-homogéne) ([1])

Soit f € C°(R x R, ), on consideére le probléme de Cauchy non-homogene suivant :
Pu 0%
W_C@:f’ t>O,IEER

et pour les conditions initiales :

u(z,0) = g(z), %(m,()) =h(x),zr €R

avec g € C?(R) et h € C'(R). Alors il y a une existence et unicité de solution u € C*(RxR,)

donnée par :

u(z,t) =

N | —

ot +et) +ota et + o [ hwdv+ o [ s dy

c —ct 2C Azyt

2.5.3 Quelques propriétés de la solution

On consideére a présent 1’équation des ondes D1 posée sur le domaine d’espace normalisé

[0,1] :

Pu 0%

@—c @:O, t>0,x 6]0,1[
et pour les conditions initiales :
ou
u(w,0) = gla). S (x,0) = hlw),z €0, 1]

et par exemple les conditions de bord de Dirichlet homogene

u(0,t) =u(l,t) =0, t>0.
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De maniere plus générale, si les conditions initiales g et h admettent des développements en

série de Fourier de la forme

g(x) = Z apsin(nrx), h(x) = Z(nﬂc)bnsin(nﬂx)

neN neN

alors la solution du probleme de Dirichlet est donnée par :

u(z,t) = Z(ancos(mrct) + bysin(nrct))sin(nrx),
neN
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Chapitre 3

Principe de la méthode de différences

finies

Les mathématiques utilisent couramment les notions d’infini et de continu.
Les solutions approchées seront calculées en définitive comme des collections de valeurs
discretes sous la forme de composantes d'un vecteur solution d’un probleme matriciel. En
vue du passage d’un probléme exacte (continu) au probléme approchée (discret), on dispose
de plusieurs techniques concurrentes : les différences finies, les éléments finis et volumes
finies.
Mais sachez que nous n’utiliserons ici que la méthode différences finies (on note par D.F).
La méthode des D.F consiste a remplacer les dérivées apparaissant dans le probléme continu
par des différences divisées ou combinaisons de valeurs ponctuelles de la fonction en un
nombre fini de points discrets ou noeuds du maillage.
e Avantages :

grande simplicité d’écriture et faible cotlit de calcul.
Elle est couramment pratique et facile d’acces.
e Inconvénients :

Limitation de la géométrie des domaines de calculs, difficultés de prise en compte des

conditions aux limites et en général absence de résultats de majoration d’erreurs.
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3.1 Définitions et propriétés

3.1.1 Maillage

Puisqu’on a évoqué le mot maillage dans le paragraphe précédent et qu’on en aura tout
le temps besoin, définissons-le ici.

On appelle maillage un ensemble de points du domaine de définition sur lequel on va
appliquer D.F. Pour une application définie sur un segment de R, on ajoutera en général
les deux extrémités du segment ; pour un maillage en dimension supérieure, on sera amené
a choisir éventuellement des points du contours du domaine de définition. On appelle le pas

du maillage la distance entre deux points successifs du maillage voisins.

3.1.2 Erreur de troncature

On appelle erreur de troncature la quantité obtenue en remplacant les dérivées par
les différences divisées. Le calcul des erreurs de troncature est usuellement basé sur les
développements de Taylor.

L’erreur de troncature est une erreur qui indique comment I’équation est approchée par le
schéma. Ce n’est pas une erreur entre la solution exacte et la solution approchée (erreur de
convergence), mais c¢’est une erreur qui quantifie a quel ordre la solution exacte vérifie le

schéma.

3.1.3 Ordre de schéma

On dit qu'un schéma de discrétisation a N points de discrétisation est d’ordre p s’il existe

C € R, ne dépendant que de la solution exacte, tel que I'erreur de consistance satisfait :

max (R;) < Ch?

i=1,...,.N

Ou R; est lerreur de troncature et h est le pas de maillage (c’est a dire le maximum de

Tit1 — %)
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3.1.4 Consistance de schéma numérique

Un schéma aux différences finies est consistant si :

max (R;) — 0
=1, N

Lorsque h — 0, ou N est le nombre de points de discrétisation.

3.1.5 Stabilité de schéma numérique

Par définition, un schéma numérique est stable si les erreurs (d’arrondi, de troncature,...)
ne peuvent pas croitre pendant la procédure numérique d’un pas de temps au suivant :
Un schéma peut étre :
— Inconditionnellement instable : Quels que soient At et Az les erreurs s’amplifient au fil
des itérations. Ceci cause des résultats complétement faux.
-Inconditionnellement stable : Quels que soient At, Az les erreurs causées par le schéma
numérique n’explose pas au fil des itérations.
— Conditionnellement stable : On doit poser une condition sur At et Az pour que la solution
n’explose pas par exemple le condition de Courant-Friedrichs -Lewy qu’on va définir dans

la paragraphe suivante.

3.1.6 Interprétation de la condition de Courant-Friedrichs -Lewy

1928 (CFL)

(C’est une condition nécessaire et suffisante pour la stabilité du schéma, ce qui montre que
la stabilité d’un schéma ne peut pas nécessairement étre assurée quelle que soit la maniere
dont At et Az tendent vers a zéro. C’est une condition tres contraignante d’un point de
vue pratique, puisque si 'on souhaite avoir une bonne précision en espace, il est nécessaire

de choisir Az petit ce qui impose un choix de At nettement plus petit.
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3.1.7 Convergence

Théoréme 3.1.1. (Laz)

Dans un probléme bien posé , une condition nécessaire et suffisante pour la convergence

d’un schéma est la stabilité et la consistance.

3.2 Différences finies en dimension 1

Tout les méthodes numériques présupposent les discrétisations du domaines géométrique
pour passer d’'un probleme continu a une infinité d’inconnues a un probléeme discret ne

comptant d’'un nombre fini d’inconnues.

3.2.1 Discrétisation de domaine

Dans ce cas on discrétise I'intervalle continu [a, b] on approche les dérivées aux points de
discrétisation par des opérateurs aux différences. Plus précisément, on se donne un entier

N a partir du quel on définit le pas de discrétisation

h:A$:xi_$i—1:xi+l_xi

On introduit les N 4+ 1 points x; = ih pour ¢ = 0,..., N qui forment alors une subdivision
réguliere de lintervalle [a,b] (maniére uniforme).On remplace ainsi le probléeme continu
par celui de la recherche de valeurs approchées u; des solutions u(z;) au points z; de la

discrétisation.

FI1GURE 3.1 — Discrétisation par D.F en D1
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3.3 Construction de schémas

3.3.1 la dérivée premiere

Soit u une fonction d’une variable de classe C2. Si h tend vers 0, en utilisant le développe-

ment limite de Taylor de la fonction u jusqu’a ordre 2 au point (x;+h), (x; —h) on obtient :

Uir1 = u(x; + Az) = u; + Ax (g )z+O(Ax )

X

w1 = u(z; — Az) = u; — Az (gx) i+ 0(Az?)

eindicielle cas D1 :

Le schéma aux D.F d’ordre 1 en "avant” ou "décentré avant” ou”décentré a droite”

ou . Ui U

Le schéma aux D.F d’ordre 1 en "arriere”ou "décentré a gauche”

ou . U; — Uj—1

n note u; = u(x;) et @ Ou 1=
on note u; = u(z;) e 5 . E .

e Schéma centré :

Effectuant d’abord un développement de Taylor au voisinage de z; a 1’ordre 3.

2.,
uir1 = u(x; + Az) = u; + Ax (8u> i+ — Ar’ (8 )z—i—O(Ax )

ox 2 0x?
ouw\ . Ax? [0%u
-1 = u(x; — Azx) = Am(@w) + — 5 (8 2)2—1—0(sz)
La soustraction de ces deux relations donne :
ou
Uip1 — Ui—1 = 20x <8x> i+ O(Ax?)

(3.6)

(3.7)

Ce qui permet d’obtenir le schéma d’ordre deux dit ”centré” pour approximer la dérivée

premiere de w :

OuY . Uip1 — Ui 9
(Eh) 2Ax +O(A)
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FIGURE 3.2 — Approximation de D.F

Remarque 3.3.1.

Pour obtenir des ordres supérieurs, il faut utiliser plusieurs nceuds voisins de x;. Le

nombre de points nécessaire a 1’écriture du schéma s’appelle stencil.

3.3.2 La dérivée seconde

Effectuant d’abord un développement de Taylor au voisinage de x; a l'ordre 4.

ou\ . Azx? [(9*u\ . Ax? [0 . 4
ui+1—u(xi+Ax)—ui+Ax<a—x)z+ 5 <ax2)z+ 5 (8x3>Z+O(Ax) (3.9)

ox 2 0x? 6 ox3

En faisant la somme de deux égalités, on aboutit a :

2 /92 3 /93
wi—1 = u(x; — Azx) = u; — Az <@) i+ A ((‘3 u) i— A (6’ u) i+ O(Az*) (3.10)

2

Uip1 + g — 2u; = Ax? (%) 7+ O(A:U4) (3.11)

Ce que permet d’obtenir le schéma d’ordre 2 dit "centré” pour approximation la dérivée

seconde de w :

2 L ) .
(%) = = i?;f S 4 O(A?) (3.12)
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3.4 Différences finies en dimension 2

3.4.1 Discrétisation de domaine

On a recours a la discrétisation en temps et en espace de fagon uniforme pour se ramener
a un systeme d’équations de dimension finie. Il est souhaitable pour la validité du calcul
que la solution approchée obtenue par la résolution de ce systéme. La discrétisation consiste
donc & se donner un ensemble de points t", n = 0, ..., M de Uintervalle [0, T], et un ensemble

de points z;, i = 0, ..., N de l'intervalle [a, b] .

. . N . a
Pour simplifier, on considére un pas constant en temps et en espace. Soit h = = Ax

le pas de discrétisation en espace, et k = % = At le pas de discrétisation en temps. On
pose alors t" = nk pour n =0,...., M et x; = th pour : =0, ..., V.

Dans le cas de D2 u(z,t) est décomposé en N x P les couples de points (z;,t") forment une
grille espace-temps sont appelés les nceuds de grille.

On notera u la valeur discréte de la grandeur u(z,t) au nceuds (z;, t™)(ie : ul* ~ u(x;, t")).

3.5 Construction de schémas

3.5.1 Les dérivées premieres

Par le développement limité de Taylor par rapport a le variable de temps (x; étant fixé)

on obtient :

ou At? 9%u
n+1 n o 4n + + n yn+1
w(z, t") = u(wy, t )—i—Ata (i t") + — 5 58 —(z;,€7) LT e [ttt (3.13)
w(eat ) = ulan ) = AL )+ BTN ) el (3.14)
‘/L"L7 xl? at xl? 2 atQ xl? ) b M

De la méme maniére on obtient :

e Différentielle progressive (en avant) d’ordre 1 :
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(a“> = I =Wy O(A) (3.15)

oz Az
ou ultt — up
(a)n = o) (3.16)

Par ce schéma on obtient un schéma explicite et d’ordre 1 en temps.

Explicite : calcule directe de u"*! en fonction de u”. En particulier, aucune inversion de
matrice ou résolution de systeme linéaire n’est nécessaire pour le calcul, le plus simple mais
stable sous condition.

e Différentielle régressive (en arriere) d’ordre 1 :

Ju ul' —ul
ou ult —

Par ce schéma on obtient un schéma implicite et d’ordre 1 en temps.

Implicite : on doit passer par un systéme linéaire pour trouver u"*! en fonction de u”, plus

compliquée mais inconditionnellement stable.

e Schéma centré :

ou Uil — Uy 2

7)) Dl el A Nl
(8x)i 5AL + O(Az?) (3.19)

ou gt

—_— pr— —Z L A 2 2
(at)n o) (3.20)

Ce schéma appelé schéma saute-mouton est a la fois explicite et d’ordre 2 en temps. Ce-

pendant, comme on le verra, il est toujours instable, et donc numériquement inutilisable.
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=Connues
=Inconnues

FIGURE 3.3 — Calcule u™™! par le schéma explicite

érivées

’

les secondes d

3.5.2

De la méme maniere on obtient :

(3.21)

7 + U;_q + O(AZ’Q)

n

Ax?

)

ou?
0x?

C’est un schéma centré et d’ordre 2 en espace.

(3.22)

+ O(AP?)

uf Tt — 2ul
At?

7

).

ou?
ot?

C’est un schéma centré et d’ordre 2 en temps.
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3.5.3 Dérivée d’ordre supérieur

On va citer quelques résultats d’approximation de dérivées d’ordre supérieur ou 'ordre

d’erreur de troncature est 2 dans le tableau suivant :

U | Uj—1 | Uj—2 | Uj—3 | Uj—4 | Uj—5
Aa:zu;’ 2| =5 4 0 0 0 9
@ + O(Azx?)
2Ax u, 51 —18| 24 14 3 0

Az®y™ | 3| —14] 26 | —24| 11 | =2
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Chapitre 4

Résolution par D.F de I’équation des

ondes

Dans ce chapitre, on va étudier quelques schémas aux différences finies, pour notre
probleme du ondes. Dans le but de faire une comparaison entre ces schémas, du point de

vue consistance, stabilité et convergence.

4.1 Probléme continue

Dans un domaine non borné ce probleme consiste a chercher :

u: R xR — R, vérifie :

0*u 0*u
W(x,t)—CQ@(l’,t) = f .TER,t>O
u(z,0) = wuo(z) coditions initiales

On suppose que le parametre ¢ (vitesse d’onde ) est positive.

Si le domaine est borné, en temps et espace :

9?u 0*u
W(a%t)_CQ@('Tat):f LS [O7L]>t€ [OaT]u
0
u(z,0) = up(x) et 8_?(95’ 0) =1 données : conditions initiales,

u(0,t) = u(L,t) =0 condition aux limites.
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4.2 Premiere approche : probléeme discret

4.2.1 Discrétisation

Une premiere méthode pour résoudre numériquement ce probleme d’évolution consiste
a discrétiser ’équation du second ordre par différences finies. Plagons nous dans le cas
mono-dimensionnel d’une corde de longueur L pour simplifier. On choisit une discrétisation
réguliere de [0, L] en intervalles de longueur Az tels que L = M Az et une discrétisation de
'intervalle de temps [0, 7] en pas de temps de longueur At tels que 7' = NAt. Notons z; le
point iAx et t" le temps nAt. Notons u} la valeur de la solution approchée au point z; et

au temps t".

4.2.2 Le Schéma D.F explicite (en temps) et centré ( en espace)

En prend f = 0 alors :

n+1 n n—1 n n n
wp = 2ud fup 2l — 2ui +ui
At? Ax?
0

u) =u'(z;) et uj =u + Atv) tel quei =1,...,M — 1 conditions initiales (4.1)

ug =uy; =0 VYn=1,..,N conditions aux limites de Dirichlet homogenes

Ce schéma est un schéma explicite car il donne une formule explicite de calcul de la solution
au temps t"™! en fonction des valeurs de la solution au temps précédent. Il n’y a pas
d’équation a résoudre pour obtenir la valeur au nouvel instant "1

C’est un schéma explicite alors :

At At
at = 201 = () (2 + ) —

e Erreur de troncature : On a EI' = (E; + E") tel que E; l'erreur de l'espace et E™

I'erreur de temps

|E!| < oA + Ax?)
Démonstration 4.2.1.

Par le développement limité de Taylor pour la solution exacte u supposée suffisamment

réguliére, on trouve par rapport a le variable de temps (x; étant fixé) on obtient :
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At? 0%u At 03u At* 0%

Ju
zth iU HFAt—(z;, ")+ — — (2, ")+ — — (i, ")+ — —(2; + + gl
s 7°1) = i, 8 AR o, )+ 5 S (i, 81 S S ) S S (s €9), 67 € 1,67
(4.2)
du At? 0% A3 PPu Att 0t
it i ") = At —— (4, ")+ —— o (3, 8") ——— o5 (23, ") (20, €7), €7 € 171, 1"
(s 771) = i 1)~ A i S T, £7) - O S T 6,6 € [ ]
(4.3)
n+l 2u _|_un 1 aQu AtQ 84
= iatn T A i) +’ S
- )+ T (0 €, u(i,€)
De méme maniere pour 1’espace alors on obtient :
ulyy —2ul +ul ;. 0*u Az? 04 . .
= A2 L = a 2( t )+?W( <€+7t ),U(é‘,,t )) (44)
Puisque u est solution, les premiers termes disparaissent ; il reste alors une erreur de tron-
cature
At? A At2 A
|E"| = |E" 4 E;| = ‘E 1—2]\4’ \My ° ]M’] (4.5)

B! < C(A? + Az?)
1
et C' = EmaX(M, M) tels que :

84
M = sup }a 4 17£+) (xl7£7)|
4

M= sup | e ), (e, 1)

e Consistance :
Le schéma est consistant a 'ordre 2 en temps et en espace, et consistant pour 'erreur de

troncature tend vers 0 lorsque At et Ax tendent vers 0 .

e Ordre :
Ce schéma explicite est d’ordre deux en temps et en espace tels que :

aQu( tn) n+1 2U, +un 1
X, =
ot? At?

+ O(AP?)
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e Stabilité :
Dans le cas de schémas numériques appliqués a des problémes hyperboliques nous choisirons
comme condition de stabilité, d’imposer au vecteur des solutions approchées d’étre conservé

ou de décroitre en norme au cours du temps.

At 2 At\?
uﬁl:?(l_(l—x) >+(A_) (i + ) — ™

Pour avoir la combinaison convexe :
cAt\ 2 cAt\ 2 cAt\ 2
211 — | — — — ) —1=1
(- () () + (=)

AL\ 2 cAt
—_— 1 — <1
O<(Am) < :>O<A:c<

cAt\?
211 - — 1
0< < (Aw)><
cAt\ 2
211 —( —
( (M)>>o
2
est vérifie pour (A_x> < 1.

Il nous reste la deuxieme inégalité c.a.d :

cAt\? cAt
2<1_(E))<1:>A_x<1

Donc : la condition CFL de stabilité est :

et

et

pour l'inégalité :

cAt

cAt

— <1
Azx

e Convergence :
D’apres le théoreme de Lax, on obtient la convergence ( consistance et stabilité implique la

convergence ).
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4.2.3 Schéma aux D.F implicite décentré (en temps) et centré (en
espace)

On considere le schéma implicite suivant directement déduit du schéma explicite précé-

dent :
uptt = 2u? 4 ul 2 ultt = 2ult 4l
At? B Ax?
u = u’(z;) et uj =ul(x;) + Atv°(z;) tel quei =1,...,M — 1 conditions initiales

ug =uy; =0 Vn=1,..., N conditions aux limites de Dirichlet homogenes
(4.6)

Remarque 4.2.1.

Pour l'erreur de troncature, consistance et 1’ordre sont les méme dans le schéma explicite.

e Stabilité :

Le schéma est inconditionnellement stable (au sens de Von Neumann). [8]

4.3 Seconde approche : systéme de premier ordre équi-
valent

On a I’équation des ondes du second ordre :

Pu 0%

oz~ o (4.7)
On introduit v et w deux fonctions indépendantes telles que :
ou ou
- = c— 4.
V=3 et w=c e (4.8)
alors,
v ow
— = C—
ot ox
(4.9)
ow ov
—_— = C—
ot ox

C’est un systeme de deux équations du premier ordre, pour lequel on doit se donner les deux

conditions initiales suivantes au temps zéro pour v et w :

v(x,0) = %(m, 0) = v%(x) (4.10)
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et

ou d
w(x,0) = c%(x,O) =cou (x) (4.11)
ceci peut également s’écrire : - =
O _ 4910 (4.12)
ot Ox
avec :
0
A= ¢ ot U= !
c O w

On retrouve sous cette forme un systéme conservatif généralisant, dans le cas d’'une inconnue

vectorielle (7), on obtient I’équation de transport.
Remarque 4.3.1.

Pour la discrétisation de temps et 1’espace est comme dans la premiere approche.
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Chapitre 5

Application

5.1 Le modele de la corde vibrante finie :

On considere une corde de longueur L (L = 5m) fixée aux extrémités. L’équation de

déplacement transversal au cours de temps s’écrit :
( 0%u 0%u

9,
(FPe) § u(z,0)=0 —u(x, 0) =v) =1 données : coditions initiales,

ot

\ u(0,t) = u(5,t) =0 condition aux limites.

D’apres le théoreme (2.5.1) le (P.) admet une solution unique.

Discrétisation :

Prendre ¢ = 1m/s, Ax = 0.5, At =04 :

n+1 n n—1 n n n
wpt = 2u +u T uy — 20 gty

At? Ax?
(£r) W =0 et u =ud+ Atv) =04,i=1,....,9 conditions initiales,

ug =uly, =0 Yn=0,1,2,3,4,5 conditions aux limites.

Ju

w0) =1

On va utiliser D.F en avant

La condition initiale :
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Consistance :

Le schéma est consistant a ’ordre 2 en temps et en espace.

Stabilité :

At

Le schéma est stable sous la condition de CFL (CA— <1).
x

At 04

Car:cA—x—ﬁ

= 0.8 < 1 alors le schéma est stable.

La convergence :

D’apres le théoreme de Lax on obtient la convergence.
Remarque 5.1.1.

Notre schéma est & deux pas, car pour calculer U"*! il faut utiliser les valeurs de U™ et

Ut

Forme matricielle :

On a
AL\ AN
U?Jrl =2 (1 — (E) ) U? + (A_) (U?fl —+ U?Jrl) —u; -1

On pose :
At
r=c—
Ax

alors :
Wt = 21— Pl R ) — (5.1)

0

U7L+1 _ BUn . Un—l
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tel que :

ou bien :

Urtt = (21 —r*A)U" — U™,

tel que :

C’est une matrice tridiagonale symétrique et définie positive, alors la matrice B 'est aussi.

Donc le systéeme admet une solution unique.

Résolution numérique :

Les composantes de vecteur solution U est donné a partir le schéma suivant et on prend :

a=0,b=5T=2,Ar=05At=04

£ : ; :

T frrerene PR A PR S O PO ORI S— R S

o
o
o
]
w
“
5 ¢
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e — Noeuds intérieures ou en cherche u.

x — Noeuds ol la valeur de u] est connue & partir des conditions initiales et aux limites.
Remarque 5.1.2.

Numération du bas vers haut et de la gauche vers la droite.

On a:
u?
ud
U =

ul

ub
3 4 5
Uy uy uy us
ug Ug Us ug
u3 us u3 u3
2 3 4 5
Tel que : u® = | 2 vt = ud Cout= |l W= |
2 3 4 5
Ug Ug Ug Ug
2 3 4 5
Uz Uy U Uy
2 3 4 5
ug ug Ug ud
2 3 4 5
Ug Ug Ug U

On utilise maintenant un programme Matlab pour la résolution de (5.1) sous les conditions
aux limites et initiales données.

e Le programme :

cle

clear all ;

Nx =11;x

dx = 0.5; % delta x
x=0:0.5 :5;
Nx=length(x) ;
dt=0.4;

t=0:0.4 :2;

T = length(t) ; % Total number of time steps
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¢ = 1; % Wave velocity
r= c*(dt/dx) ; % CFL condition
U = zeros(Nx,T); % U(x,t) = U(space,time)

% Initial condition

U(:,1)=0;

U(:,2)=0.4;

% conditions aux limites
U(1, :)=0;

U(11, :)=0;

for i = 2 :Nx-1

for j =2:T-1

Ui, j+1)=2xU(i,7) U@, — 1)+« (UG —1,7) = 2% U(i,5) + Ui + 1,7));
end

end

surf(U,’line’,'none’) ;

x label ('X")

y label("time )

U

43



Les résultats

t

w? (2 =08) | ud (3=1.2) | v (t* =1.6) | v’ (t° =2)
T
x1 =0.5 0.5440 -0.0083 -0.5500 -0.3877
To=1 0.8000 0.5242 -0.4279 -1.1843
r3=1.5 0.8000 0.6880 0.0308 -0.9397
Ty=2 0.8000 0.6880 0.1375 -0.5706
T5=2.5 0.8000 0.6880 0.1357 -0.5035
Te=3 0.8000 0.6880 0.1357 -0.5035
r7=3.5 0.8000 0.6880 0.1357 -0.5035
rg=4 0.8000 0.6880 0.1357 -0.5035
T9=4.5 0.5440 0.5037 0.2590 -0.2304
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FIGURE 5.1 — le graphe d’exemple étudié CFL vérifié

FI1GURE 5.2 — CFL non vérifié

45



Bibliographie

[1] Benjamin. Boutin, Eq des ondes calcul scientifique, Univ de Rennes 1, Mars 2012.

[2] Eliane. Béchard, Schéma numérique pour la résolution de l’équation des ondes, Master

Simulaion et Modélisation, Janvier 2009.
[3] Francois. Cuvelier, Méthodes numériques, Notes de cours, Univ Paris XIII.

[4] Sébastien. Charnoz et Adrian. Daer, Résolution numérique des équations aux dérivées

partielles, Univ Paris 7.
[5] Gérard. Debeaumarché, Introduction aux équations aux dérivées partielles linéaires.

[6] Robert Dautray, Jacques-Louis Lions, Analyse mathématique et calcul numérique pour

les sciences et les techniques, Masson,Paris, 1988.

(7] Dr Harnane. Yamina, Méthodes numériques I-Méthode des différences finies, Cours,

Univ- Larbi Ben M’hidi- Oum Elbouaghi, 2015-2016.

[8] Raphael. Herbin, Analyse numérique des équations auzx dérivées partielles , Université

Aix Marseille 1, 26 oct 2011.

[9] Franck. Jedrzejewski, Introduction aux méthodes numériques Deuxiéme édition, Springer-

Verlag France, Paris 2005.

[10] Reisser. Laurant, Différences finies pour la résolution numérique des équations de la

mécanique des fluides , 4 février 2006.
[11] David.Morceau, Résolution pratique des équations auzx dérivées partielles.

[12] Nelly. point et Jacques. Hervé, Equation auz dérivées partielles, Mathématiques et

M¢éthodes numériques, 22 juin 2009.

[13] Alfio. Quarteroni, Riccardo. Sacco, Fausto. Saleri, Méthodes Numériques Algo-
rithmes,analyse et applications, Springer-Verlag Italia, Milano 2004.

46



[14] Sandro SALSA,Partial Differential Equations in Action.From Modelling to Theory,
Springer-Verlag Italia,2008.

[15] Walter A.STRAUSS, Partial differential equations. An introduction, John Wiley Sons,
1992.

[16] JF.Scheid, Méthode numérique pour la dynamique des fluides, Univ Lorraine Master 2
IMoi, 2011-2012.

47



Réesume

Le but de ce travail est I’étude de la méthode de différences finies et ses applications
sur probleme aux limites hyperbolique, ou on a prend comme un modele I’équation
des ondes.

Mots clés:
Equations aux dérivées partielles - méthode de différences finies - équation des ondes

Abstract

In this work, we study the method of finite differences and her applications on
hyperbolic boundary problem, we took wave equation as a model.

Keys words:
Partial differential equation - finite differences method - wave equation
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