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RESUME

Soit p une mesure positive finie définie sur la tribu borélienne de
C et concentré sur le cercle unité T = {z, |z| = 1}. p est absolument
continue par rapport a la mesure de Lebesgue df sur [—m, +7], i.e.

dp (0) = p(0)df, p >0, pe LY([~m,+x],db). (1.1)

Soit {L,} le systéme de polyndomes orthogonaux sur le cercle unité in
brief POCU i.e. L, (z) vérifie les relations d’orthogonalité suivantes:

2
/ L, (2) @) p(0)dd =0, k=0,1,...n—1, z=¢". (1.2)
0

Soit a € C fixé, que nous appelerons pole, définissons les deux suites des
polyndémes polaires respectivement de premier ordre et de seconde ordre
notés P,(z) , Qn(2) associés aux polynémes orthogonaux sur le cercle
unité (POCU) L, (z), comme suit. P,(z) = 2" + ..., Qn(2) = 2" + ...,

P,(2) est un polyndéme unitaire ( monique)) est solution de I’équation
différentielle suivante:

(n+1)L, (2) = ((z —a) P, (2)) (1.3)

@, (z) est un polyndome unitaire ( monique)) est solution de 1’équation
différentielle suivante:

(n+2)(n+1) Ly (2) = ((z— )’ Qu (2))" (1.4)

On étudie dans cet manuscript les propriétés structurelles des polynémes
polaires P,.et (),, de premier et seconde ordre respectiveent.
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Pour assurer 'unicité des polynémes polaires P,,et (),, de premier et
seconde ordre évidemment on doit supposer les deux conditions :

[((z = a) Py (2))],., =0
et

(-0’ Q)] _ =0

Z=x

1 Définition et propriétes générales des polynémes
orthogonaux et polynémes associés sur le cercle
unité

Notons que ®,(z) = (z — a) P, (2) est un polynéme monique, primitive

de (n + 1) L, (z), normalisé par la relation ®,,(a) = 0. Une conséquence

directe des relations précédentes est que P, (2) et @, (z) satisfaitent les
relations d’orthogonalité suivantes:

/0 ' (z—a) P, (2)) )" p(0)dd =0, k=0,1,....n— 1, (z=¢").

(1.5)

et

Aﬂ«m%NQM@y&fmww:Qk:Qme—L (2 = &)
(1.6)

Ce type d’orthogonalité généré par des opérateurs differentiels a été in-
troduit initialement par Aptekarev,Cachafeiro,Marcellan,( voir: [2]) et
Alfaro et Marcelldn,( voir:14).Une étude similaire a été effectuée par
A .Fundora, H.Pijeira et W.Urbina , ( voir:[22,49]),dans le cas ou la
mesure est concentrée sur le segment [—1,+1], au lieu du cercle T =
{z, |z| = 1}.Une étude autre similaire a été effectuée par Ya.Laskri ,A.Rehouma
( voir:[26,27,28]) ,dans le cas ou la mesure de surface ( planar measure)
est concentrée sur le disque unité ( polynomes polaires des polynomes
orthogonaux de type de Bergman).En englais (Polar Bergman polyno-
mials on domains with corners ) ( voir:[26,27,28]).

Le chapitre I de ce manuscrit est consacré a I’étude des propriétés
fondamentales des polyndémes orthogonaux associés a une mesure con-
centrée sur le cercle unité, POCU. On définit dans ce chapitre aussi les
polynoémes polaires associés aux polynémes orthogonaux sur le cercle
unité. On donne quelques propriétés générales de ces polynémes.

Le chapitre II est consacré a I’étude du comportement asymptotique
des polyndmes orthogonaux associés a une mesure concentrée sur le cer-

cle unité,( POCU ).



le chapitre III de ce manuscrit contient une partie importante des
résultats originaux de cet exposé. Il est consacré a l’étude du com-
portement asymptotique des polynémes polaires associés aux polynémes
orthogonaux sur le cercle unité,(POCU). On y trouve aussi quelques
notions et résultats concernant la localisation des zéros des polyndomes
polaires.

1.1 Généralités sur les polynémes orthogonaux sur
le cercle unité

Soit p une mesure positive, finie, non discréte et définie sur la tribu
Borélienne B (C) de C , C étant muni de sa topologie usuelle. pu est
supportée sur le cercle unité 0D = T = {z,|z| = 1}. On suppose dans
tout ce qui suit que, ( voir:[47,21,40,55,57])

2" e L*(u,C); n=0,1,2,..

Notons par {L,, (z)} -, la suite des polynoémes orthogonaux sur le cercle
unité 7' par rapport a la mesure g, {L,, (z)} -, vérifient donc les relations
d’orthogonalité suivantes

1 2

o ], L (2) L (2)dpt () = S 1 onllZ29p.apy > 1o €N (2
(1.7)

et

Pour 'unicité, posons
L,(z)=2"+ Smlz”_l.... +&pn12 +E&un

Remarquons que

Sn,nfl - L;z (O) et gn,n = Ln (0)

Notons par OPUC l'ensemble des polyndémes orthogonaux sur le
cercle unité.( in short abbreviation Orthogonal Polynomials on the Unit
Circle ).

Définition 1.1.50it {L, (2)},—, le systéme de polynomes orthogo-
naux associés a la mesure p sur le cercle unité. On appelle polynomes
réciproques des polynomes les polynomes notés {L} (z)} et reliés aux
polynomes orthogonauzr {L, (2)} par la relation

LF (2) = z”@ (1.8)
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Donnons dans le théoréme suivant quelques propriétés de ces polynomes

Théoréme 1.1. ( voir :[47,21,40,55,57])
. Les polynomes {L: (z)} et {L, (2)} vérifient les relations suivantes

Lot (2) = 2Ly (2) = @l (0) L (2) (L9)

ol a, = —Ly41(0) ,.cv, s’appellent les constantes des Verblansky, (
voir:[47,21,40,55,57,59] ), Et

Ly (2) = Ly (0)2" + L, (0)2" "8z + 1

encore

Vot 22 opay = (1= Lot OF) ILaleopan = (1.10)
et,. ( voir :[47,21,40,55,57))

n

||Ln+1||i2(8D7du) = H (1 - |O‘k|2>
k=0

Aussi, on a
n 2
(L, 2 >L2(8D,du) = HLTLHL?(aD,d,u) (1.11)
dans le méme contexte

1 "
<Ln ). _> = L1 (0) (L3 (), 1) pogoman
L2(0D,dp)

z
et L
Ly (z)=1L;_,(2)+ 2L, (0)L,,—1 (2) (1.12)
par suite
‘LLnZ—l(i')z)— ‘: [}?g—é;)—l‘:|Ln+l(0)| ,pour |z| =1.
et

n—1
Ly(2) =1+ Lt (0)Ly (2).
k=0
Si, ( voir:[56,59,55,57])

do
dp=p(0) 5 +du,

p (0) est une fonction poids absolument continue et positivesur [0 27], dpu,
est une mesure singuliére.La formule de Szegd, ( voir :[55,56,55,57,59])

LIO (1= Joal?) = exp %/log (p(0))do



1.2 Polyn6émes noyaux

Définition 1.2 Soit {L,, (2)} -, le systéme de polynoémes orthogonaux
associés a la mesure p sur le cercle unité. On appele polynomes noy-
auz associés aux polynomes {L, (z)} -, la suite des polynémes notés
{kn (z,w)},-, définies par la relation suivante:

n

e Le (w) L (2)
ke (2, w) = % A (1.13)

Ceci étant, on obtient la relation dite de de Christoffel-Darboux

suivante:
Lemme 1.1 ( lemme de Christoffel-Darboux, ( voir:[14,23,43,44,57,59])

(z) LZ—H (w) - Ln—i-l (Z) Ln+1 (w)
Lo |* (1 — =)

L*
kn (z,w) = ntl

(1.14)

Définition 1.3 Les polyndémes orthogonaux noyaux a l’origine sont
définis par

n

kn (2,0) = I; % (1.15)

Ces polynoémes sont orthogonaux sur le cercle unité par rapport a la
méme mesure,( voir:[4,14,23,43,44.57,59]).

Parmis les propriétés des polynémes orthogonaux noyaux a 1’origine,
nous avons le lemme suivant:

Lemme 1.3 ( voir:[4,14,23,43,55])

L)
0L
My

si @, est un polynome de degré < n alors k, (., 0) satisfait la relation
suivante:

/| -1 D'k (2,0)@n () dpe (6) = @1 (0) (1.16)
Et
/ Ly (2)
k(2 -
+ (20 ILall
| oK (2,0) = M) = L4 (@)
L]



1.3 Propriétés générales des polyndémes polaires prim-
itives des POCU

L’integration de deux propriétés structurelles (1.3) ,(1.4) implique que
les polynomes polaires P, ,(), vérifient les relations suivantes:

z

/ Lo(t)dt

P(z)=(n+1)*— J(z#a),n=1,2,3... (1.17)

zZ—

avec la condition

[(z = @) Pa(2)],_, = 0

et
//Ln (u) dudt
@Adz@Hﬂﬂn+%€§@_af . (z#a),,n=123.

(1.18)
avec la condition

(2 =) Qu(x)] . =0

Le pole « est regulier pour les deux polyndémes polaires P, ,@),,.En effet
d’apres la régle de 'Hopital , (1.17) et (1.18) impliquent

(n+ 1)/Ln(t)dt
lim P, (2) = lim : = (n+1) Ly, (a) (1.19)

z—a z—¢& Z — f

et

(n+1)°(n+2)
2

2 Comportement asymptotique des polyndémes or-

thogonaux et leurs polynomes reciproques

Lim, ,Qn(2) = L, («) (1.20)

Le probléme du comportement asymptotique des polyndémes orthogo-
naux sur le cercle unité a intéressé différents auteurs dans divers con-
textes. Ce probléeme a été étudié de fagon approfondie par Szegd (

( voir:[56,55]), 1921), Krein (voir:[3]), 1945), Geronimus(voir:[23,26]),
1958), Nevai, ((voir:[4]), ,1979,et ((voir:[5]) , 1997), Li-Chien Shen ((voir:[26]),
2000) et Lubinsky ((voir:[16]), 2007).



2.1 Comportement asymptotique des polyndmes or-
thogonaux sur le cercle unité

Notons par {L,(z)} la suite des polynomes orthogonaux associés au cer-
cle unité et a la mesure u. Le comportement asymptotique des polynémes
{L,(2)} a été étudié par les auteurs cités auparavent sous plusieurs con-
ditions. Citons les principaux cas

a) p est absolument continue i.e. du = p(0)dd; p € L'([0,2n],d0)
et log (p) € Ly ([0,27],df); df étant la mesure de Lebesque sur [0, 27],
p=0

b) p n’est pas absolument continue. La partie absolument continue
de p vérifie la condition suivante dite de Szego , (voir:[23,40,55,56,59])

2w
/ log i/ > —oc0 (2.1)
0

ou la condition dite de Nevai ( voir:[47])

@' >0 presque partout sur [0, 27] (2.2)

La formule asymptotique obtenue est de la forme

Lim L"Ef) - ;1 (2.3)
R D, (%)

uniforméments sur les compacts de {z, z € C, |z| > 1.}, (voir : [23,47,55, 56, 57])
D, est dite fonction de Szegd et dont les propriétés se trouvent dans

le théoreme suivant:
Théoréme 2.1 ( voir:[53,18,33,55,56]).Soit pune fonction non néga-

tive définie sur [—m, m| tel que p € Lo ([—m, 7], df) et log (p) € Ly ([—m, 7], db);

df étant la mesure de Lebesgque sur [—m, |, alors la fonction suivante

27
1 oy €0+ 2
Dp (Z) = exXp %/log (p (6 9)) md@ s (|Z’ < 1) (24)

0

dite fonction de Szegd associée au domaine D et a la fonction f posséde
les propriétés suivantes:

(i) D, € H? (D).

(ii) D, (z) #0; Vz € D.

(iii) |D, (e)|" = f(&); presque partout sur T, ot Dy (") est la
limite radiale de Dy.

(vi) D, (0) > 0.



Définition 2.1 ( voir:[22,49,49,46])Soit @, polynéme de degré n.
Notons par zp1, zn2;....2nn les zéros simples de @, et par v, (Q,) la
mesure suivante dite mesure de masse supportée par les zéros de @),

1 n
k=1

., . est la mesure de Dirac concentrée sur le point z, .

‘Définition 2.2.Soit {1}, une suite de mesures a support com-
pact. On dit que {yu,} -, convege faiblement vers la mesure p quand
n — oo si

lim fd,un:/fdu

n—oo

pour toute fonction f continue sur C a support compact. Dans ce cas
on écrit 1, — p ou dp,, — dp ou dpu, () = p'(z)dx si p est absolument
continue.

Notons par ||.|| , la norm sup sur 'ensemble A et Cap(A) la capacité
logarithmique de A (voir : [22,49,49, 46,37, 38,50, 61]),sur la notion de
capacité logarithmique).Ceci étant on a le résultat suivant

Lemme 2.1 (voir:[22,49,46,37,38,59]).Soit A C C un ensemble com-
pact tel que

int(A) =@, C\ (A) est connexe et cap(A) >0

Soit {Q, (2)},—, une suite de polyndomes moniques (i.e. @, (z) = 2" +
..., ) tels que

limsup [|@n||x < Cap (A) .

n—oo

Alors

Vn (Qn) L) WA

wa est la mesure équilibrée de A (voir:[22,49,46]), pour plus de détails
sur la mesure équilibrée).

Théoréme 2.2 (voir:[22,49,46])

AR /dun (z) _ /,}Eazd”n (@) _ /m (@) (o5

TL—>OOTLQn (2) n—oo AR Z— X

ot lim v, (z) = w (au sens de la convergence faible), v, est la mesure
n—oo

de masse supportée par les zéros de @),,.



Lemme 2.2(voir:[22,49,46]).Soit {Q,, (2)} -, une suite de polynomes.
Alors pour j € N on a
1
)
lim sup LA <1
n—oo |\ @nlla

Théoréme 2.3 (voir:[40,47]).Soit 1 une mesure de Borel finie définie
sur le cercle unité (sur [0 27]).Notons par {¢, },,cy le systéme de plynomes
orthonormés associés a la mesure . {@,}, oy vérifient donc les relations

suivantes
1 27

0 ()P (€)dp(0) = b

On suppose aussi que p vérifie la condition de Nevai (2.2) ou la condition
de Szego (2.1). Alors on a pour tout m € N

27 Jo

lim 22 )y

= 6i6 . .
oo nm(Pn(Z) ) (Z - ) (2 6)

2.2 Comportement asymptotique des polyndmes dérivées

Considérons le systéme de polynomes orthognaux moniques { L, (2) },,cy sc-
a~d tels que (L,(z) = 2" + ...... ) orthognaux associés a la mesure p,
w (du(0) = p(0)do, voir (1.1)). On s’intéresse a la limite du rapport
Lnti1(z)
Ln(z)
sur [0 27], alors on a

Rahmanov (voir:[5]) a démontré que si ' > 0 presque partout

Loy (2)
lim =2t
oo L (2)
Lubinsky (voir:[40]) démontrera le résultat suivant:
Théoréme 2.4 (voir:[40]) Considérons le systéme de polynomes or-
thognaux moniques {L,(2)},cy (Ln(2) = 2" + ...,) orthognaux associés
a la mesure p. Supposons qu’on a

. Lnpi (2)
1 A N S
nljglo zL, (z)

(2.7)

=1 (2.8)

pour z tel que |z| = 1. Alors pour m > 1 on a

uniformément dans {z : |z| > 1}.



Les lemmes suivants nous seront utiles pour la suite:
Lemme 2.4 .(voir:[40]),( théoréme de Lucas,(voir:[19,28]),( théoréme

de Badkov,(voir:[12]) )

Soit P, un polyome de degré n. On suppose que tous les zéros de

P, sont situés dans le disque unité. Alors tous les zéros des polynomes
dérivés PT(Lm), m = 0,1,2....k, sont situés dans le disque unité. D’autre
part Si |z| = 1,alors

1P ()] 2 5 |P (2)

Lemme 2.5 .(voir:[18]))( théoréme de Abdul Aziz )

Soit P, = 2" + 2?2—01 a;jz’ un polynome de degré n. Posons M =
Mazx |a;|. Alors tous les zéros de P, sont contenus dans le cercle |z| <

0<j<n—1

1+ M.

Lemme 2.6 .(voir:[18]))( théoréme de Abdul Aziz )
Soit P, = 2" + Z?:_Ol a;z’ un polynome de degré n. Posons M =
Max . la;|, alors tous les zéros de P, sont contenus dans la région

0<j<n—

sont contenus dans le disque unité |z|] < 1. Si |a| >

|ao]
2(1+ M) (1 +nM)

ol \g est la solution unique de I’équation:

< |z <1+ MM

1

N

v (1+ Maz)"
dans l'intervalle [0 1].

Lemme 2.7.(voir:[54])( théoréme de Q.I.Rahman )

Soit P, (z) un polynome de degré n tel que tous les zéros de P, (z)

nt2 - alors le
n

polynome :
((z —a) P, (2)) (2.10)
posséde une seule racine dans le disque
1
12—l < 19F (2.11)
n+1

toutes les autre n — 1 racines sont contenues dans le disque unité

|z] < 1.

Ce chapitre contient Les principaux résultats originaux de la thése.

On définira et on étudiera les propriétés algébriques et le comportement
asymptotique des polynomes polaires associés aux polynomes orthogo-
naux sur le cercle unité.
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2.3 Localisation des zeros des polynémes polaires
associés aux polynémes orthogonaux sur le cer-
cle unité

Proposition 2.1. Les polynomes polaires P, en les comparant avec leur
polynomes orthogonaux associés L, , vérifient

1
P® (a) = Z:[ LY () k=0,1,2...n. (2.12)

Preuve Considérons (1.3).Remarquons que

((z = a) Pu(2) = (z = a) PP (2) + kP D (2) = (n + 1) LV (2)

Posons z = «, dans la formule précédente on obtient I'assertion (2.12).H
Le lemme suivant compare les coefficients du développement de Tay-
lor de L, et son polynéme polaire P,.
Lemme 3.8 Si

L,(z) = Z Ani(z—a)" et P.e(z) = Z B 2"
k=0 k=0

alors
n+1

E+1

Preuve (2.13) est une conséquence de (2.12).1
Lemme 3.9 (voir:[22,49,60]) Posons

Bn,k = An,kz, k= 07 1, 2..n (213)

f (Z) = ZOénkC]?Zk, et g (Z) = Zﬁnkcl?'zka ankaﬁnk € (Ca
k=0 k=0
(2.14)

Notons

h(z) =) B, Cr . (2.15)
k=0

Supposons que tous les zéros de f (z) appartiennent au disque fermé
A. Notons par An1y An2s ceeeen. Ann les zéros de g (z). Alors tout zéro de
h(z) peut s’écrire sous la forme Ny k¥, 10U Yy € A.

Dans [?] , Pijeira a montré a 'aide de ce thoréme que tous les
zéros des polyndémes polaires dans le cas d’'une mesure concentrée sur
le segment ( qui seront supposés moniques), appartiennent au disque
fermé borné A={z,z € C': |z| < b+ cl|a|}, ou b, ¢ sont deux constantes

convenablement choisies.
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On va maintenant énoncer un lemme dont la démonstration est un
peu compliquée mais son application est la base de la formule asympto-
tique & l'extérieur d’un contour. Ce résultat a été obtenu par G.Szegd
en 1921.

Lemme 3.10 (voir:[50,55,56,61]) Soit Q un domaine simplement
connexe, I' = 0 est un contour de Jordan rectifiable.Soit ¢ la trans-
formation conforme de €0 wvers lextérieur du cercle unité,vérifiant les
conditions suivantes:

p(0) =00 et ¢ (00)=r. (2.16)
(n)

Soient z,’ € ext(I'), k =1,2..n et P, (2) le polynéme d’interpolation
vérifiant:

P, (z,g")) —f (z,‘j‘)) . k=120 (:€9Q). (217

St

IT(-— )
lim = — 1. (2.18)
n—oo (7.0 (2))
Uniformément sur les compacts de ).

Alors
Tim P, (2) = / (2). (2.19)

Uniformément sur les compacts de €).

Lemme 3.11.(voir:[59])

Soit (Ly,), la suite des polynomes orthogonaux sur le cercle unité
associés & la mesure p. Alors les zeros de Ly, (2) sont dans le disque
férmé unitaire A = {|z| < 1}.

Lemme 3.12.(voir:[59]). Soit (L, (z,3)), la suite des polynome
paraorthogonaux sur le cercle unité associés a la mesure i, i-e

L1 (2,8) = 2Ln (2) + BL;, (2) ,  Bl=1. (2.20)

Alors tous les zeros de L, (z,3) sont sur le cercle unité: OA =
{lz[ =1}

Le comportement asymptotique des polynémes orthogonaux sur le
cercle unité et leur polynémes polaires constitue un lieu de rencontre
privilegié pour diverses disciplines des mathématiques. Ce paragraphe
contient les premiers résultats originaux de cet manuscript.
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3 Comportement asymptotique des polyndmes po-

laires primitives de POCU et leurs polynomes
derivés.

3.1 Comportement asymptotique des polyndémes
polaires primitives des POCU
Théoréme.3.1 (voir:[26,27,28])Soit { Ly, (2)},_q, .. le systéme de polynomes

orthogonauz relativement & la mesure p. On suppose que la mesure [
vérifie la condition de Nevai suivante :

i’ > 0 presque partout sur le cercle unité.

Notons par {P, (2)},_010 la suite des polynomes polaires unitaires de
premier ordre associés & ji. dont le coefficient de 2" est égal a +1. Alors

. Ly(2) z—«
1 = 1
s P, (2) z (3:-1)
et p
lim 21 ) (3.2)

n—oo z P, (z)

uniformément sur les compacts de {z,|z| > 1}.

Lim,— oo = -

nQ@Qn,(z) =z

uniformément sur les compacts de {z,|z| > 1}.
Preuve: Rappelons que par définition les polyndmes polaires P, (z)
sont solutions de 1’équation différentielle suivante:

(n+1) L, (2) = ((z — a) Py(2)) = Pu(2) + (2 — a) P.(2).

Divisons les deux membres de (3.3) par nP,(z), on obtient

n+1L,(2) 1 . P (2)
n P,(z) n+( >nPn (2)

Remarquons que

£,(2)

1 _nyv’

n—oon P, (2)
J

existe ( pour plus de détails,(voir:[22,49]) . Notons cette limite par M (z).
Par conséquent
L, (2)

P (2)
I — (2 — a) lim —2
n1—>Holo P, (z) <Z a) nl—{go npP, (z)
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implique

Lnyi1(z)
1 — hm PZJrl( ) — hm +1 (Z) (2) — hm +1 (Z) (2) (35)
we Ll NPy (2) La () we La(2) Paya (2)

L’hypothese ¢/ > 0 p.p. sur le cercle implique (pour plus de détails,(voir:[22,49,51,40,47))

. Ln+1 (Z)
1 =
W Ln(z)

(3.6)

uniformément sur les compacts de |z| > 1.Les deux assertions (3.14) et
(3.15) impliquent:

P, 1
lim ﬂ = Z
n—oo Byt (2) 2

On aura donc

N (Z) . P (Z)
l — ]_ ==
nioo Ly (2)  noee By(z)

uniformément sur les compacts de |z| > 1.Ecrivons,
(n+1) L, (2) 1 P! (z) 1 d

GC_OP(2) 2-¢ P2 Z_£+£(1ngn(z))

La dérivée logarithmique et son interprétation dépend de I’ensemble des
zéros du polyndéme P,.Remarquons que

((z = &) Pu (2)) _ 4 [log (z — a) P, (2)] (3.7)

(z—=&) P, (2) dz

et
((z =) Py (2)) = P (2) + (2 — @) P, ()

Donc (3.16) et (1.29) impliquent

L (2)

d
5 leE—a) P (@] =+ 1) =55

dz

L’intégration des deux membres de cette égalité de z; a z donne:

G- (o [ L
(21— a) Py (z1) p(( +1)/zl (t—a)Pn(t)dt)

ce qui donne

21 —

P,(z) = - P, (z1) exp <(n +1) /1 %dt)

z —

14



Par conséquent

Pn+l (Z) -
P (2) = (3.8)
Pria (Zl) ox n : L1 (t) _(n : L (t)
s e ) [ o [l
Poii (2) (Poa (20)\ ' exo | (n © 0 Loy (t) — ° Ly ()
e () =ewlovn [ g lga-wen [ h gl
D’autre part, on a
? Ln (t) ‘ Ln—i—l (t)

lim dt = lim dt.

n—oo J.. (t — a) Pn (t) n— J (t - Oé) Pn—H (t)

(3.18) et (3.19) impliquent

i GG (RE) o (o ey [ i)

Notons /s
lim (1) dt = M(t)

Ceci donnent

1
. Poi1(2) (Pn+1 (Zl)) — (AR

n—oo P, (Z) P, (Zl)
avec
A — 2
21
On a donc P I
Jim —"t (2) — lim = (2)

n—oo 2P, (2) n—oo 2L, (2)

Ce qui achéve la démonstration. B
Théoréme 3.2.(voir:[26,27,28]) Sous les mémes hypothéses et no-
tations du théréme 3.1, Notons par {Qy (2)},,_g 1 . la suile des polynomes
polaires unitaires de seconde ordre associés a . dont le coefficient de 2™
est égal a +1. Alorson a
Qn(z) 1

Lirtin 07 - 5 (3.9)

15



uniformément sur les compacts de {|z| > 1} .et

. Qn+1 (Z) -
o TNE 0
encore Q ( )
. n (< z
Limy,— o0 B, (2) = (3.11)

uniformément sur les compacts de {z : |z| > 1}.
Preuve : Rappelons que par définition les polynomes polaires Q,,(2)
sont solutions de 1’équation différentielle suivante:

1 (n+1)(n+2) Ly (2)
(z—a)®  Qu(z)
D’aprés (3.3) et (3.4), on remarquant que la dérivée logarithmique et

son interprétation dépend de I’ensemble des zéros du polynéme @), .on
a

(108 (= = 07 Qu 2))) (108 (= = @)* Qu(2)))

d 2 _ P, (z)
L’intégration des deux membres de cette égalité de z; a z donne:
(2= Q) = (1 = Qu ) | (n+2) [
Par conséquent
_(a-a) [Pt
Q) = Pt e | (0+2) |G o
implique
~ Qns1(2) (Quer (21)\ -~ : / P, (1)
Limy,— oo 0 (2) < 0 (21) ) = exp Lzmn_,oo/—(t )0, (t)dt

zZ1

Il vient donc,

G5 (i) = [

21

ou
P, (Z)

FE =m0 0. )

16



D’aprés (1.3) et (1.4)
(=)@, (2) +2(z = @) Qu (2) = (1 +2) (z — ) P, (2)

par conséquent,

. Pue) QL)
FE) = b 0~ 0, )
On a donc
P (2) Qni1(2)

I -
w2, (2) | e 2Qn (2)

Ce qui achéve la démonstration..

1 PR S

L’hypothese ¢/ > 0 p.p. sur le cercle implique (pour plus de dé-
tails, (voir:[22,49,51,40,47])

Qn—i—l (z) _

1 AL S

n—oo Qn (Z)

uniformément sur les compacts de |z| > 1,et

z

exp /F(t)dt S
z

Dérivons le deux membre de cettte égalié, on obtient

F(z) = Lim,_. Qn (2) _1

nQ, (z) =z

uniformément sur les compacts de |z| > 1,

3.2 Comportement asymptotique des polynémes ré-
ciproques des polyndmes polaires primitives des
POCU

Que se passe t’il pour les polynomes réciproques. C’est ’objet du théoréeme
suivant

Théoréme 3.3.(voir:[26,27,28]) Sous les mémes hypothéses et no-
tations du théréme 3.1, on a

_ Li(2) .. PY(2)
oL — (1 — lim —=——= 1
N e R (3:13)
et P ()
. n+1 z
=1 14
M ) (314

17



uniformément sur les compacts de {|z| < 1}.
Preuve:ll est utile de voir que

(n+1) Ly, (2) = (L —@z) By (2) + By (2)
et
m+1D)L:(2)=0+n(l—az2) P (z)—2z(1 —az) P’ (2)

autrement dit

o _ P*/ z

i Lo ) _ gy R () (1-a2) ~2(1-32) iy

n—oo [* - n—oo — * % o P:;L (Z)
L, () (=D FE G (1—a2) - 2 (1-a2) ook

On combine avec (3.2), on obtient

P*
SACI
wie P (2)

uniformément sur les compacts de {|z| < 1}. Ce qui achéve la démon-
stration de 'assertion (3.13). Maintenant,observons que

. L (2) _ ... Pz
lim 22 (1 — lim =)
nl—{go P;L‘ (z) ( az) nl—{gonp;: (z)

uniformément sur les compacts de{|z| < 1} . D’ou I'assertion (3.14). B

3.3 Comportement asymptotique des polyndmes dérivées

des polynémes polaires primitives des POCU

Théoréme 3.4 (voir:[26,27,28])Sous les mémes hypothéses et nota-
tions du théréme 3.2., on a

L'(z) z—a«
li . = 3.15
et P ,
lim T () Qn (B (3.16)

o 2Py (2)  noe 2 (2)

uniformément sur les compacts de {z,|z| > 1}.
Preuve: Dérivons les deux membres de (1.3), on obtient

(n+1) L (2)=(2—a)P.(2)+ P, (2)

d’ou () P (o)
z <
l’ n 1' n
n1—>oo PT’L (z) <Z ) n1—>oonPn (z)
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On obtient (3.15) en utilisant (3.3).D’ou la conclusion de (3.15) et
(3.16).
(z =) @ (2) + Qu (2) = (n+2) (2 — @) P (2)

implique
Q) P 1
n—oon@Qy (2) n—oonP, (z) =z
aussi
nh_)rgo ?3: ((2 existe
implque

oy () 5 (5 -7k )

(9)’_9<Q’_£’)
P) P\Q P

1. A. Adamoff, On the asymptotic expansion of the polynomials

En effet

g [e QQIQ}
Uy (z) =2 —— for large values of n, Annals of the poly-
technic institute of St Petersburg, Vol. 5 (1906), 127-143.

2. M. Bello Hernandez, F. Marcellan and J. Minguez Ceniceros,
Pseudo uniform convexity in HP and some extremal problems on

Sobolev spaces, Complex variables, 2003, Vol. 48, No. 5, 429-440.

3. M. Bello Hernandez, J. Minguez Ceniceros, Strong asymp-
totic behavior for extremal polynomials with respect to varying mea-
sures on the unit circle, J. Approx. Theory 125(1) (2003), 131-
144.

4. R. Benzine, Comportement asymptotique d’une classe de polynomes
orthogonaux et approrimants de Padé, Thése de doctorat d’état,
Université de Annaba, (septembrel995).

5. R. Benzine, Asymptotic Behavior Of Orthogonal Polynomials
Corresponding to a Measure With Infinite Discrete Part off a Curve,
J. Approx. Theory 89 (1997), 257-265.

6. R Benzine and Y. Laskri, On The Asymptotic Behaviour Of
Orthogonal Polynomials Or Lp Extremal Polynomials, 2nd Inter-
national Conference on Mathematics, Almeria, Spain, June 2005.

19



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

S.N. Bernstein, Sur les polynomes orthogonaux relatifs a un seg-
ment fini I, 11, J. Math. Pures Appl. 9 (1930), 127-177; 10 (1931),
219-286.

H. Cartan, Théorie élémentaire des fonctions analytique d’une
ou plusieurs variables complexes. Hermann, Paris 1967.

P. L. Chebyshev, Complete collected works, vol 3. Izdat. Nauk
SSSR, Moscow 1948. [Russian] MR 11, 150.

J. B. Conway, Functions of one complex variable. Springer Ver-
lag. New-York, 1973.

G. Darboux, Mémoire sur l’approximation des fonctions de trés

grands nombres, Journal de Mathématiques, (3), vol. 4 (1878),
5-56, 377-416.

P.L. Duren, “ Theory of H? spaces,” Academic Press. New york.
1970.

L. Fejer, Asymptotikus értékék meghatarozarasol, Mathematikai
és Termeszettudomanyi, Ertesito, vol. 27 (1909), 1-33.

M. Fekete and J. L. Walsh, On the asymptotic behaviour of
polynomials with extremal properties, and their zeros, J. Anal.

Math. (1954/5), 49-87.

J.S. Geronimo and K.M. Case, Scattering theory and polyno-
mials orthogonal on the real line, Trans. Amer. Math. Soc. 258
(1980), 467-494. MR 82:c:81138.

Ya. L. Geronimus, On some extremal problems in the space L?.,
Mat. Sb. (N.S.) 31(73) (1952), 3-26 (Russian).

Ya. L. Geronimus, Polynomials orthogonal on the circle and on
an interval. Fizmatgiz, Moscow, 1958. English transl. Consultants
Bureau, New York, 1961.

A. A. Gonchar, On convergence of Padé approximants for some
classes of meromorphic functions. Mat.Sbornik.Tom 97 (139) (1975),
N°4.

G. H. Hardy, On the mean modulus of an analytic function, Proc.
London Mat. Soc. vol 14 (1915), 269-277.

E. Heine, Handbuch der Kugel functionen. Vols. I, I1.2d edition.
Berlin, 1878, 1881.

20



21

22.

23.

24.

25.
26.

27.

28.

29.

30.

31.

K. Hoffman, Banach spaces of analytic functions, Englewood
Cliffs, N. J-Prentice-hall, Inc. 1962.V.

V. Kalyagin and R. Benzine, Sur la formule asymptotique des
polynomes orthogonaux associés a une mesure concentrée sur un
contour plus une partie discréte finie, | An asymptotic formula for
orthogonal polynomials associated with a measure concentrated on
a contour plus a finite discrete part/, Bull. Soc. Math. Belg. Ser.
B 41, (1989), nol, 29-46 (French).

V. Kalyagin, On Asymptotics of LPextremal polynomials on a
complex curve (0 < p < oo ), J. Approx. Theory, 74, (1993),
226-236.

V. Kalyagin, A Note on the Asymptotics of Orthogonal Polyno-
mials on a complex Arc: The case of a measure with a discrete
Part, J. Approx. Theory 80 (1995), 138-145.

M. V. Keldysh, Select papers, Academic Press, 1985. [in Russian].

Yamina Laskri & Abdelhamid Rehouma,Polar Bergman poly-
nomials over domains with corners , [JOPCM,Vol. 4, no. 4 ,De-
cember 2011,pp 74-87.

Abdelhamid Rehouma & Tedjani Hadj Ammar and Ab-
delaziz Azeb Ahmed,Asymptotic of second order polar poly-
nomials, Global Journal of Pure and Applied Mathematics.ISSN
0973-1768 Volume 16, Number 5 (2020), pp. 675-685

Abdelhamid Rehouma & Yamina Laskri & Rachid Ben-
zine,Asymptotic properties of polar polynomials,Applied Mathe-
matical Sciences, Vol.8 ;no.14,2014, pp.685-691..

A. Kolmogorov et S. Fomine, Fléments de la théorie des fonc-
tions et de l'analyse fonctionnelle, Editions Mir, Moscou, 1977.P.
Koosis, Introduction to H, Spaces, London Math. Soc. Lecture
Notes Series, Vol. 40, Cambridge University Press, Cambridge,
1980.

P. Koosis, Introduction to H, Spaces, London Math. Soc. Lecture
Notes Series, Vol. 40, Cambridge University Press, Cambridge,
1980.

P.P. Korovkine, On orthogonal polynomials on a closed curve.
Math. Sbornik 9 (1941). 469-484. [in Russian].

21



32

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

M. G. Krein, On a generalization of some investigations of G.
Szegs, V. Smirnoff and A. Kolmogorov. C. R. (Doklad) Acad. Sci.
URSS 46 (1945), 91-94. MR7, 156.

Y. Laskri and R. Benzine, Asymptotic behavior for L,(1 <
p < o0) extremal polynomials off a complex curve, 5th Intera-
national Conference on Functional Analysis and Approximation

Theory, Maratea, June 16-23, 2004.

Y. Laskri and R. Benzine, Sur le comportement asymptotique
des polynomes Lp extrémaux sur le contour, Tunis, 01- 06 Pan
African Congress of Mathematicians, September 2004

Y. Laskri and R. Benzine, On Asymptotics of Lp Extremal

Polynomials on a Complex Curve Plus an Infinite Number of Points,
Journal of Mathematics and Statistics 1(3): 212-216, Sciences Pub-

lications USA, 2005.

Y. Laskri and R. Benzine, Asymptotic behavior of L, extremal
polynomials in the presence of a denumerable set of mass points
of the unit circle. Int. J. Appl. Math, Academic Publications,
Bulgaria , 2005 (to appear).

X. Li and K. Pan, Asymptotics for LP Extremal Polynomials on
the unit circle, J. Approx. Theory 67 (1991), 270-283.

X. Li and K. Pan, Asymptotic behavior of orthogonal polynomials
corresponding to measure with discrete part off the unit circle. J.
Approx. Theory 79, (1994), 54-71.

D.S. Lubinsky, Strong Asymptotics for Extremal Error and poly-
nomials associated with Erdos-type weights, Pitman Research Notes
in Mathematics series, Vol.202, Longman, London, 1989.

D.S. Lubinsky and E.B. Saff, Strong Asymptotics for Lp FEux-
tremal Polynomials (p > 1) Associated with weight on [-1,+1],
Lecture Notes in Math. 1287 (1987), 83-104.

D.S. Lubinsky and E.B. Saff, Szeqi asymptotics for non Szegé
weights on [-1,+1], ICM 89-007.

D.S. Lubinsky and E.B. Saft, Strong asymptotics for extremal
polynomials associated with weights on (-00,+00), Lecture notes
in Mathematics, Vol. 1305, Springer-Verlag, Berlin, 1988.

22



43.

44.

45.

46.

47.

48.

49.

50.

ol.

52.

53.

54.

D.S. Lubinsky and E.B. Saff, Sufficient Conditions for as-
ymptotics associated with weighted extremal problems on R, Rocky
Mountain J. Math. 19 (1989), 261-269.

A. AJ. Macintre and W. W. Rogosinski, Extremum problems
in the theory of analytic functions. Acta Math. vol 82 (1950), 275-
325.

F. G. Mehler, Ucber die vertheilung der statischen elektricitat
in einem von zwei Kugelkalotten begrenzten Korper. Ibid, vol. 68
(1868), 134-150.

H. N. Mhaskar and E. B. Saff, On The distribution of zeros of
polynomials orthogonal on the unit circle, J. Approx. Theory 63
(1990), 30-38.

H. N. Mhaskar and E. B. Saff, The distribution of zeros of as-
ymptotically extremal polynomials, J. Approx. Theory 65 ( 1991),
279-300.

P. Nevai, Orthogonal polynomials, Mem. Amer. Soc. 213 (1979).

P. Nevai and Géza Freud, Orthogonal polynomials and Christof-
fel functions. A case study, J. Approx. Theory 48 (1986), 3-17.

P. Nevai and V. Totik, Orthogonals polynomials and their zeros,
Acta sci math. (Szeged) 53 (1989), 99-104.

E.M. Nikishin, The discrete Sturm-liouville operator and some
problems of function theory, Trudy Sem. Petrovsk. 10 (1984), 3-77
(Russian), English Transl. in Soviet Math., 35 (1987), 2679-2744.
MR 92i:30037.

F. Peherstorfer and P Yuditskii, Asymptotics of orthonormal
polynomials in the presence of a denumerable set of mass points

, Proceedings of the american mathematical society, Vol.129, 11,
(2001), 3213-3220.

O. Perron, Uber das Verhalten einer ausgarteten hypergeometrischen

Reihe bei unbegrenztem wachstum eines paramemeters. Journal fur
die reine und angewandte Mathematik, vol. 151 (1921), 63-78.

O. Perron, Die lehre von den Kettenbruchen , Band II, 3rd ed,
Teubner, Stuttgart, 1957. MR 19, 25.

23



95

96.

57.

58.

59.

60.

61.

62.

63.

64.

65.

66.

67.

F. Riesz, Uber die randwerte einer analytischen funktion, Math.
Zeit. vol. 18 (1923), 87-95.

W. Rudin, Analytic functions of class H, , Transaction of the
American Mathematical Society, t. 78, 46 (1955).

W. Rudin, Real and Complex Analysis, McGraw-Hill, New York,
1968.

V.J. Smirnov, Sur la théorie des polyndomes orthogonaux & une
variable complexe, Journal de la Société Physico-Mathématique de
Leningrad, Vol.2 (1928), 155-179.

V. 1. Smirnov, Sur les formules de Cauchy et de Green et quelques
problémes qui s’y rattachent, Bulletin de 'académie des sciences de
I’'U.R.S.S., 1932, 337-372.

Smirnov and N. A. Lebedev, ” The Constructive Theory of
Functions of a Complex Variable,” Nauka, Moscow, 1964 [in Russian|;
M.LT. Press, Cambridge, MA, 1968 [Engl. transl.].

P. Souetine, Polynémes orthognaux sur le contour, (en russe).
Russian Math Surveys, t.21, (1966).

T. J. Stieljes, Sur les polynomes de Legendre, Annales de la fac-
ulté des sciences de toulouse, vol 4 ( 1890), 17, Oeuvres complétes.
vol2, 236-252.

T. J. Stieljes, Recherches sur les fractions continues, Annales de
la faculté des sciences de toulouse, 9 (1895), A-1-47.

G. Szegd, Orthogonal Polynomials, Amer. Math. Soc. Colloq.
Publ., Vol. 23, 4th ed., American Math. Society, Providence, RI,
1975.

G. Szegd, Uber die entwickelung einer analytischen funktion nach
den polynomen eines ortogonal systems, Mathematische annalen,
vol. 82, 1921, 188-212.

G. Szegd, Uber orthogonale polynome, die zu einer gegebenen
Kurve der Komplexen ebene gehoren, Mathematische Zeitschrift,
vol 9 (1921), 218-270.

G. Szego, Uber die entwicklung einer willkurlichen funktion nach
den plynomen eines orthogonal systems. Mathematische Zeitschrift,
vol 12 (1921), 61-94

24



68

69.

70.

71.

72.

73.

74.

. J. P. Tiran and C. Detaille, Chebychev polynomials on circular
arc in the complex plane, preprint, Namur university, Belgium,
1990.

W. Van Assche, Asymptotics for orthogonal polynomials.Lecture
notes in mathematics 1265. Springer Verlag, 1987.

W. Van Assche and J. S. Geronimo, Asymptotics for orthog-
onal polynomials on and off the essential spectrum, J. Approx.
Theory 55 (1988), 220-231.

S. S. Walters, The space H,, with 0 < p < 1, Proc. Amer. Mat.
Soc. 1 (1950), 800-805.

H. Widom, FExzxtremal polynomials associated with a system of
curves and arcs in the complex plane, Adv. Math.3 (1969), 127-232.

P. Wynn, A general system of orthogonal polynomials, Quart. J.
Math. Oxford (2) 18 (1967), 81-96.

A. Zygmund, Trigonometric series, 2nd ed. New work. Cam-
bridge University Press 1959.

25



	1. introduction
	2. Distributed delay and viscous damping in vertical displacement 
	2.1. The Global Well-Posedness 
	2.2. Exponential stability

	References
	Problem
	1. Introduction
	References
	1. Introduction
	2. Fractional Schrödinger equation for a linear potential
	Conclusion
	References
	References
	Introduction
	Problem statement and preliminaries
	Function spaces and problem statement
	Relevant ODE results

	Local existence
	Maximum principles
	Global existence
	1. Introduction
	2. Preliminaries
	2.1.  Fourier transform and function spaces
	2.2. Faddeev's Green's function and layer operator

	3. Uniqueness
	3.1. Reduction of the conductivity equation to the Schrödinger equation
	3.2. Construction of special solutions
	3.3. Uniqueness proof

	4. Stability
	5. Reconstruction
	5.1. Nachman's methode

	6. Some perspectives and open problems
	References
	1. Introduction
	References
	Introduction
	Description of the collocation method
	Convergence analysis
	Numerical Examples
	Conclusion
	1. Introduction
	2. The constrained continuous problem.
	3. A mixed formulation for problem (1).
	4. Finite element approximation 
	References
	Introduction and position of the problem
	Proof of the main result
	Application
	Bibliography
	1. Introduction
	1.1. Espaces de Hardy et de De Branges-Rovnyak.
	1.2. Classes de Smirnov et Smirnov locale N+,N+u.
	1.3. Espaces modèles.
	1.4.  Opérateurs de Toeplitz tronqués bornÃ©s.
	1.5. Opérateurs de Toeplitz et Toeplitz tronqués non-bornés.
	Objectif.

	References
	Introduction
	Existence of solution 
	A Dynamic contact frictional problem for viscoelastic materials
	Conclusion
	Introduction
	Conclusions
	1. Introduction
	2. Three-dimensional problem
	3. Two-dimensional models
	References
	1. Introduction
	2. Description of the collocation method
	3. Convergence analysis
	4. Numerical Examples
	5. Conclusion
	References
	1. Presentation of the problem
	2. A combination of overlapping and non overlapping domain decomposition for the numerical resolution
	References
	1. Introduction
	2. Preliminaries
	3. Global existence
	4. Decay of solutions
	References
	Introduction
	Well-posedness
	Exponential stability
	References
	1. Introduction
	2. Main results
	References
	1. Introduction
	2. Proof of theorem 1
	3. Proof of Theorem 1
	References

