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RESUME

Soit � une mesure positive �nie dé�nie sur la tribu borélienne de
C et concentré sur le cercle unité T = fz; jzj = 1g. � est absolument
continue par rapport à la mesure de Lebesgue d� sur [��;+�] ; i.e.

d� (�) = �(�)d�; � � 0; � 2 L1([��;+�] ; d�): (1.1)

Soit fLng le système de polynômes orthogonaux sur le cercle unité in
brief POCU i.e. Ln (z) véri�e les relations d�orthogonalité suivantes:

Z 2�

0

Ln (z) (z)
k �(�)d� = 0; k = 0; 1; :::; n� 1; z = ei�: (1.2)

Soit � 2 C �xé; que nous appelerons pôle, dé�nissons les deux suites des
polynômes polaires respectivement de premier ordre et de seconde ordre
notés Pn(z) , Qn(z) associés aux polynômes orthogonaux sur le cercle
unité (POCU) Ln (z), comme suit. Pn(z) = zn + :::; Qn(z) = zn + :::;
Pn(z) est un polynôme unitaire ( monique)) est solution de l�équation

di¤érentielle suivante:

(n+ 1)Ln (z) = ((z � �)Pn (z))0 (1.3)

Qn(z) est un polynôme unitaire ( monique)) est solution de l�équation
di¤érentielle suivante:

(n+ 2) (n+ 1)Ln (z) =
�
(z � �)2Qn (z)

�00
(1.4)

On étudie dans cet manuscript les propriétés structurelles des polynômes
polaires Pn;et Qn de premier et seconde ordre respectiveent.
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Pour assurer l�unicité des polynômes polaires Pn;et Qn de premier et
seconde ordre évidemment on doit supposer les deux conditions :

[((z � �)Pn (z))]z=� = 0
et h�

(z � �)2Qn (z)
�0i

z=�
= 0

1 Dé�nition et propriétes générales des polynômes
orthogonaux et polynômes associés sur le cercle
unité

Notons que �n(z) = (z � �)Pn (z) est un polynôme monique, primitive
de (n+ 1)Ln (z) ; normalisé par la relation �n(�) = 0: Une conséquence
directe des relations précédentes est que Pn (z) et Qn (z) satisfaitent les
relations d�orthogonalité suivantes:Z 2�

0

((z � �)Pn (z))0 (z)k �(�)d� = 0; k = 0; 1; :::; n� 1;
�
z = ei�

�
:

(1.5)
etZ 2�

0

�
(z � �)2Qn (z)

�00
(z)k �(�)d� = 0; k = 0; 1; :::; n� 1;

�
z = ei�

�
(1.6)

Ce type d�orthogonalité généré par des opérateurs di¤erentiels a été in-
troduit initialement par Aptekarev,Cachafeiro,Marcellán,( voir: [2]) et
Alfaro et Marcellán,( voir:14).Une étude similaire a été e¤ectuée par
A.Fundora, H.Pijeira et W.Urbina , ( voir:[22,49]),dans le cas où la
mesure est concentrée sur le segment [�1;+1] ; au lieu du cercle T =
fz; jzj = 1g.Une étude autre similaire a été e¤ectuée par Ya.Laskri ,A.Rehouma
( voir:[26,27,28]) ,dans le cas où la mesure de surface ( planar measure)
est concentrée sur le disque unité ( polynômes polaires des polynômes
orthogonaux de type de Bergman).En englais (Polar Bergman polyno-
mials on domains with corners ) ( voir:[26,27,28]).
Le chapitre I de ce manuscrit est consacré à l�étude des propriétés

fondamentales des polynômes orthogonaux associés à une mesure con-
centrée sur le cercle unité,POCU. On dé�nit dans ce chapitre aussi les
polynômes polaires associés aux polynômes orthogonaux sur le cercle
unité: On donne quelques propriétés générales de ces polynômes.
Le chapitre II est consacré à l�étude du comportement asymptotique

des polynômes orthogonaux associés à une mesure concentrée sur le cer-
cle unité,( POCU ):
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le chapitre III de ce manuscrit contient une partie importante des
résultats originaux de cet exposé. Il est consacré à l�étude du com-
portement asymptotique des polynômes polaires associés aux polynômes
orthogonaux sur le cercle unité,(POCU). On y trouve aussi quelques
notions et résultats concernant la localisation des zéros des polynômes
polaires.

1.1 Généralités sur les polynômes orthogonaux sur
le cercle unité

Soit � une mesure positive, �nie, non discrète et dé�nie sur la tribu
Borélienne B (C) de C , C étant muni de sa topologie usuelle. � est
supportée sur le cercle unité @D = T = fz; jzj = 1g. On suppose dans
tout ce qui suit que, ( voir:[47,21,40,55,57])

zn 2 L2 (�;C) ; n = 0; 1; 2; :::

Notons par fLn (z)g1n=0 la suite des polynômes orthogonaux sur le cercle
unité T par rapport à la mesure �, fLn (z)g1n=0 véri�ent donc les relations
d�orthogonalité suivantes

1

2�

Z 2�

0

Ln (z)Lm (z)d� (�) = �n;m kLnk2L2(@D;d�) ; n;m 2 N:
�
z = ei�

�
(1.7)

et

kLnk = kLnkL2(@D;d�) =

s
1

2�

Z 2�

0

jLn (z)j2 d� (�) ; n = 0; 1; 2:::::
�
z = ei�

�
Pour l�unicité, posons

Ln (z) = z
n + �n;1z

n�1::::+ �n;n�1z + �n;n

Remarquons que

�n;n�1 = L
0
n (0) et �n;n = Ln (0)

Notons par OPUC l�ensemble des polynômes orthogonaux sur le
cercle unité.( in short abbreviationOrthogonal Polynomials on theUnit
Circle ).
Dé�nition 1.1.Soit fLn (z)g1n=0 le système de polynômes orthogo-

naux associés à la mesure � sur le cercle unité. On appelle polynômes
réciproques des polynômes les polynômes notés fL�n (z)g et reliés aux
polynômes orthogonaux fLn (z)g par la relation

L�n (z) = z
nLn

�
1

z

�
(1.8)
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Donnons dans le théorème suivant quelques propriétés de ces polynômes

Théorème 1.1. ( voir :[47,21,40,55,57])
. Les polynômes fL�n (z)g et fLn (z)g véri�ent les relations suivantes

Ln+1 (z) = zLn (z)� �nLn+1 (0)L�n (z) (1.9)

où �n = �Ln+1 (0) ,:�n s�appellent les constantes des Verblansky, (
voir:[47,21,40,55,57,59]),Et

L�n (z) = Ln (0)z
n + L0n (0)z

n�1::::::�n;nz + 1

encore

kLn+1k2L2(@D;d�) =
�
1� jLn+1 (0)j2

�
kLnk2L2(@D;d�) = (1.10)

et,. ( voir :[47,21,40,55,57])

kLn+1k2L2(@D;d�) =
nY
k=0

�
1� j�kj2

�
Aussi, on a

hLn; zniL2(@D;d�) = kLnk
2
L2(@D;d�) (1.11)

dans le même contexte�
Ln (z) ;

1

z

�
L2(@D;d�)

= Ln+1 (0) hL�n (z) ; 1iL2(@D;d�)

et
L�n (z) = L

�
n�1 (z) + zLn; (0)Ln�1 (z) (1.12)

par suite����Ln+1 (z)Ln (z)
� z
���� = ����L�n+1 (z)L�n (z)

� 1
���� = jLn+1 (0)j ; pour jzj = 1:

et

L�n (z) = 1 +
n�1X
k=0

Lk+1 (0)Lk (z) :

Si, ( voir:[56,59,55,57])

d� = � (�)
d�

2�
+ d�s

� (�) est une fonction poids absolument continue et positive sur [0 2�] ; d�s
est une mesure singulière.La formule de Szegö, ( voir :[55,56,55,57,59])

1Y
n=0

�
1� j�nj2

�
= exp

0@ 1

2�

2�Z
0

log (� (�)) d�

1A
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1.2 Polynômes noyaux
Dé�nition 1.2 Soit fLn (z)g1n=0 le système de polynômes orthogonaux
associés à la mesure � sur le cercle unité. On appele polynômes noy-
aux associés aux polynomes fLn (z)g1n=0 la suite des polynômes notés
fkn (z; w)g1n=0 dé�nies par la relation suivante:

kn (z; w) =

nX
k=0

Lk (w)Lk (z)

kL
k
k2

(1.13)

Ceci étant, on obtient la relation dite de de Christo¤el-Darboux
suivante:
Lemme 1.1 ( lemme deChristo¤el-Darboux, ( voir:[14,23,43,44,57,59])

kn (z; w) =
L�n+1 (z)L

�
n+1 (w)� Ln+1 (z)Ln+1 (w)
kLn+1k2 (1� zw)

(1.14)

Dé�nition 1.3 Les polynômes orthogonaux noyaux à l�origine sont
dé�nis par

kn (z; 0) =
nX
k=0

Lk (0)Lk (z)

kL
k
k2

(1.15)

Ces polynômes sont orthogonaux sur le cercle unité par rapport à la
même mesure,( voir:[4,14,23,43,44,57,59]).
Parmis les propriétés des polynômes orthogonaux noyaux à l�origine,

nous avons le lemme suivant:
Lemme 1.3 ( voir:[4,14,23,43,55])

kn (z; 0) =
L�n (z)

kLnk2�
si Qn est un polynôme de degré � n alors kn (:; 0) satisfait la relation

suivante: Z
jzj=1

D
s
kn (z; 0)Qn (z) d� (�) = Q

(s)
n (0) (1.16)

Et

k0n (z; 0) =
L�0n (z)

kLnk2�
i.e

zk0n (z; 0) =
nL�n (z)� (L0n (z))

�

kLnk2�
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1.3 Propriétés générales des polynômes polaires prim-
itives des POCU

L�integration de deux propriétés structurelles (1.3) ,(1.4) implique que
les polynômes polaires Pn ,Qn véri�ent les relations suivantes:

Pn(z) = (n+ 1)

zZ
�

Ln(t)dt

z � � ; (z 6= �) ; n = 1; 2; 3::: (1.17)

avec la condition
[(z � �)Pn(z)]z=� = 0

et

Qn (z) = (n+ 1) (n+ 2)

zZ
�

tZ
�

Ln (u) dudt

(z � �)2
; (z 6= �) ; ; n = 1; 2; 3::

(1.18)
avec la condition �

(z � �)2Qn(z)
�0
z=�

= 0

Le pole � est regulier pour les deux polynômes polaires Pn ,Qn:En e¤et
d�apres la régle de l�Hôpital , (1.17) et (1.18) impliquent

lim
z!�

Pn (z) = lim
z!�

(n+ 1)

zZ
�

Ln(t)dt

z � � = (n+ 1)Ln (�) (1.19)

et

Limz�!�Qn (z) =
(n+ 1)2 (n+ 2)

2
Ln (�) (1.20)

2 Comportement asymptotique des polynômes or-
thogonaux et leurs polynomes reciproques

Le problème du comportement asymptotique des polynômes orthogo-
naux sur le cercle unité a intéressé di¤érents auteurs dans divers con-
textes. Ce problème a été étudié de façon approfondie par Szegö (
( voir:[56,55]), 1921), Krein (voir:[3]), 1945), Geronimus(voir:[23,26]),
1958), Nevai, ((voir:[4]), ,1979,et ((voir:[5]) , 1997), Li-Chien Shen ((voir:[26]),
2000) et Lubinsky ((voir:[16]), 2007).
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2.1 Comportement asymptotique des polynômes or-
thogonaux sur le cercle unité

Notons par fLn(z)g la suite des polynômes orthogonaux associés au cer-
cle unité et à la mesure �: Le comportement asymptotique des polynômes
fLn(z)g a été étudié par les auteurs cités auparavent sous plusieurs con-
ditions. Citons les principaux cas
a) � est absolument continue i.e. d� = �(�)d�; � 2 L1([0; 2�]; d�)

et log (�) 2 L1 ([0; 2�] ; d�) ; d� étant la mesure de Lebesgue sur [0; 2�] ;
� � 0
b) � n�est pas absolument continue. La partie absolument continue

de � véri�e la condition suivante dite de Szego , (voir:[23,40,55,56,59])Z 2�

0

log �0 > �1 (2.1)

ou la condition dite de Nevai ( voir:[47])

�0 > 0 presque partout sur [0; 2�] (2.2)

La formule asymptotique obtenue est de la forme

Lim
n�!1

Ln(z)

zn
=

1

D�

�
1
z

� (2.3)

uniforméments sur les compacts de fz; z 2 C; jzj > 1:g ; (voir : [23; 47; 55; 56; 57])
D� est dite fonction de Szegö et dont les propriétés se trouvent dans

le théorème suivant:
Théorème 2.1 ( voir:[53,18,33,55,56]):Soit �une fonction non néga-

tive dé�nie sur [��; �] tel que � 2 L2 ([��; �] ; d�) et log (�) 2 L1 ([��; �] ; d�) ;
d� étant la mesure de Lebesgue sur [��; �] ; alors la fonction suivante

D� (z) = exp

8<: 1

2�p

2�Z
0

log
�
�
�
ei�
�� ei� + z
ei� � zd�

9=; ; (jzj < 1) (2.4)

dîte fonction de Szegö associée au domaine D et à la fonction f posséde
les propriétés suivantes:
(i) D� 2 Hp (D) :
(ii) D� (z) 6= 0; 8z 2 D:
(iii)

��D�

�
ei�
���p = f (�) ; presque partout sur �; où Df

�
ei�
�
est la

limite radiale de Df :
(vi) D� (0) > 0:
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Dé�nition 2.1 ( voir:[22,49,49,46])Soit Qn polynôme de degré n.
Notons par zn;1; zn;2; ::::zn;n les zéros simples de Qn et par �n (Qn) la
mesure suivante dite mesure de masse supportée par les zéros de Qn

�n (Qn) =
1

n

nX
k=1

�zn;k

�zn;k est la mesure de Dirac concentrée sur le point zn;k:
Dé�nition 2.2.Soit f�ng

1
n=1 une suite de mesures à support com-

pact. On dit que f�ng
1
n=1 convege faiblement vers la mesure � quand

n!1 si

lim
n!1

Z
fd�n =

Z
fd�

pour toute fonction f continue sur C à support compact. Dans ce cas
on écrit �n

�! � ou d�n
�! d� ou d�n(x)

�! �0(x)dx si � est absolument
continue.

Notons par k:k4 la norm sup sur l�ensemble4 et Cap(4) la capacité
logarithmique de 4 (voir : [22; 49; 49; 46; 37; 38; 50; 61]),sur la notion de
capacité logarithmique).Ceci étant on a le résultat suivant

Lemme 2.1 (voir:[22,49,46,37,38,59]):Soit � � C un ensemble com-
pact tel que

int(4) = ?; C n (4) est connexe et cap(4) > 0

Soit fQn (z)g1n=0 une suite de polynômes moniques (i.e. Qn (z) = zn +
:::; ) tels que

lim sup
n!1

kQnk
1
n
� � Cap (�) .

Alors
�n (Qn)

��! !�

!� est la mesure équilibrée de � (voir:[22,49,46]), pour plus de détails
sur la mesure équilibrée).

Théorème 2.2 (voir:[22,49,46])

lim
n!1

Q0n (z)

nQn (z)
= lim

n!1

Z
d�n (x)

z � x =

Z lim
n!1

d�n (x)

z � x =

Z
d!� (x)

z � x : (2.5)

où lim
n!1

�n (x) = ! (au sens de la convergence faible), �n est la mesure

de masse supportée par les zéros de Qn.
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Lemme 2.2(voir:[22,49,46]):Soit fQn (z)g1n=0 une suite de polynômes.
Alors pour j 2 N on a

lim sup
n!1

0@



Q(j)n 




�

kQnk�

1A
1
n

� 1

Théorème 2.3 (voir:[40,47]):Soit � une mesure de Borel �nie dé�nie
sur le cercle unité ( sur [0 2�]).Notons par f'ngn2N le système de plynômes
orthonormés associés à la mesure �: f'ngn2N véri�ent donc les relations
suivantes

1

2�

Z 2�

0

'n(e
i�)'m(e

i�)d�(�) = �mn

On suppose aussi que � véri�e la condition deNevai (2.2) ou la condition
de Szego (2.1). Alors on a pour tout m 2 N

lim
n!1

zm'
(m)
n (z)

nm'n(z)
= 1 , (z = ei�). (2.6)

2.2 Comportement asymptotique des polynômes dérivées

Considérons le système de polynômes orthognaux moniques fLn(z)gn2N ,c-
à-d tels que (Ln(z) = zn + ::::::) orthognaux associés à la mesure �;
� (d�(�) = �(�)d�; voir (1:1)): On s�intéresse à la limite du rapport
Ln+1(z)
Ln(z)

: Rahmanov (voir:[5]) a démontré que si �0 > 0 presque partout
sur [0 2�] ; alors on a

lim
n!1

Ln+1 (z)

Ln (z)
= z (2.7)

Lubinsky (voir:[40]) démontrera le résultat suivant:
Théorème 2.4 (voir:[40]) Considérons le système de polynômes or-

thognaux moniques fLn(z)gn2N (Ln(z) = zn + :::; ) orthognaux associés
à la mesure �: Supposons qu�on a

lim
n!1

Ln+1 (z)

zLn (z)
= 1 (2.8)

pour z tel que jzj = 1: Alors pour m � 1 on a

lim
n!1

L
(m)
n+1 (z)

zL
(m)
n (z)

= 1 (2.9)

uniformément dans fz : jzj � 1g :
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Les lemmes suivants nous seront utiles pour la suite:
Lemme 2.4 .(voir:[40]),( théorème de Lucas,(voir:[19,28]),( théorème

de Badkov,(voir:[12]) )
Soit Pn un polyôme de degré n. On suppose que tous les zéros de

Pn sont situés dans le disque unité. Alors tous les zéros des polynômes
dérivés P (m)n , m = 0; 1; 2::::k; sont situés dans le disque unité. D�autre
part Si jzj = 1;alors

jP 0n (z)j �
n

2
jPn (z)j

Lemme 2.5 .(voir:[18]))( théorème de Abdul Aziz )
Soit Pn = zn +

Pn�1
j=0 ajz

j un polynôme de degré n. Posons M =
Max
0�j�n�1

jajj : Alors tous les zéros de Pn sont contenus dans le cercle jzj �
1 +M:

Lemme 2.6 .(voir:[18]))( théorème de Abdul Aziz )
Soit Pn = zn +

Pn�1
j=0 ajz

j un polynôme de degré n. Posons M =
Max
0�j�n�1

jajj ; alors tous les zéros de Pn sont contenus dans la région

ja0j
2 (1 +M)n�1 (1 + nM)

� jzj � 1 + �0M

où �0 est la solution unique de l�équation:

x = 1� 1

(1 +Mx)n

dans l�intervalle [0 1] :

Lemme 2.7.(voir:[54])( théorème de Q.I.Rahman )
Soit Pn (z) un polynôme de degré n tel que tous les zéros de Pn (z)

sont contenus dans le disque unité jzj � 1: Si jaj > n+2
n
; alors le

polynôme :
((z � a)Pn (z))0 (2.10)

possède une seule racine dans le disque

jz � aj � jaj+ 1
n+ 1

(2.11)

toutes les autre n � 1 racines sont contenues dans le disque unité
jzj � 1:
Ce chapitre contient Les principaux résultats originaux de la thèse.

On dé�nira et on étudiera les propriétés algébriques et le comportement
asymptotique des polynomes polaires associés aux polynômes orthogo-
naux sur le cercle unité.
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2.3 Localisation des zeros des polynômes polaires
associés aux polynômes orthogonaux sur le cer-
cle unité

Proposition 2.1. Les polynômes polaires Pn en les comparant avec leur
polynômes orthogonaux associés Ln;� véri�ent

P (k)n (�) =
n+ 1

k + 1
L(k)n (�) ; k = 0; 1; 2:::n: (2.12)

Preuve Considérons (1.3).Remarquons que

((z � �)Pn(z))(k) = (z � �)P (k)n (z) + kP (k�1)n (z) = (n+ 1)L(k�1)n (z)

Posons z = �; dans la formule précédente on obtient l�assertion (2.12):�
Le lemme suivant compare les coe¢ cients du développement de Tay-

lor de Ln et son polynôme polaire Pn:
Lemme 3.8 Si

Ln (z) =
nX
k=0

An;k (z � �)k et Pn;� (z) =
nX
k=0

Bn;kz
k

alors
Bn;k =

n+ 1

k + 1
An;k; k = 0; 1; 2:::n (2.13)

Preuve (2.13) est une conséquence de (2.12).�
Lemme 3.9 (voir:[22,49,60]) Posons

f (z) =

nX
k=0

�nkC
n
k z

k; et g (z) =

nX
k=0

�nkC
n
k z

k; �nk; �nk 2 C;

(2.14)
Notons

h (z) =
nX
k=0

�nk�nkC
n
k z

k: (2.15)

Supposons que tous les zéros de f (z) appartiennent au disque fermé
�: Notons par �n;1; �n;2; :::::::�n;n les zéros de g (z). Alors tout zéro de
h (z) peut s�écrire sous la forme �n;k
n;k;où 
n;k 2 �:
Dans [?] , Pijeira a montré à l�aide de ce thorème que tous les

zéros des polynômes polaires dans le cas d�une mesure concentrée sur
le segment ( qui seront supposés moniques), appartiennent au disque
fermé borné �=fz; z 2 C : jzj � b+ c j�jg ; où b; c sont deux constantes
convenablement choisies.
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On va maintenant énoncer un lemme dont la démonstration est un
peu compliquée mais son application est la base de la formule asympto-
tique à l�extérieur d�un contour. Ce résultat a été obtenu par G.Szegô
en 1921.
Lemme 3.10 (voir:[50,55,56,61]) Soit 
 un domaine simplement

connexe, � = @
 est un contour de Jordan recti�able.Soit ' la trans-
formation conforme de 
 vers l�extérieur du cercle unité,véri�ant les
conditions suivantes:

' (1) =1 et '0 (1) = � : (2.16)

Soient z(n)k 2 ext(�); k = 1; 2:::n et Pn (z) le polynôme d�interpolation
véri�ant:

Pn

�
z
(n)
k

�
= f

�
z
(n)
k

�
; k = 1; 2:::n: (z 2 
) : (2.17)

Si

lim
n!1

nY
k=1

�
z � z(n)k

�
(� :' (z))n

= 1: (2.18)

Uniformément sur les compacts de 
:
Alors

lim
n!1

Pn (z) = f (z) : (2.19)

Uniformément sur les compacts de 
:
Lemme 3.11.(voir:[59])
Soit (Ln;�)n la suite des polynômes orthogonaux sur le cercle unité

associés à la mesure �. Alors les zeros de Ln;� (z) sont dans le disque
férmé unitaire � = fjzj � 1g :
Lemme 3.12.(voir:[59]). Soit (Ln (z; �))n la suite des polynôme

paraorthogonaux sur le cercle unité associés à la mesure �, i-e

Ln+1 (z; �) = zLn (z) + �L
�
n (z) ; , j�j = 1: (2.20)

Alors tous les zeros de Ln (z; �) sont sur le cercle unité: @� =
fjzj = 1g :
Le comportement asymptotique des polynômes orthogonaux sur le

cercle unité et leur polynômes polaires constitue un lieu de rencontre
privilègié pour diverses disciplines des mathématiques. Ce paragraphe
contient les premiers résultats originaux de cet manuscript.
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3 Comportement asymptotique des polynômes po-

laires primitives de POCU et leurs polynômes
derivés.

3.1 Comportement asymptotique des polynômes
polaires primitives des POCU

Théorème.3.1 (voir:[26,27,28])Soit fLn (z)gn=0;1;2::::le système de polynômes
orthogonaux relativement à la mesure �. On suppose que la mesure �
véri�e la condition de Nevai suivante :

�0 > 0 presque partout sur le cercle unité.

Notons par fPn (z)gn=0;1;2::::la suite des polynômes polaires unitaires de
premier ordre associés à �: dont le coe¢ cient de zn est égal à +1. Alors

lim
n!1

Ln (z)

Pn (z)
=
z � �
z

(3.1)

et

lim
n!1

Pn+1 (z)

zPn (z)
= 1 (3.2)

uniformément sur les compacts de fz; jzj � 1g :

Limn�!1
Q0n (z)

nQn (z)
=
1

z
(3.3)

uniformément sur les compacts de fz; jzj � 1g :
Preuve: Rappelons que par dé�nition les polynômes polaires Pn(z)

sont solutions de l�équation di¤érentielle suivante:

(n+ 1)Ln (z) = ((z � �)Pn(z))0 = Pn(z) + (z � �)P 0n(z):

Divisons les deux membres de (3.3) par nPn(z); on obtient

n+ 1

n

Ln (z)

Pn (z)
=
1

n
+ (z � �) P

0
n(z)

nPn (z)
(3.4)

Remarquons que

lim
n!1

P 0n(z)

nPn (z)

existe ( pour plus de détails,(voir:[22,49]) . Notons cette limite parM(z):
Par conséquent

lim
n!1

Ln (z)

Pn (z)
= (z � �) lim

n!1

P 0n(z)

nPn (z)

13



implique

1 = lim
n!1

Ln+1(z)
Pn+1(z)

Ln(z)
Pn(z)

= lim
n!1

Ln+1 (z)

Pn+1 (z)

Pn (z)

Ln (z)
= lim

n!1

Ln+1 (z)

Ln (z)

Pn (z)

Pn+1 (z)
(3.5)

L�hypothèse �0 > 0 p.p. sur le cercle implique (pour plus de détails,(voir:[22,49,51,40,47])

lim
n!1

Ln+1 (z)

Ln (z)
= z ; (3.6)

uniformément sur les compacts de jzj > 1:Les deux assertions (3.14) et
(3.15) impliquent:

lim
n!1

Pn (z)

Pn;+1 (z)
=
1

z

On aura donc

lim
n!1

Ln+1 (z)

Ln (z)
= lim

n!1

Pn+1 (z)

Pn (z)
= z;

uniformément sur les compacts de jzj > 1:Ecrivons,

(n+ 1)Ln (z)

(z � �)Pn (z)
=

1

z � � +
P 0n (z)

Pn (z)
=

1

z � � +
d

dz
(logPn (z))

La dérivée logarithmique et son interprétation dépend de l�ensemble des
zéros du polynôme Pn:Remarquons que

((z � �)Pn (z))0

(z � �)Pn (z)
=
d

dz
[log (z � �)Pn (z)] (3.7)

et
((z � �)Pn (z))0 = Pn (z) + (z � �)P 0n (z)

Donc (3.16) et (1.29) impliquent

d

dz
[log (z � �)Pn (z)] = (n+ 1)

Ln (z)

(z � �)Pn (z)

L�intégration des deux membres de cette égalité de z1 à z donne:

(z � �)Pn (z)
(z1 � �)Pn (z1)

= exp

�
(n+ 1)

Z z

z1

Ln (t)

(t� �)Pn (t)
dt

�
:

ce qui donne

Pn (z) =
z1 � �
z � � Pn (z1) exp

�
(n+ 1)

Z z

z1

Ln (t)

(t� �)Pn (t)
dt

�
14



Par conséquent
Pn+1 (z)

Pn; (z)
= (3.8)

Pn+1 (z1)

Pn (z1)
exp

�
(n+ 2)

Z z

z1

Ln+1 (t)

(t� �)Pn+1 (t)
dt� (n+ 1)

Z z

z1

Ln (t)

(t� �)Pn (t)
dt

�
ou encore

Pn+1 (z)

Pn; (z)

�
Pn+1 (z1)

Pn (z1)

��1
= exp

�
(n+ 2)

Z z

z1

Ln+1 (t)

(t� �)Pn+1 (t)
dt� (n+ 1)

Z z

z1

Ln (t)

(t� �)Pn (t)
dt

�
D�autre part, on a

lim
n!1

Z z

z1

Ln (t)

(t� �)Pn (t)
dt = lim

n!1

Z z

z1

Ln+1 (t)

(t� �)Pn+1 (t)
dt:

(3.18) et (3.19) impliquent

lim
n!1

Pn+1 (z)

Pn; (z)

�
Pn+1 (z1)

Pn (z1)

��1
= exp

�
lim
n!1

(n+ 2� n� 1)
Z z

z1

Ln (t)

(t� �)Pn (t)
dt

�
Notons

lim
n!1

P 0n (t)

nPn; (t)
dt =M(t)

et

� (z) =

Z z

z1

M(t)dt

Ceci donnent

lim
n!1

Pn+1 (z)

Pn; (z)

�
Pn+1 (z1)

Pn (z1)

��1
= e�(z)

avec
e�(z) =

z

z1

On a donc

lim
n!1

Pn+1 (z)

zPn (z)
= lim

n!1

Ln+1 (z)

zLn (z)

Ce qui achève la démonstration. �
Théorème 3.2:(voir:[26,27,28]) Sous les mêmes hypothèses et no-

tations du thérème 3.1, Notons par fQn (z)gn=0;1;2::::la suite des polynômes
polaires unitaires de seconde ordre associés à �: dont le coe¢ cient de zn

est égal à +1. Alorson a

Limn�!1
Q0n (z)

nQn (z)
=
1

z
(3.9)
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uniformément sur les compacts de fjzj > 1g :et

lim
n!1

Qn+1 (z)

zQn (z)
= 1 (3.10)

encore

Limn�!1
Qn (z)

Pn (z)
=

z

z � � (3.11)

uniformément sur les compacts de fz : jzj > 1g :
Preuve : Rappelons que par dé�nition les polynômes polaires Qn(z)

sont solutions de l�équation di¤érentielle suivante:�
log
�
(z � �)2Qn (z)

�0�0 �
log
�
(z � �)2Qn (z)

��0
=
(n+ 1) (n+ 2)

(z � �)2
Ln (z)

Qn (z)
:

D�aprés (3.3) et (3.4), on remarquant que la dérivée logarithmique et
son interprétation dépend de l�ensemble des zéros du polynôme Qn; :on
a

d

dz
log (z � �)2Qn (z) = (n+ 2)

Pn (z)

(z � �)Qn (z)
(3.12)

L�intégration des deux membres de cette égalité de z1 à z donne:

(z � �)2Qn (z) = (z1 � �)2Qn (z1) exp

0@(n+ 2) zZ
z1

Pn (t)

(t� �)Qn (t)
dt

1A
Par conséquent

Qn (z) =
(z1 � �)2

(z � �)2
Qn (z1) exp

0@(n+ 2) zZ
z1

Pn (t)

(t� �)Qn (t)
dt

1A
implique

Limn�!1
Qn+1 (z)

Qn (z)

�
Qn+1 (z1)

Qn (z1)

��1
= exp

0@Limn�!1

zZ
z1

Pn (t)

(t� �)Qn (t)
dt

1A
Il vient donc,

Limn�!1
Qn+1 (z)

Qn (z)

�
Qn+1 (z1)

Qn (z1)

��1
= exp

zZ
z1

F (t)dt

où

F (z) = Limn�!1
Pn (z)

(z � �)Qn (z)
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D�aprés (1.3) et (1.4)

(z � �)2Q0n (z) + 2 (z � �)Qn (z) = (n+ 2) (z � �)Pn (z)

par conséquent,

F (z) = Limn�!1
Pn (z)

(z � �)Qn (z)
= Limn�!1

Q0n (z)

nQn (z)

On a donc

lim
n!1

Pn+1 (z)

zPn (z)
= lim

n!1

Qn+1 (z)

zQn (z)

Ce qui achève la démonstration..

L�hypothèse �0 > 0 p.p. sur le cercle implique (pour plus de dé-
tails,(voir:[22,49,51,40,47])

lim
n!1

Qn+1 (z)

Qn (z)
= z

uniformément sur les compacts de jzj > 1;et

exp

zZ
z1

F (t)dt =
z1
z

Dérivons le deux membre de cettte égalié, on obtient

F (z) = Limn�!1
Q0n (z)

nQn (z)
=
1

z

uniformément sur les compacts de jzj > 1;

3.2 Comportement asymptotique des polynômes ré-
ciproques des polynômes polaires primitives des
POCU

Que se passe t�il pour les polynômes réciproques. C�est l�objet du théorème
suivant
Théorème 3.3:(voir:[26,27,28]) Sous les mêmes hypothèses et no-

tations du thérème 3.1, on a

lim
n!1

L�n (z)

P �n (z)
= (1� �z) lim

n!1

P �0n (z)

nP �n (z)
(3.13)

et

lim
n!1

P �n+1 (z)

P �n (z)
= 1 (3.14)
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uniformément sur les compacts de fjzj < 1g :
Preuve:Il est utile de voir que

(n+ 1)L�n (z) = (1� �z)P 0�n (z) + P �n; (z)

et

(n+ 1)L�n (z) = (1 + n (1� �z))P �n (z)� z (1� �z)P �0n (z)

autrement dit

lim
n!1

L�n (z)

L�n�1 (z)
= lim

n!1

nP �n (z)

(n� 1)P �n�1 (z)
(1� �z)� z (1� �z) P

�0
n (z)

nP �n(z)

(1� �z)� z (1� �z) P �0n�1;�(z)

(n�1)P �n�1(z)

On combine avec (3.2), on obtient

lim
n!1

P �n (z)

P �n�1 (z)
= 1

uniformément sur les compacts de fjzj < 1g : Ce qui achève la démon-
stration de l�assertion (3.13). Maintenant,observons que

lim
n!1

L�n (z)

P �n (z)
= (1� �z) lim

n!1

P �0n (z)

nP �n (z)

uniformément sur les compacts defjzj < 1g : D�où l�assertion (3.14). �

3.3 Comportement asymptotique des polynômes dérivées

des polynômes polaires primitives des POCU
Théorème 3.4 (voir:[26,27,28])Sous les mêmes hypothèses et nota-
tions du thérème 3.2., on a

lim
n!1

L0n (z)

P 0n (z)
=
z � �
z

(3.15)

et

lim
n!1

P 0n+1 (z)

zP 0n (z)
= lim

n!1

Q0n+1 (z)

zQ0n (z)
= 1 (3.16)

uniformément sur les compacts de fz; jzj � 1g :
Preuve: Dérivons les deux membres de (1.3), on obtient

(n+ 1)L0n (z) = (z � �)P 0n (z) + Pn (z)
d�où

lim
n!1

L0n (z)

P 0n (z)
= (z � �) lim

n!1

P 0n (z)

nPn (z)
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On obtient (3.15) en utilisant (3.3).D�où la conclusion de (3.15) et
(3.16).

(z � �)Q0n (z) +Qn (z) = (n+ 2) (z � �)Pn (z)

implique

lim
n!1

Q0n (z)

nQn (z)
= lim

n!1

P 0n (z)

nPn (z)
=
1

z

aussi

lim
n!1

Qn (z)

Pn (z)
existe

implque

lim
1

n
n!1

�
Qn (z)

Pn (z)

�0
= lim

n!1

Qn (z)

Pn (z)

�
Q0n (z)

nQn (z)
� P 0n (z)

nPn (z)

�
= 0

En e¤et �
Q

P

�0
=
Q

P

�
Q0

Q
� P

0

P

�
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