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Notations générales

A matrice.

x vecteur.

AT matrice transposée.

A� matrice heermitienne.

AD matrice adjoint.

A�1 matrice inverse.

E espace vectoriel sur le corps R:

det(A) déterminant de la matrice A.

�� nombre complexe conjugué du nombre �:

In matrice unité, d�ordre n.

PA polynôme caractéristique de la matrice A.

�(A) rayon spectral de la matrice A.

�(A) valeur propre de la matrice A:

�(A) spectre de la mateice A.

BJ matrice de jacobi.

BGS matrice de Gouss-seide.

BR! matrice de relaxation.

SOR successive over relaxation.

SSOR symetric over relaxation.
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Introduction générale

Introduction générale

Pour de systémes linéaires de grande taille,les méthodes directes (de type élimination de

Gauss ouCholeskey),peuvent s�averer trop côuteuses en temps de calcul ou enplace mémoire.

L�idée est alors de ne plus chercher à résoudre exactement le systéme linéaire mais

d�approchere la solution par une suite de vecteurs, Construite à l�aide d�une formule de

récurence simple.

Ona intérêt dans ce cas à utiliser des méthode itératives qui fait l�objet de notre mémoire.

Ces méthodes ne font appel qu�a des produits matrice vecteur, et ne nécessitent donc pas le

stokoge du pro�f de la matrice mais uniquement des termes non nuls.

On appelle méthode iterative de résolution du systéme linéaire, une méthode qui con-

struit une suite(xk)k�N (où "l�itéré" x(k)est calculé a partir des itérés x(0),: : : x(k�1)) censée

converge vers la solution du systéme linéare x.

Ce mémoire est composé d�une introducation et trois chapitres, Aprés une bref citations

sur la thématique abordeé.

Ona introduit au prémiére chapitre quelque notions et de�nitions de base concernent

l�analyse matricielle.Quand au deuxiéme chapitre, il est cousocré au descriptien du méthodes

étudiées:

-méthode de Jacobi.

-méthode de Gauss-Seidel.

-méthode de de relaxation SOR et SSOR.

(sur-relaxation: SOR =Sccessive over relaxation).

En �n de ce chapitre, onva faire une comparaison entre ces méthodes selon leur vitesse

de convergence.

Dans le dérniere chapitre, qui présente des application où, en utilisant les méthodes

iteratives prècédantes ,en precisant les étapes qui nous a méne à la solution du systéme

linéaire proposé, en tenaut compte la comparaison e¤ectué au deuxiéme chapitre.

Finalement ce mémoire se tremine par une conclution oú en resume notre travail.
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Chapitre 1

Notion géneral sur les matrices

Ce chapitre est consacré à l�ntroduction de quelques notions fondamentales,d�analyse ma-

triciells.

Nous fai sons également un rappel du certains résulitats que nous utiliserons dans les

chapitres 2 et 3.

1.1 Eléments d�analyse matricielle

Soient n et m deux entiers positifs ,on appelle matrice à n lignes et m colonnes,ou matrice

n�m à coe¢ cients dans | un ensemble de n m scalaires ai;j 2 |:
avec i = 1:::n et j = 1:::m ,représentés dans le tableau rectangulaire suivant :

A =

0BBB@
a11 � � � a1n
...

. . .
...

an1 � � � ann

1CCCA On notera: A = (aij):

Qaund | = R ou C,on ecrit respectivement A 2 Rn�m ou Cn�m; a�nde mettre enplicite-

ment en évidence le corps auquel appartiennent les elements de A:

si n = m on dit que la matrice est carrèe ou d�ordre n .

Dé�nition 1.1.1

On appellé,vecteur ligne(resp,vecteur colonne) une matrice n�ayant qu�une ligne(resp

colonne) sauf mention enplicit du contraire .

Dans le cas n = m = 1,la matrice désigne simplement un scalaire de |:
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1.1. Eléments d�analyse matricielle

Exemple 1.1.1 x =

0BBB@
x1
...

xn

1CCCA x = ( x1 � � � xn )
T .

1.1.1 Opérations sur les matrices

Somme de deux matrices Soit A = (aij)n�m et B = (bij)n�m;alors la matrice C =

(cij)n�m où C = A+B est tel que:

8i = 1; :::; n: 8j = 1; :::;m cij = aij + bij:

Exemple 1.1.2

A =

241 2

3 4

35 ; B =

242 �4
6 0

35

A+B =

241 2

3 4

35+
242 �4
6 0

35 =
241 + 2 2� 4
3 + 6 4 + 0

35 =
243 �2
9 4

35
Produit matricielles Soit A = (aij)n�m et B = (bij)m�p;alors la matrice C = (cij)n�p où

C = A�B est tell que.:

8i = 1; :::; n 8j = 1; :::; p cij =
mP
k=1

aikbkj:

Exemple 1.1.3

A =

241 2

3 4

35 B =

242 �4
6 0

35

A�B =

241 2

3 4

35�
242 �4
6 0

35 =
24(1� 2) + (2� 6) (1��4) + (2� 0)
(3� 2) + (4� 6) (3��4) + (4� 0)

35 =
2414 �4
30 �12

35
Soit A = (aij)n�m et � 2 R alors la matrice B = (bij)n�m où B = �A est telle que:

8i = 1; :::; n 8j = 1; :::; n bij = �(aij)

3



1.1. Eléments d�analyse matricielle

Exemple 1.1.4

A =

241 2

3 4

35 pour � = 2

�A = 2A = 2

241 2

3 4

35 =
242 4

6 8

35 :
1.1.2 Matrices particulieres

Matrices égales Deux matrices A = (aij) et B = (bij) sont égales si :

aij = bij 8ij:

On note:A = B:

Transposée d�un matrice Soit A =(aij)n�m alors la matrice transpose AT = (bij)m�n

est telle que:

8i = 1; :::; n 8j = 1; :::; n : bij = aij:

Matrice adjointe On appelle matrice adjointe .d�une matrice A la matrice notée A� telle

que:

a�ij = �aji:

Matrice symétrique c�est une matrice A carrée telle que:

aij = aji 8i; j:

Matrice antisymétrique c�est une matrice carrée telle que:

4



1.1. Eléments d�analyse matricielle

aij = �aji 8i; j:

Matrice diagonale C�est une matrice carrée telle que :

aij = 0 8j 6= i:

Matrice identite la matrice identite est de�nie par:

aij =

8<: 1 si i = j;

0 si i 6= j

Matrice triangulaire supérieure C�est une matrice U telle que:

8<: uij = 0 i > j;

uij 6= 0 i � j

Matrice triangulaire inférieure C�est une matrice L où:

8<: lij = 0 i < j;

lij 6= 0 i � j

Matrice orthogonale C�est une matrice telle que :

AtA = AAt = I ou encore : A�1 = At

Dans ce cas, les vecteurs lignes (ou colonnes) constituant la matrice A sont orthogonaux

et ont pour éléments leurs cosinus directeurs.

Matrice hermitienne c�est une matrice A� telle que :

a�ji = aij 8i; j ou: A� = A:

C�est donc une matrice égale à sa matrice adjointe.
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1.1. Eléments d�analyse matricielle

Matrice à diagonale dominante On dit que la matrice A est à diagonale strictement

dominante si

jaiij >
P
i6=j
jaijj ; 8i 1 � i � n:

Dé�nition 1.1.2 On se donne la matrice A = (aij) 2Mn(|):

�On appelle trace de A;
tr(A) =

nP
i=1

aii:

Déterminant d�une matrice A une martrice carrée A on peut associer une quantité

scalaire appelée déterminant et noté det(A) calculée par

det(A) =
X
�

(�1)Ta1j1 :a2j2 : : : anjn .

Où j1; j2; : : : ; jn représente une des n! permutation possibles des entieres 1; 2; : : : ; n .

La somme étant faite sur toutes les (� = n!) permutations possibles.

Pour une permutations de j1; j2; : : : ; jn on dé�nit pour chaque produit a1j1 :a2j2 : : : anjn le

nombre de traspositions requises pour arranger la séquence j1; j2; : : : ; jn dans l�ordre naturel

1; 2; : : : ; n .

Ce nombre de traspositions est noté T:

Exemple 1.1.5

A =

0BBB@
4 0 2

�2 2 0

1 �2 1

1CCCA
det(A) = (�1)0(4� 2� 1)+ (�1)1(4� 0��2)+ (�1)2(0� 0� 1)+ (�1)3(0��2� 1)+

(�1)4(2��2��2) + (�1)5(2� 2� 1):
det(A) = 12:

Mineur Soit une matrice carrée A d�ordre n, si l�on supprime la iéme ligne et la jéme

colonne ,le déterminant de la matrice d�ordre (n�1) obtenue est appelé mineur associé
à l�élément aij de la matriceA:
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1.1. Eléments d�analyse matricielle

On le note mij:

Un mineur de A dont les éléments diagonaux sont aussi des éléments diagonaux de A

est appelé "mineur principal" de A:

Cofacteur Dans une matrice carrée A d�ordre n,on appelle cofacteur de l�élément aij le

terme sij = (�1)i+jmij::Calcul d�un déterminant

Le déterminant peut s�obtenir par l�intermédiaire des cofacteurs.

det(A) =
nX
j=1

aijsij ,

(suivant la ligne i ):

Ou:

det(A) =
nX
i=1

aijsij ,

(suivant la colonne j ):

sij étant le cofacteur de l�élément aij:

Exemple 1.1.6

A =

0BBB@
4 0 2

�2 2 0

1 �2 1

1CCCA
det(A) = (4) det

������ 2 0

�2 1

������� (0) det
������ �2 0

1 1

������+ (2) det
������ �2 2

1 �2

������
det(A) = 12:voir [6] :

Propriéte dans le cas des matrice carrées d�order n,

1. det(�A)= �n det(A)

2. det(A.B)= detA: detB = det(B.A)

3. det(A)T = det(A)

7



1.1. Eléments d�analyse matricielle

Exemple 1.1.7

A =

0@ 1 2

3 4

1A B =

0@ 2 �4
6 0

1A AT =

0@ 1 3

2 4

1A
1.

det(�A) = det

������ � 2�

3� 4�

������ = det(4�2 � 6�2) = �2�2: det
������ 2 �4
6 0

������
n = 2

�2 det

������ 2 �4
6 0

������ = �2(�2) = �2�2
2.

det (A:B) = det

������
0@ 1 2

3 4

1A �
0@ 2 �4
6 0

1A������ = det
������ 1 2

3 4

������ � det
������ 2 �4
6 0

������
= det

������ 2 �4
6 0

������ � det
������ 1 2

3 4

������ = det(B � A) = (�2) � (24) = �48
3.

det (A) = (1� 4)� (2� 3) = �2

det(A)T = (1� 4)� (2� 3) = �2

1.1.3 Inverse d�une matrice

Dans Rn��n le produit matriciel est dé�ni pour tout couple d�éléments et la matrice In
estneutre pour ce produit

8A 2 Rn�n: In.A = A = A:In on dé�nit alors la notion de matrice inversible.

La matrice A 2 Rn�nest inversible (ou réguliére )
Si: 9A�1 2 Rn�n : A�1A = In = AA�1

lorsque élle existe A�1est appelée la matrice inverse de A cependant toutes les matrice

carrées non nulles c�est-à-dire distinctes de 0n�n , ne sont pas forcément inversibles

8



1.1. Eléments d�analyse matricielle

les matrices non inversibles sont aussi quali�ées de singuliéres

Si A est une matrice inversible d�ordre n ,alors;

A�1 =
1

det
C C = (adjA)

T

:

où c�est la matrice de coe¢ cients Aij i; j = 1; 2; : : : ; n, par conséquent.

Proposition 1.1.1 voir [5] une matrice carre est inversible si et seulement si son détermi-

nant est non nul:

Exemple 1.1.8

A =

0BBB@
4 0 2

�2 2 0

1 �2 1

1CCCA

adjA =

0BBB@
2 2 2

�4 2 8

�4 �4 8

1CCCA (adjA)T =

0BBB@
2 �4 �4
2 2 �4
2 8 8

1CCCA
Dans l�exemple suivante,onva donner la matrice de trouver le royon spectrale aprtir

des valeur propres

A�1 =
1

detA
(adjA)T =

1

12

0BBB@
2 �4 �4
2 2 �4
2 8 8

1CCCA =

0BBB@
2
12

�4
12

�4
12

2
12

2
12

�4
12

2
12

8
12

8
12

1CCCA =

0BBB@
1
6

�1
3

�1
3

1
6

1
6

�1
3

1
6

2
3

2
3

1CCCA
dans le cas d�une matrice diagonale inversible, l�invese est en core une matrice diagonale

ayunt pour éléments les inverese des éléments de la matrice:

Proprietés: voir [2]

Si A 2 Rn�n est inversible alors:

A�1 est inversible et (A�1)�1 = A

AT est inversible et (AT )�1 = (A�1)T

9



1.2. Normes matricielles

8� 2 R : (�A) est inversible et (�A)�1 = 1
�
A�1

Si A:B 2 Rn�n sont inversibles,alors leproduit A:B est inversible et (AB)�1 = B�1A�1:
Dans le cas d�une matrice carrée d�ordre n,est inversible donc

det(A�1) =
1

detA
:

1.1.4 Valeur propre et vecteur propre

1. Soit � 2 C et A 2Mn(C) :

pA(�) = det(A� �In; )

est le polynôme caractéristique de la matrice A;étant de degré n par rapport à �:

2. Soit A une matrice carrée d�ordre n à valeur réelles ou complexes;On dit que � 2 C une
valeur propre de A s�il existe un vecteur non nul x 2 Cn tel que Ax = �x le vecteur x
est le vecteur propre associé à valeur pripre � et l�ensemble des valeurs ppropres de A

est appellé spectre de A on le note �(A):On dit que x et y sont respectivement vecteur

propre à droite et vecteur propre à gauche de A associé à la valeur propre � si:

Ax = �y; y�A = �y�:

3. On appelle rayon spectral deA la quantité �(A) = max fj�j ;� 2 C; � valeur propre de Ag :

1.2 Normes matricielles

étant donné une norme vectorielle k:k sur Cn;
l�application k:k = An(C)! R de�ni par:

kAk = sup8>><>>:
� 2 Cn

� 6= 0

kA�k
k�k = sup8>><>>:

� 2 Cn

k�k � 1

kA�k = sup8>><>>:
� 2 Cn

k�k = 1

est une norme matricielle apppelée norme suptordonnée à la norme donnée On a:

10



1.2. Normes matricielles

kA�k � kAk k�k pour tout � 2 Cn

et que la normekAk peut aussi se dé�nir par :

kAk = inf f� 2 R : kA�k � � k�k : 8� 2 Cng

Soit A = (aij) une matrice carrée,alors

kAk1 = sup
kA�k1
k�k1

= max
j

X
i

jaijj

kAk2 = sup
kA�k2
k�k2

=
p
�(ATA) =

p
�(AAT ) =



AT


2

kAk1 = sup
kA�k1
k�k1

= max
i

X
j

jaijj

l�application k:kE : An ! R dé�nie par:

kAkE =
"X

ij

jaijj2
# 1
2

=
�
tr(ATA)

� 1
2

Soit A une matrice carrée quelconque et k:k une norme matricielle ,sutordonnée ou non
,quelconque alors �(A) � kAk :
Démonstration. � valeur propre de A 9� 6= 0�A� = ��:
et k��k = j�j k�k � kAk k�k � 6= 0; donc j�j � kAk ; 8�) maxi j�ij = �(A) � kAk :
Etant donnée une matrice A et un nombre " > 0:il erust au moins une norme matricielle

subordonnée, telle que:

kAk � �(A) + "

1.2.1 Systémes linéaires

Tout systéme linéaire s�écrit:

11



1.2. Normes matricielles

8>>>>>><>>>>>>:

a11x1 + a12x2 + � � �+ a1mxm = b1
a21x1 + a22x2 + � � �+ a2mxm = b2

...

an1x1 + an2x2 + � � �+ anmxm = bn

Où 8i = 1; :::; n;8j = 1; :::;m : aij; bj 2 R
ou,sous forme matricielle: AX = B,où A = (aij)n�m; B = (bi)n�1 et X = (xj)m�1.

Une solution de ce syétme est un vecteur X = (xj )m�1 dont les composantes véri�ent

simultanément toutes les équations du systéme.

On distingue divers types de systémes:

systéme carré si m = n;

systéme de Cramer si le systéme est carré et A est une matrice inversible;

systéme homogéne si B = 0;

systéme impossible s�il n�admet aucune solution (équations incompatibles);

systéme compatible s�il admet au moins une solution;

systéme indéterminé s�il admet plusieurs solution.

1.

8<: 2x1 + 5x2 = 1

3x1 � 2x2 = 0

est un systéme carré non homogéne.Comme, en outre,det

������ 2 5

3 �2

������ = �19 6= 0; il s�agit
d�un systéme de Cramer.

2.

8<: 2x1 + 5x2 = 1

2x1 + 5x2 = 2

est un systéme carré non homogéne impossible (les deux équation sont contradictoires)

.Ce n�est pas un systéme de Cramer puisque det

������ 2 5

2 5

������ = 0:
3.

8<: 2x1 + 5x2 + x3 = 0

2x1 + 2x2 � x3 = 0
est un systéme non carré (2 équations à 3 inconnues) homogéne.

Les systéme de Cramer jouissent de la propriété suivante aui en facilite la résolution.
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1.2. Normes matricielles

Propriété le systéme de Cramer AX = B admet la solution unique X = A�1B,qui

s�exprime aussi sous la forme:

xj =
1

detA
det(A1:::Aj�1BAj+1:::An); j = 1; : : : ; n;

où Ak =

0BBB@
a1k
...

ank

1CCCA est la K-éme colonne de A.

Exemple 1.2.1 Soit le systéme de Cramer

8<: 2x1 + 5x2 = 1

3x1 � 2x2 = 0

Il a pour unique solution :

0@ x1

x2

1A =

0@ 2 5

3 �2

1A�10@ 1

0

1A
qui se calcule plus aisément en utilisant la propriété ci-dessus:8>>>>>><>>>>>>:

x1 =
1
�19 det

������ 1 5

0 �2

������
x2 =

1
�19 det

������ 2 1

3 0

������
=)

8<: x1 =
2
19

x2 =
3
19

Propriété Si le systéme linéaire AX = B admet deux solutions distinctes, alors il en

admet une in�nité.

Les systéme homogénes admettent toujours (au moins) la solution nulle:

xj = 0; j = 1; :::;m:

Les solutions d�un systéme non homogéne compatible (ce qui n�est pas toujours le cas!)

AX = B peuvent étre obtenues grâce à celles du systéme homogéne associé AX = 0, voir[2] :

13



Chapitre 2

Méthodes iteratives pour résoudre

des systémes d�équations linèaires

Pour des systémes linéaires de grande taille, les méthodes dirctes (du type élimination de

Gauss ou Cholesky), peuvent s�avérer trop coûtuses en temps de calcul ou en place mémoire.

L�idée est alors de ne plus chercher à résoudre exactement le systéme linéaire mais

d�approchersa solution par une suite de vecteurs, construite à l�aide d�une formule de récur-

rence simple.

2.1 Principes généraux

Soit A 2Mnn (R)une matrice règulière et b 2 Rndonnès.
Toutes les mèthode itèratives pour la résolution du système linéaire:

Ax = b (2.1.1)

Sont basées sur le principe siuvant:

On cherche à écrire A sous la forme

A =M �N (2.1.2)

oùM est une matrice assez facilement inversible c�est -à-dire pratiquement diagonale ou

triangulaire le systéme lineair s�ecrit alors:

(M �N)x = b,Mx = Nx+ b (2.1.3)

14



2.2. Méthodes de décomposition

alors:

x =M�1Nx+M�1b (2.1.4)

cette derniére équation suggére alors le processus itératif siuvant:8<: x(0) donné

x(K+1) =M�1Nx(K) +M�1b
(2.1.5)

2.2 Méthodes de décomposition

Considérons,pour commencer,les méthodes itératives de la forme,

x(0)donn�e ; x(k+1) = Bx(k) + c; k � 0 (2.2.1)

où B désigne une matrice carrée n�n appelée matrice d�interation et où c est un vecteur
dépendant de b (le second membre du systéme à résoudre)on peut associer la méthode

itérative de la forme(2:1:5):

En e¤et Ax = b s�ecrit Mx = Nx + b. la méthode (2:1:5) est bien du type (2:2:1) avec

B =M�1N et c =M�1b:

Proposition 2.2.1 Soit A 2 Mn(C) inversible et A = M � N décomposition de A .la

condition nécessaire et su¢ sante que pour x(k) de�nit par (2:1:5) converge vers x,solution

de (2:1:1),et que:

1: lim
k!+1

Bk = 0

2:�(B) < 1sie tseulement si lim
k!+1

B(k) = 0

2: kBk < 1; k:k est norme induite.
Démonstration. 1: La méthode (2:2:1) est supposée consistante.

Donc c = (I � B)A�1b. D�ou 8k; x(k+1) � x = B(x(k) � x). par récurrence on a:

x(k+1) � x = Bk+1(x(0) � x).
La méthode (2:2:1)est donc covergente si et seulement si:

lim
k!1

Bk+1(x(0) � x) = 0;8x(0) 2 Cn:C�est-à-dire si et seulement si: lim
k!1

Bky = 0;

8y 2 Cn:Ce équvaut à lim
k!1

Bk = 0 dans l�espace Mn(C):

2:Si �(B) < 1 gârce au résultat d�approximation du rayon spectrale, donc il existe " > 0

15



2.3. Les méthodes de Jacobi, Gauss-Seidel et relaxation

tel que �(B) < 1� 2" et une norme indiuit k:kB;" tels que
k:kB;" = � < �(B) + " = 1� " < 1:
comme k:kB;" est une norme matricielle, on a



Bk


B;"
< �k ! 0, lorsque k !1:Comme

l�espace Mn(R) est de dimension �nie, toutes les normes sont équivalentes, et on a donc

Bk


B;"
! 0 lorsque k !1:

Montrons maintenant la réciproque: supposons que Bk ! 0 lorsque k ! 1, et
montrons que �(B) < 1: Soient � une valeur propre de B et x un vecteur propre associé.

Alors

Bkx = �kx et si Bk ! 0; alors Bk ! 0, et donc �kx! 0, ce quii n�est possible que si

j � j< 1: D�où le résultat.
3:S�il existe une norme induit notée k:k telle que kM�1Nk < 1; alors �(M�1N) < 1

et donc la méthode converge ce qui précède. Réciproquement, si la méthode converge

alors�(M�1N) < 1; et donc il existe � > 0 tel que �(M�1N) = 1 � �: Prenons maintenant
" = �

2
il existe une norme induite k:k telle que kM�1Nk � �(M�1N)+" < 1;ce qui démontre

le résultat.

2.3 Les méthodes de Jacobi, Gauss-Seidel et relax-

ation

2.3.1 Méthode de Jacobi

Le système linéaire (2:1:1) s�écrit:8>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>:

nX
j=1

a1jxj = b1

:::
nX
j=1

aijxj = bi ; pour 2 � i � n� 1

:::
nX
j=1

anjxj = bn

(2.3.1)
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2.3. Les méthodes de Jacobi, Gauss-Seidel et relaxation

La méthode de jacobi consiste à chaque itération K, à résoudre chaque équation par

rapport à l�une des variables, les autres étant �xées à leurs valeurs obtenues à l�iteration

précédente. Soit donc le vecteur x(k) donné, alors on détermine successivement les com-

posantes de x(k+1) par les formules:

8>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>:

a11x
(k+1)
1 = b1 �

nX
j=2

a1jx
(k)
j

:::

aiix
(k+1)
i = bi �

nX
j=1;i6=j

aijx
(k)
j ; pour 2 � i � n� 1

:::

annx
(k+1)
n = bn �

n�1X
j=1

anjx
(k)
j

(2.3.2)

Les formules précédentes ne dé�nissent e¤ectivement x(k+1) que si les coe¢ cients diago-

naux de A sont tous non nuls. Ceci n�est pas une restriction, car on peut démontrer

que si une matrice est inversible, il existe une permutation de ses lignes telle que tous les

éléments de la diagonale de la matrice ainsi obtenue sioent non nuls.

Principe On suppose que la matrice carrée A véri�e aii 6= 0 pour tout i,1 � i � n et on
pose

A = D � (E + F ) (2.3.3)

Ainsi ona:

A =

0BBB@
. . .

�E D � F
. . .

1CCCA ;
avec

- D matrice diagonale contenant la diagonale de A;

- E matrice triangulaire lnférieure (triangle inférieur de �A),
- F matrice triangulaire supérieure (triangle supérieur de �A).
Avec ces notations on peut écrire le systéme (2:1:1) sous la forme:

Dx = (E + F )x+ b (2.3.4)
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2.3. Les méthodes de Jacobi, Gauss-Seidel et relaxation

Si on suppose que D est inversible, la méthode de Jacobi s�ecrit;8<: x(0) donné

x(k+1) = D�1(E + F )x(k) +D�1b; k � 0:
(2.3.5)

La matrice BJ = D�1(E+F ) = I �D�1A est appelée matrice de Jacobi associée à A.

la suite de vecteurs x(k) de composantes (x(k)i ) est dé�nit par:

x(0) quelconque et

x
(k+1)
i =

1

aii
(�

nX
j=1;i6=j

aijx
(k)
j + bi); 1 � i � n (2.3.6)

Algorithme 2.3.1

- On donne le vecteur x(0)et ":

- Faire:

x
(k+1)
i = (�

nX
j=1;i6=j

aijx
(k)
j + bi)=aii; k � 0; 1 � i � n

-Test d�arrêter si:kx(k+1) � x(k)k � ";Voir[4]:

Remarque 2.3.1 Si on a des nules dans diagonale de A, il su¢ t de multiplier la matrice

A par une matrice de permutation pAx = pb;

On multiple sur les lignes même chose pour b:

2.3.2 Convergence de la méthode de Jacobi

Théorème 2.3.1 une condition nécessaire et su¢ sante pour que l�algorithme deJacobi con-

verge,

indépenpemment de la condition initiale x(0); est que �(BJ) < 1 ou

�(BJ) = max
i=1:n

j �i j; �i :valeur propre de BJ

1: Si A est matrice à diagonale fortement dominate alors: lim
k!1

BkJ = 0 (et donc la

méthode de Jacobi converge)

2: Si la méthode Jacobi converge alors lasuite (x(k))k�0 converge vers la solution x� du

systéme Ax = b.
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2.3. Les méthodes de Jacobi, Gauss-Seidel et relaxation

Démonstration. 1) Il su¢ t de montrer que �(BJ) = �(D�1(E + F )) < 1 on a

BJ = (bij) = D
�1(E + F );Donc bii = 0;et bij =

�aij
aii
, i 6= j de(2:1:2) on déduit que;

nX
j=1;i6=j

j bij j=j 1
aii
j

nX
j=1;i6=j

j aij j< 1 et �(BJ) < 1:Donc la méthode de Jacobi est

convergente.

Corollaire 2.3.1 Lorsque les matrices A et 2D � A sont dé�nie positives et si A est

symétrique,la méthode Jacobi converge.

Démonstration. Soit A = D�E�F =) D = A+E+F =) 2D = A+E+F+D =)
2D �A = D +E + F; M� +N = D +E + F = 2D �Atellque: M� = D +E et N = F:

2.3.3 Méthode de Gauss-Seidel

Il s�agit d�une modi�cation de la méthode de Jacobi qui consiste pour chaque

équation les composantes de x(k+1) déjà calculées, ceci conduit aux formules:

8>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>:

a11x
(k+1)
1 = b1 �

nX
j=2

a1jx
(k)
j

:::

aiix
(k+1)
i = bi �

i�1X
j=1

aijx
(k+1)
j �

nX
j=i+1

aijx
(k)
j ; pour 2 � i � n� 1

:::

annx
(k+1)
n = bn �

n�1X
j=1

anjx
(k+1)
j :

(2.3.7)

Sous forme matricielle cela revient à écrire le systéme (2:1:1) sous la forme:

(D � E)x = Fx+ b: (2.3.8)

Où les matrices D;E et F ont été données dans le paragraphe référencé sur la méthode

de Jacobi.

Principe: Cette méthode utilise la décomposition A = (D � E)� F: la matrice D � E
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2.3. Les méthodes de Jacobi, Gauss-Seidel et relaxation

est triangulaire inférieure donc facile à inversei; e aii 6= 0 8i;la méthode (2:2:1):On ob-
tient: 8<: x(0) donné

x(k+1) = (D � E)�1Fx(k) + (D � E)�1b
(2.3.9)

La matrice BGS = (D � E)�1F est appelée matrice de Gauss-Seidel associée à A. La
suite de vecters x(k) de composantes (x(k)i ) est dé�nie par: x

(0)quelconque et

x
(k+1)
i =

1

aii
(�

i�1X
j=1

aijx
(k+1)
j �

nX
j=i+1

aijx
(k)
j + bi); 1 � i � n (2.3.10)

Algorithme 2.3.2

-On donné le vecteur x(0)et "

-Faire

x
(k+1)
i =

1

aii
(bi �

i�1X
j=1

aijx
(k+1)
j �

nX
j=i+1

aijx
(k)
j ); 1 � i � n:

-Test d�arréter si:k x(k+1)i � x(k)i k� "; 1 � i � n:

2.3.4 Convergence de la méthode de Gauss-Seidel

Proposition 2.3.1 La méthode Gauss-Seidel converge si: �(BGS) < 1:

Démonstration. Il su¢ t de montrer �(BGS) = �((D � E)�1F ) < 1
On a , BGS = (gij) = (D � E)�1F
(D � E)�1 = [D(I �D�1E)]

�1
;donc BGS = (I � D�1E)�1D�1F or E est strictement

inférieure, donc D�1E également et

(I �D�1E)�1 = I +D�1E + (D�1E)2 + :::+ (D�1E)n�1; (D�1E) = 0

BGs = D
�1F +D�1E D�1F + :::+ (D�1E)n�1D�1F

On montre par récurrence sur i;ligne par ,que
nX
j=1

j gij j< 1 et �(BGS) < 1; donc

méthode Gauss-Seidel convergent.

La méthode de Gauss-Seidel converge ssi:

k BGS k< 1 pour une norme matricielle.
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2.3. Les méthodes de Jacobi, Gauss-Seidel et relaxation

Si A est à diagonale strictement dominant, Les méthodes de Jacobi et Gauss-Seidel

convergent.

Démonstration. Avec les notations introduites aux paragraphes consacrés à . Ces

méthodes on a BJ = D
�1(E + F ); BGS = (D � E)�1F et l�on doit prouver que �(BJ) et

�(BGS) < 1:

Pour la méthode de Jacobi , on a: BJij = 0 si i = j et �
aij
aii
si i 6= j donc:

k BJ k1= max
i

X
j

j BJij j= max
i

1

j aii j
X
j 6=i

j aij j< 1

Puisque A est à diagonale strictement dominante on conclut à l�aide de la

�(BJ) �k BGS) k1< 1

Passons à la méthode de Gauss-Seidel.Nous allons montrer que � < 0 Pour toute valeur

propre � de BGS = (D�E)�1F ; l�inégalite étant évidente det((D�E)�1F � �In) = 0 d�ou
det(F � �(D � E)) = 0 autrement dit 0 est valeur propre de

�F + �(D � E) =

0BBBBBB@
�a11 a12 � � � a1n
�a21 �a22 � � � a21
...

...
...

�an1 �an2 � � ��ann

1CCCCCCA
D�apres le théoréme de Gerchgorin

(Di(A) =

(
� 2 C :j �� aii j�

X
j 6=i

j aij j
)
; 1 � i � n)

Il existe i tel que:

j 0� �aii j�
X
j<i

j �aij j +
X
j>i

j aij j

D�aprés l�hypothése on a:X
j<i

j �aij j +
X
j>i

j �aij j<j �aij j�
X
j<i

j �aij j +
X
j>i

j aij j

Ce que prouve que X
j>i

j �aij j<
X
j>i

j aij j

D�ou j � j< 1 et �(BGS) < 1:
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2.3. Les méthodes de Jacobi, Gauss-Seidel et relaxation

2.3.5 Méthode de relaxation

Principe: C�est variable de la méthode de Gauss-Seidel. Cette méthode consiste à

introduire atri�ciellement, dans la méthodede Gauss-Seidel, un paramétre ! 6= 0 2 R
tel que le systéme linéaire(2:3:9) soit remplacé par le systéme�

D

!
� E

�
x(k+1) = '(!; x(k); b) (2.3.11)

Où ' dépend de !; x(k) et b. On va ainsi obtenir une méthode itérative qui converge

pour ! = 1 et qui va converger plus rapidement par un bon choix du paramétre !:Pour cela,

on écrit la matrice A sous la forme

A =

�
D

!
� E

�
�
�
1� !
!

D + F

�
: (2.3.12)

Si on suppose (D � !E) inversible, i.e.aii 6= 0 8i;la méthode (2:1:5) s�écrit8<: x(0) donné

x(k+1) = (D
!
� E)�1(1�!

!
D + F )x(k) + (D

!
� E)�1b

: (2.3.13)

La matrice R! = (D
!
� E)�1(1�!

!
D + F ) est appelée matrice de relaxation successive

associée à A:

On peut donc écrire l�algorithme de la méthode de relaxation successive au niveau des

composants:

La suitte de vecteures x(k) de composantes(x(k)i ) est dé�nie par x
(0) quelconque et

x
(k+1)
i =

1

aii
(�!

i�1X
j=1

aijx
(k+1)
j + (1� !)aiix(k)i � !

nX
j=i+1

aijx
(k)
j + !bi); 1 � i � n

Si ~x(k+1) est le vecteur donné par la méthode de Gauss-Seidel (2:3:2), alors la méthode

de relaxation s�écrit:

x
(k+1)
i = (1� !)x(k)i + !~x

(k+1)
i (2.3.14)

C�est donc essentiellement une moyenne pondérée avec la méthode de Gauss-Seidel

� Si ! < 1 on a la méthode de sous-relaxation
� Si ! > 1 on a la méthode de sur-relaxation
� Si ! = 1 on a la méthode de Gauss-Seidel.
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2.3. Les méthodes de Jacobi, Gauss-Seidel et relaxation

Algorithme 2.3.3

- On donne le vecteur x(0) et ":

- Faire

x
(k+1)
i = x

(k)
i +

!

aii
(bi �

i�1X
j=1

aijx
(k+1)
j �

nX
j=1

aijx
(k)
j ); i = 1; 2 : : :

- Test d�arrêter si: k x(k+1)i � x(k)i k� " , 1 � i � n; k � 0:

2.3.6 Convergence de la méthode de relaxation

Théorème 2.3.2 (condition nécessaire de convergence de la matrice de relaxation)

Soit R! = (D � !E)�1 [(1� !)D + !F ] : Le rayon spectral de la matrice de relaxation par
points véri�e toujours l�inégalite

�(R!) �j ! � 1 j; ! 6= 0

Par conséquent, la méthode relaxation, par points,ne peut converge que si ! 2 ]0; 2[

Démonstration. Le résultats est évident si ! = 1:Lorsque ! 6= 1 écriveons:

R! = (D � !E)�1 [(1� !)D + !F ] :

La matrice (D � !E)�1 est triangulaire inférieure de diagonale D�1,

la matrice((1� !)D + !F ) est triangulaire supériere de diagonale (1� !)D;aussi

det(R!) = detD
�1 det((1� !)D) = (1� !)n

Comme det(R!) est le produit des valeurs propre de R! on a:j det(R!) j� �(R!)n:
Ce qui prouve que

j 1� ! j� �(R!):

Pour que la méthode converge il faut que �(R!) < 1:D�ou j 1 � ! j< 1: C�est -à-dire,

0 < ! < 2, Voir[3]:

Méthode de relaxation ou SSOR Aprés une étape de type SOR, on e¤ectue une autre

étape de même type mais en échangeant les rôles de E et F .
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2.4. Comparais de méthode de Jacobi ,de Gauss-Seidel et relaxation

On obtient:

(D � !E)x(k+1) = ((1� !)D + !F )x(k) + !b;

(D � !F )x(k+1) = ((1� !)D + !E)x(k+1) + !b:

La dénomination SSOR vient de l�anglais symétrique over relaxtion.On obtient l�itération

suivante entre x(k+1) et x(k) :

x(k+1) = s!x
(k) + !(2� !)(D � !F )�1D(D � !E)�1b

avec

s! = (D � F )�1((1� !)D + !E)(D � !E)�1((1� !)D + !F );

voir[2]:

2.4 Comparais de méthode de Jacobi ,de Gauss-Seidel

et relaxation

Le premiere concerne une comparaison la méthode de Jacobi et de

Gauss-Seidel.

Le second est un résultat de convergence qui concerne

le cas particulier où la matrice A est de type tridiagonale symétrique

dé�nie positive.

Proposition 2.4.1 voir[1] Les rayons spectraux des matrices d�iteration des méthodes de

Jacobiet de Gauss-Seidel BJ et BGS sont liées par la relation

�(BGS) = �(BJ)
2

Ainsi,les méthodes de Jacobi et de Gauss-Seidel convergent ou divergentsimulta nément.

Dans le cas où elles convergent, la méthode de Gauss-Seidel converge plus rapidement.
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2.4. Comparais de méthode de Jacobi ,de Gauss-Seidel et relaxation

Proposition 2.4.2 voir[1] Soit A une matrice symétrique, dé�nie positive tri-diagonale,alors

les méthodes de Jacobi, de Gauss-Seidel et de relaxation (pour ! 2 ]0; 2[) convergent.De
plus,ilexiste un et un seul paramétre de relaxation optimal !0donné par

!0 =
2

1 +
p
1� �(B2J)

tel que

�(BR!0 ) = inf!
�(BR!) = !0 � 1 < �(BGS) = �(BJ)2 < �(BJ):

Ce résultat découle de l�étude de la fonction ' : ! 2 ]0; 2[ ! �(BR!) qui a l�allure

suivante

Figure 2.4.1 : Courbe de la fonction �(R!) sur [0; 2]

avec

!0 =
2

1 + [1� �(BJ)2]1�2

Remarque 2.4.1 Les résultats précédents restent valables pour des matrices à coe¢ cients

complexes en remplaçant l�hypothése A symétrique par A hermitienne:
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Chapitre 3

Applications

Ce chapitre est consacré a l�application du méthodes iteratives étudié précedament.

Dans chaque application on va insisster sur les conditions du convergence du methodes

et la vitesse de convergence.

3.1 résolutions du systéme linèaires

3.1.1 1�ere application

Considérons le systéme linéaire siuvant:8>>><>>>:
10x1 + x2 + x3 = 15

x1 + 10x2 + x3 = 24

x1 + x2 + 10x3 = 33

Donc la forme matricielle est: Ax=b, x0 et " donnés

A =

0BBB@
10 1 1

1 10 1

1 1 10

1CCCA b =

0BBB@
15

24

33

1CCCA
8<: x0 =

�
0 0 0

�T
" = 10�5

La matrice A est à diagonale strictement dominante,car le condition

j aii j>
X
i6=j

j aij j;8i; 1 � i � n est verifie ona 10 > 2
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3.1. résolutions du systéme linèaires

alors les méthodes de Jacobi et de Gauss-Seidel sont convergents.

On va d�abord resoudre ce systéme par la méthode de Jacobi.

Méthode de Jacobi

x
(k+1)
1 = (15� x(k)2 � x(k)3 )=10

x
(k+1)
2 = (24� x(k)1 � x(k)3 )=10

x
(k+1)
3 = (33� x(k)1 � x(k)2 )=10

Pour k = 0

x
(1)
1 = (15� 0� 0)=10 = 1:5
x
(1)
2 = (24� 0� 0)=10 = 2:4
x
(1)
3 = (33� 0� 0)=10 = 3:3
k x(1) � x(0) k=k 1:5; 2:4; 3:3 k= 3:3 > "
Pour k = 1

x
(2)
1 = 0:93

x
(2)
2 = 1:92

x
(2)
3 = 2:91

k x(2) � x(1) k=k 0:57; 0:48; 0:39 k= 0:57
Pour k = 2

x
(3)
1 = 1:017

x
(3)
2 = 2:016

x
(3)
3 = 3:015

k x(3) � x(2) k=k 0:087; 0:096; 0:105 k= 0:105 > "
Pour K = 3

x
(4)
1 = 0:9969

x
(4)
2 = 1:9968

x
(4)
3 = 2:9967

kx(4) � x(3) k=k 0:020; 0:019; 0:0183 k= 0:02 > "
Pour K = 4
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3.1. résolutions du systéme linèaires

x
(5)
1 = 1:00065

x
(5)
2 = 2:000064

x
(5)
3 = 3:00063

k x(5) � x(4) k=k 3:75 � 10�3; 3:84 � 10�3; 3:93 � 10�3 k= 3:93 � 10�3 > "
Pour K = 5

x
(6)
1 = 0:999873

x
(6)
2 = 1:999872

x
(6)
3 = 2:999871

k x6 � x5 k=k 7:77 � 10�4; 1:92 � 10�4; 7:59 � 10�4 k= 7:77 � 10�4 > "
Pour K = 6

x
(7)
1 = 1:000026

x
(7)
2 = 2:000026

x
(7)
3 = 3:000026

k x(7) � x(6) k=k 1:53 � 10�4; 1:54 � 10�4; 1:55 � 10�4 k= 1:55 � 10�4 > "
Pour K = 7

x
(8)
1 = 0:999995

x
(8)
2 = 1:99999

x
(8)
3 = 2:999995

k x(8) � x(7) k=k 3:1 � 10�5; 3:1 � 10�5; 3:1 � 10�5 k= 3:1 � 10�5 > "
Pour K = 8

x
(9)
1 = 1:000001

x
(9)
2 = 2:000001

x
(9)
3 = 3:000001

k x(9) � x(8) k=k 6 � 10�6; 6 � 10�6; 6 � 10�6 k= 6 � 10�6 < "
la solution (1; 2; 3)t:

On va maintant résoudre le même systeme mais cette fois en utilisant la méthode Gauss-

Seidel.

Méthode de Gauss-Seidel

Pour K = 0
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3.1. résolutions du systéme linèaires

x
(1)
1 = (15� (0)� (0))�10 = 1:5
x
(1)
2 = (24� (1:5)� (0))�10 = 2:25
x
(1)
3 = (33� (1:5)� (2:25))�10 = 2:925
k x(1) � x(0) k=k 1:5; 2:25; 2:925 k= 2:925 > "
Pour K = 1

x
(2)
1 = 0:9825

x
(2)
2 = 2:00925

x
(2)
3 = 3:000825

k x(2) � x(1) k=k 0:5175; 0:24075; 0:075825 k= 0:5175 > "
Pour k = 2

x
(3)
1 = 0:998993

x
(3)
2 = 2:000018

x
(3)
3 = 3:000099

k x(3) � x(2) k=k 0:016493; 9:2232 � 10�3; 7:26 � 10�4 k= 0:016493 > "
Pour K = 3

x
(4)
1 = 0:999999

x
(4)
2 = 1:999991

x
(4)
3 = 3:000002

k x(4) � x(3) k=k 9:95 � 10�4; 2:7 � 10�4; 9:7 � 10�4 k= 9:95 � 10�4 > "
Pour K = 4

x
(5)
1 = 1:000001

x
(5)
2 = 2:000001

x
(5)
3 = 3:000001

k x(5) � x(4) k=k 0:2 � 10�5; 10�5; 10�6 k= 0:2 � 10�5 < "
La solution (1; 2; 3)t.

La solution est trouvé à partir du 8eme itération pour Jacobi mais seulement en 4eme

itération pour la méthode de Gauss-Seidel.

3.1.2 2émeapplication

Soit le systeme linéaire suivant:
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3.1. résolutions du systéme linèaires8>>><>>>:
4x1 + 3x2 = 24

3x1 + 4x2 � x3 = 30
�x2 + 4x3 = �24

a la solutions (3; 4;�5)t:on va comparer les itérations a�partir de la méthode de Gauss-
Seidel et celle de SOR avec w = 1:25 en utilisant x(0) = (1; 1; 1)T pour les deux méthodes.

Solution: Pour chaque k = 1; 2; :::; les équations de Gauss-Seidel sont

x
(k)
1 = �0:75x(k�1)2 + 6;

x
(k)
2 = �0:75x(k)1 + 0:25x

(k�1)
3 + 7:5;

x
(k)
3 = 0:25x

(k)
2 � 6;

et les équation de la méthode de SOR avec w = 1; 25 sont

x
(k)
1 = �0:25x(k�1)1 � 0:9375x(k�1)2 + 7:5;

x
(k)
2 = 0:9375x

(k)
1 � 0:25x(k�1)2 + 0:3125x

(k�1)
3 + 9:375;

x
(k)
3 = 0:3125x

(k)
2 � 0:25x(k�1)3 � 7:5;

les premiéres sept itértions pour chaque méthode sont listées dans les tablaux 1 et 2.

Pour les itérations a�n d�étre précisées a six décimales , la méthode de Gauss-Seidal a besion

de 34 itérations .par oppositions a 14 itérations pour la méthode de la SOR avec w = 1:25:

Tablaux 1

k 0 1 2 3

x
(k)
1 1 5.25000 3.140625 3.087890

x
(k)
2 1 3.81250 3.882812 3.926757

x
(k)
3 1 -5.04687 -5.029296 -5.018310

4 5 6 7

3.054931 3.034332 3.021457 3.013411

3.954223 3.971389 3.982118 3.988824

-5.011444 -5.007152 -5.004470 -5.002794
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Tablaux2

k 0 1 2 3 4 5 6 7

x
(k)
1 1 6.312500 2.622314 3.133302 2.957051 3.003721 2.996327 3.000049

x
(k)
2 1 3.519531 3.958526 4.010264 4.007483 4.002925 4.000926 4.000258

x
(k)
3 1 -6.650146 -4.600423 -5.096686 -4.973489 -5.005713 -4.998282 -5.000348

Cette application nous donne une ideé claire sur la vitesse de convergence du méthode

de sur relaxation par rapport au méthode de Gauss-Seidel.
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Conclusion Générale

Dans ce travail, nous avons étudeés les méthodes iteratives pour la résolution du systéme

déquations linèaires.

Finallement ona étudié quelques application concernant la résolution du sustéme linèaire

en utilisant les méthodes iteratives en terant conpte se la vitesse de convergence.
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Résumé: 

Dans ce travail , nous avons étudiés la résolution numérique 

d'une système d'équations linéaires ,en utilisant les 

méthodes itératives. Avec la mise en évidence du vitesse de 

convergence. 

Finalement, en a étudié quelques applications concernant la 

résolution d'une système linéaire. 

Mots clés: matrice, système d'équations linéaire, 

méthodes itératives. 

Abstract: 

In this work, we studied the resolutions of a digital system of 

linear equations with iterative methods setting evidenced 

convergence rate. 

Finally, we studied some applications concerning the 

resolution of a linear system 

    :ملخص

تم التطرق في ھذا العمل إلى الحل العددي لجمل معادلات خطیة 

في آخذین (باستعمال بعض الطرق التكراریة مع المقارنة بینھما 

  )الاعتبار سرعة التقارب 

  .   أخیرا قدمنا بعض التطبیقات المتعلقة بحل جمل معادلات خطیة
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