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Notations générales

A matrice.

T vecteur.

AT matrice transposée.

A* matrice heermitienne.

AP matrice adjoint.

AL matrice inverse.

E espace vectoriel sur le corps R.

det(A) déterminant de la matrice A.

Qa nombre complexe conjugué du nombre .
I, matrice unité, d’ordre n.
Py polynome caractéristique de la matrice A.

p(A)  rayon spectral de la matrice A.
A(A)  valeur propre de la matrice A.

o(A)  spectre de la mateice A.

By matrice de jacobi.
Bgas matrice de Gouss-seide.
Bpg, matrice de relaxation.

SOR successive over relaxation.

SSOR symetric over relaxation.
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Introduction générale

Introduction générale

Pour de systémes linéaires de grande taille,les méthodes directes (de type élimination de
Gauss ouCholeskey),peuvent s’averer trop couteuses en temps de calcul ou enplace mémoire.

L’idée est alors de ne plus chercher a résoudre exactement le systéme linéaire mais
d’approchere la solution par une suite de vecteurs, Construite & 'aide d’une formule de
récurence simple.

Ona intérét dans ce cas a utiliser des méthode itératives qui fait ’objet de notre mémoire.
Ces méthodes ne font appel qu’a des produits matrice vecteur, et ne nécessitent donc pas le
stokoge du profif de la matrice mais uniquement des termes non nuls.

On appelle méthode iterative de résolution du systéme linéaire, une méthode qui con-

0. .. 2*1) censée

struit une suite(x®)gy (ot "I'itéré" x®est calculé a partir des itérés x
converge vers la solution du systéme linéare x.

Ce mémoire est composé d’une introducation et trois chapitres, Aprés une bref citations
sur la thématique abordeé.

Ona introduit au prémiére chapitre quelque notions et definitions de base concernent
I’analyse matricielle.Quand au deuxiéme chapitre, il est cousocré au descriptien du méthodes
étudiées:

-méthode de Jacobi.

-méthode de Gauss-Seidel.

-méthode de de relaxation SOR et SSOR.

(sur-relaxation: SOR =Sccessive over relaxation).

En fin de ce chapitre, onva faire une comparaison entre ces méthodes selon leur vitesse
de convergence.

Dans le dérniere chapitre, qui présente des application ot, en utilisant les méthodes
iteratives précédantes ,en precisant les étapes qui nous a méne & la solution du systéme
linéaire proposé, en tenaut compte la comparaison effectué au deuxiéme chapitre.

Finalement ce mémoire se tremine par une conclution od en resume notre travail.



Chapitre 1

Notion géneral sur les matrices

Ce chapitre est consacré a I'ntroduction de quelques notions fondamentales,d’analyse ma-
triciells.
Nous fai sons également un rappel du certains résulitats que nous utiliserons dans les

chapitres 2 et 3.

1.1 Eléments d’analyse matricielle

Soient n et m deux entiers positifs ,on appelle matrice & n lignes et m colonnes,ou matrice
n x m a coefficients dans k un ensemble de n m scalaires a;; € k.
avec 1 = l...n et j = 1...m ,représentés dans le tableau rectangulaire suivant :
aip -+ Qin
A= PooTel On notera: A = (a;;).
Upi - Gy
Qaund k = R ou C,on ecrit respectivement A € R"*™ ou C"*™ afinde mettre enplicite-
ment en évidence le corps auquel appartiennent les elements de A.

si n = m on dit que la matrice est carreée ou d’ordre n .
Définition 1.1.1

On appellé,vecteur ligne(resp,vecteur colonne) une matrice n’ayant qu’une ligne(resp
colonne) sauf mention enplicit du contraire .

Dans le cas n = m = 1,la matrice désigne simplement un scalaire de k.



1.1. Eléments d’analyse matricielle

X
Exemple 1.1.1 2= | v=(z - xz, ).

Tn

1.1.1 Opérations sur les matrices

Somme de deux matrices Soit A = (a;j)nxm €t B = (b;j)nxm,alors la matrice C' =

(Cij)nxm o0 C = A+ B est tel que:

Vi = ]_, ,n \V/j = ]_, R Cij = Qg5 + bU
Exemple 1.1.2 )
1 2 4
A= , B=
3 4 6 0
1 2 2 —4 1+2 2-4 3 =2
3

4 6 0 3+6 440 9 4

Produit matricielles Soit A = (ai;j)nxm €t B = (bij)mxp,alors la matrice C' = (¢;;)nxp OU

C = A x B est tell que.:

Vi = 1, . n V] = 1, P Cij = Zaikbkj.
k=1
Exemple 1.1.3
1 2 2 —4
A — B =

3 4 6 0
1 2 2 —4 (1x2)+(2x6) (1x—4)4+(2x0) 14 —4
3 4 6 0 (B3x2)+(4%x6) (3x—4)+(4x0) 30 —12

Soit A = (a;;)nxm €t @ € R alors la matrice B = (b;;)nxm 00 B = aA est telle que:

Wzl,...,n ijl,,n bij:a(aij)



1.1. Eléments d’analyse matricielle

Exemple 1.1.4

A= pour o = 2
3 4
2 4
aA=2A=2 =
3 4 6 8

1.1.2 Matrices particulieres

Matrices égales Deux matrices A = (a;;) et B = (b;;) sont égales si :
Q5 = bij VZJ
On note:A = B.

Transposée d’un matrice  Soit A =(a;j)nxm alors la matrice transpose A" = (b;;)mxn

est telle que:

Wzl,...,n VJ:17...,TLI bwzaw

Matrice adjointe On appelle matrice adjointe .d’une matrice A la matrice notée A* telle

que:

Matrice symétrique c’est une matrice A carrée telle que:

Ai5 = Aj; VZ,].

Matrice antisymétrique c’est une matrice carrée telle que:



1.1. Eléments d’analyse matricielle

aij = —CL]'Z' V’l,j

Matrice diagonale C’est une matrice carrée telle que :

Matrice identite la matrice identite est definie par:

1 sii=j

0 si 1#£]

CLZ‘j =

Matrice triangulaire supérieure C’est une matrice U telle que:

Uij:O Z>],
ui; # 0 1<

Matrice triangulaire inférieure C’est une matrice L ot

lij:O i<j,
Lij #0 i<

Matrice orthogonale C’est une matrice telle que :

A'A = AA* =T ouencore: A™' = A

Dans ce cas, les vecteurs lignes (ou colonnes) constituant la matrice A sont orthogonaux

et ont pour éléments leurs cosinus directeurs.
Matrice hermitienne c’est une matrice A* telle que :
a,; =ay; Vi,j ow A" = A

J

C’est donc une matrice égale a sa matrice adjointe.



1.1. Eléments d’analyse matricielle

Matrice a diagonale dominante On dit que la matrice A est & diagonale strictement

dominante si

i#£]

Définition 1.1.2 On se donne la matrice A = (a;;) € M, (k).
e On appelle trace de A,

tT(A) = Za“
i=1

Déterminant d’une matrice A une martrice carrée A on peut associer une quantité

scalaire appelée déterminant et noté det(A) calculée par

det(A) = Z(—l)Taljl.ang e anjn

(67

Ou ji, ja, ..., Jn représente une des n! permutation possibles des entieres 1,2,...,n .
J15J25 J Y p p y 4y

La somme étant faite sur toutes les (a« = n!) permutations possibles.

Pour une permutations de j, jo, . . ., j, on définit pour chaque produit ayj,.asj, . . . @y, le
nombre de traspositions requises pour arranger la séquence jq, jo, . . . , jn dans ’ordre naturel
1,2,...,n.

Ce nombre de traspositions est noté 7.

Exemple 1.1.5

det(A) = (—1)°(4x2x 1)+ (D' A x0x =2)+(=1)2(0x 0 x 1)+ (=1)3(0 x =2 x 1) +
(=42 x =2 x =2) + (=1)°(2 x 2 x 1).
det(A) = 12.

Mineur Soit une matrice carrée A d’ordre n, si 'on supprime la iéme ligne et la jéme
colonne ,le déterminant de la matrice d’ordre (n— 1) obtenue est appelé mineur associé

a I’élément a;; de la matriceA.



1.1. Eléments d’analyse matricielle

On le note m;;.

Un mineur de A dont les éléments diagonaux sont aussi des éléments diagonaux de A

est appelé "mineur principal" de A.

Cofacteur Dans une matrice carrée A d’ordre n,on appelle cofacteur de I'élément a;; le

terme s;; = (—1)""m;;..Calcul d'un déterminant

Le déterminant peut s’obtenir par I'intermédiaire des cofacteurs.

det(A) = Zaijsij s
j=1

(suivant la ligne 7 ).

Ou:

(suivant la colonne j ).

si; étant le cofacteur de I'élément a;;.

Exemple 1.1.6

4 0 2
A= -2 2 0
1 =21
2 0 -2 0 -2 2
det(A) = (4) det — (0) det + (2) det
-2 1 1 1 1 =2

det(A) = 12.voir [6] .
Propriéte dans le cas des matrice carrées d’order n,

1. det(awA)= o™ det(A)
2. det(A.B)= det A.det B = det(B.A)
3. det(A)T = det(A)



1.1. Eléments d’analyse matricielle

Exemple 1.1.7

12 2 —4 . (13
3 4 6 0 2 4
1.
a 2o 5 ) ) —4
det(aA) = det = det(4a” — 6a”) = —2a°. det
3a 4o 6 0
n=2
2 -4
o det =a?(—2) = —2a2
6 0
2.
1 2 2 -4 1 2 2 -4
det (A.B) = det : = det - det
3 4 6 0 3 4 6 0
2 -4 1 2
= det - det =det(B-A)=(-2)-(24) = —48
6 0 3 4
3.

det (A) = (1x4)—(2x3)=-2

det(A)T = (1 x4) - (2x3)=-2

1.1.3 Inverse d’une matrice

Dans R™*™ le produit matriciel est défini pour tout couple d’éléments et la matrice I,
estneutre pour ce produit
VA e R™": [,.A= A= A.I, on définit alors la notion de matrice inversible.
La matrice A € R"*"est inversible (ou réguliére )
Si: JALe R A 'A=1,=AA"1
lorsque élle existe A~ 'est appelée la matrice inverse de A cependant toutes les matrice

carrées non nulles c’est-a-dire distinctes de 0,5, , ne sont pas forcément inversibles



1.1. Eléments d’analyse matricielle

les matrices non inversibles sont aussi qualifiées de singuliéres

Si A est une matrice inversible d’ordre n ,alors;

B 1
~ det

ol c’est la matrice de coefficients A;; 1;7 =1,2,...,n, par conséquent.

A C = (adjA)".

Proposition 1.1.1 wvoir [5] une matrice carre est inversible si et seulement si son détermi-

nant est non nul.

Exemple 1.1.8

4 0 2
A=1 -2 2 0
1 -2 1
2 2 2 2 —4 —4
adjA=| —4 2 8 (adjA) =] 2 2 -4
—4 —4 8 2 8 8

Dans ’exemple suivante,onva donner la matrice de trouver le royon spectrale aprtir

des valeur propres

29 4 —4 2 =4 =4 1 =1 =1

PRSI DR T I T
T det AV T =Tl 2 2 = | T|s 8 B

2 8 8 1 2 2

2 8 8 o1 12 5 3 3

dans le cas d’une matrice diagonale inversible, I'invese est en core une matrice diagonale

ayunt pour éléments les inverese des éléments de la matrice.
Proprietés: wvoir[2]
Si A € R™" est inversible alors:

A~1 est inversible et (A71)"1 = A
AT est inversible et (A7)~ = (A~HT



1.2. Normes matricielles

Va € R : (A) est inversible et (ad)™ =147
Si A.B € R™™ sont inversibles,alors leproduit A.B est inversible et (AB)™! = B71A~L.

Dans le cas d’'une matrice carrée d’ordre n,est inversible donc

1
~det A

det(A™)

1.1.4 Valeur propre et vecteur propre

1. Soit A€ Cet A € M,(C):
pa(A) =det(A — AL,,)

est le polynome caractéristique de la matrice A,étant de degré n par rapport a .

2. Soit A une matrice carrée d’ordre n a valeur réelles ou complexes;On dit que A € C une
valeur propre de A §’il existe un vecteur non nul x € C" tel que Ax = Az le vecteur x
est le vecteur propre associé & valeur pripre A et ’ensemble des valeurs ppropres de A
est appellé spectre de A on le note o(A).On dit que x et y sont respectivement vecteur

propre a droite et vecteur propre a gauche de A associé a la valeur propre \ si:

Ax = My, y"A = \y*.

3. On appelle rayon spectral de A la quantité p(A) = max {|\|; A € C, X valeur propre de A}.

1.2 Normes matricielles

étant donné une norme vectorielle ||.|| sur C”,
I'application ||.|| = A, (C) — R defini par:
Av
R e N L7
{VEC” {VE(C" {VG(C"
v#0 vl <1 vl =1

est une norme matricielle apppelée norme suptordonnée a la norme donnée On a:

10



1.2. Normes matricielles

| Av|| < ||A]l ||v]] pour tout v € C"

et que la norme||A|| peut aussi se définir par :

|A|| =inf{a e R: ||Av|| < alv|| : Vv € C"}

Soit A = (aj;;) une matrice carrée,alors

H
HA”l =su maX |a”\
Pl H1

A1, = sup Sl = /oA = (AR = | 47)

A
JAll, = sup Hn = = max Sl

'application ||.||; : A, — R définie par:

||AHE = [Z \aij|2] = [tT(ATA)]%

ij
Soit A une matrice carrée quelconque et ||.|| une norme matricielle ,sutordonnée ou non
,quelconque alors p(A) < ||A]].
Démonstration. A valeur propre de A 9v # 0,/ Av = A\v.
et [|Av]] = [A[flw[l < [JAI[lv]] v # 0, done |A] < [JA]}, VA = max; |A;] = p(A) < [|A]|.
Etant donnée une matrice A et un nombre ¢ > 0.il erust au moins une norme matricielle

subordonnée, telle que:

[A]l < p(A) +¢

1.2.1 Systémes linéaires

Tout systéme linéaire s’écrit:

11



1.2. Normes matricielles

1171 + 12T + « - + ATy = by

A21T1 + Q22X + *+ + + Ao Ty, = b2

| @n1T1 + ApoZo + -+ QT = by,
Ouvi=1,...,n,Vj=1,....m:ab; € R
ou,sous forme matricielle: AX = B,ou A = (aij)nxm, B = (bi)nx1 €t X = (T;)mx1-
Une solution de ce syétme est un vecteur X = (z; )x1 dont les composantes vérifient
simultanément toutes les équations du systéme.
On distingue divers types de systémes:
systéme carré si m = n;
systéme de Cramer si le systéme est carré et A est une matrice inversible;
systéme homogéne si B = 0;
systéme impossible s’il n’admet aucune solution (équations incompatibles);

systéme compatible s’il admet au moins une solution;

systéme indéterminé s’il admet plusieurs solution.

21+ bxe =1
35(]1 — 2[)’22 =0
2 . .
est un systéme carré non homogéne.Comme, en outre,det = —19 # 0, il s’agit
3 =2
d’un systéme de Cramer.
2I1 + 5$2 =1
2371 + 51’2 =2
est un systéme carré non homogéne impossible (les deux équation sont contradictoires)
) 2 5
.Ce n’est pas un systéme de Cramer puisque det =0
2 5

2ZL’1+5SL’2+$3:0
2$1+2I’2—I3:O

est un systéme non carré (2 équations a 3 inconnues) homogéne.

Les systéme de Cramer jouissent de la propriété suivante aui en facilite la résolution.

12



1.2. Normes matricielles

Propriété le systéme de Cramer AX = B admet la solution unique X = A~'B,qui

s’exprime aussi sous la forme:

1 .
T; = det A det(Al...Aj_lBAj+1...An), ] = 1, Lo,y
ik
ou A, = : est la K-éme colonne de A.
Ank
. 2;U1 + 5%2 =1
Exemple 1.2.1 Soit le systéme de Cramer
3[E1 - 21‘2 =0
Il a pour unique solution :
-1
T 2 5 1
Zo 3 =2 0

qui se calcule plus aisément en utilisant la propriété ci-dessus:

= }lgdet

T2 = 75
xgz}lgdet

\

Propriété  Si le systéme linéaire AX = B admet deux solutions distinctes, alors il en

admet une infinité.

Les systéme homogénes admettent toujours (au moins) la solution nulle:

$j = O, j: 1,...,m.

Les solutions d’un systéme non homogéne compatible (ce qui n’est pas toujours le cas!)

AX = B peuvent étre obtenues grace a celles du systéme homogéne associé AX = 0, voir[2] .

13



Chapitre 2

Méthodes iteratives pour résoudre

des systémes d’équations linéaires

Pour des systémes linéaires de grande taille, les méthodes dirctes (du type élimination de
Gauss ou Cholesky), peuvent s’avérer trop cotituses en temps de calcul ou en place mémoire.

L’idée est alors de ne plus chercher a résoudre exactement le systéme linéaire mais
d’approchersa solution par une suite de vecteurs, construite a 1’aide d’une formule de récur-

rence simple.

2.1 Principes généraux

Soit A € M, (R)une matrice réguliére et b € R"donnes.

Toutes les méthode itératives pour la résolution du systéme linéaire:
Ax =1 (2.1.1)

Sont basées sur le principe siuvant:

On cherche & écrire A sous la forme
A=M—-N (2.1.2)

ou M est une matrice assez facilement inversible c’est -a-dire pratiquement diagonale ou

triangulaire le systéme lineair s’ecrit alors:

(M —N)zx=b< Mz =Nz+b (2.1.3)

14



2.2. Méthodes de décomposition

alors:

z=M"'Nz+M'b (2.1.4)

cette derniére équation suggére alors le processus itératif siuvant:

z© donné
(2.1.5)
g ET) = MN2z®) + M~1b
2.2 Meéthodes de décomposition
Considérons,pour commencer,les méthodes itératives de la forme,
O donné ; g*+) = Ba® 4 ¢ k>0 (2.2.1)

ol B désigne une matrice carrée n X n appelée matrice d’interation et ou ¢ est un vecteur
dépendant de b (le second membre du systéme & résoudre)on peut associer la méthode
itérative de la forme(2.1.5).

En effet Az = b s’ecrit Mz = Nz + b. la méthode (2.1.5) est bien du type (2.2.1) avec
B=M"Netc= M"1bh

Proposition 2.2.1 Soit A € M,(C) inversible et A = M — N décomposition de A .la
condition nécessaire et suffisante que pour z*) definit par (2.1.5) converge vers x,solution

de (2.1.1),et que:

1. lim B¥=0
k—4o00
2.p(B) < lsie tseulement si, lim Bk =0
——400
2. ||B|| < 1,]|.]| est norme induite.

Démonstration. 1. La méthode (2.2.1) est supposée consistante.
Donc ¢ = (I — B)A™'b. D’ou Vk, 2%V — » = B(2®) — z). par récurrence on a:
2D g = BEF(20) _ g).
La méthode (2.2.1)est donc covergente si et seulement si:
klinolo BF (20 — 2) = 0,z € C".C’est-a-dire si et seulement si: kh—>Holo BFy =0,
Vy € C".Ce équvaut a klg& B* = 0 dans l'espace M,,(C).

2.5i p(B) < 1 garce au résultat d’approximation du rayon spectrale, donc il existe £ > 0

15



2.3. Les méthodes de Jacobi, Gauss-Seidel et relaxation

tel que p(B) < 1 — 2¢ et une norme indiuit ||.||5 . tels que
lpe =< p(B)+e=1—c<1.

comme ||.|| ;. est une norme matricielle, on a || B¥ < ¥ — 0, lorsque k — 0o.Comme

HB,E
I'espace M, (R) est de dimension finie, toutes les normes sont équivalentes, et on a donc

||BkHB,8 — 0 lorsque k& — 0.

Montrons maintenant la réciproque: supposons que B*¥ — 0 lorsque k& — oo, et
montrons que p(B) < 1. Soient A une valeur propre de B et x un vecteur propre associé.
Alors

Bfx = MNex et si B¥ — 0, alors B¥ — 0, et donc \*z — 0, ce quii n’est possible que si
| A |< 1. D’ou le résultat.
3.5il existe une norme induit notée ||.|| telle que ||M~'N|| < 1, alors p(M~'N) < 1
et donc la méthode converge ce qui précede. Réciproquement, si la méthode converge
alorsp(M~'N) < 1, et donc il existe n > 0 tel que p(M~'N) = 1 — 5. Prenons maintenant
= 1 il existe une norme induite |.| telle que ||[M~'N|| < p(M~'N)+e < 1,ce qui démontre

le résultat. m

2.3 Les méthodes de Jacobi, Gauss-Seidel et relax-

ation

2.3.1 Meéthode de Jacobi
Le systéme linéaire (2.1.1) s’écrit:

p

n
E Q105 = bl
Jj=1

Zaijwj =b; ,pour2<i:<n-—1 (2.3.1)
j=1

n
E Ap;T; = bn
J=1
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2.3. Les méthodes de Jacobi, Gauss-Seidel et relaxation

La méthode de jacobi consiste a chaque itération K, a résoudre chaque équation par

rapport & I'une des variables, les autres étant fixées a leurs valeurs obtenues a l'iteration

précédente. Soit donc le vecteur z(*) donné, alors on détermine successivement les com-

posantes de z**1) par les formules:

\

;3 T

n

anl‘gkm = b1 — Zaljl’gk)

=2
z('k+1) =b, — Z aijlék), pour 2<i<n-1 (232)
J=13#]
n—1
™ = b, — Zanj$§‘k)
j=1

Les formules précédentes ne définissent effectivement z*+1) que si les coefficients diago-

naux de A sont tous non nuls. Ceci n’est pas une restriction, car on peut démontrer

que si une matrice est inversible, il existe une permutation de ses lignes telle que tous les

¢éléments de la diagonale de la matrice ainsi obtenue sioent non nuls.

Principe On suppose que la matrice carrée A vérifie a;; # 0 pour tout 7,1 <7 < n et on

pose

Ainsi ona:

avec

A=D—(E+F) (2.3.3)

A=| -E D —-F |,

- D matrice diagonale contenant la diagonale de A,

- E matrice triangulaire Inférieure (triangle inférieur de —A),

- F matrice triangulaire supérieure (triangle supérieur de —A).

Avec ces notations on peut écrire le systéme (2.1.1) sous la forme:

Dz =(E+ F)z+b (2.3.4)
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2.3. Les méthodes de Jacobi, Gauss-Seidel et relaxation

Si on suppose que D est inversible, la méthode de Jacobi s’ecrit;

2 donné
(2.3.5)
2+ = DY E 4+ F)z® + Db,k > 0.

La matrice BJ = D™Y(E + F) = I — D' A est appelée matrice de Jacobi associée a A.
(k)

la suite de vecteurs z(*) de composantes (z;") est définit par:

) quelconque et

(k1) _ 1 - (k) ,
J=L11F)

Algorithme 2.3.1

- On donne le vecteur z@et .

- Faire:

2D = (- > aye™ £ b;) ag k> 0,1<i<n
=LA

-Test d’arréter si:||a*+) — 2®)|| < & Voir[4].

Remarque 2.3.1 Si on a des nules dans diagonale de A, il suffit de multiplier la matrice
A par une matrice de permutation pAx = pb,

On multiple sur les lignes méme chose pour b.

2.3.2 Convergence de la méthode de Jacobi

Théoréme 2.3.1 une condition nécessaire et suffisante pour que l’algorithme deJacobi con-
verge,
indépenpemment de la condition initiale (%, est que p(By) < 1 ou

p(Bjy) = max | Ai |, \i :valeur propre de B

1. Si A est matrice & diagonale fortement dominate alors: klim B% = 0 (et donc la
méthode de Jacobi converge)
2. Si la méthode Jacobi converge alors lasuite (z(%));>, converge vers la solution z* du

systéme Ax = b.
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2.3. Les méthodes de Jacobi, Gauss-Seidel et relaxation

Démonstration. 1) Il suffit de montrer que p(B;) = p(D"Y(F + F)) < 1 on a
By = (b;) = D™Y(E + F),Donc b;; = 0,et b;; = ;‘;’, i # j de(2.1.2) on déduit que;

n

Z | b |=| = | Z | a;; |< 1 et p(By) < 1.Donc la méthode de Jacobi est

Qi
J=1i#] J=1i#]
convergente. m

Corollaire 2.3.1 Lorsque les matrices A et 2D — A sont définie positives et si A est

symétrique,la méthode Jacobi converge.

Démonstration. Soit A=D—F—F =— D=A+F+F =—=2D=A+FE+F+D =
2D - A=D+FE+F M*"+N=D+E+F =2D — Atellque: M* =D+ Fet N=F. m

2.3.3 Meéthode de Gauss-Seidel

Il s’agit d’'une modification de la méthode de Jacobi qui consiste pour chaque

équation les composantes de z*+1) déja calculées, ceci conduit aux formules:

; n
k+1
Clllflfg = - Zaljxg )
j=2
i—1 n
k+1) k+1) k .
aml’( = awxg Z aijx§. ), pour 2 <i<n-—1 (2.3.7)
J=1 J=itl
n—1
k-+1 E+1
amx% ) = b, — Zanjxg ),
\ J=1

Sous forme matricielle cela revient a écrire le systéme (2.1.1) sous la forme:
(D — E)x=Fz+b. (2.3.8)

Ou les matrices D, E et F' ont été données dans le paragraphe référencé sur la méthode

de Jacobi.

Principe: Cette méthode utilise la décomposition A = (D — E) — F. la matrice D — E
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2.3. Les méthodes de Jacobi, Gauss-Seidel et relaxation

est triangulaire inférieure donc facile a inversei, e a; # 0 Vi,la méthode (2.2.1).0On ob-
tient:
7(© donné

(2.3.9)
2+ = (D — E)"'F2® 4 (D — E)~'b

La matrice Bgs = (D — E)'F est appelée matrice de Gauss-Seidel associ¢e a A. La
(k)

suite de vecters z(¥) de composantes (x;"") est définie par: z©quelconque et

i—1 n
1
w " = (=D e = D aya +b), 1< i< (2:3.10)
1 j=1 j=i+1

Algorithme 2.3.2

-On donné le vecteur 2@t e

-Faire -
k+1) 1 (k+1) (k) :
T; = a—ii(bi — Zlaijxj - Zﬂaijxj ), 1 <i<n.
j= j=i

-Test d’arréter si:|| mgkﬂ) - xl(-k) I<e1<i<n.

2.3.4 Convergence de la méthode de Gauss-Seidel

Proposition 2.3.1 La méthode Gauss-Seidel converge si: p(Bgs) < 1.

Démonstration. Il suffit de montrer p(Bgs) = p((D — E)'F) < 1

On a, Bgs = (9;) = (D — E)"'F

(D — E)™ = [D(I—D'E)]" donc Bgg = (I — D™'E)"*D™'F or E est strictement
inférieure, donc D~'E également et

(I-D'E)'=I+D''E+ (D 'E)?+ ..+ (D 'E)" 1 (DE)=0

Bgs=D'F+D'ED'F+ .. + (D_lE)"_lD_II;1

On montre par récurrence sur i;ligne par ,que Z | i |< 1 et p(Bgs) < 1, donc
j=1
méthode Gauss-Seidel convergent.

La méthode de Gauss-Seidel converge ssi:

| Bas ||< 1 pour une norme matricielle.
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2.3. Les méthodes de Jacobi, Gauss-Seidel et relaxation

Si A est a diagonale strictement dominant, Les méthodes de Jacobi et Gauss-Seidel
convergent. H
Démonstration. Avec les notations introduites aux paragraphes consacrés a . Ces
méthodes on a By = D Y(E + F),Bgs = (D — E)"'F et I'on doit prouver que p(Bj) et
p(Bgs) < 1.

Pour la méthode de Jacobi , on a: By, =0sii=jet —

a;j

si ¢ # j donc:

Qi

2: 1
T 7 i | ay |4
J J#

Puisque A est a diagonale strictement dominante on conclut a ’aide de la

p(By) <[l Bas) [lso< 1

Passons a la méthode de Gauss-Seidel.Nous allons montrer que A < 0 Pour toute valeur
propre A de Bgs = (D — E)~'F; I'inégalite étant évidente det((D — E)~'F — \I,,) = 0 d’ou
det(F — A\(D — E)) = 0 autrement dit 0 est valeur propre de

Aajr @iz Qg
Aag1 Aagg - - ag

~F 4+ XD~ E)=

A1 AQp2 - Ay,

D’apres le théoréme de Gerchgorin

(Di(A):{)\GCZ’)\—aii‘SZ‘aij’},1§i§n)

i
Il existe 7 tel que:

10— Aai; [< )| Aag; [+ [ aij |

j<i j>i
D’aprés I'hypothése on a:
D I Aag [+ Aaig 1<) Aagg 1<) Aag [+ | ay |
j<i j>i j<i j>i
Ce que prouve que

D hai (<> L ai |

j>i j>i
Dou|A|<letp(Bgs) <1l m
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2.3. Les méthodes de Jacobi, Gauss-Seidel et relaxation

2.3.5 Meéthode de relaxation

Principe: C’est variable de la méthode de Gauss-Seidel. Cette méthode consiste a
introduire atrificiellement, dans la méthodede Gauss-Seidel, un paramétre w # 0 € R

tel que le systéme linéaire(2.3.9) soit remplacé par le systéme

D
(— - E) s * ) = p(w, z®) b) (2.3.11)

w

Ou ¢ dépend de w,z*) et b. On va ainsi obtenir une méthode itérative qui converge
pour w = 1 et qui va converger plus rapidement par un bon choix du paramétre w.Pour cela,

on écrit la matrice A sous la forme

A (9 _ E) _ (1_—“’0 + F) (2.3.12)

w w

Si on suppose (D — wkE) inversible, i.e.a; # 0 Vi,]la méthode (2.1.5) s’écrit

7(© donné
. (2.3.13)
g* ) = (2 — By~ (2D 4+ F)z®) + (2 — B)~1p
La matrice R, = (2 — E)™* (12D + F) est appelée matrice de relaxation successive

associée a A.
On peut donc écrire l'algorithme de la méthode de relaxation successive au niveau des
composants:

La suitte de vecteures z*) de composantes(x Ek)) est définie par 2(*) quelconque et

xikﬂ wZaU (k+1) a“x( — Z QijT; —l— wh),1<i<n
Jj=t+1

Si 7k+1) est le vecteur donné par la méthode de Gauss-Seidel (2.3.2), alors la méthode
de relaxation s’écrit:

7

C’est donc essentiellement une moyenne pondérée avec la méthode de Gauss-Seidel
e Si w < 1 on ala méthode de sous-relaxation
e Si w > 1 on a la méthode de sur-relaxation

e Si w =1 on a la méthode de Gauss-Seidel.
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2.3. Les méthodes de Jacobi, Gauss-Seidel et relaxation

Algorithme 2.3.3
- On donne le vecteur (¥ et ¢.
- Faire
i—1 n

xEkH) = xgk) + i(bZ - Zaijx(.kﬂ) - Zaijx(-k)),i =1,2...

J J
a
w j=1 j=1

- Test d’arréter si: || xz(-kﬂ) - :L‘Ek) I<e, 1<i<n,k>0.

2.3.6 Convergence de la méthode de relaxation

Théoréme 2.3.2 (condition nécessaire de convergence de la matrice de relaxation)
Soit R, = (D —wE) ' [(1 —w)D +wF|. Le rayon spectral de la matrice de relazation par

points vérifie toujours l'inégalite
:0<Rw) Z| w—1 |7w 7&0
Par conséquent, la méthode relaxation, par points,ne peut converge que si w € |0,2]

Démonstration. Le résultats est évident si w = 1.Lorsque w # 1 écriveons:
R,=(D—wE) ' [(1-w)D+wkF].

La matrice (D — wFE)™! est triangulaire inférieure de diagonale D!,

la matrice((1 — w)D + wF') est triangulaire supériere de diagonale (1 — w)D,aussi

det(R,) = det D~ det((1 —w)D) = (1 — w)"

n

Comme det(R,,) est le produit des valeurs propre de R, on a:| det(R,,) |< p(R,)".
Ce qui prouve que

|1 —w|< p(Ry).

Pour que la méthode converge il faut que p(R,) < 1.Dou | 1 —w |< 1. Clest -a-dire,

0 <w <2, Voir[3]. m

Méthode de relaxation ou SSOR Aprés une étape de type SOR, on effectue une autre

étape de méme type mais en échangeant les roles de F et F'.
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2.4. Comparais de méthode de Jacobi ,de Gauss-Seidel et relaxation

On obtient:

(D — wE)z®™ ) = (1 = w)D + wF)z® + wb,

(D —wF)z® ) = (1 — w)D 4+ wE)z* Y 4 wb.

La dénomination SSOR vient de I’anglais symétrique over relaxtion.On obtient I'itération
suivante entre z* D et £*)
2D = 5 2 ®) 4 (2 — W) (D —wF)'D(D — wE)™'

avec

5o =(D—F)Y(1-w)D+wE)(D - wE) (1 —w)D + wF),

voir[2].

2.4 Comparais de méthode de Jacobi ,de Gauss-Seidel
et relaxation

Le premiere concerne une comparaison la méthode de Jacobi et de
Gauss-Seidel.
Le second est un résultat de convergence qui concerne
le cas particulier ou la matrice A est de type tridiagonale symétrique

définie positive.

Proposition 2.4.1 voir[l] Les rayons spectraux des matrices d’iteration des méthodes de

Jacobiet de Gauss-Seidel By et Bgs sont liées par la relation

p(Bgs) = p(B;)?

Ainsi,les méthodes de Jacobi et de Gauss-Seidel convergent ou divergentsimulta nément.

Dans le cas ou elles convergent, la méthode de Gauss-Seidel converge plus rapidement.
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2.4. Comparais de méthode de Jacobi ,de Gauss-Seidel et relaxation

Proposition 2.4.2 voir[l] Soit A une matrice symétrique, définie positive tri-diagonale,alors
les méthodes de Jacobi, de Gauss-Seidel et de relaxation (pour w € 10,2[) convergent.De

plus,ilexiste un et un seul paramétre de relaxation optimal wydonné par

Wo

2
T+ /T (B

tel que

p(Br,,) = inf p(Br,) = wo — 1 < p(Bas) = p(B;)* < p(By).

Ce résultat découle de ’étude de la fonction ¢ : w € ]0,2[ — p(Bg,) qui a lallure

suivante
p(Bas(w))
1
|
p(Bgs) = p(B;)* :
|
wp—1 :
|
|
1
1 Wy 2 w
Figure 2.4.1 : Courbe de la fonction p(R,,) sur [0, 2]
avec

B 2
141 (B,

Wo

Remarque 2.4.1 Les résultats précédents restent valables pour des matrices & coefficients

complezes en remplacant I’hypothése A symétrique par A hermitienne.
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Chapitre 3

Applications

Ce chapitre est consacré a I'application du méthodes iteratives étudié précedament.
Dans chaque application on va insisster sur les conditions du convergence du methodes

et la vitesse de convergence.

3.1 résolutions du systéme linéaires

3.1.1 1°¢ application

Considérons le systéme linéaire siuvant:
10371 + X2 + 23 = 15
T+ 101’2 + 3 = 24

x|+ xo + 101’3 =33
Donc la forme matricielle est: Ax=b, xq et ¢ donnés

10 1 1 15 ( T
ro=1{(0 0 o)
A= 1 10 1 b= 24 ’
e=10""°
1 1 10 33

La matrice A est a diagonale strictement dominante,car le condition

|aii|>Z|aij |,Vi,1<i<mn estwverifie ona 10 > 2
i#£]
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3.1. résolutions du systéme linéaires

alors les méthodes de Jacobi et de Gauss-Seidel sont convergents.

On va d’abord resoudre ce systéme par la méthode de Jacobi.

Meéthode de Jacobi

2 = (15 — 2P — 2 /10
xgkﬂ) = (24 — xgk) - xék))/lo

2 = (33 — 2P — 2 /10

Pour £k =0

2V =(15-0-0)/10=15

zy) = (24— 0-10)/10 = 2.4

73 = (33-0-0)/10 =3.3

| 2 — 2 ||=| 1.5,2.4,33 [|=33 > ¢
Pour k=1

2% =093

2% =1.92

2P =291

| 2@ — 20 ||=] 0.57,0.48,0.39 ||= 0.57
Pour £k =2

2P = 1.017

2 = 2.016

2 =3.015

| 23 — 2@ ||=[| 0.087,0.096,0.105 ||= 0.105 > ¢
Pour K =3

2\ = 0.9969

z$Y = 1.9968

2 = 2.9967
|2 — 20 ||=]| 0.020,0.019,0.0183 ||= 0.02 > ¢
Pour K =4
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3.1. résolutions du systéme linéaires

2% = 1.00065

2% = 2.000064

=) = 3.00063

| 2@ — 2@ ||=| 3.75-1073,3.84-1073,3.93 - 1073 ||= 3.93- 1073 > ¢
Pour K =5

2% = 0.999873

28 = 1.999872

28 = 2.999871

| 2% — 2° ||=|| 7.77-1074,1.92 - 1074,7.59 - 10~* || = 7.77- 1074 > ¢
Pour K =6

2{" = 1.000026

2 = 2.000026

2{) = 3.000026

| M — 20 ||=| 1.53- 1074, 1.54-1074,1.55 - 10~* ||= 1.55 - 107* > ¢
Pour K =7

2®) = 0.999995

2 =1.99999

=) = 2.999995

| 2® — 2™ ||=| 3.1-107°,3.1-107°,3.1-107° ||=3.1- 107° > ¢
Pour K =8

2 = 1.000001

2% = 2.000001

2% = 3.000001

| 2 —2® ||=)6-107%6-10756-107° |=6-10"° < ¢

la solution (1,2, 3)".

On va maintant résoudre le méme systeme mais cette fois en utilisant la méthode Gauss-

Seidel.

Méthode de Gauss-Seidel

Pour K =0
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3.1. résolutions du systéme linéaires

2V = (15— (0) = (0)) /10 =15

(
2 = (24 — (1.5) — (0)),/10 = 2.25
2 = (33— (1.5) — (2.25)) /10 = 2.925
| 2@ — 2 ||=|| 1.5, 2.25, 2.925 ||=2.925 > ¢
Pour K =1
2% =0.9825

2 = 2.00925

2 = 3.000825

| 22 — 2 ||=|| 0.5175, 0.24075, 0.075825 ||= 0.5175 > ¢

Pour kK =2

2% = 0.998993

2% = 2.000018

2§ = 3.000099

| 23 — 2@ ||=|| 0.016493, 9.2232- 1073, 7.26- 10~ ||= 0.016493 > ¢
Pour K =3

2% = 0.999999

2 = 1.999991

2$Y = 3.000002

| 2® —26) ||= 9.95-107%, 2.7-1074,9.7-107* ||= 9.95-107* > ¢
Pour K =4

2% = 1.000001

2% = 2.000001

2% = 3.000001

| 2 — 2@ ||=0.2-107%, 107°, 1075 |=0.2-107° < ¢

La solution (1,2, 3)".

La solution est trouvé a partir du 8¢ itération pour Jacobi mais seulement en 4°"¢

itération pour la méthode de Gauss-Seidel.

3.1.2 2%megpplication

Soit le systeme linéaire suivant:
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3.1. résolutions du systéme linéaires

4[)31 + 3%2 =24
3331 —|—4{1§‘2 — T3 = 30
—x9 +4dx3 = —24

a la solutions (3,4, —5)".on va comparer les itérations a’ partir de la méthode de Gauss-

Seidel et celle de SOR avec w = 1.25 en utilisant (%) = (1,1,1)” pour les deux méthodes.

Solution: Pour chaque k = 1,2, ..., les équations de Gauss-Seidel sont

2 = —0.75207 46,
2 = —0.752F +0.252 Y 4+ 7.5,

2 = 02528 — 6,

et les équation de la méthode de SOR avec w = 1, 25 sont

2 = —0.25:%7) — 0.937525 ) + 7.5,
o = 0937521 — 02508V + 0312505 + 9.375,

2 = 03125287 — 0.252 " — 7.5,

les premiéres sept itértions pour chaque méthode sont listées dans les tablaux 1 et 2.
Pour les itérations afin d’étre précisées a six décimales , la méthode de Gauss-Seidal a besion

de 34 itérations .par oppositions a 14 itérations pour la méthode de la SOR avec w = 1.25.

Tablaux 1
k1|10 1 2 3 4 5 6 7
:zrgk) 11| 5.25000 | 3.140625 | 3.087890 | 3.054931 | 3.034332 | 3.021457 | 3.013411
xék) 1| 3.81250 | 3.882812 | 3.926757 | 3.954223 | 3.971389 | 3.982118 | 3.988824
xék) 1| -5.04687 | -5.029296 | -5.018310 | -5.011444 | -5.007152 | -5.004470 | -5.002794
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Tablaux?2

k10 1 2 3 4 5 6 7
:pgk) 1] 6.312500 | 2.622314 | 3.133302 | 2.957051 | 3.003721 | 2.996327 | 3.000049
azék) 1] 3.519531 | 3.958526 | 4.010264 | 4.007483 | 4.002925 | 4.000926 | 4.000258
a:ék) 11]-6.650146 | -4.600423 | -5.096686 | -4.973489 | -5.005713 | -4.998282 | -5.000348

Cette application nous donne une ideé claire sur la vitesse de convergence du méthode

de sur relaxation par rapport au méthode de Gauss-Seidel.
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Conclusion Générale

Dans ce travail, nous avons étudeés les méthodes iteratives pour la résolution du systéme
déquations linéaires.
Finallement ona étudié quelques application concernant la résolution du sustéme linéaire

en utilisant les méthodes iteratives en terant conpte se la vitesse de convergence.
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Résumé:

Dans ce travail , nous avons étudiés la résolution numérique
d'une systeme d'équations linéaires ,en utilisant les
méthodes itératives. Avec la mise en évidence du vitesse de
convergence.

Finalement, en a étudié quelques applications concernant la
résolution d'une systeme linéaire.

Mots clés: matrice, systéme d'équations linéaire,
méthodes itératives.

Abstract:

In this work, we studied the resolutions of a digital system of
linear equations with iterative methods setting evidenced
convergence rate.

Finally, we studied some applications concerning the
resolution of a linear system
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