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Notations

R Ensemble des nombres réels .
N Ensemble des entiers naturels.
C Ensemble des nombres complexes.

C™([a,b]) L’espace des fonctions f ayant des dérivées jusqu’a 'ordre n continues sur [a, b]. .
AC([a,b]) Espace de fonctions absolument continues sur [a, b].

PC(la,b]) Espace de fonctions continues par morceaux sur [a, bl.

LP(Ja,b])  L’espace des fonctions p™¢ intégrables sur [a, b].

() La fonction Gamma d’Euler.

B(.,.) La fonction Béta.

E,, n,(.)  La fonction de Mittag-LefHler a deux parametres.

E.(.) La fonction de Mittag Lefller & un seul parametre.

D La dérivation d’ordre entier.

Epa La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre .
“pe La dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre a.

I L’intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre a.
PC(.,.) L’espace des fonctions continues par morceaux.

EDF Equations Différentielles Fractionnaires.



Introduction

A dérivation fractionnaire fournit plusieurs outils potentiellement utiles pour la réso-
lution des équations différentielles et intégrales. Elle s’introduit aussi naturellement
dans la modélisation mécanique des matériaux qui conservent la mémoire des trans-
formations passées [1|. D’ou 'intérét particulier porté sur les équations différentielles
fractionnaires pendent ces derniéres décennies .

L’une des méthodes de I'analyse non linéaire employée dans 1’étude de I’existence
des solutions pour les équations différentielles est la méthode des sur et sous-solutions.
C’est un outil qui permet de s’assurer de I'existence d’une solution du probléme consi-
déré située entre une sous-solution et une sur-solution, c’est-a-dire qu’il nous informe
sur l'existence et la localisation des solutions .

Ainsi, la question de trouver une solution du probléme considéré est remplacé par celle
de trouver deux fonctions bien ordonnées que satisfont a des inégalités convenables [16].

Dans ce mémoire, nous traitons la méthode des sous et sur-solutions dans 1’étude
de la question d’existence des solutions pour les équations différentielles fractionnaires.

Ce mémoire se compose de trois chapitres répartis comme suit :

Le premier chapitre est consacré aux rappels de quelques notions, propriétés et
théorémes de I’analyse fonctionnelle dont on a besoin dans la suite de ce travail. L’in-
tégration et la dérivation fractionnaire sont aussi introduites dans ce chapitre.

Dans le deuxiéme chapitre, on va introduire les espaces de Banach partiellement
ordonnés : 'ordre dans cette structure est défini a partir d’'un céne d’ordre. L’'une des
versions de la théorie du point fixe dans ces espaces pour une classe d’opérateurs mo-
notones est présenté.

Comme application, des résultats d’existence de solutions positives pour une équation
différentielle d’ordre fractionnaire au sens de Riemann-Liouville est prouvé.

Dans le troisiéme chapitre, on va considéré un probléme impulsif a valeurs aux
limites périodiques d’ordre @ (0 < v < 1) au sens de Caputo.



Un probléme similaire qui correspond a 'ordre entier a = 1 a été étudié dans [14] par la
méthode de sur et sous-solutions. Dans ce chapitre nous allons reproduire la démarche
employée dans [14] pour construire des solutions extrémales du probléme fractionnaire
considéré.



Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Espaces des fonctions

1.1.1 Espace des fonctions intégrables

Soit Q@ = [a,b] (—o00 < a <b < +400) un intervalle de R .

Définition 1.1. [1]
Soit p € R avec 1 < p < 0o0. On note par LPla,b] 'espace des classes d’équivalence de
fonctions de puissance p-intégrables sur [a,b] a valeurs dans C :

LP([a,b)) = {f : [a,b] — C; fmesurable, et||f||r < co};

avec )
b P
[ f]]Lr(a) = /|f(t)|pdt .

L’espace LP[a,b] muni de la norme ||.||r» est un espace de Banach.

1.1.2 Espaces des fonctions continues

Définition 1.2. [1]
Soit Q = [a,b](—o0 < a < b < 400) et soit n € N. On note par C™(2) l’espace des
fonctions réelles n fois continument dérivables sur €, muni de la norme

n

fllene = sup [f*(@)]. (1.1)

—0 *€lab]

Pour n =0 on note C°([a, b]) par C([a, b]) (I’espace des fonctions continues) et on note
|- lco par || - || ¢’est-a-dire :

[fllee = sup [f(x)]

z€la,b]
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Théoréme 1.1. [1, §]
L’espace C™(la,b]) muni de la norme (1.1) est un espace de Banach.

1.1.3 Espace des fonctions continues par morceaux

Définition 1.3. [15]
Soient {t;}ren une suite de nombres réels qui satisfait t, < tpy1 et klim ty = oo, J
— 00

un intervalle fermé de R.
On note par PC(J,R™), lespace des fonctions 1 : J — R™ qui vérifient :

1. 9 est continue pour tout t € J tel que t # ty.
2. 1 est continue a gauche pour tout t € J.

3. 1 possede une discontinuité de premiere espece pour tout ty € J.

De méme, on dit que ¢ € PCY(J,R™), si v et ' appartiennent o PC(J,R™).

La remarque suivante, résulte directement de la définition précédente.

Remarque 1.1.
Avec les notations introduite dans la Définition 1.3, ¢» € PC(J,R") si et seulement si :
i) Pour chaque t; tel que |tg, tx1[C J, 0 € C(]tk, trsa[, R™)
ii) Pour chaque t; € J, les deux limites suivantes (la limite a droite et la limite a
gauche) :
lim ¢(t) = ¢(t;)  lim () = ()
t—ty sty
existent et de plus (¢, ) = ¥(tx).
Théoréme 1.2. [15]
L’espace PC(J,R™) muni de la norme
llz||pc = sup{|z(t)|, t€ J}, xe€ PC(J,R"),

est un espace de Banach.

1.1.4 Fonctions absolument continues

Soit maintenant [a,b] (—o00 < a < b < +00) un intervalle fini.

Définition 1.4. [1, 2|
On note par ACla, b] 'espace des fonctions absolument continues sur [a, b] constitué des
fonctions f qui sont des primitives de fonctions Lebesque-sommables i.e :

xT

f € AC[a,b] & f(x) = c—l—/go(t)dt. (p(t) € L(a,b)).

a
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Ainsi, toute fonction f absolument continue posséde une dérivée sommable f' = ¢,
presque partout sur |a,b|, et donc c = f(a).

Définition 1.5. [1, 2|

On note par AC™[a,b],n € N* = {1,2,3...} l'espace des fonctions f définies sur [a,b] a
valeurs dans C qui ont des dérivées continues sur [a,b] jusqu’a Uordre n — 1 et telles
que f" € AC([a,b]) i.e.

AC™([a, b)) = {f : [a,b] = C: f® € C([a,b]),k = 0..n — 1, f"V € AC([a,D])}.

Remarque 1.2. [1, 2]
On a AC'([a,b]) = AC([a,b]).

1.2 Rappel de quelques notions de analyse fonction-
nelle

Définition 1.6. [10]

Soient X un espace topologique, (Y,d) un espace métrique et H une partie de Y.

1. On dit que H est équicontinue en un point xo € X si pour tout € > 0, il existe un
voisinage V,, de xo dans X tel que pour tout x € V,, et pour tout f € H, on ait

d(f (o), [(x)) <e.

2. On dit que H est équicontinue si elle est équicontinue en tout point de X.

Définition 1.7. (uniformément borné) [9]
Soit M un sous ensemble de C(E, F'). On dit que M est uniformément borné, s’il existe
une constante C' > 0 tel que

Iflle <C VfeM.

Définition 1.8. [13]
Soit (E,d) un espace métrique et F C E. L’ensemble F est dit relativement compact
dans E si la fermeture de F' est une partie compacte de E

Définition 1.9. (opérateur compact) [9]

Soient E et F' deux espaces de Banach. On dit que A : E — F est un opérateur compact
si l'image d’un sous ensemble borné de E par A est un ensemble relativement compact
de F'; c’est-a-dire, c’est un ensemble ayant la fermeture compacte en F.

Définition 1.10.
Soit A: E — E. On dit que v € E est un point five de A si : A(x) = .
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Définition 1.11. [15]
Soit F C PC(J,R™), on dit que l’ensemble F est quasi-équicontinu dans J si pour tout
e > 0 il existe un 6 > 0 tel que pour tout x € F, et toult metry €|ty txrr] N J , si
|71 — 2| < 0, alors

|z(m1) — z(m)| < e

Théoréme du point fixe de Schauder
Théoréme 1.3. 8, 13]
(E,d) un espace de Banach, soit U une partie conveze et fermée de E, et soit A : U —

U une application telle que I'ensemble {Au : u € U} est relativement compacte dans E.
Alors A posséde au moins un point fixe.

Théoréme du point fixe de Banach

Théoréme 1.4. 8]

Soient X un espace de Banach muni de la norme || -||x, et A : X — X un opérateur
contractant ¢ —a — d :

0<k<1l: |Az—Ay|lx <k|z—-y|x, Vz,yelX.
Alors, A admet un point fixe unique, i.e
dlu e X tel que Au=u .

Théoréme d’Arzela-Ascoli

Théoréme 1.5. |8, 13]

Soit F' C Cla,b] supposons que les ensembles sont équipée de la norme de Chebyshev.
Alors, F' est relativement compact dans Cla,b|, si F est equicontinue (c-a-d pour tout
e > 0 il existe un § > 0 tel que pour tout f € F et tout x,z* € [a,b] avec |x —x*| < ¢
on a|f(x) — f(z*)| < e ) et uniformément bornée (c-a-d il existe une constante C > 0
tel que || fl|loo < C pour tout f € F).

La version du théoréme d’Arzela-Ascoli dans l'espace PC/(J,R"), est donné par le
théoréme suivant

Théoréme 1.6. [15]
L’ensemble F C PC(J,R") est relativement compact si et seulement si :

1. F est uniformément borné, c’est-a-dire ||x|| < ¢ pour chaque x € F et certains
c>0.

2. F est quasi-équicontinu dans J.
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1.3 Intégrale et dérivées fractionnaires

1.3.1 Fonctions spéciales
La fonction Gamma

Définition 1.12. [1, 2, §|
Soit x € RY, la fonction Gamma est donnée par :

Iz) = /0 R (1.2)

(cette intégrale est convergente pour tout x > 0).

Propriétes 1.1. [1, 2, §]
Pour tout x > 0, et pour tout n € N* on a :

I(z+1) =al(2). (1.3)
['(n)=(n—1)L (1.4)
(z) = lim nin’ (1.5)

n——+00 x(x—i— 1) . (x—i—n)

cas particuliers

() = /ﬂo etel gt = 1. (1.6)
r(;)=va (1.7)
Do+ 5) = gfi: NG (1.8)

La fonction Béta

Définition 1.13. [1, 2, §|
Soient x,y > 0, la fonction Béta est la fonction définie par :

B(z,y) = /01 71— t)v . (1.9)

Proposition 1.1. [1, 2, §]
La fonction Béta est reliée aux fonctions Gamma par la relation suivante

L(2)C(y)

Va,y >0,ona: B(x,y) = Tty

(1.10)
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Propriétes 1.2. [12]

1. B(a,b)=B(b,a)
2. aB(a,b+1)=bB(a+1,b)
3. Sin=>b41 est un entier, ce la donne une relation de récurrence

Bla+1,b)=~——B(a+1n—1)
a
4. Bla,1)=,
5. Sia=m etb=mn, on obtient
—1 —1)!
Bomn) (=D =1)
(m+n—1)!

La fonction de Mittag-Leffler

La fonction de Mittag-Lefller est une fonction importante dans le calcul fraction-
naire. Son role est analogue a celui joué par la fonction exponentielle dans le cas du
calcul entier. Elle généralise la fonction exponentielle au calcul fractionnaire.

Définition 1.14. [§]
Pour x € R et n > 0, la fonction E,, est définie par

By (x) == ;ms—m (1.11)

chaque fois que la série converge. Elle est appelée fonction de Mittag-Leffler d’ordre
n.
On remarque que Fy est [’exponentielle usuelle :

Ey(z) = exp(a).

Définition 1.15. [§]
Pour x € R et ny,ne > 0, la fonction E,, ,, est définie par :

00 :
27
E x) = _
chaque fois que la série converge. Elle est appelée fonction de Mittag-Leffler a deux
parametres.

Remarque 1.3. [§]
1l est évident que les fonctions de Mittag-Leffler a un parametre peuvent étre définis en
fonction de leurs équivalents o deux paramétres via la relation

E.(x)=E,i(x).
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1.3.2 Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

L’intégration d’ordre fractionnaire est une généralisation de la notion de I'intégration
d’ordre entier. La définition de l'intégration fractionnaire au sens de Riemann-Liouville
se base sur la formule de Cauchy qui calcule n fois 'intégrale répétée d'une fonction

causale t — f(t)
/ dt, / dty - / F(t)dt (1.12)
= (n— ol / (x —=t)" " f(t)dt (n e N"). (1.13)
Définition 1.16. [1, 2|

L’intégrale fractionnaire d’ordre o > 0 de Riemann-Liouville d’une fonction
f € L'[a,b] est donnée par

(Lg )(x) = F(la) /j (xf_(tsz_a x> a. (1.14)

ot I'(a) est la fonction gamma donnée par (1.2).

Exemple 1.1.
Soient a > 0,8 > —1 et f(z) = (z — a)?, alors :

1 xX
e = —— —1)*" Yt — a)Pdt. 1.1
120 @) = e [ =0 = a)ar (1.15)
En effectuant le changement de variable
t=a+(x—a)y (0<y<1)

alors (1.15) devient

(12f) (x) = ﬁ / (- 01t — o)t
1 ! a—1
:W/o(“"‘“—(x a)y)* a+ (z — a)y — a]’(z — a)dy

IN())
_(—a)f (@ —a)t [ a1
o) /0 (1—y)* "y dy
_ (= a)*t? a—1, (B+1)—1

En tenant compte de la fonction Béta (1.9) puis de la relation (1.10) on

10
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arrive a . (x _ a)a-f—ﬁ

(5 f) () = WB(a,B +1)
_ (@ =@ T(a)(5+1)
- I'(a) T(a+pB+1)
- F(l + 6) a+p
- I‘(a+6+1)<x_a> '

Ainsi on obtient

re+1)

m(I - CL)OH_B.

(I3t —a)”) (z) =
Théoréme 1.7. [7]
Si f € L'([a,b]), alors I® f existe pour presque tout = € [a,b] et de plus I*f € L([a,b]).

Démonstration
En introduisant la définition (1.14) puis on utilisant le théoréme de Fubini, on trouve :

/abl(li“f)(:vﬂd:v // — 1) £ (1) dtda
s% / 7 / (e — 1)° dodt

_Fa+1/|f (b — )7t

<O [

Puisque f € L'([a, b]), la derniére quantité est fini, ce qui établit le résultat désiré.

/\

/\

Théoréme 1.8.
Si f est une fonction continue sur |a,b] et o > 0, alors :

lim (1%f)(x) =0

z—at

Démonstration
on a :

1/l
~INa+1)

En faisant tendre = vers a (o > 0), on obtient le résultat.

(x —a)”.

11
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Proposition 1.2. [1, 2]
Soit f € C([a,b]). pour « >0 et >0, on a
(i) IS f(t) = I3+ f(1).
(ii) 1815 f(t) = IJIZ (1)
Démonstration
Soient @« >0, 8> 0cet f € C([a,b]).

Pour (i) ; la démonstration s’obtient par calcul direct en utilisant la fonction Beta.
En effet,

RN = 57 [ =97 D)

_ m /:@ _ gt </:(5 - T)ﬂlf(ﬂdT) ds.

En vertu du théoréme (1.7), les intégrale figurant dans 1'égalité précédente existent
pour presque tout = € [a, b, et le théoréme de Fubini permet donc d’écrire :

_ m /atf(f) ([(t ) (s — T)ﬁlds) dr. (1.16)

En posant :

on obtient :

/ (t —s)* (s — 1) ds = (t — 7)1 /0 (1—2)* 2 da
~ (t= 1" Bla, B).

:(t_Ty%ﬁlg%?g%%_ (1.17)

En replacant (1.17) dans (1.16), on aura :

1

RENO =t / (t = 1) f(r)dr = I9H £,

d’ou le résultat .
Maintenant pour démontrer (ii) , & 'aide de la propriété précédente (i) alors étre,

LLf() = I f(t) = I f () = TIZ f ().

12
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1.3.3 Dérivée fractionnaires de Riemann-Liouville

Définition 1.17. [1, 2|
La dérivée fractionnaire d’ordre o > 0 au sens de Riemann-Liouville d’une
fonction continue f définie sur un intervalle [a,b] de R est donnée par

o0 = () 1 L1y

oun=I[a]+1ett>a.
En particulier, si o = 0, alors

(Daf)(t) = 10 f(t) = (1)

Sia=neN, alors
(Drf)(E) = f™().

Exemple 1.2.
La dérivée de f(t) = (t — a)” au sens de Riemann-Liouville.
Soit w non entieret 0 <n—-—1<a <net > —1,alorson a:

R
D¥t—a) = ——— t—7)" Y r —a)Pd
=) = g | =T = o)

En faisant le changement de variable 7 = a + s(t — a), on aura :

Dg(t—a)’ = ﬁ%(t — a)”+ﬂ_°‘/a (1—s)" " 1sPds
_ F(n+ﬁ—oz+1)B(n—a,ﬁ+1)(t_a)ﬁ_a
I'(n—a)
 T(n+B—a+1)I(n—a)T(B+1) (¢ — ayi-o
T Th—a)T(B—a+DI(n+p—a+1)
IR RPN
B CET T L

13
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Alors,
I'(B+1)

Dit—a) = 55457

(t —a)’.

Lemme 1.1. [1]
Soient « > 0 et n = [a] + 1. Si f(t) € AC"[a,b]. Alors la dérivé fractionnaire
Do f existe pour presque tout t dans [a,b] et elle est représenté sous la forme

t
n—1
1

a —« _ g\n—a—1r(n)
(D2 f)(t 2%F1+k_at a)* +F(n_a)/(t )" ) (5)ds.

a

Proposition 1.3. [1, 7]
Soient o, B > 0 tels quen —1 < a<n,m—1< [ <m, alors

1. Pour f € L'([a,b]), I’égalité :
Dg (I3 f(x)) = f(x)

est vrai pour presque tout x € |a, b].

2. Sia> >0, alors pour f € L'([a,b]), la relation :
Dy (Dgf) (x) = (I"77f) (x)

est vrai presque partout sur [a, b].

3. SiB>a>0 etla dérivée fractionnaire D=2 f existe, alors on a :
D (1) (x) = (Dg="f) (x).
4. Si f € LY([a,b]) et I""*f € AC™([a,b]) avec n = [R(a) + 1], alors :

d g n—o
() * f] (@
Preuve

En utilisant la définition (1.18) et la proposition (1.2) on obtient :
1.

n—1
CL’—CL ] n+ao

12 DL @) = 1) = 3 lim

“L(j—n+a+1)esa

Dz = () 1z @)
(1) @

G

14
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3. Pour >a>0ona:

D (I°f) (x) =

1.3.4 Dérivée fractionnaire de Caputo

Définition 1.18. [1]
La dérivée fractionnaire d’ordre o > 0 de Caputo d’une fonction f définie sur [a,b] est
donnée par

-1

(“Dgf)(#) =

fk)(a (t—a) ) (1.19)

A
:
=

k=0
ou
=[a]+1, si a¢Net n=a si a €N (1.20)

En particulier, lorsque 0 < o < 1, la relation (1.19) prend la forme

("D F)(@t) = Dg([f(x) = f(a)))-

Sia ¢ N et f est une fonction pour laquelle les dérivées fractionnaires de Caputo
(1.19) et celle de Riemann-Liouville (1.18) existent, alors elles sont liées ['une a 'autre
par la relation

c o @ f —« _
(DG f)(t) = (Dg f)(t 2 Th—a+1) t—a)’“ , (n=lo]+1).  (1.21)
En particulier, lorsque 0 < o < 1, on a
DA (E) = (D)) — 2D gya
(DLAE) = (D) = g gyt =)™ (122)

Sia =n €N et la dérivée usuelle f™(t) existe, alors (D2 f)(t) coincide avec f™(t)
i.e

("D f)(t) = fF"(1). (1.23)
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La dérivée fractionnaire de Caputo (1.19) est définie pour les fonctions f(¢) pour les
quelles la dérivée de Riemann-Liouville (1.18) existe, en particulier, elle est définie pour
les fonctions f(t) € AC™[a,b]. On a le théoréme suivant :

Théoréme 1.9. [1]
Soit o > 0 et soit n donné par (1.20). Si f € AC"[a,b], alors la dérivée fractionnaire
de Caputo (D2 f)(t) existe presque partout sur [a,b].

(a) Sia ¢ N, alors (D2 f)(t) est donnée par

(DN = gy [ (=) (1.24)

a

— ["ODf(4). (1.25)

Pour prendre le relais lorsque D = d/dx et n = [a] + 1.
En particulier 0 < a < 1 et f € ACla,b], alors

DN = ey [ (=T ). (126

a

= I f'(¢).
(b) Sia=ncN, alors (*DXf)(t) = f™.

Exemple 1.3.
La dérivée de f(t) = (t — a)” au sens de Caputo.
Soit o un entier et 0 <n —1 < a <navec f >n — 1, alors, on a

Lpg+1)

R L

7o) =
En appliquant I’équation (1.21 ) et le Lemme 1.1, on trouve

rB+1)

B Gt ¥

t — ) — @)
5 [ = — ey

16
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En effectuant le changement de variable 7 = a + s(t — a), on obtient

re+1)

DYt —a)’ = t — e — @)
Dt~ a) nn—@nﬁ—n+m[xt T ey

re+1)

= A e 1 B K
T arGonsn Y A(l ) d

:F(ﬂ+1)B(n—a,ﬁ—n+1)

_ )fa
T —aT(@—nsn 7%

_ rg+Hr'n—a)l(f—n+1)
F'n—a)l'(f—n+ 1B —-a+1)

(t— a)ﬁ_a

_ T+ e
T CET TS A

Lemme 1.2. [1]
Soit >0, n=[a]+1 et feL®a,b] tel que n € N*alors,

("D I3 ))() = f(b). (1.27)

Preuve. Par (1.25) et 'utilisation de la Proposition 1.2, donne

cosn @ = (1 () 1) @

n—« d “ aJa—n
= [a (% Ia [a f) ('T)
= (L5137 f) ()
= (L.f) (=)
= f(x).
Proposition 1.4. [1, §]
1. Si¢Dgf =0 alors f(z) = ngcj(:p —a).
2. D) = £ - 35 S o
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Théoréme 1.10.
Soient f et g deux fonctions dont les dérivées fractionnaires de Caputo existent, pour
A et €R, alors : “DY(\f + pg) existe, et on a :

“DFAf(t) + ng(t)) = A“Df(t) + uDig(t).

Démonstration

DIAf(t) + pg(t)) = I3 DM (Af() + pg(t))
= I (D"Af(t) + D"pg(t))
= IZ(AD"f(t) + uD"g(t))
= IgAD" f(t) + IguD"g(t)
= MZD"f(t) + pIgD"g(t)
= XDy f(t) + u“Dgg(t).
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Chapitre 2

Points fixes des opérateurs dans des
espaces de Banach ordonnés et
application aux EDF

2.1 Espaces de Banach ordonnés

Définition 2.1. [11]
Soit C' un sous-ensemble dans ’espace de Banach X. On dit que C' est un céne si :
Pour tout x € C et tout a > 0 alors ax € C.

Définition 2.2. [11]
Soit X un espace de Banach et IC un sous-ensemble non vide de X. On dit que IC est
un come d’ordre, si

(1) K est fermé, et K # {0} ;
(2) a, b €R, a, b > 0,2,y € K implique ax + by € K ;
(3) x € K et —x € K implique x = 0.

Remarque 2.1. [11]

(i) La Condition (2) dans la Définition 2.2 équivaut o dire que KC est convexe, et si
reK eta=>0, alors ar € K.
(11) La Définition 2.2 nous permet de définir dans X les relation d’ordre suivantes

r<y <= y—x €L,
r<y <= x<y et r#uy, (2.1)
Ly <= y—uzecint(K).

En effet, pour la premiére relation on a :
Réflexivité
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Pour toutx € X onax—x=0¢€K et par suite x < x .
Anti-symétrie
Six<yety<z, alorsy—x ek etx—yek donc,

y—zxz ek et —(y—z)ek.
ainsi d’aprés la propriété (3) dans la Définition 2.2
y—x =0 et par suite x = y.

Transitivité
Six<yety<z, alors :
y—zrz ek etz—yek.

donc d’apres la propriété (2) dans la Définition 2.2 on a :

1

25y~ ) + 50— y) €K

ainsi z —x € K.
Ce qui est équivalent a x < z.

De méme, on peut montrer que les deux autres relation définissent un ordre sur X.
L’ensemble

<zy>={ze X :zx<z<y}
est appelé un intervalle dans X. Notons que
x>y signifie x—yek.
et de méme pour 7 >" et ">>7 .

Définition 2.3. [11]

(i) Tout espace de Banach muni d’un cone d’ordre est appelé espace de Banach
ordonné.
(ii) chaque come d’ordre est un come, mais l'inverse n’est pas vrai en général (voir

Ezemple 2.2 ).

Exemple 2.1.
Soit X = R" on pose

RN+ = {(&,...,6y) €RY & > 0 pour tout i = 1,..., N}.
Alors K = R est un cone d’ordre, (representer dans Figure 2.1).
Nous avons,
(&1, &n) < (M1, ooymy) st et seulement si & < n; pour tout i =1, ..., N.
(&1, &N) < (M1, osmy) St et seulement si & < n; pour tout i =1, ..., N.
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Uy A I — R2+

——————— —¢ (71, 7m2)

I
|
___1 :
|

FIGURE 2.1: cone d’ordre

Exemple 2.2.

L’ensemble C' de la Figure 2.2 est un coéone dans R?, mais il ne s’agit pas d’un cone
d’ordre.

Ry

FIGURE 2.2: cone

Proposition 2.1. [11]
Soit X un espace de Banach ordonné
Pour tous u,x,x,,y, Yn, 2 € X et tous a,b € R, nous avons

r<y el<a<b = ar < by,
T <Ly et u<z — r+u<Ly+z et

Tpn < Yp pour tousn — lim z, < lim y,
—+o00 —+o00

a condition que les limites existent. Pour le symbole "< ", les implications suivantes
sont vrais :

rLy et YLz —= Kz,
r<y e YKz = <Lz,
Ly et a>0 = ar<Lay.
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Remarque 2.2.
On déduit de la Proposition 2.1, que ’ordre défini sur X est compatible avec sa structure
vectoriel.

Définition 2.4. [11]
Un cone d’ordre IC d’un espace de Banach X est dit normale, s’il existe un nombre
positif ¢ tel que : pour tout v,y € X et 0 < x <y, alors :

[lzl] < cllyll. (2.2)
La plus petite constante ¢ qui vérifie (2.2), s’appelle la constante normale de K .

Exemple 2.3.
Pour X = RV, K = R+ est un céne d’ordre normale dans R".

Proposition 2.2.
Le cone d’ordre K est normal, si et seulement si, pour toutes suites {x, }n>1 €t {Yntn>1
dans X telles que 0 < x, <y, pourtoutn =1, on a

n—0o0 n—oo

Lemme 2.1. [11]
St un cone d’ordre est normal, alors chaque intervalle < x,y > est borné dans X.
Preuve

Siz<w<y,alors 0 <w—x < y—x, et donc

wll < Jlw = =[] + [[z]] < cllz = yl] + []z]].

2.2 Points fixes des opérateurs monotones

2.2.1 Opérateurs monotones

Définition 2.5. [11]

Soient X etY deux espaces de Banach ordonnés. Un opérateur A : DomA C X =Y
est dit monotone croissant si

x<y impliqgue A(x) < A(y) pour tout z,y € Dom A.

On dit qu’un opérateur A est strictement ou fortement monotone si le symbole "<” est
remplacé par "<” ou "<K”, respectivement.

De méme, nous définissons (strictement, fortement) opérateur décroissant monotone.
L’opérateur A est dit positif si A(0) > 0 et pour tout x € DomA |

x>0 implique A(z) > 0.
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Comme ci-dessus, l'opérateur est strictement ou fortement positif si le symbole ">" est
remplacé par ">" ou ">" respectivement.

Exemple 2.4.
Pour un opérateur linéaire A, les notions de positif monotone croissant coincident.
En effet, soit A positif, par exemple. On a alors la suite d’implications suivante :
r<y=0<y—ar—=—=0<A(ly—=x)
— 0< A(y) — Alz) = A(z) < A(y)

c’est-a-dire que A est monotone croissante.

2.2.2 Sur-solutions et sous-solutions

Soient X et Y deux espaces de Banach ordonnés, on défini 'opérateur A : DomA C
X — Y telle que Au = v.

Définition 2.6. [11]
On appelle sous-solution pour l'opérateur A, toute fonction u € X vérifiant :

u(t) < (Au)(t).
On appelle sur-solution pour le l'opérateur A, toute fonction v € X vérifiant :

v(t) = (Av)(t).

2.2.3 Théoréme de point fixe

Théoréme 2.1. |3, 4]

Sotent IC un cone d’ordre dans un espace de Banach X, D un sous ensemble de K et
F: D — X un opérateur monotone croissant.

On suppose qu’il existe xg,y9 € D tels que xg < Yo, < To,Yo >C D et xg,yo sont
respectivement une sous-solution et une sur-solution de [’opérateur F'.

St KC est un cone normale et F' est un opérateur compact et continue, alors l’équation
x — F(x) =0 admet un solution dans < xg,yo > .
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2.3 Application aux équations différentielles fraction-
naires
On considére 1'équation différentielle fractionnaire non linéaire étudié par S.Zhang

dans [3]
D% = f(t,u);0 <t <1 (2.3)

ou 0 < a < 1 et D* est 'opérateur de dérivation fractionnaire d’ordre o défini par

(1.18) et f : [0,1][0, 00[— [0, 00 est une fonction continue.

On considére dans tout ce qui suit, X 'espace des fonctions continues sur [0, 1] :
X = C([0,1]) muni de la norme :

Ifllx = max |f(z)] (2.4)

z€]0,1]
et IC le cone défini par :
K={zxe X ulx)>20,0<z<1}
et on définit 'opérateur A sur K par :

1

(A1) = Fos /O (t— ) (s, u(s))ds. (2.5)

Théoréme 2.2. [5]
u € X est une solution de (2.3) si et seulement si u est solution de [’équation intégrale :

u(t) = ﬁ/o (t — 5)° (s, u(s))ds.
Démonstration
On a:
D%u(x) = f(z,u(x));z € [0,T].

En composant par 'opérateur d’intégration d’ordre v dans les deux cotés de I'équation
précédente, on obtient :

14(D%u)(x) = I7(f (-, ul.)) (@),

En appliquent la propriété (4) de la Proposition 1.3 pour 0 < @ < 1 et @ = 0 on

obtient ,

[Ea—l

I*(D%u(z)) = u(x) — Clim (I f (2, u(z)) (2).

F(O&) z—0t

D’apres la Théoréeme 1.8, on a ainsi :

I*(D%u(z)) = u(x).
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D’autre part, vue la Définition 1.14 de I*, on a :

1°f(, u(z)) = ﬁ / " F(tu(t)) (@ — e,

D’ou le résultat.

Lemme 2.2.
L image de tout borné de K par A est borné.
Démonstration :

Soit M un borné de K. Donc :

AC > 0 : ||ul]|x = max |u(z)| < C,Yu € M.

z€[0,1]

Maintenant, pour tout u € M, on a :

(400 < g5 [ e= s tsutsptas. (2.6)
Ainsi, pour
L= ogtg%}éugcf(t’ u(t)). (2.7)

en déduit de (2.6) :

(A0 < 755 [ (=9 as
L [_(t—s)“}t Lt
- I(a) a |, T(a)a’
Puisque ¢ € [0, 1], on conclut que :
(Au)(1)] € =

al(a) T(a+1)
En tenant compte de la définition de la norme dans X donnée par (2.4), on obtient :

L

A < ——.

d’ou le résultat.

Lemme 2.3.

Pour tout borné M de IC, A(M) est équicontinue.
Démonstration

Pour chaque u € M, Ve > 0,t1,t5 € [0,1] : |t; — t2| < 0,
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on suppose que t; < tg alors [t; —to| =ty —t; < 0, et on a:

_ ﬁ : (b2 — 5)™ (s, u(s))ds
<o [ 10 = = (= s s

b L =9 el
g%/otl((tl—s)a—l (12— )" ds + / (ts — )7L ds
:%a) Uotl(tl—s)” 1ds—/0tl(t2—s°“ 1d3+/ (t — )%~ 1ds}
_QFL(Q) [t + (to — t1)" — 5 + (ta — t1)]
i (= )+ s (1),

L étant la constante définie par (2.7) puisque t; < t5 :

2L o
| Au(t) —Au(tz)) | < M“Z — 1)
2 e
F(a+1)(2 !

Q=

il suffit donc de choisir § = <%> pour aboutir au résultat.

Théoréme 2.3. [3]

L’opérateur A définie par (2.5) est un opérateur compact.

Démonstration

Le résultat découle immédiatement des lemme 2.2 et 2.3 et du théoréeme 1.5.

Théoréme 2.4.

Sous les conditions suivantes

(Hy) : f :]0,1][0, +00[— [0, +00] est continue, f(t,.) est croissante pour tout t € [0,1],
et il existe une constante positive a telle que f(t,.) est strictement croissante sur [0, a]
pour tout t € [0, 1].

(Hy):0< UETmf(t,u(t)) < 400

Uéquation (2.3) admet une solution positive.
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Démonstration
Soit ui,us € IC, on a :

() () = gy [ (=97 (5.9 .
donc d’aprés (Hy) si up < ug, on a :
(Auy) (1) < ﬁ / (t — )2 (s, us(s)) ds
= (Auy) (1).

et par suite A est un opérateur croissant.
D’autre part, d’aprés 'hypothése (Hz) il existe deux constantes positives N, R telles
que f<N Yu>R.

Soit C' = maXoge<l 0<u<R f(tu u)

Par suite on a
fF<SN+C, Yu > 0.

Nous considérons 1’équation
D*w(t) = N+ C, 0<a<l,0<t<],
L’équation ci-dessus a une solution

N+C
I'(l+ )

(07

w(t) = I%(N +C) = ﬁ /0 (t = 7)1 (N + C)dr =
et w(t) =I1*(N+C) = If(t,w(t)) = Aw(t).

L’inégalité précédente, veut dire que w(t) est une sur-solution pour 'équation (2.3).
Il est clair que , v(t) = 0 est une sous-solution pour I’équation (2.3) et 'opérateur A
applique < v,w > sur < v, w > c’est a dire :

A<vw>CK—=<v,w>.

De plus, d’aprés le Théoréme 2.3, A est un opérateur compact.
Enfin, puisque KC est un cone normale , ainsi le résultat découle immeédiatement du
Théoréme 2.1.
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Chapitre 3

Méthode des itérations monotones
appliquée a un probléme impulsif
d’ordre fractionnaire

Dans [14], un probléme impulsif & valeurs aux limites périodiques d’ordre 1 de la
forme :

/(t) _f(t u( )7[wkuk] (t)>7 tejnt(Jk)v k:1727---,p+1
t;:) _Ik Qbkuk] (tk))a k= 1727"'7p7 (31>
w©0) = u(T),

est considéré. Les auteurs ont utilisé la méthode de sur et sous-solutions combinée avec
la technique des itérations monotones pour construire des solutions extrémales de (3.1).

Le but de ce chapitre est de reproduire la démarche employée dans [14] pour étudier
un probléme similaire & (3.1) mais avec un ordre fractionnaire o (0<aw <1 ) qui sera
défini dans le paragraphe suivant.

3.1 Notations et Position du probléme

Soit J = [0,T], 0=ty <t <---<t, <ty =7T. Nous introduisons 'espace
fonctionnel suivant (espace des fonctions continues par morceaux) :

PC(J)={u:J — R:u est continue pour tout t € J\ {t1,...,t,};

w (07) ,u(T7),u(t)) u(ty)existent, et w () =u(ty), k=1,...,p}
PC(J) muni de la norme suivante

[ull oy = sup{lu(t)| - t € J}

est un espace de Banach.
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Pour uw € PC(J), nous considérons les fonctions
up Sy — R, kE=1,2,...,p+1,

ou Jk = [tk—latk’] et

u(t) si t € (tg—1,t],

alors
|lullpcs) = sup {H“kHC(JM k=1,2,...,p+ 1} :

Dans ce sens, PC(J) est équivalent a [[22] C (Ji), ot C (J;) est espace de Banach
des fonctions continues réelles défini sur Ji, muni de la norme du suprémum habituelle.

Si u,v € PC(J) satisfait u(t) < v(t),t € J, alors on écrit u < v et on définit dans
PC(J) I'intervalle [u,v] par

[u,v] ={z € PC(J):u <z <w}.

On considére maintenant le probléme suivant

(“De u)(t) = f (tu(t), [Yeu] (1), teint(Jy), k=1,2,....p+1, (3.2)
U(t;:) :Ik ([(bkuk] (tk)), k= 1,2,...,p, .
u(0) = u(T), (3.4)

avec 0 < a < 1, D¢ | est la dérivée fractionnaire d’ordre o au sens de Caputo,
Uy : C(Jg) — C(Jg) est continu pour k = 1,2,....p+ 1, ¢ : C(Jp) = C(Jy) et
I : R — R sont continus pour k =1,2,...,p, et f: JRR — R est continue.

3.2 Probléme linéaire associé et hypothéses
On considére le probléme linéaire associé a (3.2)-(3.4) suivant :

(“D2 u)(t) = —Mu(t) — N([eug](t)) + b(t),t € int(J,),k=1,2,....,p+1,
u(ty) =c k=12,...,p,
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avec ¢, € Rjk = 1,2,...,p sont des constantes, b € PC(J) et M > 0, N > 0 des
constantes.
Nous avons besoin de I’hypothése suivante sur la fonction ¢,k =1,2,--- ;p+1

(Hy) Pour chaque k = 1,2,...,p+ 1,1 satisfait une condition de Lipschitz, i.e.,il
existe un R > 0 telle que

ke — Yryl| < Rllz —y|| pour tout x,y € C(Jy).

Lemme 3.1.
Sous I’hypothese (Hy), le probleme linéaire (3.5) admet une solution unique u € PC(J)
donnée par :

1 t
u(t) = cpq + m/ (t — ) 1 [b(s) — Mu(s) — N[tppug|(s)]ds, t € Jy.
tk—1
Démonstration
Nous considérons les problemes de valeurs initial suivants pour k =2,3,....,p+1
et0<a<l:
Dy = —Mu(t) — N[gug(t) + b(t), t€ (ty_1,t],

u(t,il) = CL_1.

Il est facile de voir que trouver une solution de (3.6) est équivalent & obtenir un point
fixe pour l'opérateur T}, : C(J;) — C(Jy) défini par

[Tul(t) = cx—1 + ﬁ /t (t — 5)* 1 [b(s) — Mu(s) — N[rug](s)]ds.

En effet , on a pour ¢t € (tx_1, ]
“DY u(t) = —Mu(t) — N[gug] + b(t).

En composant 'opérateur d’intégration d’ordre @ dans les deux cotés de 1’équation
précédente, l'application de la propriété (2) dans la Proposition 1.4 donne pour le
membre de gauche

Iy (9D qu(t)) = u(t) — ultpy).

D’autre part, vue la Définition 1.14 de %, le membre de droite devient :

Iy (=Mu(t) — N([rue](t)) + b(t)) = /t (t=s)* " (=Mu(s) — N([tsur(s)) + b(s)) ds.

L(a) Ju,
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D’ou le résultat.
Maintenant considérons la norme suivante dans C'(Ji) qui est équivalente a la norme
du Sup habituelle :

lly|l« = sup {e*A(t*tk*1)|y(t)| teJy}, A=(M+ NRT*

Alors pour z,y € C(Jy) et t € Ji, et en utilisant '’hypothése (H;), nous avons

1 t
e~ T (0] = |55 / (= 5~ (M(y(s) — () + N () (5) — [ (s)) d
1
< g L e () - (0|
T e At | N (] (5) — [ean]) () | ]ds
1
< F_/ (s=tp—1)(+ _ S)afl {MGA(Stkl) ‘ y(s) _ x(s) ’
- Ne A | [gl(s) — [nal)(s) | ]ds
1
< F—/ (s=te—1) (¢ — gyt {MHx—yH*ﬂLNHW%k—wkyku*} ds
1
< / e [Mux il + NR|ay yku*] s
< ( N |.Z’—y|| / (s—tk—1) (4 _ S)Oéilds
_ M+ leaq ol [ e,
_ M+ NR)F:?a;lux ol [ s,
(6%
_ Allz =yl [t Y
< T [ A } 1
AHl‘ — y“* l Alt—tr—1) _
=T A4 { 1]
. |z —yl. Alt—tp_1)
= T { 1}
ainsi,
1
e—A(t—tk_1) |(Tk$ . Tky) (t)| < m (1 o e—A(t—tk_ﬁ) ||$ _ yH*
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pour tout z,y € C(Jg) et t € Jy.
Cela implique que

[Ter — Tiyll, < (1= e A ) |z — yl..

* 7 o)

Ainsi T}, est une contraction et le principe de contraction de Banach assure donc I'exis-
tence d’un point fixe unique de Ty pour k =2,3,...,p+ 1.

Cela nous donne la solution u(t) pour ¢ € [t; , T] et il détermine une valeur u(7T)
que nous utilisons comme valeur initiale pour le probléme

CDu(t) = —Mu(t) — N[yu](t) + b(t),t € [0,t4],
(3.7)
u(0) = u(7T).
Maintenant, nous pouvons garantir, par le méme raisonnement, I’existence et 1'uni-
cité de la solution pour (3.7).

Définition 3.1.
On dit qu’une fonction x(t) € PC(J) est une sous-solution de (3.2)-(3.4) si elle satisfait

(“Dy_2)(t) < f( (t), [ ) (t )) t€ mt(Jk:) k=12,..p+1,
z(0) < 90( ).

De maniere analogue, y(t) € PCY(J) est une sur-solution pour (3.2)-(5.4) si

D5 9)@) = (& y@), [orul (1), ¢ €int(Jp) k=1,2,...p+1,
y(te) = In((on ](k)), k=12..p,
>

y(0) =y(T).

Définition 3.2.
On dit que T est une solution minimale (y est une solution mazximale respectivement)
de (3.2)-(3.4) dans Uintervalle [x,y], si pour toute solution u de (3.2)-(3.4) telle que
r <u<y, alors

T <u (u <7 respectivement ).

Pour le reste du travail, on a besoin des hypothéses suivantes :

(Hy) Siwue PC(J) vérifie les inégalités suivantes

(“Dou)(t) > —Mu(t) — N[ (t), t € int(J)k =1,2,...,p+ 1,
u(ty) > 0,k=1,2,....,p,
u(0) > u(T).
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alors u(t) > 0 pour tout t € J,
(H3) Pour z,y € PC(J) avec z <y, on a

Sy @), [orye] @)= f (£, 2(t), [rzi](8)) = =M (y(8)—2(t)) =N ([ryn] (8) = [rzi] (),
ou M >0,N>0,te Jy,k=1,2,....,p+ 1.

(Hy) La fonction 1 satisfait
pu — Yo < Yp(u —v) pour u,v € C(J),v<u k=1,2,....,p+ 1.
(Hs) Iy, ¢,k =1,2,...,p sont croissants.

On rappelle que 'on considére l'ordre partiel dans C(J;) défini par
v < u si et seulement si v(t) < u(t) pour tout t € Jj.

3.3 Reésultat d’existence

Dans toute la suite, on suppose qu’il existe une sous-solution z et une sur-solution
y du probléme (3.2)-(3.4) telles que = < y et que (H;) — (Hj) sont vérifiés.

Soit n € [x,y], pour tout k = 1,2, ....,p+ 1 on considére le probléme suivant :

(“Di_yu)(t) = F(t,m(t)) — Mu(t) — N([ru](t)), t € int(Jy),
u(0) = u(T),

avec F(t,ni(t)) = f(t,n(t), [Yeme] () + Mn(t) + N([rmi)(t))
qui n’est autre que le probléme (3.5) qui correspond a

b(t) = F(t,mk(t)) et cr = I ([onm] (k) -

D’aprés le Lemme 3.1, le probléme (3.8) admet une solution unique u € PC(J) .
Ceci nous permet donc de définir 'opérateur B :

B :[z,y] — PC(J).

par [Bn|(t) = u(t), ot u est 'unique solution de (3.8).
L’opérateur B vérifie les propriétés suivantes :

(a) B([z,y]) C [z,y].

(b) n > & = B(n) > B(§) (B est un croissant ).
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En effet |
nous considérons la fonction v(t) = u(t) — z(t) ot u est la solution de (3.8). D’aprés la
définition de la sous-solution on a :

De plus, tenant compte de (Hj), (Hy) et la linéarité de la dérivation fractionnaire, on a
Dy w(t)=° Dy (ult) — z(t))
= Dy u(t) = Dy x(t)

>f(t n(8), [rne] (8)) = f (2, 2(2), [Yrae](2))
M(n(t) — u(t)) + N([wne] () — [Yeue](1))
( (t) = n(t) + N([Weza] (t) — [brnel (1))
M(n(t) = u(t)) + N([wne] () — [Yrue](2))
= =M (u(t) = x(t)) = N([rur](t) — [Preil(t))
> —Muv(t) — N[ywug](t),

pour t € (Ji),k=1,2,...,p+ 1.
Maintenant, en utilisant (Hs), nous avons

v(th) = u(th) — z(th) > L[owmw) (te) — Lu([dpzr] (tr)) > 0,k = 1,2, ..., p.

Ainsi, 'hypothése (Hs) implique que v = u — z > 0.
De méme on peut montrer que u < y.

Maintenant, pour prouver (b) considérons u = B(n),w = B(§) avec n > & et
v=u—w
“Dgu(t) = D (u—=)(1)
=% Du(t) = D2w(t)

= f(&,n(t), [Wenk] (8)) — f(E,£(), [¥n&e](t)
+ M(n( ) —u(t) +w(t) —£(@1))
N ([¢rmie] (1) = [Weue] (8) + [Yrwi] (1) — [$r&i](1))
> =M(n(t) — &) = N([em] () — [vrée] (t))
+ M(n(t) — u(t) + w(t) — £(t))
+ (Wk??k]( ) — [rug)(t) + [rwr](t) — [Vl (t))
—Mo(t) — N([¢xvi](2)).

pour ¢ €int(J),k=1,2,....,p+ 1 et
v(td) = u(ty) —wt)) > Le([oemw] (te) — L([ox&e)(tr)) >0, k =1,2, ..., p.
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I1 résulte de I'hypothése (Hs) que v(t) > 0 pour tout ¢ € J, ce qui prouve que B est
monotone croissant.

Maintenant, on est en mesure a définir deux suites {z,}, {y,} qui convergent vers les
solutions de (3.2)-(3.4) :

wa(t) = Ix ([Sn(@n)e) (00) + w55 fiy (= )" (3.9)
[f(t7 l'n,l(t), [wk(xnfl)k](t))]d& te Jg.

Yo =Y,
un(t) = Ix ([Dr(yn—1)k] (1)) + 1y Ji (t—s)! (3.10)
[t yna1(D), [V (Yno1)k](2))]ds, ¢ € Jx

Proposition 3.1.

Les suites {x,,}, {yn} définies respectivement par (3.9) et (3.10), vérifient les relations :
z(t) =xo(t) <xi(t) <. .. <zp(t) <o < yp(t) << yi(t) < wyolt) = ylt).

De plus {x,} et {y,} convergent uniformément sur J vers T ety respectivement avec

Vn>1: Tp <T <Y < Yp.
Démonstration

{x,} est croissante. En effet, nous allons le montrer par récurrence.
On a, xo = < B(xl)) =T (Car B([[lf,y]) - [I’,y] )
Supposons maintenant que x,_1 < x,, alors

B(z,-1) < B(z,) (car B est un croissante)

= Tpn < Tpgr

De méme, nous allons prouver que {y,} est décroissante.

On a B(yo) = y1 < yo =y (car B([z,y]) C [z,9] ).
Supposons maintenant que ¥, < y,_1, alors, v, < y,_1 ce qui implique

B(yn) < B(yn—1) (car B est un croissante)

— Yn+1 < Yn-

D’autre part, on a 29 < yo (x < y).
Supposons maintenant que z,_1 < y,_1, ce implique que

B(zn-1) < B(yn—1) (car B est un croissante)
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En suivant le raisonnement utilisé dans la preuve du Lemme 2.3, on montre que
{Zn}nz0 C PC(J) est quasi-équicontinu dans J.
En plus, {z,} est uniformément borné dans PC(J) (Vn > 1 ||z,|lpc < c=||yl|pc).
Ainsi, le Théoréme 1.6, permet de déduire que {z,},>0 est relativement compact dans
PC(J).
Rappelons que

{Zp}ns0 = {B"(2)}nso (B croissant)

{z,} est relativement compact donc posséde une sous-suite {B™ (x)};>1 qui converge
vers 7.
Nous allons montrer que enfaite, la suite “entiére” { B"(x)},>o converge vers T. En effet

v€>0,5|j = 1: ||Bn3($)—f||pc S

N ™

D’autre part, pour n > n;, nous avons :

B"(z) < B"(z) <Z, (B est croissant).

D’ou
0 < B"z)— B"(x) <T— B"(x)
= sup|B(@)() — B ()(1)| < sup [a(t) — B (x) (1)
— |[|B"(z) — B"(2)|lpc < |[T — B"(2)]|pc-
Par suite :

|B"(x) = Z|[pc < [|B"(z) — B" (2)||pc + ||B™ () — Z|[pc
< ||z = B"(2)||lpc + [|B" (z) — Z|[pc
= 2||B" (z) — 7||pe < e.

D’ou, {B"(x)}n>0 — T dans PC(J) <= {x,} — T uniformément.

De méme, on peut montrer que {y,} — ¥ uniformément.

Théoréme 3.1.

On supposé qu’il existe une sous-solution x et une sur-solution y de (3.2)-(3.4) telles
que z(t) < y(t),t € J et que (Hy)-(Hs) sont vérifiés.

Alors (3.2)-(3.4) admet une solution minimale u et une solution maximale @ telles que

r<u<u<ly.
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Démonstration
Soit {x,} et {y,} les deux suites définies respectivement par (3.9),(3.10). Alors d’aprés
la Proposition 3.1 ,

lim xn<t> = T(wa nh_{{)lo yn(t) = y(t)

n—o0

la convergence est uniforme sur J , avec
Vn>1: 2,<7T<y <y,

11 suffit donc de prouver que T et 7 sont des solution de (3.2)-(3.4) et qu'il s’agit en
fait d’une solution minimale et une solution maximale :
On a, pour t € Ji,n € [x,y];

1

—)/t (t=) 7 [f(t, 2na (t), [Wr(@n1)a] (1))]ds, T € T

zn(t) = I ([or(zn_1)k] (tk))+F(Oz

En passant par a la limite dans les deux cotee de I’équation précédente, on obtient :

tim () = Jim o+ s [ (0= 9" s (5) Bl i)
1 ‘ a1 . :
= it b gy (9 B s (90, Jim () (5

I ool g — _
= Cp_1 + ) /tkl(t —5)* f(s,Z(s), [YTr](s))ds.
D’autre part,

lim z,(t) = Z(t).

Donc,

Z(t) =c 1 t —5)* 7 f(s,7(s Tr|(s))ds
) = oot iy |9 5 ), )

Puisque :

Tn(ty) = Teldrrna](t) = i 2, (£7) = lim Tggprna](t) = T(t)) = Te[onT) ()

et
2,(0) = 2,(T) = lim 2,(0) = lim z,(T) = 7(0) = Z(T).

n—oo n—oo
Ainsi nous concluons que T est une solution de (3.5). de la méme maniére, nous prouvons
que ¥ est une solution de (3.5).
Maintenant, nous prouvons que T et ¥ sont solutions extrémes de (3.2)-(3.4) dans
[, yl,
soit u une solution quelconque de (3.2)-(3.4) dans [z, y]. Il est évident que xy < u < yo.
Puis par induction et en utilisant la propriété (b) de B, on peut facilement voir que

Tn U< Yo >0
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Ainsi, en passant a la limite, on conclut que

T(t) < u(t) <Ft), te.

D’ou le resultat .
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Résumé

Dans ce mémoire nous traitons la méthode des sur et sous-solutions dans 1’étude des
équations différentielles fractionnaires (E.D.F).

La premiére partie de ce travail est une lecture détaillé de quelques résultats d’existence
des solutions pour les (E.D.F) basés sur la théorie du point fixe dans les espaces de
Banach ordonnés.

Dans une deuxiéme partie, un probléme impulsif a valeurs aux limites périodiques
est considéré. An appliquant la méthode des sur et sous-solutions combinée avec la
technique des itérations monotones, des solutions extrémales sont obtenus.

Mots clés : Sur et sous-solutions, espace de Banach ordonné, itérations monotones,
point fixe, équations différentielles fractionnaire.

Abstract

In this memory we deal with lower and upper-solutions method in the study of frac-
tionnal differential equations (F.D.E).

The first part of this work is a detailed reading of some results of existence of the so-
lutions for (F.D.E) based on of the fixed point theory in ordered Banach spaces.

In a second part, an impulsive periodic boundary value problem is considered. By ap-
plying the method of lower and upper-solutions combined with the monotone iterative
technique, extreme solutions are obtained.

Key words : Lower and upper-solutions, ordered Banach space, monotone iterations,
fixed point, fractional differential equations.
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