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Notations générales

ew.t espace vectoriel topologique,

ew.tl.c espace vectoriel topologique localement convexe,
P(E) I'ensemble des parties de E,

(E,T) espace topologique sur un ensemble £ |

V un voisinage,

A I’adhérence de A,

;1 Iintérieur de A,

a(S) la frontiére de S,

V(z) I'ensemble de voisinages de z,

TA la topologie induite sur A,

I’application inverse de f,

K un ensemble compact,

Co(A) I’enveloppe convexe de A,

P une semi-norme,

j2% la jauge de V/,

B,(x,r) la semi-boule ouverte pour la semi-norme p,

B,(z,7) la semi-boule fermée pour la semi-norme p,

B,, (z,r) la semi-boule ouverte pour la jauge py,

C(R,R) I'ensemble des fonctions continues de R dans R,
C'(R,R) I’ensemble des fonctions continument dérivable de R dans R,
C () I’ensemble des fonctions continues sur €2,

C(K) I’ensemble des fonctions continues sur la compacte K,
R[X] I'ensemble des polynomes de coefficient réels,

R, [X] I’ensemble des polynomes de coefficient réels de degré n,

P ={p;;i € I} une famille de semi-normes,

B Base d’ouverts.
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Introduction générale

La théorie du point fixe a été un champ de recherche actif et a connue un déve-
loppement intense au cours des trois dérniéres décennies.
Le principe de contraction de Banach, est le premier important résultat bien connu
dans cette théorie, applicable & de nombreux domaines d’intérét actuelle dans I’ana-
lyse. Il est également le plus utilisé éfficacement pour établir I'existence et 'unicié
des solutions des équations intégrales non linéaire de Volterra, des équations in-
tégrales de Fredholm et des équations intégro-différentielles non linéaires dans les
espaces de Banach. Ce principe est dit a S. Banach en 1922, il s’agit d’une abstrac-
tion de la méthode des approximations successives introduite par Liouville en 1837
et développée systématiquement pour la premiére fois par Picard en 1890.
Au cours des annés, de nombreux mathématiciens ont tenté avec succés de générali-
ser ce théoréme, les célebres résultats connus dans ce domaine sont ceux de Brouwer
et Schauder en 1930 aussi que Krasnoselskii en 1955.
En 1971, Cain et Nashed [?]| ont étendu la notion d’application contractante aux
espaces localement convexes de Hausdorff (E, {|.|;cr}) (ot {|.|ics} est une famille de
semi-normes qui générent la topologie de F) comme suit :
Pour X C FE, une application f : X — X est dite contractante si pour tout ¢ € I, il

existe 0 < k, < 1 tel que

1f(@) = f(W)la < kalz —yla



pour tout x,y € X.

I1 ont montré que le principe de contraction (classique) de Banach est encore valable
pour ce genre d’applications définies sur un sous-espace complet de X.

Ce principe a été étendu aussi aux espaces uniformes, qui forment une extension na-
turelle des espaces métriques par de mombreux mathématiciens, citons entre autre
Knill et Tarafdar |?].

Dans ce contexte, on propose dans ce travail d’introduire la généralisation du concept
des espaces de Banach aux espaces localement convexes et de redémontrer I'une des
version de la théorie du point fixe dans les espaces localement convexes. Nous ache-
vons ce travail par un exemple d’application pour un probléme différentiel a valeurs
initiales dans un domaine de temps non borné.

Ce travail est réparti en trois chapitres :

Le premier chapitre est consacré aux notions topologiques et algébrique prélimi-
naires qui nous seront utile par la suite.

Dans le deuxiéme chapitre, nous introduisons les espaces vectoriel topologiques loca-
lement convexe (e.v.t.l.c), qui forment une extension naturelle des espaces de Banach,
ainsi que leurs importantes propriétés. Nous clarifons ensuite la correspondance bi-
univoque entre la topologie des espaces localement convexes et celle générée par une
famille de semi-normes et nous achevons ce chapitre par quelques exemples.

Dans la premiére partie du troisiéme chapitre, nous redémontrons 1’existence et I'uni-
cité d’'un point fixe d’une fonction qui applique un sous ensemble fermé d’un espace
localement convexe dans I’espace tout entier, sous certaines conditions de convexité
sur I'ensemble et de contraction sur la fonction.

Dans la deuxiéme partie de ce chapitre, nous donnons un exemple d’application a la
résolution d’un probléme & valeurs initiales dans un domaines de temps non borné.
Aprés avoir transformer le probléme a une équation intégrale et identifier les solu-
tions aux points fixes de cette équation, nous posons des conditions suffisantes sur
les donnés du probléme qui permettent d’appliquer le théoréme du point fixe établi

dans la premiére partie du chapitre et obtenir ainsi I'unique solution du probléme.



Chapitre 1

Notions de base

Ce chapitre est consacré aux rappels sur les espaces vectoriels et les espaces
topologiques ainsi que les propriétés fondamentales qui s’y rattachent et qui nous

seront utiles par la suite.

1.1 Espaces vectoriels

Définition 1.1.1 [?] On appelle espace vectoriel sur un corps K tout ensemble E

muni de deux lois + et . verifiant :

1) (E,+) est un groupe commutatif (c-a-d, + est une loi interne qui est asso-

ciative, possédant un élément neutre, et tel que tout élément a un inverse),
2) pour tout (A, ) dans K2, pour tout x dans E, A\.(u.x) = (A\p).x et 1.z = =,

3) . distributive par rapport & + dans E et par rapport ¢ + dans K.

Exemple 1.1.1 [?/

1. L’ensemble C([0,1],R) des fonctions continues de [0,1] dans R est un espace
vectoriel. Plus généralement, soit X inclus dans un K-espace vectoriel, E un
K-espace vectoriel, alors l’ensemble C(K, E) des fonctions continues de K

dans E est un K-espace vectoriel.

2. R[X], l’ensemble des polynomes a coefficients réels est R-espace vectoriel.
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Définition 1.1.2 [?/(Sous-espace vectoriel)
Un sous-espace vectoriel F' d’un espace vectoriel E est un sous-ensemble F' non-vide

de E tel que :
1) Siz,y€ F alorsx+y € F;

2) Si €K, alors \x € F.

Exemple 1.1.2 [?] R,[X] est un sous-espace vectoriel de R[X] et C*(R,R) est un

sous-espace vectoriel de C(R,R).

1.1.1 Application linéaire

Définition 1.1.3 [?/ Soient E, F deux espaces vectoriels de dimension finie et f :
E — F une application. On dit que [ est une application linéaire si les deux condi-

tions suivantes sont satisfaites pour tout N e K, x,y € F :
1) fle+y) = fl)+ fy)
2) f(Ax) = Af(z).

Exemple 1.1.3 [?/
1. Soit f: E — F définie par f : x +— Op est une application linéaire.

2. Soit f: R — R définie par x — Az est une application linéaire.

Proposition 1.1.1 /?/
e La somme de deux applications linéaires est linéaire.

e Si on multiplie une application linéaire par un scalaire on obtient encore une

application linéaire.

o Si f est une application linéaire de E dans F, et g une application linéaire

de ' dans G alors g o f est une application linéaire de E dans G.



1.1.2 Ensembles convexes

Définition 1.1.4 [?/,[?],[?] Soit E un espace vectoriel. Un ensemble V' de E est
dit convexe, si pour tous x,y dans V et pour tout t € [0, 1], le point tx + (1 —t)y

appartienne encore a V.

Exemple 1.1.4 [?/]
1. L’espace E ainsi que la partie vide sont convexes.
2. Si E =R les parties convezes sont les intervalles.

3. Les boules d’un espace normé sont convexes.

Propriété 1.1.1 [?] Soit E un espace vectoriel. Alors les propriétés suivantes sont

satisfaites :
1. L’ensemble () est conveze.
2. Les singleton {x} est conveze.
3. 81V est convexe, alors (—V') aussi conveze.
4. L’intersection d’une collection arbitraire d’ensembles convexes est conveze.

5. Soit {V;} une collection d’ensembles convexes qui est totalement ordonnée par

linclusion, alors leur union | J. Vi est convexe.
7 1

6. La translation d’une partie convexe de E est conveze.

Définition 1.1.5 [?/,[?],[?] Soit A une partie d’un espace vectoriel E.
L’enveloppe conveze de A, notée Co(A), est défini comme lintersection de tous les

ensembles convexes contenant A, i.e,
Co(A) = ﬂ{V CE:ACV,V est convexe }.
En outre, x € Co(S) si, et seulement si,
:E:Z)\ixi ou x; €8, \; >0 et Zx\izl.
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1.1.3 Fonctions convexes

Définition 1.1.6 [?/ Une fonction f a valeur dans R, définit sur une partie convexe

C de E = R" est dite convexe si

Lorsque 'inégalité est stricte, on dit que f est strictement convexe sur C.

Exemple 1.1.5 [?] La fonction x + 2% est conveze sur R. On peut le prouver par

le calcul. Soit a,b € R ett €0,1], on a
(ta + (1 —t)b)* < ta® + (1 — t)b?,

implique

t2a® + 2t(1 — t)ab + (1 — )%* < ta® + (1 — )b,

de sorte que
(t* —t)a® +2t(1 — t)ab+ (1 —1)* = (1 — t))b* <0,

alors

t(t —1)a* — 2t(t — 1)ab+t(t — 1)b* <0,

t(t —1)(a —b)* <0.

1.2 Espaces topologiques

1.2.1 Définitions et exemples

Définition 1.2.1 [?/,[?] Une topologie sur un ensemble E est une famille T C P(FE)

de parties de E vérifiant les 3 conditions suivantes :



1. O et E sont des élément de T.
2. Toute intersection finie d’éléments de T est un élément de T.
3. Toute réunion quelconque d’éléments de T est un élément de 7.

Le couple (E,T) est appelé un espace topologique.

Exemple 1.2.1 [?/

1. Soit E un ensemble non vide, alors T = P(E) définit une topologie, appelée
topologie discrete. Noter que la topologie est discrete si, et seulement si tous
les singletons de E (i.e. les parties de E constituées d’un seul élément) sont

des ouverts.

2. Soit E un ensemble non vide, alors {0, E} est une topologie sur E appelée

topologie grossiére.

1.2.2 Notions topologiques de Base
Ouverts et fermés

Définition 1.2.2 [?/(Ouvert)

Soit (E,T) un espace topologique. On appele ouvert, toute élément de .

Définition 1.2.3 [?/(Fermé)
Soit (E,T) un espace topologique. On appelle fermé, toute partie de E dont le com-

plémentaire est ouvert.

Proposition 1.2.1 [?/ Soit (E,7) un espace topologique. La famille des fermés de

E vérifie les propriétés suivantes :
(F1) 0, E sont des fermés.
(F2) L’union d’une famille finie de fermés est un fermé.

(F3) L’intersection d’une famille quelconque de fermés est un fermé.



Voisinages

Définition 1.2.4 [?] Soit (E,7) un espace topologique et x € E. On dit qu’une
partie V de E est un voisinage de x dans E s’il existe un ouvert de E wvérifiant

r €O CV, onnote V(x) l'ensemble de voisinages de x.

Proposition 1.2.2 [?] Les voisinages d’un point vérifient les propriétés suivantes :
1. Pour tout Ve V(z), z € V.
2. Pour tout Ve V(x), et tout U C E, si V C U alors U est un voisinage de x.

3. Toute intersection finie de voisinages de x est un voisinage de x.

Théoréme 1.2.1 [?] Soit (E,T) un espace topologique. O est un ouvert de E si et

seulement si O est voisinage de chacun de ses points.

Bases d’ouverts et bases de voisinages

Définition 1.2.5 [?/ Soient (E,T) un espace topologique et B une famille d’ouverts.
On dit que B est une base d’ouverts de (E,T) si tout ouvert non vide de E est réunion

d’ouverts appartenant a B.

Proposition 1.2.3 [?] Soient (E,T) un espace topologique et B C 7 une famille

d’ouverts. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. B est une base d’ouverts de E.

2. Pour tout ouvert U et tout x € U, il existe B € B tel que x € B C U.

Preuve. Si B est une base d’ouverts, alors tout ouvert U peut s’écrire sous la forme
U = U,e; Bi- Donc quelque soit z € U, il existe i € J tel que v € B; C U. Ce qui
prouve que (1) implique (2)

Soit maintenant U un ouvert. Alors pour tout x € U, il existe un ouvert B, € B tel

que x € B, C U. On a alors,

v=J{xtcUB. U

zelU zelU



Ce qui montre que (2) entraine (1) et achéve la démonstration. m

Définition 1.2.6 [?] Soit (E,T) un espace topologique, et x € E. On appelle base
de voisinages de x toute famille B(x) de voisinages de x telle que pour tout voisinage
V' de x, il existe W € B(x) tel que W C V.

Par conséquent, si B(x) est une base de voisinages de x alors on a,
V() ={V C E; IW € B(z) avec W C V'}.

Exemple 1.2.2 [?] Soit (E,7) un espace topologique V(a) = {O € 7\ a € O}, ou

V(a) est une base de voisinage de a.

Proposition 1.2.4 [?] Soient (E,T) un espace topologique et B C 7. Les propriétés

suivantes sont équivalentes :
1. B est une base d’ouverts de E.

2. Pour tout x € E, la famille {U € B; x € U} est une base de voisinages de x.

Preuve. On suppose que B est une base d’ouverts de E. Soit x € E et V un
voisinage de x. Alors V' contient un ouvert O qui contient . On peut alors écrire O
comme 'union d’éléments de B. Il existe une famille B;,i € I, d’éléments de B tel

que

o=JB.

iel

Mais alors, il existe ¢ € I tel que x € B;. Donc
reB,COCV.

Donc pour tout x € E,| la famille {U € B; z € U} est une base de voisinages de .
Ce qui montre (1) implique (2).
Supposons maintenant que pour tout x € E, la famille {U € B; = € U} soit une

base de voisinages de . Soit O un ouvert de E. Alors, O est un voisinage de chacun



de ses points, et donc pour tout z € O, il existe B, € B tel que
r e B, CO.

Alors,
O=|J{stc|JB. CO

€O €O
Ce qui prouve que (2) entraine (1).

D’ou le résultat. m

Propriété 1.2.1 [?] L’union de toute base de voisinages est une base de topologie.

Adhérence et intérieur

Définition 1.2.7 [?] Soit (E,T) un espace topologique et x € E.
a) Le plus petit fermé contenant A, est appelé l'adhérence (ou la fermeture) de
A dans E. On le note A.
b) Le plus grand ouvert contenu dans A, est appelé Uintértieur de A dans E. On

le note A.

Corollaire 1.2.1 [?] Soit (E,T) un espace topologique. Alors on a

o —_—

ACACA
Proposition 1.2.5 [?] Soit (E,T) un espace topologique et A C E. On a alors

A = {ze€eE FVeVx): VCA}
= {z€eE: AcV()}

|
|

{r e E, VYV e V(x), VNA#D}

= {3(z,) C A tel que x, — z}.
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1.2.3 Espace séparé (ou de Hausdorff)

Définition 1.2.8 [?/ Soit E un espace topologique. On dit que E est séparé, si
quelque sotent deux éléments distincts x,y € E, il existe V, voisinage de x et V),

voisinage de y tels que V, NV, = 0.

Exemple 1.2.3 Si E muni de la topologie discréte alors {x} et {y} sont des ouverts

disjoints si x et y sont distincts, donc E est séparé.

1.2.4 Topologie induite

Définition 1.2.9 [?] Soit (E,T) un espace topologique et A un sous ensemble de E.
On appelle topologie induite sur A par T la topologie T4 dont la famille d’ouverts est

donnée par :
T4a={0ONA4; O€er}.
Remarque 1.2.1 D’aprés la définition, les ouverts de A pour la topologie induite

sont les traces sur A des ouverts de E.

1.2.5 Topologie générée par une famille d’ensembles

Définition 1.2.10 [?/ Soient E un ensemble et F C P(E).
La topologie générée par F est la plus petite topologie sur E qui contient F et qu’on
note 7(F) c-a-d :

1) 7(F) est une topologie sur E.

/!

2) Si 1’ est une topologie sur E telle que F C 7' alors 7(F) C 7.

Le théoréme suivant caractérise la topologie générée par une famille d’ensemble.

Théoréme 1.2.2 [?7] Soient E un ensemble et F C P(E).
Tout ouvert de la topologie générée par F est l'union quelconque des intersections

finie de F. c-a-d

Uer(F) ssi U=[]J(

J

Aj) \A; e F

1

n
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1.2.6 Continuité

Définition 1.2.11 [?/ Soient E, F deuz espaces topologiques, xo € E et f : E — F
une application.
On dit que f est continue en xq si, pour tout voisinage V' de f(zo) dans F, il eziste

un voisinage U de xy dans E tel que f(U) C V.

Proposition 1.2.6 [?/ Soient E, F deux espaces topologiques et f : E — F une

application linéaire. Les conditions suivantes sont équivalentes :
a) [ est continue;
b) Pour tout owvert U de F', f~1(U) est un ouvert dans E ;

¢) Pour tout fermé F de F, f~Y(F) est un fermé dans E.

Définition 1.2.12 [?/(Homéomorphismes)
f: E — F est un homéomorphisme si, et seulement si f est continue, bijective et

f~1 est continue.

1.2.7 Espaces compacts

Définition 1.2.13 [?/ Soit E un espace topologique. E est dit compact si, et seule-
ment si B est séparé et de tout recouvrement ouvert de E on peut extraire un recou-
vrement fini (i.e. pour toute famille d’ouverts (O;),.; de E telle que E = Uic;O;, il
existe J C I tel que J est finie et E = U, 0;).

Proposition 1.2.7 [?] Soit E un espace topologique. E est compact si, et seulement
st E est séparé et de toute famille de fermés de E dintersection vide, on peut extraire

une sous famille finie d’intersection vide.

Définition 1.2.14 [?/(Ensembles compacts)
Soit E un espace topologique et K C E. On dit que K est un ensemble compact de

E si, et seulement si K muni de la topologie induite (par celle de E) est compact.

Exemple 1.2.4 [?] Tout ensemble fermé borné dans la topologie usuel est compact.
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Chapitre 2

Espaces vectoriels topologiques

localement convexes

Dans ce chapitre, Nous allons développer la généralisation du concept des espaces
de Banach dont la topologie est générée par une famille de semi-normes plutdt que

par une seule norme.

2.1 Espaces vectoriels topologiques

2.1.1 Définitions et notations

Définition 2.1.1 [?/,[?],[?] Soit E un espace vectoriel sur K =R ou C muni d’une
topologie T. Le couple (E,T) est appelé espace vectoriel topologique et on écrit e.v.t,

st les applications

+:(E,7)x (E,7) — (E,7)
(r,y) = z+y
Kx (E,7) — (E,7)

(,x) — ax

13



sont continues.

Remarque 2.1.1 Les applications de la définition ci-dessus vérifient les deux condi-

tions suivantes :

1. Pour tous x,y € E et tout voisinage U de x + vy, il existe des voisinages V

de x et W de y tels que
V+WcuU.

2. Pour tous a € K, z € E et voisinage U de Az, il existe r > 0 et un voisinage

V de z tels que
{az:a €K, [a—A<r, zeV}cCU.

Exemple 2.1.1 [?] Un sous-espace vectoriel d’un e.v.t, muni de la structure de

sous-espace topologique, est un e.v.t.

Définition 2.1.2 [?/,[?].[?] Soit E un e.v.t sur K.
- Pour tout a € E, lopérateur de translation est une application T, : E — F,
défini par
T.x=z+ a.

- Pour tout 0 # o € K, lopérateur de multiplication est une application M, :
E — E, défini par

M,z = ax.

Proposition 2.1.1 [?/,[?],[?] Les deuz applications T, et M, sont homéomorphismes
de E sur E.

Preuve. Les axiomes de I'espace vectoriel impliquent que I'inverses de T, et M, sont
(T,)™ =T, et (M,)™" = M1, alors T, et M, sont des bijections. La continuité

supposée des opérations dans I’espace vectoriel implique que ces quatre applications

14



(To, T—a, M, et M1) sont continues. Par conséquent chacun d’eux est un homéo-

morphisme (une application continue dont l'inverse est également en continu). m

Remarque 2.1.2 Une conséquence immédiate de ce résultat est ce que la topologie
est invariante par translation et multiplication ; ¢’est-a-dire, un ensemble A C E est

ouvert si et seulement si T, (A) (ou M,(A)) lest aussi.

Théoréme 2.1.1 [?/,[?],[?] Dans un e.v.t, pour tout voisinage U de 0, il exsiste un

voisinage V' de O tel que

V+VcU.

Preuve. Comme 0 4+ 0 = 0 et d’aprés la premiére assertion de la remarque ?77. On
en déduit qu’il existe des voisinages V; et V5 de 0 tels que V4, + Vo C U. 11 suffit donc
de prendre V =V,NV;. m

Le théoréme suivant découle immédiatement de la proposition 77

Théoréme 2.1.2 [?/,[?],[?] Soit (E,T) un e.v.t et x € E. Alors
V(z) =x+ V(0).

Lemme 2.1.1 [?/[?7],[?] Si (E,T) est un e.v.t, alors
1. L’intérieur d’une partie conveze est convezxe.

2. L’adhérence d’une partie convexe est convexe.

Preuve.

1. Supposons que V est convexe. Soit z,y € V. Ce qui désigne qu’il existe des

voisinages U et W de 0 tels que

r4+UCV, et y+W CV.

15



Puisque V' est convexe, on a

x4+ U)+(1=-t)(y+W) = (tze+(1—-t)y)+U+(1—-t)W

c Vv,

ce qui montre que
o

tr+(1—tyyeV,

[0)
donc V est convexe.

2. La convexité de V implique que pour tout ¢ € [0, 1]
tV+(1-t)VcCV.

Soit ¢ € [0, 1], donc

De sorte que

C tV+(1-t)V

ce qui montre que V' est convexe.

2.1.2 Ensembles spéciales dans un e.v.t et propriétés

Définition 2.1.3 [?/,[?],[?] Soit E un e.v.t. Une partie V de E est dite

Absorbante si pour tout x € E il existe o > 0 tel que \x € V' pour tous \ tels

que |\ < a.
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Equilibrée si A\V C V pour tous \ tels que |\ < 1.
Absolument convexe si, et seulement si, V' est convexe et équilibrée.
Symétrique si x € V implique (—x) € V, nommément (—=V) = V.

Bornée si pour tout voisinage U de O contenant V', il existe t € R tel que pour

tout A\ >t, V C tU.
Proposition 2.1.2 [?] Tout ensemble équilibré est symétrique.

Preuve. Soient £ un e.v.t et ¥V un ensemble de F.

Soit # € (—=V), alors Jy € V : x = —y. Donc z = Ay avec A = —1. Puisque
Al =]—1=1<1etV est équilibré, alors x € V.

Soit maintenant z € V. D’aprés ce qui précede, (—V') C V, donc —x € V. Puisque
r = —(—xz), alors © € (=V), de sorte que V' C (=V). Ce qui prouve que V est
symétrique. m

Lemme 2.1.2 [?/[?7],[?] Si (E,T) est un e.v.t, alors

1. S1'V est équilibré et 0 € V, alors V' est équilibreé.

2. Si'V est équilibré, alors V Uest aussi.

Preuve.
1. Pour tout 0 < |A| <1,

AV =\ C V.

Si A = 0, AV = {0}, il faut nécessiter que 0 € V pour la dérniére étre
équilibré.

2. Puisque la multiplication par un scalaire est une homéomorphisme,
AV = V.
Si V est équilibré, donc pour |A| < 1,

AV =XV CV,
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alors V est équilibré.

Proposition 2.1.3 [?/,[?],[?] Si (E,T) est un e.v.t, alors tout voisinage de O est

i) absorbant.

i) contient un voisinage de 0 équilibré.

iii) contient un voisinage de 0 équilibré et fermé.

Preuve.

1)

iii)

Soit U un voisinage de 0. Avec la continuité de multiplication par un scalaire,
il existe un r > 0 et un voisinage W de 0 donc |a| < 7 implique que pour

tout € W on a ax C U qui montre que U est absorbant.

Supposons V' un voisinage de 0. Puisque la multiplication par un scalaire est
continue, il existe un voisinage ouvert W de 0 et r > 0 tel que |a] < 7 et
xr € W implique que ax € V.
Soit

A= U aW.

0<|ar|<r
On note que A C V, A est ouvert, et 0 € A. Siz € A, et 0 < || < 1,
alors © € W avec |a| < r implique o/z € ad/W, et 0 < |/ < r. Alors
0 < |&/| <1 implique o'z € A.
Enfin, si x € A alors 0.2 = 0 € A.
Si U est un voisinage de 0 = 0.0, alors il existe » > 0 et un voisinage V' de 0

tels que

W={azx:a€kK, |[o|<r,zeV}CU

or W est équilibré et contient V', donc est un voisinage de 0.
Cela étant, pour tout voisinage U de 0, il existe un voisinage équilibré V' de
0 tel que

V+VclU

18



Onaalors V CU car, pour tout x € V, on a
(z4+V)NV £0

et il existe donc y, z € V tel que z + y = z donc tels que
r=z—yel.

Pour conclure, il suffit alors de vérifier que V est équilibré, ce qui est direct

par le lemme ?77.

Proposition 2.1.4 [?/,[?],[?] Tout voisinage convexe de 0 contient un voisinage

absolument conveze de 0.

Preuve. Soit V' un voisinage de 0 convexe et soit

U= () aV.

la|=1

Puisque U est I'intersection d’ensembles convexes est convexes. Il est équilibré par-

ceque pour tout 5 <1,

BU = () (Ba)V = [ (1Ble)V = |8V,

la|=1 lal=1

et par la convexité

18|V = |8V + (1 —|8]){0} C U.

Puisque 0 € U, U est équilibré; il est aussi convexe. m

2.1.3 Limite, suite de Cauchy et e.v.t complets

Définition 2.1.4 [?/(Limite)
Soit (E,T) un e.v.t séparé (de Hausdorff). Une suite {x,}n>1 de E est dite conver-
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gente vers x € E si pour tout voisinage V de x,
dng e N,Vn>ng: x, € V.
Remarque 2.1.3 La définition précédente est équivalente a :
vV e V(0),3ng tel que ,Yn >ng: x, —x9 € V.

Définition 2.1.5 [?/(Suite de Cauchy)

Soient (E,7) un e.v.t et {x,}n>1 C E. Une suite {x,},>1 est de Cauchy si
VvV e V(0),3ng tel que ,Ym,n >ng: x, —x, € V.

Définition 2.1.6 [?/(e.v.t.complet)

Soit (E,7) un e.v.t. E est complet si toute suite de Cauchy dans E est convergente.

2.2 Espace vectoriel topologique localement convexe

2.2.1 Définitions et propriétés

Définition 2.2.1 [?/,[?],[?] On appelle espace vectoriel topologique localement conveze
et on écrit e.v.t.l.c, tout ev.t (E,T) dont 0 admet une base de voisinages formée

d’ensembles convexes; on dit que T est une topologie localement convere sur E.
Théoréme 2.2.1 [?/,[?],[?] Si (E,T) est un e.v.t, les énoncés suivants sont équiva-
lents :

1. 7 est une topologie localement convexe ;

2. 0 admet une base de voisinages absolument convezxes,

3. tout point admet une base de voisinages convexes ;

Preuve. (2) implique (1) et (3) implique (1) sont triviaut par la définition ci-dessus.

Puisque tout tanslaté d’une partie convexe est convexe (la propriéteé ??-(?7)), alors
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(1) entraine (3).

Maintenans on va montrer que (1) implique (2). En fait, pour tout voisinage U de
0, il existe d'une part un voisinage convexe V' de 0 inclus dans U et d’autre part
un voisinage équilibré W de 0 inclus dans V' d’aprés la proposition ?7. Dans ces

conditions, on a

W cCo(W)cCV cU,

or linclusion W C Co(W) est un résultat immédiate de définition ??7, et pour
conclure, il suffit de montrer que Co(W) est absolument convexe. Immédiatement,
C'o(W) est convexe par définition et aussi équilibré car, avec des notation claires par
elles-méme :

Sopposons y € Co(W) et |¢| < 1. Choisissons z1, - - ,x, € W avec
Yy =2 Ny, A >0, Y\ =1
Alors
cy = Xihicx; = XNz € Co(W)
lorsque cx; € W (W est équilibrée). m

Théoréme 2.2.2 [?] Dans un e.v.t.l.c, tout point admet une base de voisinages

convezxes ouverts (resp. fermés).

Preuve. Puisque la continuité du translation conserve la convexité par la propriété
??7-(?7) et lorsque l'intérieur d’'un convexe est un convexe et ouvert par définition
(resp. I'adhérence d’un convexe est un convexe fermé) d’aprés le lemme ?7. Alors

tout point admet une base de voisinages convexes ouvert (resp. fermé) sur £. m

Proposition 2.2.1 [?/ Dans un e.v.t.l.c réel, 0 admet une base de voisinages ouverts

convexes Symétriques.

Preuve. En effet, si V' est un voisinage ouvert convexe de 0, alors V N (=V) est

encore un voisinage ouvert convexe de 0, qui est symétrique et contenu dans V. m
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2.3 Topologie générée par une famille de semi-normes

2.3.1 Définitions et propriétés
Semi-normes

Définition 2.3.1 [?/,[?],[?] Soit E un espace vectoriel.

Une semi-norme sur E est une fonction p: E — R telle que
1. p(azx) = |alp(x) pour tout « € R;
2. plz+y) < plz) +py).

Exemple 2.3.1 [?] Pour toute forme linéaire p : E — K, la fonction ¢ — |u(p)]
est une semi-norme sur E. Par exemple, si X est un ensemble et x € X, alors la

forme linéaire d’évaluation en x

e, KX 5 K

p = o)
définit une semi-norme sur KX

K* — Ry

v = (@)l

Définition 2.3.2 [?] Si p est une semi-norme sur l'espace vectoriel E, alors pour

tous x € B et r >0, les ensembles
By(z,r) ={y € E5 p(y —x) <1} et By(v,r)={y € E; ply—z) <r}

sont appelés semi-boule de centre x et de rayon r ouverte et fermé respectivement

pour la semi-norme p.

Remarque 2.3.1 Dans le cas ou x = 0, B,(0,7) et B,(0,r) sont appelés semi-

boules centré ouverte et fermé respectivement pour la semi-norme p.
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Proposition 2.3.1 [?] Si p est une semi-norme sur l’espace vectoriel E, alors les

propriétés suivantes sont verifiés :
1. By(z,r) =2+ B,(0,7) et B,(z,7) = x + B,(0,7).

2. B,(0,7) = rB,(0,1) et By(x,r) =1rB,(0,1).

Preuve.

1) soit z € By(z,7). On va montrer d’abord que
z€x+ By0,7).
Puisque p(z — x) < r (car z € By(x,r), alors
(z —z) € B,(0,7),

c’est-a-dire

z € x+ By0,7),

donc

B,(x,r) C x4+ B,(0,7). (2.1)

Soit maintenant z € x + B,(0,r), alors
dy € B,(0,7) : z =z +y,

donc

plz —z)=plx+y—z)=ply) <r

ce qui entraine que z € By(z,r). Donc

xz+ B,(0,7) C By(x,71). (2.2)

23



D’aprés (?77) et (7?), on obtient
B,(x,r) =x + By(0,7).

De méme on peut montrer que B,(z,7) = x + B,(0,7).

Soit x € B,(0,7) alors p(z) < r, de sorte que

c’est-a-dire

donc

1
-z € B,(0,1).
,

Alors x € rB,(0,1). Ce qui signifie que

B,(0,r) C rB,(0,1).

Soit maintenant x € rB,(0,1) c’est-a-dire
x
- € B,(0,1)

implique

p(=) <1,

de sorte que p(z) < r alors x € B,(0,7).

Donc

rB,(0,1) C B,(0,r).

De (77) et (?77?), on aura

rB,(0,1) = B,(0,r).
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De méme va on montrer que rB,(0,1) = B,(0,7).

Proposition 2.3.2 [?/,[?],[?] Soit p une semi-norme sur un espace vectoriel E.

Alors

1. p est symétrique.

2. p(0) = 0.
3. |p(z) = py)| < plx —y).
4. p(z) > 0.
Preuve.
L oplx—y) =p(—(y—=)) =] —1py — 2) = ply — ).

2. p(0) = p(0.z) = 0.p(x) = 0.

3. Cette assertion découle des inégalités suivantes

plz) = plat+y—y)

< py) +plx—y),

et comme p est symétrique, on aura

ply) < px)+ply—2)

= pz) +plx—y),
ce qui implique que
p(x) —ply) < plz —y)

et

p(y) — p(z) < p(z —y)

ce qui est équivalent a

[p(x) = p(y)| < pz —y).
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4. Pour tout x € E, on a alors

0=p(z—2z) < plz) +p(-z) = 2p(z).

Proposition 2.3.3 [?/,[?],[?] Soit E un e.v.t et p une semi-norme sur E. Les as-

sertions sutvantes sont équivalentes :
1. p est continue;
2. {z;p(x) < 1} est ouvert;
3. {x;p(x) < 1} est un voisinage de 0 ;
4. {x;p(x) < 1} est un voisinage de 0 ;
5. p est continue en 0.

Preuve. Pour cela on va montrer d’abord que (1) implique (2) :

Puisque I =| — oo, 1] est ouvert, alors p~'(I) = {z;p(z) < 1} est ouvert par la
continuité de p.

(2) implique (3) :

Supposons {z; p(z) < 1} est ouvert. Comme 0 € {z;p(z) < 1} et tout ouvert est un
voisinage de chacun de ses points, alors {z;p(z) < 1} est un voisinage de 0.

(3) implique (4) :

Il clair que {z;p(x) < 1} C {z;p(z) < 1}. Donc, on en déduit que {x;p(x) < 1} est
un voisinage de 0.

(4) implique (5) :

En utilisant la continuité de l'addition de l'e.v.t E et la remarque 77, on obtient
directement que p continue en 0.

(5) implique (1) :

Soit € F et € > 0. Il existe un voisinage V' de 0 tel que y € V entraine p(y) < e.

Sizex+Valors z— 2 € V de sorte que

p(2) — p(a)] < p(z —x) <e
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d’aprés l'inégalité triangulaire. m

Propriété 2.3.1 [?] L’ensemble {x;p(x) < 1} est absolument conveze et absorbant.

Preuve.

- Si p(z) < 1 alors, pour tout |A| <1,

p(Ar) = [Alp(x) <1,

qui démontre que {z;p(z) < 1} est équilibrée.

- Siz,y € {z;p(x) < 1} alors, pour tout 0 <t <1

ptz+ (1 —1t)y) < tpx)+ (1—1t)p(y)

1

IN

ce qui implique que

tr+ (1 —t)y € {z;p(zr) < 1}.

done M est convexe.

- Pour tout x € E et a > p(v), p(2) < 1lie x € afx;p(r) < 1}, donc

{z;p(x) < 1} est absorbant.

Définition 2.3.3 [?/,[?] Une famille P = {p;,i € I} de semi-normes sur un espace

vectoriel E est dite séparé st

Ve e E—{0}, Jiel; pi(x) #0.

Exemple 2.3.2 [?] Soit E = C([0,1],C) et on considere

P=A{p.,: €QU[0,1]},
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ol

pa(f) = |f(@)], Vf € E.

Si0+# f e E, alors il existe y € [0,1] de sorte que f(y) # 0. Par la continuité de f,
il existe un voisinage V' tel que f(y) # 0 pour touty € V. Alors il existe un nombre
rationnel ¢ € V' afin que 0 # f(q) et donc p,(f) # 0. Donc P est une famille de

semi-normes séparante.

Définition 2.3.4 [?/,[?],[?](Jauge ou fonctionnelle de Minkowski d’un ensemble
conveze)
Soit E un e.v.t réel, et V un voisinage convexe de 0. On appelle jauge ou fonction-

nelle de Minkowski de V', l'application py définie par py : E — [0, 4+00]
) 1
pyv(z) :==1inf{t > 0: ST € Vi (2.5)
Remarque 2.3.2 py peut étre définie aussi par
pv(z) :=inf{t > 0:2 € tV}.

Propriété 2.3.2 [?],[?],[?] Soit E un e.v.t réel, et V un voisinage convexe de 0. La

jauge vérifie les propriétés suivantes :
1. L’application py est continue.
2. {zeEpy<l}cV c{zreE;py <1}

3. 51V est ouvert, alors
V={zeFE;py(z) <1}

4. Si'V est symétrique, alors la jauge de V' est une semi-norme sur E.

Preuve.
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1. Comme pour les normes, on déduit de la sous-additivité de py que

Va,y € B, |pv(z) —pv(y)| < pvlz —y).

Donc la continuité de py en un point quelconque de E découle de sa continuité
en 0. On va montrer la continuité de py en 0. Soit € > 0, comme V est un

voisinage de 0 et puisque
1
—xr — 0 quand x — 0,
€
il existe un voisinage W de 0 tel que,
1
VeeW, —xeV.
€
Par définition de la jauge, on a alors
pv({[’) < €, Ve e W.

2. Sixz eV, alors
1
1€{t>0:¥x€V},

entraine

1
py(z) = inf{t>0: JT € Vi

IA

1.
Maintenant si py < 1, alors

1
3t €]0,1] tel que JTE V.
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Puisque V est convexe et 0 € V on a

t(%x) L (—t)0eV

donc x € V.

. Pour tout x € V', comme V est ouvert, si € est assez petit, alors
(I1+ezxeV,
donc

1
pv(z) = inf{t>0: JT € Vi

IN

Réciproquement, si x € E et py(x) < 1, alors
1
3t €]0,1] tel que JTE V,
et donc par convexite
1

. Pour montrer que py est une semi-norme, on va montrer d’abord que py est
sous-additive.
Comme V est un voisinage de 0, pour tout x dans E, pour t assez grand, %

dans V', donc py est bien défini. Pour tout x,y € E, on peut écrire

r=(py(z)+e)u et y=(py(y)+ev
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avec u,v € V. Alors

r+y=(pv(x)+e+pv(y) +ew

ou
1
w = pyv () +e)u+ (pv(y) +€)v)) €V,
e V@) O (v (y) + o)
Donc
pv(z +vy) <pv(z)+e+py(y) +e
Puisque € > 0 est arbitraire on obtient sous-additivité. De plus, si V = =V
on aura

pv(z) = py(—2)
donc py est une semi-norme, ce qu’il fallait démontrer.

Théoréme 2.3.1 [?]/ Soit E un e.v.t. Soit V' un voisinage de 0, ouvert, absolument

convexe. Alors il existe une unique semi-norme p telle que

V={z € E;p(x) <1}. (2.6)

Preuve. Soit p = py défini par (??) rappelons que

pv(x) :=inf{t > 0: 2 € tV}.

1. On va montrer que py est bien une semi-norme.

(a) Maintenant on va montrer la sous-additivité :

Soient z,y € E. Pour € > 0, posons

t=pv(z)+e et t=pv(y) +e

31



de sorte que, par définition de I'infimum,
dto <t tel que z € tyV.

Puisque V' est équilibré, ¢V C ¢V donc § € V alors x € tV. De méme,

Y € V de sorte que y € sV. Soit

u = € [0,1]
t+ s
Par convexité de V, on a
1 T+ Is
t+s<x+y) N t+ s
t s Yy
B (t+s)?+(t+s)§
U Jr(s—i—t—zf)l
_= —X _— -
t t+s sy

- (u§+(1—u)%)ev,

donc

pv(z+y) <t+s.

Autrement dit
pv(z+y) <pv(z)+pv(y) + 2,

ce qui donne le résultat.

(b) Sis >0, il est clair que

pv(sz) = spy(x).

Puisque V' est équilibré on voit facilement que pour tout A € K, on a

AV = |A|V.
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Donc

t
etV =xe —V,
A

alors
pv(Az) = [Alpy ().
2. Méme preuve de la propriété ?7-(?7?).

3. On va montrer enfin 'unicité d’une telle semi-norme.

Si g est une semi-norme avec
V ={z;py(x) <1} ={z;qv(x) < 1},

on a,

Vi € E7 QV<

C]V(x)) -

donc ﬁ(x) ¢ V. D’autre part, py (=2 )) > 1, c’est a dire

qv(z
pv(z) > qv(z).

Evidemment on montre de la méme fagon

qv(z) > py(z)

donc

d’ott 'unicité.
]

Corollaire 2.3.1 [?] p vérifiant (?7) est une jauge de l'ouvert convexe V.

Théoréme 2.3.2 [?/[?], Soit V une base de voisinage de 0 composée de voisinages

absolument convexes. Alors,
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1. V. =A{z € E;py(x) < 1} pour tout Ve V.

2. {pv, V € V} est une famille de semi-normes continues et séparante.

Preuve.

1. Siz €V, alors il existe t < 1 tel que $ € V.
Il s’ensuit que py < 1. Si 2 ¢ V l'inclusion £ € V implique que ¢ > 1, car V'

est équilibré, et donc py(x) > 1.

2. On sait que py est une semi-norme par la propriété ??-(??) du jauge. On
fixe maintenant € > 0. Si x — y € €V, alors il s’ensuit du point (??) de la

proposition 7?7 que

lpv(z) —pv(y)| < pv(z —y) <e,

d’ot on conclut que py est continu. Si x € E est un élément non nul, alors
il existe V € V tel que x ¢ V, et donc py(z) > 1. On conclut que la famille

{pv} est séparée.

Définition 2.3.5 [?] Soient E un espace vectoriel et
P={pi;iel} (2.7)

une famille de semi-normes. La topologie générée par la famille P = {p;;i € I} est

la topologie générée (selon la définition 7?) par la famille d’ensemble
{Bp,(x,r): x € E,r>0}.

C-a-d, pour
F={By, (xv,r):i€l,r>0,z€kL} (2.8)

la topologie générée par P est T(F).
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Théoréme 2.3.3 [?] Soit P = {p;;i € I}, une famille de semi-normes sur un

espace vectoriel E. Alors
B={(B,,(x.r):neN,i;€I,r>0x€E},

J=1

forme une base d’ouverts formée d’ensemles convexes pour la topologie générée par

la famille de semi-normes P.

Preuve. Supposons que U est un ouvert pour la topologie générée par la famille P
et soit x € U. Pour montrer que B est une base de topologie, on va montrer qu’il
existe B € B tel que x € B C U. Par la caractérisation de la topologie générée par
une famille d’ensembles (donné par le théoréme ??) U est 'union quelconques des

intersections finis d’éléments de F donné par (?77). Par conséquent, on a

T e U(ﬂ Bpij (Ij7 Tj))?

Jj=1

pour n € N,i; € I,r; >0, et z; € E. Alors

z € () B, (w),75),

j=1

donc pour tout j = 1,n p;, (x — x;) < r;. Par suite, si on pose
r=min{r; — p;,(z — x;),5 =1,--- ,n},

alors on obtient

Bpij(x7,r) c Bpij(ﬂfj,’f’j), jg=1-,n.

Par suite, il suffit de prendre

B = ﬁ Bpij(x7,r)7



et évidemment x € B C U.
Il reste & montrer que les éléments de B sont convexes.
Pour cela, on commence par montrer que B, (z,r) est convexe pour p; € P,z € E

et r > 0. Solent y, z € B,,(z,r) alors

pilr —2)<r et p(x—y) <r,

et pour tout 0 <t < 1, on utilise la définition ?? d’une fonction convexe, donc

pi(ty+(1=t)2) —2) = piltly—2)+ (1 —t)(z —2))
< tpily—2)+ (1= Opi(z — 2)
< tr+({1-t)r

= T,

donc

(ty + (1 —t)z) € By, (z,7).

Il en résulte que B, (z,7) est convexe. Enfin, la convexité des éléments de B résulte
immeédiatent de la proposition ??7-(?7). m

Le corollaire suivant découle directement de la proposition ??7 et le théoréme 7?7 :

Corollaire 2.3.2 [?] La topologie générée par une famille de semi-normes est loca-

lement conveze.

Proposition 2.3.4 [?/,[?] Un e.v.t.l.c E générée par la famille de semi-normes
P = {pi;i € 1} est séparé si, et seulement si, l'intersection des voisinages de 0 est

réduite au singleton {0}. Autrement dit, si la famille de semi-normes est séparé.

Preuve. Supposons F séparé; si x est un élément non nul de E, alors on peut
trouver un voisinage V' € V(0) tel que = ¢ V| et donc p;(z) > 1 ce qui signifie que

x appartient a 'intersection des voisinages de 0.
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Inversement, si

(Mla:pi(a) = 0} = {0}

et x # 0, alors x n’appartient pas a cette intersection ; c’est-a-dire il existe un indice
i tel que p;, () # 0. Posons n = p;,(z). Immédiatement, x ¢ nV'; donc nV est un

voisinage ouvert de 0 qui sépare bien x de 0. m
Théoréme 2.3.4 [?] Soient E un e.v.t.l.c générée par une famille de semi-normes

P=Ap;y, i€l}, {r,} CE etxeE. Alors

T, — x ssi Viel p(r—x,) — 0.

n—-+4o0o n—-+4o0o

Preuve. On supose que x,, AR soit 7 € I (fixé) et e > 0. Alors
n—-+0oo

Bi(z,e) = {y € B ps(z —y) < ¢}

est un voisinage ouvert de x.

Puisque z,, — =z, alors
n—-+oo

dng € N,Vn > ng : x, € B(z,€).

Donc,

Vn > ng : pi(e — ) <,

et par suite p;(z — x,) — 0.
n—-+0o
Supposons maintenant que p;(x — z,) — 0 pour tout i € I.
n—-+0o
Soit U un voisinage ouvert de z, donc d’aprés le théoréme ?7 il existe r > 0 et

i1, 51y € I tel que

On a pour tout



Donc, pour tout

J=1,p,3n; e N,Vn >n;:p; (v —x,) <7

Ainsi pour
ng = max n; : Vn > ng: pi(v —x,) <7,
1<5<p
et ceci pour tout j = 1, p. Donc

Ty € ﬂ B;,(x,r) C U, ¥Yn > ny,

J=1

par suite x, — z. =
n—-+o0o

2.4 Equivalence entre la topologie d’un e.v.t.l.c et
celle générée par une famille de semi-normes

Théoréme 2.4.1 [?/,[?],[?] Une topologie sur un espace vectoriel E est localement

convexe si, et seulement si, elle est générée par une famille de semi-normes P =

{pi;i € I} sur E.

Preuve. On voit que par le corollaire 7?7 la topologie générée par une famille de
semi-normes P sur F est localement convexe. Réciproquement, soit £ un e.v.t.l.c et

notons 7 sa topologie. On pose
B :={V € 7:V convexe symétrique ,0 € V}.

Comme 7 est une topologie localement convexe, alors 0 admet une base de voisinages
convexes et avec la définition de B on en déduit qu’il forme une base de voisinages
de 0. De plus, z + B est une base de voisinages de = (la proposition ??), pour tout
x € E. On pose maintenant

P .={pv,V € B}
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ou py la jauge de V. On sait que P est une famille de semi-normes sur £ d’aprés la
propriété 7?-(??) de jauge, on va montrer que 7 coincide avec la topologie générée

par P. Soit U € 7 et x € U, il existe V € B tel que

r+VcCcU

ce qui est équivalent a

x+ B,,(0,1) C U,

par la définition 7?7 équivaut a

B,,(z,1) C U,

immédiate de la proposition ?? avec U ouvert pour la topologie générée par P.
Soit maintenant U ouvert dans la topologie générée par P, pour tout z € U, il existe

donc k € N* Vi,--- () dans B et r > 0 tel que

k
ﬂpri (x,r)CU
i=1
ce qui est encore équivalent a
k
(@ + By, (0,r) C U, (2.9)
i=1

par la premiére assertion de la proposition ?? et aussi avec la deuxiéme assertion de

la méme proposition, (??) ce peut étre écrire comme suit

k
x+rﬂBpVi(0, 1) cU,
i=1
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quand on utilise la définition 7?7 du semi-boules on aura

k
x—H’ﬂViCU,

i=1

ce qui donne

x+V CU,

et puisque V € B, on en déduit que U € 7. m

Voici ensuite quelques exemples usuels d’e.v.t.l.c :

2.5 Exemples

Exemple 2.5.1 [?/,[?]

1) Tout espace vectoriel normé réel ou complexe est e.v.t.l.c. En fait, dans cet
espace la famille de semi-normes P = {p;,i € I} est réduite a une seule

norme.

2) Pour tout m € Ny,

pm:FE — R

r +—  sup{|z|:i=1,--- ,m}

est une semi-norme sur E et P = {pm, : m € No} famille de semi-normes sur

E. L’espace E est e.v.t.l.c (E,P).

3) Les espaces de Schwartz S(RY) des fonctions lisses a décroissance rapide sur
R,
S(R?) = {f € C*(R?) : sup [a* D" f(x)| < o0,Var, B € Ni},

zER4

est un espace vectoriel sur R et la topologie générée par la famille de semi-
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normes P = {pa g : a, 8 € NI} de S(R?) donné par

Pays = sup |2 D’ ()], Vo, 5 € Nj.
zcRd

Alors (S(R?), P) est un e.v.t.l.c.séparé

4) Soit  un sous ensemble ouvert de R de topologie euclidienne, ’espace C(Q)
des fonctions continues de 2 dans R avec le soi-disant topologie de la conver-
gence uniforme sur les ensembles compacts est un e.v.t.l.c.

Cette topologie est générée par la famille P = {px; K € K} de toutes les

semi-normes sur C'(2) donnés par

pr(z) = Sup |2(t)] (2.10)

Notons que dans cet exemple l'ensemble des indices I introduit dans (?7) est
l’ensemble de tous les compacts sur €2 noté par .
En outre, (C(Q),7p) est séparé (de Hausdorff), parce que la famille P est

clairement séparante.

Remarque 2.5.1 La semi-norme pg dans (17) peut étre remplager par toute autre

norme sur C(K).
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Chapitre 3

Une version de théorie du point fixe

dans les e.v.t.l.c et application

Dans se chapitre, nous allons exposé 1'une des version de la théorie du point
fixe dans les e.v.t.l.c da a Sehgal. V. M. and Singh. S. P [?]. Nous allons ensuite,
appliquer cette version & la résolution d’un probléme différentiel & valeurs initiales

dans un domaine de temps non borné.

3.1 Définitions et notations

Dans tout ce qui suit, £ est un e.v.t.l.c et B est une base de voisinages de 0
composé d’ensembles absolument convexe ouvert de E. Pour tout V € B, py est la

jauge de V' définie par (?77?). Pour =,y € F, (x,y) est le segment définit par

(x,y)={2z€E:z=te+(1—t)y, 0<t<1}.

Définition 3.1.1 [?] Soit S un sous ensemble non vide de E.

L’application F : S — E est une V-contraction (V € B) si et seulement si pour tout
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€ >0, il existe un 6 = (e, V') > 0 tel que si x,y € S et si
r—y € (e+0)V, alors F(x)— F(y) € eV. (3.1)

St F: S — E est une V-contraction pour tout V€ B, alors F' est dite une B-

contration.
Remarque 3.1.1 [?] Si F' est une B-contraction, alors F est continue.

Lemme 3.1.1 [?] Soit F': S — E une B-contraction, alors pour tout V € B,

pv(F(z) = F(y) <pv(z—y) si pv(z—y)#0

0 stnon.

Preuve. Soit x,y € S et supposons p = py,p(x —y) =€ > 0. Alorsz —y € (e+6)V
pour chaque § > 0 et en particulier z —y € (e + dp)V ou &y = 6(V, €). De plus par
(?7?) (F(x) — F(y)) < €V. Sie =0, alors x —y € €V pour tout € > 0 et donc par
(?7?) (F(x) — F(y)) < €V, ce qui implique que p(F(z) — F(y)) =0. =

3.2 Théoréme du point fixe

Théoréme 3.2.1 [?7] Soient E un e.v.t.l.c complet et séparé dont B est une base de
voisinages convexes de 0, S un sous ensemble complet non vide de E et F': S — E

une application B-contractive. On suppose que F satisfait la propriété suivante
Ve e S avec F(x)¢ S, 3z € (z,F(x))NS tel que F(z) € S. (3.2)

Alors F' admet un point fixe unique dans S.

Preuve.
Existence :

Soit zp € S. La condition (??) permet de définir la suite {z,} C S par induction
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comme suit :

Tpi1 = F(xy,) si F(z,) € S

Tpi1 € (Tn, F(x,)) NS t.q Fap) €S st F(x,) ¢ 5.

Il en résulte que pour chaque n € N il existe un ¢, € [0, 1) satisfaisant

Tpa1 = tatn + (1 —t,)F ().

On va montrer que la suite {z,} définie par (?7?), satisfait

(a) zpy1 —xp — 0. (b) =, — F(x,) — 0.

Notons que par (??), on a

Tpr1 — T = (1 = t,)(F(x,) — xy,), et

F(x,) — zpi1 = th(F(x,) — o).

Donc pour un V € B avec p = py, il en résulte du lemme 7?7 que

IN

p(F(:L‘n+1) - xn—f—l)

IA

P(Tni1 — xn) + o (F(20) — Tpat)-

On a par (?7)

Tl — Tn = (1 =) (F(xn) — 2p) — to(F(x,) — x,)

ce qui entraine que

P(F(@ni1) = npn) < p(F(2n) = 2n) = ta(F(20) = 20) + tn(F(2n) — 2n)

p(F(zny1) — F(2n)) + p(F(20) — Tpi1)

(3.3)

(3.4)

(3.5)



pour tout n € N, c’est a dire {p(F(x,) — x,)} est une suite décroissante de R, et

donc pour chaque p = py, V € B, il existe un r(V') > 0 avec

r(V) < p(F(x,) —z,) — r(V) > 0. (3.8)

Montrons que (V) = 0. Supposons que r(V') > 0. On choisit 6 = §(r(V),V) > 0

satisfaisant (??). Donc, par (?7), il existe ny € N tel que

p(F(xz,) —z,) <r(V)+0d

pour tout n > ng.

Maintenant, on choisit un m € N, m > ng tel que z,,11 = F(z,,,). Alors pour ce m,

P(Tm = Tmy1) = (X — F(2)) <r(V) +0

et donc par (?7)

P(Tmir = F@mi)) = p(F(@m) = F(zmna)) <r(V),

qui contredit (?7). Alors (V') = 0 pour tout V' € B et cela implique que la suite

z, — F(x,) — 0.

Cela établit (?7), suit par (77?).
On va maintenant montrer que {z,} est une suite de Cauchy dans E. On suppose

I'opposé. Soit pour tout k£ € N,

A ={x, :n >k}
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Donc par 'hypothése il existe V' € B tel que
A, — A CV

pour £ € N. On choisit un € avec 0 < € < 1 et un 6 avec 0 < § < (¢, V') satisfaisant

€+ 06 < 1. Il en résulte que

0

pour tout k € N. Alors pour tout k£ € N, il existe deux entiers n(k) et m(k) avec
k <n(k) <m(k) tel que

J

() = Tmir) & (€+ )V (3.9)

Soit m(k) le moins entier dépassant n(k) satisfaisant (??). Donc par (?7)

Tpk) — Tmk) = (Tnk) — Tmk)—1) + (Tm@E)—1 — Tm))

)
€ (Tm@k)—1 — Tmm)) + (e + §)V (3.10)

Maintenant par (77), il existe un kg € N tel que

0 o

T — F(C(]k) S (Z)V et Tp_1—x € (Z)V
quand k > kg et alors par (?77),
0

Tn(k) — Tm(k) C (Z)V + (6 + §>V

C (e+ §5)V

4
C (e4+0)V, k> ko

Il en découle, que pour tout k£ > kg

F(znw) — F(zmw) € €V.
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Mais pour k > ky,

Tn(k) — Tm(k) = (xn(k) - F(%(k))) + (F(t??n(k)) - F(mm(k)) + (F(mm(k)) - xm(k))

et alors,
)
Tp(k) — Tm(k) € (ZV + eV + ZV)
)
- (6 + §)V, k> ko

qui contredit (??). Par conséquent, {x,} est une suite de Cauchy dans S et puisque

E est complet alors toute suite de Cauchy converge dans S, i.e

Ju e S tel que x, — u.

Comme F' est continue, il en résulte de (??(b)) que

lim F(x,)=F( lim z,)= F(u) SO

n—ao0 n—aoo

Ce qui montre I'existence.

Unicité :

Immédiate d’aprés la séparation de E et la définition ?7?7. En effet, soient z,y deux
points fixe de F', alors

Fla) =z et F(y)=y

Comme F est séparé, alors pour x # y on a

r—y#0

implique

Jiyp tel que p;,(z —y) #0.

47



Puisque F' est B-contractive, on obtient

p(F(z) — F(y)) = plx —y) < plz —y),

ce qui est une contradiction, donc x = y. D’ol1 'unicité. m

Lemme 3.2.1 [?] Soit S un sous ensemble fermé de E. Six ¢ S et y € S, alors il

existe un t € [0,1] tel que
z=tx+ (1 —1t)y € 9(S),

c’est-a-dire

(z,y) € 0(S).
De plus, siy ¢ 0(S) alors 0 <t < 1.
Remarque 3.2.1 [?] Si S est un sous ensemble fermé, alors SN I(S) = 9(S).

Corollaire 3.2.1 [?] Soient S un sous ensemble complet de E et F': S — E une
B-contraction. Si F'(SN0(S)) C S, alors F' admet un point five unique.

3.3 Application a la résolution d’un probléme a va-

leurs initiales

3.3.1 Position du probléme et hypothéses imposées

On consideére le probléme suivant :

(3.11)

©(0) = o, (3.12)



ol

7 ¢ Ry >R, (VI<i<m)

v R =R,

et
f:R+x]Rm+1—>R,

sont des fonctions données.
On suppose que les donnés du probléme (?7)-(?77) obéissent aux hypothéses sui-

vantes :
H1) ¢ est une fonction continument dérivable (o € C1(R_)) et ¢(0) = ¢y > 0.
Hs) pour tout (1 <i < m), T est continue et 7;(t) < ¢t.

H3) a) La fonction f: R, x [0, M] x R™ — R est continue et vérifié la condition

Lipschitzienne suivante

|f(t7£1777%7' T 7nr1n) - f(tvg%nfu T 77]7%1)‘ < ll|£1 _£2| +ZQZ ’7711 _771'2|7
i=1

avec 1,1y > 0.

b) Il existe M > ¢y tel que

V(t, Eiom, oy mm) € Ry X [0, M]XR™ 20 < f(E, &, m, 3 1m) < 1_%.

H4) Pour tout compact K dans R, 0 < ¢ € K implique 7;(t) € K.

3.3.2 Cadre fonctionnel approprié et notations considéres
Soit C(R,R) l'espace des fonctions continues de R dans R, on note par F, le
sous-espace de C'(R,R) de fonctions qui coincident avec ¢ pour t € R_ :
E={zeCR,R)\ z(t) =p(t) Vt e R_}.
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On considére la famille de semi-normes
13:: {pkﬁ K € K:}a

avec

pr(w) = supe |z (t)], (3.13)
teK

ou K est ’ensembles de tous les compacts de R et A est un réel positive a préciser
plus tard.

Notons que pk(.) définie par (??) est une norme équivalente a la norme uniforme

sur K définie par (?77). En effet

=N ) sup 1(8)] < pre() < sup [a(t)].
teK teK

Ainsi d’aprés la remarque 7?7 F muni de la famille de semi-normes P est un e.v.t.l.c
de Hausdorff et complet.

Soit S le sous ensemble fermé non vide de E définie par
S={reE: z(t) <M, tel0, M]}.

ou M est la constante donné par (Hs).

La frontiére 9(S) de S est
J(S)={z € E: té%)%mﬁ]x(t) = M},

pour tout compact K € K, on note

K.=KNR, et K_=KNR_.
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3.3.3 Existence et unicité de la solution du probléme (?7)-

(7?)
Dans ce qui suit, on va prouver ’existence et I'unicité de la solution du probléme
(77)-(77).
Pour cela, on va se servir du lemme suivant qui consiste un moyen utile dans cette
étude o on va transformer le probléme (?7)-(??) & une équation intégrale qui peut

étre résolue en utilisant le corollaire ?77?.

Lemme 3.3.1 Si f est continue et p € CH*(R_), alors x est solution du probléme

(??)-(??) avec x € C*(R,R), si et seulement si x est solution de

o(t) = wo+ [3 f(s,2(s), 2(1i(s)), 2(72(8)), -+, 2(Ti(s))) it >0 ED

p(t) sit < 0.
avec z € C(R,R).

Preuve. On suppose que z € C'(R,R) est solution de (??)-(??). Alors pour tout
t>0

x(t) = :U(O)—i-/o x(s)ds
— L0+ / F(5,2(5), 2(m1(8)), 2(7a(8), -+ 1 2(7n(5)) )
= ot / £(5,2(8), 2(r()), 2(7a(5)), -+, 2(Tin(5)))ds.

Par suite x est solution de (E.I) et évidemment x € C(R,R).

A T'inverse, supposons que x € C(R,R) est solution de (E.I). Puisque

ft, (@), 2(n(t)), 2(m2(t)), - - s 2 (7 (1))
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est continue,

Po + fot f(s,2(s), x(11(5)), 2(72(5)), - -+, x(T;m(s))) sit >0
w(t) sit < 0.

r € CHR,R) et &(t) = f(t,z(t), z(11(t)), x(2(t)), - -, x(Tim(t))), t > 0, et évidement
z(0) = ¢o.

Donc x est solution de (?7)-(77). m

Remarque 3.3.1 Dans la résolution de [’équation intégrale (E.I), on peut chercher
les solutions dans l’espace des fonctions continues, puisque toute solution continue
de (E.I) est automatiquement différentiable. De plus la condition initiale (77) est

construite par l’équation (E.I) méme.

On concidére 'opérateur F' défini par

F:S—F

wo+ fy F(s,2(s),2(11(s)), 2(1a(s)), -+, 2(Ti(s))) sit>0

(3.14)
o(t) sit<O0.

Nous allons préciser le caractére contractive de l'opérateur F' défini sur un e.v.t.l.c
qui est une généralisation d’un espace de Banach. Rappelons que cette notion est

déja définie au début de ce chapitre dans un cadre abstrait.

Définition 3.3.1 L’opérateur F défini par (?7) est contractive si
VK € K,Va,y € S: px(F(z) — F(y)) < pr(z —y).

Sous les hypothéses (H;)a<i<4 cités ci-dessus, on va montrer dans la proposition
suivante, le caractére contractive de 'opérateur F' défini par (77).
Proposition 3.3.1 Sous les hypothéses (H;)a<i<a, Uopérateur F' défini par (77) est

contractive.

52



Preuve. Soit K € K. On distingue deux cas :

*1°" cas : K, =)

il est clair que F' est contractive, car

Vi€ K Va,y € St pr(F(x) = Fly)) = supe™|p(t) — o(t)|

= 0<pg(z—y).
*2eme cas : Ky # ()
soient t € K, et z,y € 5, alors
F(a(t) - Fy(t)] = | / F(s,( D2 (7a(s)), < 22 (Tm(5))
P, 9(8) y(r(9), y(ma(s)). - Ly (T(5))ds]
< / (s, 2(8), 2(r(8)), 2(ra()), -+ » 2(n(5)))

= f(s,9(5),y(1(5)), y(7a(s)), - -+ y(Tm(s))) ds

d’aprés 'hypothése (Hz — a), on obtient

F(a(t) - F(y(t))| < / (hf(s) — (s |+z22|a: r(s)) — y(ri(s)))ds
< zl/ws X|(s) — y(s)|)ds
¥ zQZ / A N a1, (5)) — (7)) )ds

vue 'hypothése (Hy), on a

[F(x(t) = Fy@))| < ll/o(eAssupe_M!x(f)—y(f)ldS

{eK

m t
+ 6y [ O supeale) - yle)lds
i=1 70

£eK

t m t
< hpk(z—y) / ds + bpi (v —y) Y / ) ds
0 0

=1
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et par '’hypothése (#H3), on trouve

Fa(®) = FO) < pele=nGhE =1 +0Y [ ea)

IN

(e = 1)(ly + miy)px (x — )

IN
e e

Xekt(ll + mly)pr(z —y)

A

En multipliant les deux membres par e™*!, on obtient

1
—M 2 A

A
1
= X“l + mly)p (z —y)

IN

e M|F(x(1)) — F(y(t))l e (b +mlz)px(z —y)

Maintenant, en choisissant A introduit dans (??) suffisament grand tel que
1
—(ll + mlg) < 1,
A
on obtient
pr(F(z) = F(y)) < px(z—y).

Ce qui donne le résultat.

Théoréme 3.3.1 Sous les hypothéses (H;)1<i<a, le probleme (?77)-(7?7) admet une

seule solution dans S.

Preuve. Notons d’abord que vue I'hypothése (H;) et le lemme ?7?, la solution du
probléme (??7)-(?7?) est un point fixe de 'opérateur F' définie par (?7).

Dans ce qui suit, on va montrer que F'(9(S)) C S. En effet, soit = € 9(.5), alors

max x(t) = M,
tel0,M]
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ce qui implique que

x(t) < M, Vt € [0, M].

Dong, pour ¢ € [0, M]
F(z(t)) = o +/0 f(s,2(s), 2(11(s)), 2(72(s)), - - -, 2(Tim(s)))ds.
Vue ’hypothése (Hs — b), on a

0< Fz(t) < w0 +/t<1 04

M
< ¢0+(1—%)t
Puisque t < M, on aura
2
0< F(z(t) < @o+(1— M)M
= M.

Dot F(9(S)) C S.
Puisque l'opérateur F' est de plus contractive d’aprés la proposition 7?7 et F'(9(S)) C

S et S est fermé, le résultat découle immédiatement du corollaire 77. m

95



Bibliographie

[1] Francis Nier Dragos Iftimie., Introduction a la topologie, Université de Rennes

1, (1999).
[2] Frédéric Paulin., Topologie, analyse et calcul différentiel, FIMFA, (2008-2009).

[3] G. L. Cain and M. Z. Nashed., Fized points and stability for a sum of two
operators in locally convex spaces, Pacific J. Math., 39, 581-592, (1971).

[4] Guillame Garlier., Analyse fonctionnelle, ENS (2009-2010).

[5] H. H. Schaefer et al., Topological Vector Spaces , Springer, New York (1999).
[6] Jean Schmets., Analyse fonctionnelle, Université de Lige, (2004-2005).

[7] Jeseph Grifone., Algébre linéaire 4° édition, Cépadués, France (2011).

[8] Kothe G., Topological vector spaces I, Springer Verlag, Berlin (1969).

[9] Laurent W. Marcoux., An Introduction to functionnal Analysis, University of

Waterloo (May 24, 2013).
[10] M. scott Osborne., Locally Convex Spaces, Springer Switzerland, (2014).

[11] N. Bourbaki., Espaces vectoriels topologiques, Springer Verlag, Berlin (2007).

[12] Sehgal. V. M. and Singh. S. P., On a fized point theorem of Krasnoselskii for
locally convex spaces, Pacific J. Math., 62, 561-567 (1976).

[13| Tarafdar. E., An approach to fixed point theorems on uniform spaces, Trans.

Amer. Math. Soc., 191, 209-225 (197}).

[14] Vi Ngoc San., Analyse fonctionnelle et distributions, Université de Rennes 1,

(17 septembre 2011 ).

o6



