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Notations générales

H1, H1
0 , H

2 Espaces de Sbolev,

L (X) Espace des opérateures linéaires de X dans X,

X ′ Espace dual de X,

〈, 〉, (, ) Produit scalaire et de dualité X ′, X,

∂ L’opérateur de différentiation partielle,

D(A) Domaine de l’opérateure A,

ρ(A) Ensemble résolvant de l’opérateur A,

σ(A) Spectre de l’opérateur A,

lim|β|→∞‖(iβI −A)−1‖ = inf |β|

(
supk≥|β| ‖(ikI −A)−1‖

)
,

Dαu =
∂|α|u

∂xα1
1 . . . ∂xαn

n

Dérivée partielle par rapport au multi-indice α,

C0(Ω) Fonctions continues à support compact dans Ω,

A∗ L’adjoint d’un opérateur A,

R(λ, T ) Application résolvante de T pour λ .

p.p presque partout
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Introduction générale

L’étude de la comportement asymptotique des systèmes modélisant les milieux
thermoélastique poreux a attiré l’attention des chercheurs depuis une trentaine d’an-
nées. Munoz Rivera [12] avait considéré le système suivant{

utt − uxx + αθx = 0, dans (0, L)× (0, T )
θt − θxx + βutx = 0, dans (0, L)× (0, T )

est montré que le couplage de l’équation de l’élasticité avec l’équation de la chaleur
conduit le système à une stabilité exponentielle.
Dés ces jours plusieurs couplages élasticité-porosité-effet thermiques ont été consi-

déré, l’un des points les plus discuter est l’effet du couplage sur la stabilité et le taux
de décroissance en cas des systèmes stables.
Concernant le couplage porosité-elasticité, Quintanilla [23] avait considéré en 2002
le système suivant{

ρ0utt = µuxx + βϕx, dans (0, L)× (0, T )
ρ0κϕtt = αϕxx − βux − ξϕ− τϕt dans (0, L)× (0, T )

où ϕ désigne ici la fraction volumique d’un milieu poreux qui doit être compris entre
0 et 1. Il a montrer que ce couplage n’est pas fort et il ne puisse pas conduire le
système à une stabilité forte, seulement une stabilité lente a été établi.

Divers dissipations ont été ajouté a ce système par Quintanilla et ses co-auteurs,
Casas, Magaña, Ciarleta et Pamplona [17, 4, 5, 18, 20, 22, 21, 24, 19]., ils ont couplé
le système avec l’équation de la température et la microtempérature, dissipation
viscoélastique et viscoporeux et concluent qu’on ne peut avoir une stabilité expo-
nentielle sauf si on prend une dissipation de la boite à droite et une de la boite à
gauche du suivant diagramme.

Effet thermique Elasticité Effets microthermique
−→ l ←−

Effet Viscoelastique Porosité Effet visco-poreux

Pour obtenir la stabilité des systèmes étudiés les auteurs utilisent une méthode
basée sur un fameux théorème due à Gerhart et Pruss. Ce théorème lie la stabilité
d’un système avec la structure de l’ensemble resolvant de l’opérateur infinitésimal
définissant le problème d’évolution étudié.
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Nous donnons une démonstration rigoureuse de ce théorème et on l’applique pour
montrer la stabilité de plusieurs systèmes.

Nous notons aussi qu’il y a encore une autre méthode basée sur le théorème
de stabilité de Lyapunov, cette méthode est utilisée fréquemment par Messaoudi et
ces co-auteurs, Guesmia, Said-Houari, Mustafa, Kafini et Fareh [1, 3, 2, 25, 26, 27,
30, 31, 28], nous ne s’interesserons pas par cette méthode dans ce mémoire.

Ce mémoire se compose des quatres chapitres :

Le premier chapitre sera consacré aux quelques définitions et théorèmes fonda-
mentales qui sont utiles pour notre travail, tels que les espaces de Sobolev, quelques
inégalités utiles, opérateurs linéaires bornés, la théorie de semi-groupes, le théorème
de Hille-Yosida, le théorème de Lax-Milgrame.

Dans le second chapitre on présentera quelques théorèmes sur la stabilité expo-
nentielle d’un semi-groupe fortement continu, avec un preuve détaillé du théorème
( Gearhat 1978, Prüss 1984, Greiner 1985).

Le troixième chapitre contient quelques problèmes en thermoélasticité poreuse
avec une seule porosité, où on prouve la stabilité exponentielle des solutions.

Le quatreième chapitre sera consacré à un problème en thermoélasticité poreuse
avec double porosité, on a montrer que la presence de deux dissipations poreuses
conduit sous certaines conditions- à une stabilité exponentielle, le problème considéré
dans ce chapitre est nouveau, il n’a pas était considéré auparavent.
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Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre on présentera quelques définitions et théorèmes fondamentales
sur les espaces de Sobolev, l’espace de Hilbert et la théorie de semi-groupe comme le
théorème de Lax-Milgram et le théorème de Hille-Yosida que nous utiliserons dans
les chapitres 2, 3 et 4.
Commençons par rappeler quelques résultats généraux.

1.1 Espace de Hilbert
Définition 1.1.1 Un espace de Hilbert est un espace vectoriel muni d’un produit
scalaire qui est complet par rapport à la norme induite par le produit scalaire.

1.2 Les espaces de Sobolev

Dans toute la suite I =]a, b[ est un intervalle (borné ou non) et p ∈ R avec
1 ≤ p ≤ ∞.

1.2.1 Espace de Sobolev W 1,p(I)

Définition 1.2.1 [10] Pour 1 ≤ p <∞ ; on définit

Lp(Ω) =

{
f : Ω→ R; f mesurable et

∫
Ω

|f(x)|pdx <∞
}
.

C’est un espace de Banach par rapport à la norme

‖f‖Lp =

(∫
Ω

|f(x)|pdx
)1/p

.
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Définition 1.2.2 [10] On définit

L∞(Ω) =

{
f : Ω→ R; mesurable et ∃ une constante C telle que |f(x)| ≤ C p.p. sur Ω

}
.

C’est un espace de Banach par rapport à la norme

‖f‖L∞ = inf

{
C; |f(x)| ≤ C p.p. sur Ω

}
Définition 1.2.3 [10] L’espace de Sobolev W 1,p(I) est défini par

W 1,p(I) =
{
u ∈ Lp(I); ∃g ∈ Lp(I) tel que

∫
I

uϕ′ = −
∫
I

gϕ ∀ϕ ∈ C1
0(I)

}
.

On pose

H1(I) = W 1,2(I).

Pour u ∈ W 1,p(I) on note g par u′ est on l’appelle dérivée faible de u.

Proposition 1.2.1 L’espace W 1,p muni de la norme

‖u‖W 1,p = ‖u‖Lp + ‖u′‖Lp

est un espace de Banach.
Pour 1 ≤ p <∞, la norme ci-dessus est équivalente à la norme

(‖u‖pLp + ‖u′‖pLp)
1
p .

L’espace H1(I) muni du produit scalaire

(u, v)H1 = (u, v)L2 + (u′, v′)L2 ;

est un espace de Hilbert.

La norme associée est

‖u‖H1 = (‖u‖2
L2 + ‖u′‖2

L2)
1
2
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1.2.2 Espaces de Sobolev Wm,p(I)

Définition 1.2.4 [10] Etant donné un entier m ≥ 2 et un réel 1 ≤ p ≤ ∞, on

définit par rècurrence l’espace

Wm,p(I) =
{
u ∈ Wm−1,p(I), u′ ∈ Wm−1,p(I)

}
.

On pose

Hm(I) = Wm,2(I).

On vérifie aisément que pour u ∈ Wm,p(I) on peut considérer les dérivées faibles
successives

u′ = g1, (u′)′ = g2... jusqu’à l’ordre m ; on les note Du, D2u... Dmu.

L’espace Wm,p est muni de la norme

‖u‖Wm,p = ‖u‖Lp +
m∑
α=1

‖Dαu‖Lp

et l’espace Hm est muni du produit scalaire

(u, v)Hm = (u, v)L2 +
m∑
α=1

(Dαu,Dαv).

1.2.3 Espace W 1,p
0 (I)

Définition 1.2.5 [10] Etant donné 1 ≤ p < ∞, on désigne par W 1,p
0 (I) la ferme-

ture

de C1
0(I) dans W 1,p(I). On note H1

0 (I) = W 1,2
0 (I).

L’espace W 1,p
0 (I) est muni de la norme induite par W 1,p(I) ; l’ espace H1

0 est muni

du produit scalaire induit par H1.

Remark 1.2.1 Si I est bornéW 1,p
0 (I) sera muni de la norme ‖u‖W 1,p

0
=
∑

1≤i≤n ‖Diu‖L2,

c’est une norme équivalente à celle induite par W 1,p(I).
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Theorem 1.2.1 [10] Soit u ∈ W 1,p(I), alors u ∈ W 1,p
0 (I) si et seulement si u = 0,

pour x = a, où x = b.

1.3 Quelque inégalités utiles :
Les inégalités suivantes sont d’une grande importance

Inégalité de Young

Soient p et q deux réels conjugués :
1

p
+

1

q
= 1.

Alors

∀(a, b) ∈ R2
+, ab ≤ ap

p
+
bq

q
.

En partieulier si u, v ∈ L2(Ω), alors

∫
Ω

|uv| ≤ ε

∫
Ω

|u|2 +
1

4ε

∫
Ω

|v|2, ∀ε > 0.

Inégalité de Cauchy-Schwarz

Soit H un espace de Hilbert muni d’un produit scalaire (., .), alors,

∣∣∣∣(u, v)

∣∣∣∣ ≤ (u, u)
1
2 (v, v)

1
2 , ∀u, v ∈ H.

Inégalité de Poincaré

Soit Ω un ouvert de Rn, pour tout u ∈ H1
0 (Ω) alors il existe une constante CΩ > 0

tellque :
‖u‖L2(Ω) ≤ CΩ‖∇u‖L2(Ω)
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1.4 Théorème de Lax-Milgram

Définition 1.4.1 [10] On dit qu’une forme bilinéaire

a(u, v) : H ×H −→ R

est :

1. Continue, s’il existe une constante C telle que

|a(u, v)| ≤ C|u||v| ∀u, v ∈ H,

2. Coercive s’il existe une constante α > 0 telle que

a(v, v) ≥ α|v|2 ∀v ∈ H.

Theorem 1.4.1 (Lax- Milgram) [10]
Soit H un espace de Hilbert, a(., .) une forme bilinéaire, continue et coercive sur H
et L : H −→ R une forme linéaire continue.
Alors, il existe u ∈ H solution unique du probléme

a(u, v) = L(v) ∀v ∈ H,

de plus si a est symétrique u définie par

1

2
a(u, u)− L(u) = min

v∈H

{
1

2
(v, v)− L(v)

}

1.5 Opérateurs linéaires bornés
Définition 1.5.1 Soit H un espace de Hilbert, une application T : H −→ H est
dite opérateur linéaire si

T (αx+ y) = αTx+ Ty ∀x, y ∈ H.
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Définition 1.5.2 On dit qu’un opérateur T défini sur H est borné s’il existe une
constante C telle que

‖Tx‖ ≤ C‖x‖.

Theorem 1.5.1 Pour tout opérateur T ∈ L (H) la norme de T est donné par :

‖T‖ = sup{‖Tx‖, x ∈ H, ‖x‖ = 1}.

1.5.1 L’adjoint d’un opérateur

Proposition 1.5.1 Soient E et F deux espaces de Hilbert T ∈ L (E,F ), alors il
existe un unique opérateur T ∗ ∈ L (F,E) tel que pour tout x ∈ E , y ∈ F on a

< Tx, y >=< x, T ∗y >

T ∗ est appelé l’adjoint de l’opérateur T .

Theorem 1.5.2 Soient T et S deux opérateurs dans L (H) ; T ∗ et S∗ leurs adjoints
(respectivement), alors on a les propriètés suivantes :
1. ‖T ∗‖ = ‖T‖
2. (T + S)∗ = T ∗ + S∗

3. (αT )∗ = αT ∗ ∀α ∈ C
4. (T ∗)−1 = (T−1)∗

5. (TS)∗ = S∗T ∗

1.5.2 Le spectre et l’ensemble résolvant d’un opérateur

Définition 1.5.3 On appelle ensemble résolvant de T et on le note ρ(T ), l’ensemble
des λ ∈ C tels que λI − T sont inversible,

ρ(T ) = {λ ∈ C : λI − T : D(T ) ⊂ H → H, inversible}

C’est un ensemble ouvert.
Le spectre de T est le complémentaire de ρ(T ), c’est un ensemble fermé dans C
qu’on le note

σ(T ) = {λ ∈ C : λI − Tnon inversible}

Définition 1.5.4 (Application résolvante)
Soit T ∈ L (t), on appelle application résolvante de T , l’opérateur

Rλ(T ) = (T − λI)−1 ∀λ ∈ ρ(T ).

Theorem 1.5.3 [8] Soit X un espace de Banach et soit {xn} une suite dans X. Si

la série
∑∞

k=1 ‖xk‖ converge alors la série
∑∞

k=1 xk converge.
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Theorem 1.5.4 [8] Soit X un espace de Banach. Si T ∈ L (X) est un opérateur

tel que ‖T‖ < 1 alors I − T est inversible et l’inverse est donnée par

(I − T )−1 =
∞∑
n=0

T n.

1.6 Semi-groupe fortement continu

Définition 1.6.1 [32] Une famille T (t)(0 ≤ t <∞) d’opérateurs linéaires bornés

dans un espace de Banach X est appelée semi-groupe fortement continu ( en bref,

un C0-semigroupe) si

1. T (t1 + t2) = T (t1)T (t2) ∀t1, t2 ≥ 0,

2. T (0) = I,

3. Pour chaque x ∈ X,T (.)x est continue en t sur [0,∞).

Définition 1.6.2 [6] Le générateur infinitésimal de T (t) est l’opérateur linéaire A

de domaine

D(A) =

{
x ∈ X : lim

t→0

T (t)x− x
t

existe
}
,

défini par

Ax = lim
t→0

T (t)x− x
t

=
d+T (t)x

dt

∣∣∣∣∣
t=0

, pour x ∈ D(A).

Proposition 1.6.1 [13] Soit T (t) un C0-semigroupe. Il existe deux constantes ω ∈
R

et M ≥ 1 telles que : ∥∥T (t)
∥∥ ≤Meωt pour 0 ≤ t <∞. (1.1)

9



Proposition 1.6.2 [13] Pour un opérateur borné A sur un espace de Banach X,

le spectre σ(A) est toujours compact et non vide, d’où son rayon spectral

r(A) := sup{|λ| : λ ∈ σ(A)},

est finie et satisfait r(A) ≤ ‖A‖.

Définition 1.6.3 [13] Soit A : D(A) ⊂ X −→ X un opérateur fermé. Alors

s(A) := sup

{
Reλ : λ ∈ σ(A)

}
est appelée la borne spectrale de A.

Pour le générateur A d’un semigroupe fortement continu τ = (T (t))t≥0, la borne

spectrale s(A) est toujours dominé par la borne de croissance

ω0 = ω0(τ) = inf

{
ω ∈ R il existe Mω ≥ 1 tel que ‖T (t)‖ ≥Mωe

ωt ∀t ≥ 0.

}
Définition 1.6.4 [13] Pour la borne spéctrale s(A) de générateur A et pour la
borne

de croissance ω0 du semigroupe génére (T (t))t≥0, on a

−∞ ≤ s(A) ≤ ω0 = inft>0
1

t
log‖T (t)‖ = limt−→∞

1

t
log‖T (t)‖

=
1

t0
log(r(T (t0))) <∞

pour chaque t0 > 0. En particulier, le rayon spectral de l’opérateur de semigroupe

T (t) est donné par

r(T (t)) = eω0t ∀t ≥ 0.

Theorem 1.6.1 [13] Soit (T (t))t≥0 un semi-groupe fortement continu sur un espace

de Banach X et soit ω ∈ R, M ≥ 1 les constante qui verifient

‖T (t)‖ ≤Meωt pour t ≥ 0.
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Pour le générateur (A, D(A)) de (T (t))t≥0 les propriétés suivantes sont satisfaites :

1. Si λ ∈ C tel que

R(λ)x :=

∫ ∞
0

e−λsT (s)xds (1.2)

existe pour tout x ∈ X, alors λ ∈ ρ(A) et R(λ,A) = R(λ).

2. Si Re(λ) > ω, alors λ ∈ ρ(A), et le résolvant R(λ,A) est donné par l’expres-

sion d’intégrale (1.2).

3. ‖R(λ,A)‖ ≤ M

Reλ− ω
pour tout Reλ > ω.

[13] Soit A le générateur infinitésimal d’un semi-groupe fortement

continu τ = (T (t))t≥0 sur X. Alors

T (t)x =
(k − 1)!

tk−1

1

2πi
lim
n→∞

∫ ω+in

ω−in
eλtR(λ,A)kxdλ

pour tout ω > ω0(τ), k ∈ N, t > 0, et x ∈ D(Ak).
Proposition 1.6.3 [13] Pour chaque λ ∈ ρ(A) on a

d(λ, σ(A)) =
1

r(R(λ,A))
≥ 1

‖R(λ,A)‖
.

1.7 Théorème de Hille-Yosida

Soit T (t) un C0-semigroupe. D’après le théorème 1.6.1 il s’ensuit qu’il existe des

constantes ω ∈ R et M ≥ 1 tel que
∥∥T (t)

∥∥ ≤Meωt pour t ≥ 0.

Définition 1.7.1 [6] Si ω = 0, T (t) est dit uniformément borné et si de plusM = 1

il est appelé C0-semigroupe de contractions.

Theorem 1.7.1 (Hille-Yosida)[6] Un opérateur linéaire (non borné) A est le gé-

nérateur infinitésimal d’un C0-semigroupe de contraction T (t), t ≥ 0 si et seul-

ement si :

11



1. A est fermé et D(A) = X.

2. L’ensemble résolvant ρ(A) de A contient R+ et pour tout λ > 0,∥∥R(λ : A)
∥∥ ≤ 1

λ
.

Remark 1.7.1 [6] Soit A le générateur infitésimal d’un semigroupe de contrac-

tion T (t). L’ensemble résolvant de A contient toujoursle demi-plan ouvert droit,

i.e, {λ : Reλ > 0} ⊆ ρ(A) et pour λ

‖R(λ, λ)‖ ≤ 1

Reλ
.

Définition 1.7.2 [10] Soit A : D(A) ⊂ H −→ H un opérateur linéaire non-borné.

On dit que A est dissipatif si

(Av, v) ≤ 0 ∀v ∈ D(A),

A est maximal Im(I −A) = H i.e.

∀f ∈ H, ∃u ∈ D(A) tel que u−Au = f.

On dit que A est monotone si −A est dissipatif i.e (Au, u) ≥ 0 pour tout u ∈ D(A).

Theorem 1.7.2 (Lumer-Phillips)[11] Soit A : D(A) ⊂ H −→ H un opérateur
linéaire

et D(A) dense dans H. Alors, A est le générateur infinitésimal d’un C0-semigroupe
de contractions

si et seulement si :

1. A est dissipatif.

2. Il existe λ > 0 tel que Im(λI −A) = H. (A est maximal).
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1.8 Résolution d’un problème d’évolution
Etant donné, le problème d’évolution suivant :


du

dt
−Au = 0 sur Ω× [0,+∞[

u(x, 0) = u0(x)

(1.3)

Theorem 1.8.1 (Hille-Yosida)[10]Soit A un opérateur maximal dissipatif dans

un espace de Hilbert H. Alors pour tout u0 ∈ D(A) il existe une fonction unique

u ∈ C1
(

[0,+∞[;H
)
∩ C

(
[0,+∞[;D(A)

)
solution du (1.3).

De plus on a

|u(t)| ≤ |u0| et
∣∣∣∣dudt (t)

∣∣∣∣ = |Au(t)| ≤ |Au0| ∀t ≥ 0.

Remark 1.8.1 [10] L’intérêt principal du théorème 1.8.1 réside dans le fait que

pour résoudre le problème d’évolution (1.3) on se rameǹe à vérifier que A est maxi-

mal dissipatif, c’est-à-dire, à étudier l’équation stationnaire u− λAu = f .

1.9 Quelque théorèmes utilisés
Theorem 1.9.1 (Plancherel)[13]
Soient H un espace de Hilbert et f ∈ L2(R, H), alors

‖F (f)‖2 =
√

2π‖f‖2,

i.e, 1/
√

2π F est une isométrie, où F est le transformé de Fourier.

Theorem 1.9.2 (Cauchy)
Soient D ⊆ C un domaine, f : D → C une fonction holomorphe et C un chemin
fermé contenu ainsi que son intérieur dans D. Alors∫

C
f(z)dz = 0.
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Chapitre 2

Stabilité exponentielle

2.1 Notions de stabilité
Définition 2.1.1 [32] Le semigroupe T (t) = eAt est dit exponentiellement stable

s’il existe deux constantes α > 0 et M ≥ 1 telle que∥∥T (t)
∥∥ ≤Me−αt ∀t ≥ 0.

Définition 2.1.2 [13] Un semi-groupe fortement continu (T (t))t≥0 est dit :

1. Uniformément exponentiellement stable s’il existe ε > 0 telle que :

lim
t→∞

eεt
∥∥T (t)

∥∥ = 0.

2. Uniformément stable si :

lim
t→∞

∥∥T (t)
∥∥ = 0.

3. Fortement stable si :

lim
t→∞

∥∥T (t)x
∥∥ = 0 ∀x ∈ X.

4. Faiblement stable si :

lim
t→∞
〈T (t)x, x′〉 = 0 ∀x ∈ X et x′ ∈ X ′.

Proposition 2.1.1 [13] Pour un semi-groupe fortement continu (T (t))t≥0 les asser-

tion suivantes sont équivalentes :
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1. (T (t))t≥0 est uniformément exponentiellement stable.

2. (T (t))t≥0 est uniformément stable.

3. Il existe ε > 0 telle que limt→∞ e
εt
∥∥T (t)x

∥∥ = 0 ∀x ∈ X.

Il est clair que, (1) implique (2) et (3).

D’après le définition (1.6.4) eω0t = r(T (t)) ≤ ‖T (t)‖ pour tout t ≥ 0 car :

ω0 = inf
t≥0

1

t
log ‖T (t)‖.

Alors ω0 ≤
1

t
log ‖T (t)‖ ∀t ≥ 0, donc eω0t ≤ ‖T (t)‖ ∀t ≥ 0, (2) implique

ω0 < 0 (ω0 := inf{ω ∈ R, limt→0 e
−ωt‖T (t)‖ = 0}), donc ∃ω tel que ω0 < ω < 0

tel que limt→0 e
−ωt‖T (t)‖ = 0.

On choisit ε = −ω

alors limt→0 e
εt‖T (t)‖ = 0 donc (1).

Si (3) est vérifiée, alors (eεtT (t))t≥0 est fortement donc uniformément, bornée, alors

∃α > 0 tel que : ‖eεtT (t)‖ ≤ α

=⇒ eεt‖T (t)‖ ≤ α

=⇒ e
ε
2‖T (t)‖ ≤ αe−

ε
2
t

qui implique limt→∞ e
ε
2
t‖T (t)‖ = 0 donc (1)

Proposition 2.1.2 Soit (T (t))t≥0 un semigroupe de générateur A, alors (T (t))t≥0

est uniformément exponentiellement stable si et seulement si

ω0 < 0.

Proposition 2.1.3 Pour un semigroupe fortement continu (T (t))t≥0, les asser-

tions suivante sont équivalentes

1. ω0 < 0, i.e, (T (t))t≥0 est uniforément exponentiellement stable.
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2. limt−→∞ ‖T (t)‖ = 0.

3. ‖T (t0)‖ < 1 pour certain t0 > 0.

4. r(T (t1)) < 1 pour certain t1 > 0.

Voir [13]

2.2 Stabilité exponentielle

Theorem 2.2.1 [32] Soit T (t) = eAt un C0-semi-groupe sur un espace de Hilbert.

Alors T (t) est exponentiellement stable si et seulement si

sup{Reλ;λ ∈ σ(A)} < 0 (2.1)

et

sup
Reλ≥0

∥∥(λI −A)−1
∥∥ <∞. (2.2)

Theorem 2.2.2 [32] Soit T (t) = eAt un C0-semigroupe des contractions sur un

espace de Hilbert. Alors T (t) est exponentiallement stable si et seulement si

ρ(A) ⊇ {iβ, β ∈ R} ≡ iR (2.3)

et

lim|β|→∞‖(iβI −A)−1‖ <∞. (2.4)

Dans la suite on donne la preuve de l’équivalence de ces deux théorème à la condition

que T (t) = eA est un C0-semigroupe des contractions sur un espace de Hilbert.

D’abord, nous provons que (2.1)-(2.2) implique (2.3) et (2.4)
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Supposons que sup{Reλ : λ ∈ σ(A)} < 0, alors ∀λ ∈ C, si Reλ ≥ 0 on a λ /∈ σ(A),

par suite iR ⊂ ρ(A), donc (2.1) entraîne (2.3).

Si supReλ>0 ‖(λI −A)−1‖ <∞, alors

‖(ikI −A)−1‖ ≤ sup
Reλ≥0

‖(λI −A)−1‖ <∞ ∀k ≥ |β|

donc

sup
k≥|β|
‖(ikI −A)−1‖ ≤ sup

Reλ≥0
‖(λI −A)−1 <∞

ce qui implique que

inf
|β|

(
sup
k≥|β|
‖(ikI −A)−1‖

)
<∞

on a

lim|β|→∞‖(iβI −A)−1‖ <∞,

alors (2.2) entraîne (2.4).

Ensuite, nous prouvons que (2.3)-(2.4) implique (2.1) et (2.2) à condition que

‖T (t)‖ ≤ 1. D’après la remarque (1.7.1) l’ensemble résolvant ρ(A) de A contient

le demi-plan ouvert droit, i.e {λ : Reλ > 0} ⊆ ρ(A), et ‖(λI −A)−1‖ ≤ 1

Reλ
.

Ceci implique que pour tout δ0 < 0 donné, quand Reλ > |δ0|, nous avons

‖(λI −A)−1‖ ≤ 1

Reλ
<

1

|δ0|
,

alors
sup

Reλ≥|δ0|
‖(λI −A)−1‖ ≤ 1

|δ0|.
(2.5)

Deuxièmement, nous montrons qu’il existe σ0 < 0 avec |σ0| étant suffisamment petite

telle que σ(A) ⊆ {λ, Reλ ≤ σ0}.

En effet soit λ = µ+ iν,

λI −A = µI + iνI −A = (µ(iνI −A)−1 + I)(iνI −A).

D’après (2.3) iνI −A est inversible et pour |µ| est suffisamment petit, par théorème
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(1.5.4) µ(iνI −A)−1 + I est inversible.

Ainsi (2.3) implique σ(A) ⊆ {λ, Reλ ≤ σ0 < 0} avec |σ0| suffisamment petit,

par conséquent σ0(A) = sup{Reλ, λ ∈ σ(A), Re(λ) ≤ σ0 < 0} et pour Reλ ≤
|δ0| ≤ |σ0|,

‖(λI −A)−1‖ ≤ 2M car d’après (2.4) supν∈R ‖(iνI −A)−1‖ ≤M et on choisit

|µ| ≤ 1

2M
d’abord, on a

‖(λI −A)−1‖ = ‖(iνI −A)−1(µ(iνI −A)−1 + I)−1‖

≤ ‖(iνI −A)−1‖‖(µ(iνI −A)−1 + I)−1‖

≤M‖(µ(iνI −A)−1 + I)−1‖ (2.6)

et |µ| ≤ 1

2M
≤ 1

2‖(iνI −A)−1‖
, alors

‖µ(iνI −A)−1‖ ≤ |µ|‖(iνI −A)−1‖ ≤ 1

2M
M < 1

donc par le théorème (1.5.4) µ(iνI−A)−1+I est inversible et l’inverse est donnée par

(µ(iνI −A)−1 + I)−1 =
∞∑
n=0

(µ(iνI −A)−1)n

donc

‖µ(iνI −A)−1 + I)−1‖ = ‖
∑∞

n=0(µ(iνI −A)−1)n‖

≤
∑∞

n=0 ‖(µ(iνI −A)−1)n‖

≤
∑∞

n=0 ‖(µ(iνI −A)−1)‖n

≤ limn→∞
1− ‖µ(iνI −A)−1‖n

1− ‖µ(iνI −A)−1‖

comme ‖µ(iνI−A)−1‖ < 1, alors limn→∞
1− ‖µ(iνI −A)−1‖n

1− ‖µ(iνI −A)−1‖
=

1

1− ‖µ(iνI −A)−1‖

donc

‖µ(iνI −A)−1 + I)−1‖ ≤ 1

1− ‖µ(iνI −A)−1‖
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comme ‖(iνI −A)−1‖ ≤M et |µ| < 1

2M
on a

‖µ(iνI −A)−1 + I)−1‖ ≤ 2 (2.7)

additionnons (2.6) et (2.7), on obtient

‖(λI −A)−1‖ ≤ 2M.

En combinant ceci avec (2.5) on obtient (2.2).

Theorem 2.2.3 (Gearhart 1978, Prüss 1984, Greiner 1985)[13] Soit τ =
(T (t))t≥0 Un semi-

groupe fortement continu sur un espace de Hilbert H de génŕateur

infinitésimal A, alors (T (t))t≥0 est uniformément exponentiellement stable si et

seulement si le demi-plan {λ ∈ C : Reλ > 0} est contenu dans l’ensemble résol-

vant ρ(A) du générateur A avec le résolvant satisfaisant

M := sup
Reλ>0

‖R(λ,A)‖ <∞. (2.8)

Si (T (t))t≥0 est un semigroupe uniformément exponentiellement stable alors

d’après la proposition 2.1.2 ω0 < 0 et comme ω0 = inf

{
ω ∈ R il existe Mω ≥ 1

tel que ‖T (t)‖ ≤Mωe
ωt ∀t ≥ 0.

}
, alors ∃ ω : tel que ω0 < ω < 0

d’après le théorème 1.6.1 (3) on a

‖R(λ,A)‖ ≤ M

Reλ− ω
∀Reλ > ω

donc supReλ>0 ‖R(λ,A)‖ ≤ supReλ>0

M

Reλ− ω
≤ M

−ω
donc l’estimation (2.8).

Supposons que ∃iλ0 ∈ iR : iλ0 ∈ σ(A), alors pour ε assez petit ε+ iλ0 ∈ ρ(A)

d(ε+ iλ0, σ(A)) ≤ ε

d’après le proposition 4.17 on a

‖R(ε+ iλ0,A)‖ ≥ 1

ε
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quand ε→ 0 alors ‖R(ε+ iλ0,A)‖ → +∞ et Re(ε+ iλ0) = ε > 0, ce que contredit

le fait que supReλ>0 ‖R(λ,A)‖ ≤ M

−ω
donc ∀λ0 ∈ R, iλ0 /∈ σ(A) , par conséquent

iλ0 ∈ ρ(A), alors iR ⊂ ρ(A), donc l’estimation (2.8) s’étend par continuité à

Reλ ≥ 0.

Ensuite, on prenons ω > |ω0|+1 et considérons le semi-groupe réechelonné (T−ω(t))t≥0

avec

T−ω(t) := e−ωtT (t).

Puis, d’après (1.2) dans le théorm̀e 1.6.1 et pour x ∈ H, s ∈ R, on a

R(ω + is,A)x = R(is,A− ω)x =

∫ ∞
0

e−istT−ω(t)xdt.

En utilisant la transformée de Fourier F : L2(R, H) −→ L2(R, H), nous obtenons

R(ω + is,A)x = F (T−ω(.)x)(s)

où nous prolongeons T−ω(.) à R en mettant T−ω(t) := 0 pour t < 0.

(T−ω(t))t≥0 est exponentiellement stable, car :

∀ε > 0,∃αε ∈ R,∃Mε ≥ 1, ‖T (t)‖ ≤Mεe
αεt.

Comme ω0 := inf{ω ∈ R : ∃Mω ≥ 1 tell que ‖T (t)‖ ≤Mωe
ωt ∀t ≥ 0}, donc

ω0 ≤ αε < ω0 + ε, on peut choisir αε = ω0 +
ε

2
, alors

‖T−ω(t)‖ = ‖e−ωtT (t)‖ ≤Mεe
−(ω−α)t

≤Mεe
−(ω−ω0− ε

2
)t
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comme ω > |ω0|+ 1 =⇒ ω > ω0 + 1

=⇒ ω − ω0 > 1

=⇒ −(ω − ω0) < −1

=⇒ −(ω − ω0 −
ε

2
) < −1 +

ε

2

donc ‖T−ω(t)‖ ≤Mεe
−(1− ε

2
)t, pour ε < 2 (T−ω(t))t≥0 est exponentiellement stable.

Nous avons T−ω(.)x ∈ L2(R, H), car :

∫ +∞

−∞
‖T−ω(t)x‖2dt =

∫ +∞

0

‖T−ω(t)x‖2dt

= ‖x‖2

∫ +∞

0

‖T−ω(t)‖2dt,

puisque (T−ω(t))t≥0 est exponentiellement stable alors, il existe une constante posi-

tive α et M ≥ 1 telle que :

∫ +∞

−∞
‖T−ω(t)x‖2dt ≤ ‖x‖2

∫ +∞

0

M2e−2αt

≤ 1

2α
‖x‖2M2.

C’est à ce point que nous utilisons l’hypothèse que H est un espace de Hilbert

pour conclure, d’après le théorème 1.9.1, que

∫ +∞

−∞
‖R(ω + is,A)x‖2ds = 2π

∫ ∞
0

‖T−ω(t)x‖2dt ≤ L2.‖x‖2

pour une certaine constante L > 0 et pour x ∈ H.
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D’après l’équation résolvante nous avons(
(ω+ is)I −A

)−1

+ω(isI −A)−1

(
(ω+ is)I −A

)−1

= (is−A)−1

(
(is−A)

(
(ω+

is)I−A
)−1

+ω

(
(ω+is)I−A

)−1)
= (is−A)−1

(
(is−A)+ωI

)(
(ω+is)I−A

)−1

= (is−A)−1

(
((is+ ω)I −A)

)(
(ω + is)I −A

)−1

= (is−A)−1

on a

R(is,A) = R(ω + is,A) + ωR(is,A)R(ω + is,A)

pour tout s ∈ R et d’après (2.8) on obtient

‖R(is,A)‖ ≤M

donc

‖R(is,A)x‖ =

∥∥∥∥(R(ω + is,A) + ωR(is,A)R(ω + is,A)

)
x

∥∥∥∥
=

∥∥∥∥(I + ωR(is,A)

)
R(ω + is,A)x

∥∥∥∥
≤ (‖I‖+ ‖ωR(is,A)‖)‖R(ω + is,A)x‖

≤ (1 +Mω)‖R(ω + is,A)x‖

pour tout les s ∈ R et tout x ∈ H.

En combinant ces faits, nous obtenons

∫ +∞

−∞
‖R(is,A)x‖2ds ≤ (1 +Mω)2

∫ +∞

−∞
‖R(ω + is,A)x‖2ds

≤ (1 +Mω)2.L2.‖x‖2

(2.9)

pour tout x ∈ H.

Comme ‖T‖ = ‖T ∗‖ pour chaque T ∈ L (H), par symétrie l’estimation est vraie
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pour le résolvant du générateur A∗ du semi-groupe adjoint (T (t)∗)t≥0 i.e,

∫ +∞

−∞
‖R(is,A∗)y‖2ds ≤ (1 +Mω)2.L2.‖y‖2 (2.10)

pour tout y ∈ H.

Ensuite, nous utilisons la formule d’inversion du corolaire 1.6 pour k = 2, on conclut
que

(tT (t)x, y) =
1

2π

∫ +∞

−∞
e(ω+is)t(R(ω + is,A)2x, y)ds

=
1

2π

∫ +∞

−∞
eist(R(is,A)2x, y)ds

=
1

2π

∫ +∞

−∞
eist(R(is,A)x,R(−is,A)∗y)ds

=
1

2π

∫ +∞

−∞
eist(R(is,A)x,R(−is,A∗)y)ds

pour tous x ∈ D(A2) et y ∈ H. Pour la deuxième égalité, nous avons utilisé le

théorème (1.9.2), qui est applicable puisque R(λ,A) est uniformément

borné pour Reλ ≥ 0 et donc

‖R(λ,A)x‖ =
1

|λ|
‖R(λ,A)Ax+ x‖ ≤ 1

|λ|
(M‖Ax‖+ ‖x‖).

Avec, (2.9), (2.10), et l’inégalité de Cauchy-Schwarz donne

(tT (t)x, y) ≤ 1

2π

(∫ +∞

−∞
‖R(is,A)x‖2ds

) 1
2

.

(∫ +∞

−∞
‖R(is,A∗)y‖2ds

) 1
2

≤ (1 +Mω)2.L2

2π
‖x‖.‖y‖

pour tous x, y ∈ D(A2). Comme D(A2) est dense dans H, cela implique
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‖tT (t)‖ = sup{|(tT (t)x, y)| : x, y ∈ D(A2), ‖x‖ = ‖y‖ = 1}

≤ (1 +Mω)2.L2

2π
.

par suite ‖T (t)‖ ≤ (1 +Mω)2.L2

2πt
.

Donc limt→∞ ‖T (t)‖ = 0 et par suite T (t) est uniformément exponentiellement

stable d’après la proposition 2.1.3.
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Chapitre 3

Quelques problèmes en
thermoélasticité poreuse avec une
seule porosité

3.1 Problème 1 : Viscoélastique et poreuse dissipa-
tions

On considère le problème suivant :
ρutt = µuxx + bφx + γutxx dans ]0, π[×]0,+∞[,

Jφtt = δφxx − bux − ξφ− τφt dans ]0, π[×]0,+∞[,
(3.1)

oú u est la déplacement tranversale et φ est la fraction volumique d’un milieu poreu
unidimentionnel de longeur π.
De plus on suppose que u, φ satisfant les conditions aux limites suivantes :

u(0, t) = u(π, t) = φx(0, t) = φx(π, t) = 0 t > 0, (3.2)

et les conditions initiales :

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), φ(x, 0) = φ0(x), φt(x, 0) = φ1(x)

On désigne par H l’espace de Hilbert, oú

H :=

{
(u, v, φ, ϕ) ∈ H1

0 (0, π)×L2(0, π)×H1(0, π)×L2(0, π),

∫ π

0

φ(x)dx =

∫ π

0

ϕ(x)dx = 0

}
Le produit scalaire dans H est

〈U,U∗〉 =

∫ π

0

(ρvv∗ + Jϕϕ∗ + µuxu∗x + δφxφ∗x + ξφφ∗ + b(uxφ∗ + u∗xφ))dx,

avec U∗ = (u∗, v∗, φ∗, ϕ∗) ∈H et u désigne le conjugué de u, il convient de rappeler
que ce produit est équivalent au produit habiituel dans l’espace H .
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On définit l’énergie du système (3.1) par

E(t) :=
1

2

∫ π

0

(ρu2
t + Jφ2

t + µu2
x + δφ2

x + ξφ2 + buxφ)dx

3.1.1 Existence et unicité

Proposition 3.1.1 On suppose que les constantes du système vérifient la condition
suivante

µξ > b2,

alors, le système (3.1) admet une solution unique.

On pose v = ut et ϕ = φt le système (3.1) et (3.2) devient



ut = v,

vt =
1

ρ
(µuxx + bφx + γvxx),

φt = ϕ,

ϕt =
1

J
(δφxx − bux − ξφ− τϕ),

qui peut être écrit alors,

{
Ut = AU
U(0) = U0,

(3.3)

où U = (u, v, φ, ϕ)T , U0 = (u0, u1, φ0, φ1)T et A est l’opérateur différentiel donné
par

A =



0 I 0 0

µ

ρ
D2 γ

ρ
D2 b

ρ
D 0

0 0 0 I

− b
J
D 0

δD2 − ξ
J

− τ
J


I l’opérateur identité et D = d

dx
.
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Le domaine de A est alors

D(A) = {(u, v, φ, ϕ) ∈H ;µu+ γv ∈ H2, φ ∈ H2, ϕ ∈ H1, v ∈ H1
0}

Pour montrer l’existence d’une solution du système (3.3), on applique le théorème
de Hille-Yosida, pour cela il suffit de montrer que A est dissipatif et maximal.
1) A dissipatif
Pour montrer que A est dissipatif il suffit de prouver que

Re〈AU,U〉H ≤ 0.

〈AU,U〉H =

∫ π

0

(µuxxv + bφxv + γvxxv + δφxxϕ− buxϕ− ξφϕ− τϕϕ+ µvxux + δϕxφx

+ξϕφ+ b(vxφ+ uxϕ))dx

= µ [uxv]π0 − µ
∫ π

0

uxvx + b [φv]π0 − b
∫ π

0

φvx + γ [vxv]π0 − γ
∫ π

0

vxvx + δ [φxϕ]π0

−δ
∫ π

0

φxϕx − b
∫ π

0

uxϕ− ξ
∫ π

0

φϕ− τ
∫ π

0

ϕ2 + µ

∫ π

0

vxux + δ

∫ π

0

ϕxφx

+ξ

∫ π

0

ϕφ+ b

∫ π

0

vxφ+ b

∫ π

0

uxϕ

= µ

∫ π

0

(vxux − vxux)dx+ δ

∫ π

0

(ϕxφx − ϕxφx)dx+ ξ

∫ π

0

(ϕφ− ϕφ)dx

+b

∫ π

0

((uxϕ− uxϕ) + (vxφ− vxφ))dx− γ
∫ π

0

vx
2 − τ

∫ π

0

ϕ2

= −
(∫ π

0

γvx
2dx+

∫ π

0

τϕ2dx

)
+ 2iµ

∫ π

0

Im(vxux)dx+ 2iδ

∫ π

0

Im(ϕxφx)dx

+2iξ

∫ π

0

Im(ϕφ)dx+ 2ib

∫ π

0

(Im(uxϕ) + Im(vxφ))dx

Alors
Re〈AU,U〉H = −

∫ π

0

(γ|vx|2 + τ |ϕ|2)dx ≤ 0

Donc A est dissipatif.

2) A maximal
Pour montrer la maximalité de A, nous supposons que F = (f 1, f 2, f 3, f 4)T ∈ H
et on cherche U = (u, v, φ, ϕ)T ∈ D(A) solution de (I − A)U = F ceci s’écrit en
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termes de composantes, comme suit

u− v = f 1, (3.4)
−µuxx + ρv − γvxx − bφx = ρf 2, (3.5)

φ− ϕ = f 3, (3.6)
bux − δφxx + ξφ+ Jϕ+ τϕ = Jf 4. (3.7)

substituons (3.4), (3.6) dans (3.5) et (3.7) on obtient

{
−µuxx + ρu− γuxx − bφx = ρ(f 1 + f 2)− γf 1

xx

bux − δφxx + ξφ+ (J + τ)φ = Jf 4 + (τ + J)f 3

Il reste à prouver qu’il existe u et φ satisfaisant

−(µ+ γ)uxx + ρu− bφx = ρ(f 1 + f 2)− γf 1
xx = g1 ∈ H−1(0, π) (3.8)

−δφxx + bux + (ξ + J + τ)φ = Jf 4 + (τ + J)f 3 = g2 ∈ L2(0, π) (3.9)

On définit l’espace W = H1
0 (0, π)×H1(0, π).

En multipliant les deux équations (3.8) et (3.9) par des fonctions (ũ, φ̃) ∈ (C1
0(0, π))2

respectivement et on intègre sur (0, π), on obtient

(µ+ γ)

∫ π

0

uxũxdx+ ρ

∫ π

0

uũdx− b
∫ π

0

φxũdx =

∫ π

0

g1ũdx (3.10)

δ

∫ π

0

φxφ̃xdx+ b

∫ π

0

uxφ̃dx+ (J + τ + ξ)

∫ π

0

φφ̃dx =

∫ π

0

g2φ̃dx (3.11)

Additionnons (3.10) et (3.11), on obtient∫ π

0

(g1ũ+g2φ̃)dx = (µ+γ)

∫ π

0

uxũxdx+ρ

∫ π

0

uũdx−b
∫ π

0

φxũdx+δ

∫ π

0

φxφ̃xdx+b

∫ π

0

uxφ̃dx

+(J + τ + ξ)

∫ π

0

φφ̃dx

Pour U = (u, φ)T et Ũ = (ũ, φ̃)T on définit sur W une forme bilinéaire a(., .) et
une forme linéaire L(.) par

a(U, Ũ) = (µ+γ)

∫ π

0

uxũxdx+ρ

∫ π

0

uũdx−b
∫ π

0

φxũdx+δ

∫ π

0

φxφ̃xdx+b

∫ π

0

uxφ̃dx

+(J + τ + ξ)

∫ π

0

φφ̃dx

L(Ũ) =

∫ π

0

(g1ũ+ g2φ̃)dx.

28



On montre que a(., .) est continue, coercive et L(.) est continue.
1) Continuité de a(., .)∣∣∣∣a(U, Ũ)

∣∣∣∣ ≤ (µ+ γ)‖ux‖L2‖ũx‖L2 + ρ‖u‖L2‖ũ‖L2 + b‖ũ‖L2‖φx‖L2 + δ‖φx‖L2‖φ̃x‖L2

+b‖ux‖L2‖φ̃‖L2 + (τ + J + ξ)‖φ‖L2‖φ̃‖L2

≤ max(µ+ γ, ρ, b, δ, τ + J + ξ)

(
‖ux‖L2‖ũx‖L2 + ‖u‖L2‖ũ‖L2 + ‖ũ‖L2‖φx‖L2

+‖φx‖L2‖φ̃x‖L2 + ‖ux‖L2‖φ̃‖L2 + ‖φ‖L2‖φ̃‖L2

)

≤ C1

(
‖u‖H1

0
+ ‖φ‖H1

)(
‖ũ‖H1

0
+ ‖φ̃‖H1

)
≤ C1‖U‖W‖Ũ‖W .

Donc a(., .) est continue.

2) Coercivité de a(., .)

a(U,U) = (µ+ γ)

∫ π

0

u2
xdx+ ρ

∫ π

0

u2dx+ 2b

∫ π

0

φuxdx+ δ

∫ π

0

φ2
xdx

+(J + τ + ξ)

∫ π

0

φ2dx

On a d’aprés l’inégalité de Young

−
∫ π

0

uxφdx ≤
∫ π

0

|uxφ|dx

≤ ε
2

∫ π

0

u2
xdx+

1

2ε

∫ π

0

φ2dx

donc ∫ π

0

uxφdx ≥ −
ε

2

∫ π

0

u2
xdx−

1

2ε

∫ π

0

φ2dx

et on a

a(U,U) ≥ (µ+ γ− εb)
∫ π

0

u2
xdx+ ρ

∫ π

0

u2dx+ δ

∫ π

0

φ2
xdx+ (τ + J + ξ− b

ε
)

∫ π

0

φ2dx

On choisit ε telle que µ+ γ − εb > 0 et τ + J + ξ − b
ε
> 0, donc

a(U,U) ≥ min

(
µ+ γ − εb, ρ, δ, τ + J + ξ − b

ε

)∫ π

0

(u2 + u2
x + φ2 + φ2

x)dx

≥ C2||U ||2W
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et a(., .) est coercive.

3) Continuité de L(.)

‖L(Ũ)‖ = ‖
∫ π

0
g1ũ+

∫ π
0
g2φ̃‖

≤ ‖g1‖L2‖ũ‖L2 + ‖g2‖L2‖φ̃‖L2

≤ max(‖g1‖L2 , ‖g2‖L2)(‖ũ‖L2 + ‖φ̃‖L2)

≤ C3(‖ũ‖H1
0

+ ‖φ̃‖H1)

≤ C3‖Ũ‖W .

Donc L(.) est continue.

a(., .) bilinéaire, continue et coercive sur W , et L(.) est linéaire et continue sur
W . D’aprés le

théorème de Lax-Milgram on conclut qu’il existe une solution unique U∗ = (u, φ)T ∈
W = H1

0 ×H1 telle que

a(U∗, Ũ) = L(Ũ) ∀Ũ ∈ W.

Ce qui signifie que u ∈ H1
0 (0, π), φ ∈ H1(0, π), v = u − f 1 ∈ H1

0 (0, π) et ϕ =
φ− f 3 ∈ H1(0, π).

il reste á montrer que µu+ γv ∈ H2(0, π) et φ ∈ H2(0, π).

D’aprés (3.5), on a

µuxx + γvxx = ρv − ρf 2 − bφx ∈ L2(0, π),

car f 2, v ∈ L2 et φ ∈ H1 .
Donc

µu+ γv ∈ H2.

D’aprés (3.7), on a

φxx =
1

δ
(bux + ξφ+ Jϕ+ τϕ− Jf 4) ∈ L2,

car u ∈ H1
0 , ϕ, f 4 ∈ L2 et φ ∈ H1.

Donc
φ ∈ H2
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Donc, il existe (u, v, φ, ϕ)T ∈ D(A) qui vérifie (I −A)U = F pour tout F ∈H , et
A est maximal.

Le théorème de Hille-Yosida assure l’existence et l’unicité d’une solution de (3.3).
Alors le système (3.1) admet une solution unique, ceci termine la démonstration.

Lemma 3.1.1 Soit (u, φ) est la solution due (3.1) alors l’énergie E(t) vérifie

d

dt
E(t) = −γ

∫ π

0

u2
tx − τ

∫ π

0

φ2
t ≤ 0.

On multiplie (3.1)1 par ut et on intégre sur ]0, π[, il vient

ρ

∫ π

0

uttutdx = µ

∫ π

0

uxxutdx+ b

∫ π

0

φxutdx+ γ

∫ π

0

utxxutdx,

ce qui implique que

ρ

2

d

dt

∫ π

0

u2
tdx = µ[uxut]

π
0 − µ

∫ π

0

uxutxdx+ b

∫ π

0

φxutdx+ γ[utxut]
π
0 − γ

∫ π

0

u2
txdx,

vu que u = 0 en 0 et π donc

ρ

2

d

dt

∫ π

0

u2
tdx = −µ

2

d

dt

∫ π

0

u2
xdx+ b

∫ π

0

φxutdx−
∫ π

0

u2
txdx. (3.12)

On multiplie (3.1)2 par φt on intégre sur [0, π], il vient

J

2

d

dt

∫ π

0

φ2
tdx = −δ

2

d

dt

∫ π

0

φ2
xdx− b

∫ π

0

uxφtdx−
ξ

2

d

dt

∫ π

0

φ2dx− τ
∫ π

0

φ2
tdx, (3.13)

combinons (3.12) et (3.13) on obtient

d

dt

{
1

2

∫ π

0

[ρu2
t + Jφ2

t + µu2
x + δφ2

x + ξφ2 + buxφ]dx

}
= −γ

∫ π

0

u2
txdx− τ

∫ π

0

φ2
tdx.
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D’où
d

dt
E(t) ≤ 0,

alors le système (3.1) est dissipatif.

3.1.2 Stabilité exponentielle

Pour montrer la stabilité exponentielle, nous utilisons le théorème de Gearhart-
Pruss qui montre qu’un semi-groupe de contractions sur un espace se Hilbert est
exponentiellement stable, si et seulement si

iR = {iλ, λ ∈ R} ⊂ ρ(A). (3.14)

et
lim
|λ|→∞

||(iλI −A)−1|| <∞ (3.15)

1)La preuve de (3.14) donnée en trois étapes :
Premièrement, on prouve que 0 ∈ ρ(A)
Pour montrer que 0 ∈ ρ(A), on prend F = (f 1, f 2, f 3, f 4)T ∈ H et on cherche
U = (u, v, φ, ϕ)T ∈ D(A) solution de AU = F ceci s’écrit en termes de composants,
comme suit

v = f 1, (3.16)
µuxx + γvxx + bφx = ρf 2, (3.17)

ϕ = f 3, (3.18)
−bux + δφxx − ξφ− τϕ = Jf 4. (3.19)

substituons (3.16), (3.18) dans (3.17) et (3.19) on obtient{
µuxx + bφx = ρf 2 − γf 1

xx

−bux + δφxx − ξφ = Jf 4 + τf 3

Il reste à prouver qu’il existe u et φ satisfaisant

µuxx + bφx = ρf 2 − γf 1
xx = g1 ∈ H−1(0, π) (3.20)

δφxx − bux − ξφ = Jf 4 + τf 3 = g2 ∈ L2(0, π) (3.21)

On définit l’espace W = H1
0 (0, π)×H1(0, π).
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En multipliant les deux équations (3.20) et (3.21) par des fonctions (ũ, φ̃) ∈ (C1
0(0, π))2

respectivement et on intègre sur (0, π), on obtient

−µ
∫ π

0

uxũxdx+ b

∫ π

0

φxũdx =

∫ π

0

g1ũdx (3.22)

−δ
∫ π

0

φxφ̃xdx− b
∫ π

0

uxφ̃dx− ξ
∫ π

0

φφ̃dx =

∫ π

0

g2φ̃dx (3.23)

Additionnons (3.22) et (3.23), on obtient

−
∫ π

0

(g1ũ+g2φ̃)dx = µ

∫ π

0

uxũxdx−b
∫ π

0

φxũdx+δ

∫ π

0

φxφ̃xdx+b

∫ π

0

uxφ̃dx+ξ

∫ π

0

φφ̃dx

Pour U = (u, φ)T et Ũ = (ũ, φ̃)T , on définit sur W une forme bilinéaire a(., .) et
une forme linéaire L(.) par

a(U, Ũ) = µ

∫ π

0

uxũxdx− b
∫ π

0

φxũdx+ δ

∫ π

0

φxφ̃xdx+ b

∫ π

0

uxφ̃dx+ ξ

∫ π

0

φφ̃dx

et
L(Ũ) = −

∫ π

0

(g1ũ+ g2φ̃)dx.

On montre que a(., .) est continue coercive et L(.) est continue.

Remark 3.1.1 La continuité de a(., .) et L(.) se font de la même manière que pour
la cas de maximalité de A.

Coercivité de a(., .)

a(U,U) = µ

∫ π

0

u2
xdx+ 2b

∫ π

0

φuxdx+ δ

∫ π

0

φ2
x + ξ

∫ π

0

φ2dx

On a d’aprés l’inégalité de Young

−
∫ π

0

uxφdx ≤
∫ π

0

|uxφ|dx

≤ ε
2

∫ π

0

u2
xdx+

1

2ε

∫ π

0

φ2dx

donc ∫ π

0

uxφdx ≥ −
ε

2

∫ π

0

u2
xdx−

1

2ε

∫ π

0

φ2dx

et on a

a(U,U) ≥ (µ− εb)
∫ π

0

u2
xdx+ δ

∫ π

0

φ2
xdx+ (ξ − b

ε
)

∫ π

0

φ2dx

avec µ− εb > 0 et ξ − b
ε
> 0, alors b

ξ
< ε < µ

b
donc

a(U,U) ≥ min

(
µ− εb, δ, ξ − b

ε

)∫ π

0

(u2
x + φ2 + φ2

x)dx
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notons que
∫ π

0

u2
xdx définie une norme sur H1

0 (0, π), on aura

a(U,U) ≥ C4||U ||2W

Donc a(., .) est coercive.

a(., .) bilinéaire, continue et coercive sur W , et L(.) est linéaire est continue sur
W . D’aprés le théorème de Lax-Milgram on conclut qu’il existe une solution unique
U∗ = (u, φ)T ∈ W = H1

0 ×H1 telle que

a(U∗, Ũ) = L(Ũ) ∀Ũ ∈ W.

Ce qui signifie que u ∈ H1
0 (0, π), φ ∈ H1(0, π), v = f 1 ∈ H1

0 (0, L) et ϕ = f 3 ∈
H1(0, L).

il reste á montrer que µu+ γv ∈ H2(0, π) et φ ∈ H2(0, π).

D’aprés (3.17), on a

µuxx + γvxx = ρf 2 − bφx ∈ L2(0, π),

car f 2 ∈ L2, et φx ∈ H1.
Donc

µu+ γv ∈ H2(0, π).

D’aprés (3.19), on a

φxx =
1

δ
(Jf 4 + bux + ξφ+ ϕ) ∈ L2,

car f 4, ϕ ∈ L2, u ∈ H1
0 et ϕ ∈ H1.

Donc
φ ∈ H2(0, π).

Donc il existe (u, v, φ, ϕ)T ∈ D(A) qui vérifie AU = F pour tout F ∈ H , et
0 ∈ ρ(A).

(i) Puisque 0 ∈ ρ(A) à était démontrer alors, en utilisant le théorème (1.5.4)on

constate que (iλA−1 − I) est inversible pour ||λA−1|| < 1.

Par conséquent iλI −A = A(iλA−1 − I) est inversible pour |λ| < ||A−1||−1.En

outre ||(iλI −A)−1|| est continue dans l’intervalle (−||A−1||−1, ||A−1||−1).

(ii) Si sup{||(iλI −A)−1||, |λ| < ||A−1||−1} = M <∞, alors pour |λ0| < ||A−1||−1
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l’opérateur

iλI −A = (iλ0I −A)(I + i(λ− λ0)(iλ0I −A)−1)

est inversible si ||i(λ0−λ)(iλ0I−A)−1|| < 1 ce qui donne |λ0−λ| < 1
||(iλ0I−A)−1|| , alors

|λ0 − λ| < 1
M
. Pour λ0 proche de ||A−1||−1 et en utilisant la définition de M on

obtient {λ, |λ| < ||A−1||−1 +M−1} ⊂ ρ(A) et ||(iλI −A)−1|| est continue dans

l’intervalle (−||A−1||−1 −M−1, ||A−1||−1 +M−1).

Le point(ii)signifie que chaque fois ou sup{||(iλI−A)−1||, |λ| < ||A−1||−1 = M <∞,

le domaine d’inversibilité de λI −A est prolongeable à l’intervalle

(−||A−1||−1 −M−1, ||A−1||−1 +M−1).

(iii) Supposons que {iλ, λ ∈ R} n’est pas inclu dans ρ(A), de (ii) ci-dessus on

conclut qu’il existe σ ≥ ||A−1||−1 tel que {iλ, |λ| < σ} ⊂ ρ(A), mais

sup{||(iλI −A)−1||, |λ| < σ} =∞.

Dans ce cas, nous pouvons trouver une suite de nombres réels (λn) telle que

λn → σ, |λn| < |σ| et une suite de vecteurs unitaires (Un) ⊂ D(A), Un = (un, vn, φn, ϕn)

et

||(iλnI −A)Un|| → 0 (3.24)

Ce qui peut s’écrire

iλnun − vn −→ 0 dans H1
0 (3.25)

−µD2un + iρλnvn − γD2vn − bDφn −→ 0 dans L2 (3.26)
iλnφn − ϕn −→ 0 dans H1 (3.27)

bDun + ξφn − δD2φn + iJλnϕn + τϕn −→ 0 dans L2 (3.28)

Nous avons tout d’abord

Re〈(iλnI −A)Un, Un〉 −→ 0
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et
Re〈(iλnI −A)Un, Un〉 = Re(〈iλnUn, Un〉 − 〈AUn, Un〉)

= Re(iλn||Un||2 − 〈AUn, Un〉)

= −Re〈AUn, Un〉

= γ

∫ π

0

||Dvn||2 + τ

∫ π

0

||ϕn||2

Donc
Dvn −→ 0 dans L2

ϕn −→ 0 dans L2

On a d’aprés l’inégalité de Poincaré ||vn||L2 ≤ C||Dvn||L2, alors vn → 0, d’aprés
(3.25)
et (3.27), un → 0 et φn → 0, alors (3.26) et (3.28) s’écrivent

−µD2un − γD2vn − bDφn → 0 dans L2 (3.29)

et
bDun − δD2φn → 0 dans L2 (3.30)

On prend le produit scalaire de (3.29),(3.30) par un, φn respectivement, on obtient

µ〈Dun, Dun〉 − γ〈D2vn, un〉 − b〈Dφn, un〉 → 0, (3.31)
b〈Dun, φn〉 − δ〈D2φn, φn〉 → 0. (3.32)

Puisque φn → 0, Dvn → 0 et un → 0 dans L2, on obtient

δ〈Dφn, Dφn〉 → 0,

µ〈Dun, Dun〉 → 0.

Alors Dφn → 0 et Dun → 0, et par suite (un, vn, φn, ϕn) −→ 0 dans H .

Ce qui contredit le fait que ||Un||H = 1 et la preuve (3.14) est terminé.

2) Preuve de (3.15)
Supposons lim|λ|→∞||(iλI − A)−1|| < ∞ n’est pas vrai alors, il existe une suite
(λn) ⊂ ρ(A), |λn| → ∞

et une suite de vecteurs unitaires (Un) dans D(A), tel que

lim
n→∞

||(iλnI −A)−1|| =∞.

Comme
Re〈(iλnI −A)Un, Un〉 −→ 0
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Par conséquent ϕn → 0 et Dvn → 0 dans L2, alors d’aprés l’inégalité de Poin-
caré vn → 0.

En substituant dans (3.25) et (3.27) on obtient

iλnun → 0 dans L2

et
iλnφn → 0 dans L2

De même un → 0 et φn → 0 dans L2 car

lim
n→∞

un = lim
n→∞

vn
iλn

= 0

et
lim
n→∞

φn = lim
n→∞

ϕn
iλn

= 0

On prend le produit scalaire de (3.26) par un on obtient

−µ〈D2un, un〉+ iρλn〈vn, un〉 − γ〈D2vn, un〉 − b〈Dφn, un〉 → 0.

Intégrons par partie et utilisant (3.25)

µ||Dun||2 + ρ||vn||2 → 0

Alors Dun → 0.

Maintenant on prend le produit scalaire de (3.28) par φn et on intégrons par partie
on obtient

δ||Dφn||2 − J ||ϕn||2 → 0

Donc Dφn → 0.
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Ce qui contredit le fait que ||Un||H = 1 et la preuve de (3.15) est terminé.

3.2 Problème 2 : Thérmique et poreuse dissipations
On considère le problème suivant avec une seule porosité :

ρutt = µuxx + bφx − βθx dans ]0, π[×]0,+∞[,

Jφtt = αφxx − bux − ξφ+mθ − τφt dans ]0, π[×]0,+∞[,

cθt = kθxx − βutx −mφt dans ]0, π[×]0,+∞[.

(3.33)

avec les conditions aux limites suivantes :

u(0, t) = φx(0, t) = θx(0, t) = 0 t > 0 (3.34)

u(π, t) = φx(π, t) = θx(π, t) = 0 t > 0 (3.35)

et les conditions initiales :

u(x, 0) = u0(x), φ(x, 0) = φ0(x), θ(x, 0) = θ1(x) x ∈ [0, π]

ut(x, 0) = u1(x), φt(x, 0) = φ1(x) x ∈ [0, π]

On désigne par H l’espace de Hilbert

H =

 (u, v, φ, ϕ, θ) ∈ H1
0 (0, π)× L2(0, π)×H1(0, π)× L2(0, π)× L2(0, π)∫ π

0

ϕ(x)dx =

∫ π

0

φ(x)dx =

∫ π

0

θ(x)dx = 0.


On le munit du produit scalaire :

< U,U∗ >H =

∫ π

0

(ρvv∗+ Jϕϕ∗+ cθθ∗+µuxu∗x +αφxφ∗x + ξφφ∗+ b(uxφ∗+ u∗xφ))dx,

où u désigne le conjugué de u, il convient de rappeler que ce produit et équivalent au
produit habituel dans l’espace H .
On définit l’énergie du système (3.33) par

E(t) :=
1

2

∫ π

0

(ρu2
t + Jφ2

t + µu2
x + αφ2

x + ξφ2 + cθ2 + buxφ)dx

3.2.1 Existence et unicité

Proposition 3.2.1 On suppose que les constantes du système vérifient la condition
suivante

µξ > b2

alors, le système (3.33) admet une solution unique.
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On pose v = ut et ϕ = φt le système (3.33), (3.34) et (3.35) s’écrit

ut = v,

vt =
1

ρ
(µuxx + bφx − βθx),

φt = ϕ,

ϕt =
1

J
(αφxx − bux − ξφ+mθ − τϕ),

θt =
1

c
(kθxx − βvx −mϕ)

ce qui on peut écrire sous la forme
AU = Ut,

U(0) = U0

(3.36)

Où U = (u, v, φ, ϕ, θ)T et U0 = (u0, u1, φ0, φ1, θ1)T et A est l’opérateur différentiel
donné par

A =



0 I 0 0 0

µ

ρ
D2 0

b

ρ
D 0

−β
ρ
D

0 0 0 I 0

−b
J
D 0

α

J
D2 − ξ

J

−τ
J

m

J

0
−β
c
D 0

−m
c

k

c
D2


où I est l’opérateur identité. Le domaine de A est alors

D(A) = H2 ∩H1
0 ×H1

0 ×H1
0 ∩H2 ×H1

0 ×H2

Pour montrer l’existence d’une solution du système (3.36), on applique le théorème
de Hille-Yosida, pour cela il suffit de montrer que A est dissipatif et maximal.
1) A dissipatif
Pour montrer que A est dissipatif il suffit de prouver que

Re〈AU,U〉H ≤ 0.
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On a

AU =



v
µ

ρ
uxx +

b

ρ
φx −

β

ρ
θx

ϕ

α

J
φxx −

b

J
ux −

ξ

J
φ+

m

J
θ − τ

J
ϕ

k

c
θxx −

β

c
vx −

m

c
ϕ


〈AU,U〉H =

∫ π

0

(µuxxv + bφxv − βθxv + αφxxϕ− buxϕ− ξφϕ+mθϕ− τϕϕ+ kθxxθ

−βvxθ −mϕθ + µvxux + αϕxφx + ξϕφ+ b(vxφ+ uxϕ)dx

= µ[uxv]π0 − µ
∫ π

0

uxvx + b[φv]π0 − b
∫ π

0

φvx − β[θv]π0 + α[φxϕ]π0 −
∫ π

0

φxϕ

+b

∫ π

0

(uxϕ− uxϕ) + ξ

∫ π

0

(ϕφ− ϕφ) +m

∫ π

0

(θϕ− θϕ)− τ
∫ π

0

|ϕ|2 + k[θxθ]
π
0

−k
∫ π

0

|θx|2 + β

∫ π

0

(θvx − θvx) + µ

∫ Π

0

vxux + α

∫ π

0

ϕxφx + b

∫ Π

0

vxφ

= −τ
∫ π

0

|ϕ|2 − k
∫ Π

0

|θx|2 + 2i

∫ π

0

Im(µvxux + bvxφ+ αϕxφx + buxϕ+ ξϕφ

+mθϕ+ βθvx)dx

Alors
Re〈AU,U〉H = −τ

∫ π

0

|ϕ|2 − k
∫ π

0

|θx|2 ≤ 0

Donc A est dissipatif.
2) A maximal
Pour montrer la maximalité de A, nous supposons que F = (f1, f2, f3, f4, f5)T ∈H
et on cherche
U = (u, v, φ, ϕ, θ)T ∈ D(A) solution de (I − A)U = F ceci s’écrit en termes de
composantes, comme suit

u− v = f1, (3.37)
v − µuxx − bφx + βθx = ρf2, (3.38)

φ− ϕ = f3, (3.39)
−αφxx + bux + ξφ−mθ + (τ + J)ϕ = Jf4, (3.40)

−kθxx + βvx +mϕ+ cθ = cf5 (3.41)
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Substituons (3.37) et (3.39) dans (3.38),(3.40) et (3.41) on obtient

−µuxx + u− bφx + βθx = ρf2 + f1 = g1 (3.42)
−αφxx + bux + (ξ + τ + J)φ−mθ = Jf4 + (τ + J)f3 = g2 (3.43)

−kθxx + βux +mφ+ cθ = cf5 + βf1 +mf3 = g3 (3.44)

Alors g1, g2, g3 ∈ L2(0, π). On définit l’espace W = H1
0 (0, π)×H1(0, π)×H1(0, π).

En multipliant les trois équation (3.42),(3.43) et (3.44) par des fonctions (ũ, φ̃, θ̃) ∈
(C1

0(0, π))3 respectivement et on inetègre sur [0, π], on obtient

µ

∫ π

0

uxũxdx+

∫ π

0

uũ− b
∫ π

0

φxũdx+ β

∫ π

0

θxũdx =

∫ π

0

g1ũdx(3.45)

α

∫ π

0

φxφ̃xdx+ b

∫ π

0

uxφ̃dx+ (ξ + τ + J)

∫ π

0

φφ̃dx−m
∫ π

0

θφ̃ =

∫ π

0

g2φ̃dx(3.46)

k

∫ π

0

θxθ̃xdx+ β

∫ π

0

uxθ̃dx+m

∫ π

0

φθ̃dx+ c

∫ π

0

θθ̃dx =

∫ π

0

g3θ̃dx(3.47)

additionnons (3.45),(3.46) et (3.47), on obtient

∫ π

0

(g1ũ+g2φ̃+g3θ̃)dx = µ

∫ π

0

uxũxdx+

∫ π

0

uũdx−b
∫ π

0

φxũdx+β

∫ π

0

θxũdx+α

∫ π

0

φxφ̃xdx

+b

∫ π

0

uxφ̃dx+(ξ+τ+J)

∫ π

0

φφ̃dx−m
∫ π

0

θφ̃dx+k

∫ π

0

θxθ̃xdx+β

∫ π

0

uxθ̃dx+m

∫ π

0

φθ̃

+c

∫ π

0

θθ̃dx.

Pour U = (u, φ, θ) et Ũ = (ũ, φ̃, θ̃) on définit sur W une forme bilinéaire a(., .)
et une forme linéaire L(.) par

a(U, Ũ) = µ

∫ π

0

uxũxdx+

∫ π

0

uũdx− b
∫ π

0

φxũdx+ β

∫ π

0

θxũdx+ α

∫ π

0

φxφ̃xdx+ b

∫ π

0

uxφ̃dx

+(ξ + τ + J)

∫ π

0

φφ̃dx−m
∫ π

0

θφ̃dx+ k

∫ π

0

θxθ̃xdx+ β

∫ π

0

uxθ̃dx+m

∫ π

0

φθ̃

+c

∫ π

0

θθ̃dx

L(Ũ) =

∫ π

0

(g1ũ+ g2φ̃+ g3θ̃)dx.
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On montre que a(., .) est continue coercive et L(.) est continue.
1) Continuité de a(., .)

|a(U, Ũ)| ≤ µ‖ux‖L2‖ũx‖L2 + ‖u‖L2‖ũ‖L2 + b‖φ‖L2‖ũx‖L2 + β‖θ‖L2‖ũx‖L2

+α‖φx‖L2‖φ̃x‖L2 + b‖u‖L2‖φ̃x‖L2

+(ξ + τ + J)‖φ‖L2‖φ̃‖L2 +m‖θ‖L2‖φ̃‖L2 + k‖θx‖L2‖θ̃x‖L2 + β‖u‖L2‖θ̃x‖L2

+m‖φ‖L2‖θ̃‖L2 + c‖θ‖L2‖θ̃‖L2

≤ max(µ, 1, b, α, β, (ξ + τ + J),m, k, c)(‖u‖H1
0

+ ‖φ‖H1‖+ θ‖H1)

(‖ũ‖H1
0

+ ‖φ̃‖H1 + ‖θ̃‖H1)

≤ C
′‖u‖W‖ũ‖W .

Donc a(., .) est continue.
2) Coercivité de a(., .)

a(U,U) = µ

∫ π

0

u2
xdx+

∫ π

0

u2dx+ b

∫ π

0

φuxdx− β
∫ π

0

θuxdx+ α

∫ π

0

φ2
xdx

−b
∫ π

0

uφxdx+ (ξ + τ + J)

∫ π

0

φ2dx−m
∫ π

0

θφdx+ k

∫ π

0

θ2
xdx

−β
∫ π

0

uθxdx+m

∫ π

0

φθdx+ c

∫ π

0

θ2

≥ µ

∫ π

0

u2
xdx+ α

∫ π

0

φ2
xdx+ k

∫ π

0

θ2
xdx

≥ min(µ, α, k)

∫ π

0

(u2
x + φ2

x + θ2
x)dx

≥ C
′
1(‖u‖H1

0
+ ‖φ‖H1 + ‖θ‖H1)

≥ C
′
1‖U‖W .

Donc a(., .) est coercive.
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3) Continuité de L

|L(Ũ)| = |
∫ π

0

g1ũ+ g2φ̃+ g3θ̃dx|

≤ ‖g1‖L2‖ũ‖L2 + ‖g2‖L2‖φ̃‖L2 + ‖g3‖L2‖θ̃‖L2

≤ max(‖g1‖L2 , ‖g2‖L2 , ‖g3‖L2)(‖ũ‖L2 + ‖φ̃‖L2 , ‖θ̃‖L2)

≤ C
′
2(‖ũ‖H1

0
+ ‖φ̃‖H1 + ‖θ̃‖H1)

≤ C
′
2‖Ũ‖W .

Donc L(.) est continue.
a(., .) bilinéaire, continue et coercive sur W , et L(.) est linéaire et continue sur
W . D’aprés le théorème de Lax-Milgram on conclut qu’il existe une solution unique
(u, φ, θ)T ∈ W = H1

0 ×H1 ×H1 telle que

a(U, Ũ) = L(Ũ) ∀Ũ ∈ W

ce que signifie que u ∈ H1
0 (0, π), φ ∈ H1(0, π), θ ∈ H1, v = u − f1 ∈ H1

0 et
ϕ = φ− f3 ∈ H1

il reste à montrer que u, φ et θ ∈ H2.

On prend (ũ, φ̃, θ̃) = (ũ, 0, 0) ∈ C1
0(0, π)× C1

0(0, π) ⊂ W dans (3.45) elle devient

µ

∫ π

0

uxũxdx+

∫ π

0

uũdx+ b

∫ π

0

φũxdx− β
∫ π

0

θũxdx =

∫ π

0

g1ũdx.

Alors ∫ π

0

uxũxdx = −
∫ π

0

1

µ
(u− bφx − βθx − g1)ũdx ∀ũ ∈ C1

0

ce que signifie que ux admet une dérivèe faible dans L2(0, π), car

(u− bφx − βθx − g1) ∈ L2(0, π)

et on a
uxx = (ux)x =

1

µ
(u− bφx − βθx − g1)

par suit ux ∈ H1
0 (0, π) donc u ∈ H2(0, π). De la même manière si on prend

(ũ, φ̃, θ̃) = (0, φ̃, 0) et

(ũ, φ̃, θ̃) = (0, 0, θ̃). On prouve que φ ∈ H2(0, π) et θ ∈ H2(0, π).

Donc il existe (u, v, φ, ϕ, θ)T ∈ D(A) qui vérifie (I −A)U = F pour tout F ∈ H, et
A est maximal.
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Le théorème de Hille-Yosida assure l’existence et l’unicité d’une solution de (3.36).

Lemma 3.2.1 Soit (u, φ, θ) est la solution du (3.33) alors l’énergie E(t) vérifie

d

dt
E(t) = −k

∫ π

0

θ2
x − τ

∫ π

0

φ2
t ≤ 0

On multiplie (3.33)1 par ut et on intègre sur ]0, π[, il vient

ρ

∫ π

0

uttutdx− µ
∫ π

0

uxxutdx− b
∫ π

0

φxutdx+ β

∫ π

0

θxutdx = 0,

ce qui implique que

ρ

2

d

dt

∫ π

0

u2
tdx+

µ

2

d

dt

∫ π

0

u2
xdx+ b

∫ π

0

φutxdx− β
∫ π

0

θutxdx = 0. (3.48)

On multiplie (3.33)2 par φt on intègre sur ]0, π[, il vient

J

2

d

dt

∫ π

0

φ2
tdx+

α

2

d

dt

∫ π

0

φ2
xdx+b

∫ π

0

uxφtdx+
ξ

2

d

dt

∫ π

0

φ2dx−m
∫ π

0

θφtdx+τ

∫ π

0

φ2
tdx = 0.

(3.49)

On multiplie (3.33)3 par θ et on intègre sur ]0, π[, il vient

c

2

d

dt

∫ π

0

θ2dx+ k

∫ π

0

θ2
xdx+ β

∫ π

0

utxθdx+m

∫ π

0

φtθdx = 0. (3.50)

Additionnons (3.48),(3.49) et (3.50) on obtient

d

dt

{
1

2

∫ π

0

(ρu2
t +Jφ2

t +µu2
x+αφ2

x+ξφ2 +cθ2 +buxφ)dx

}
= −k

∫ π

0

θ2
xdx−τ

∫ π

0

φ2
tdx.

D’où
d

dt
E(t) ≤ 0,
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alors le problème (3.33) est dissipatif.

3.2.2 Stabilité exponentielle

Pour montrer la stabilité exponentielle, nous utilisons le théorème comme dans
le problème précédent

iR = {iλ, λ ∈ R} ⊂ ρ(A) (3.51)

et
lim|λ|→+∞‖(iλI −A)−1‖ <∞ (3.52)

La preuve de (3.51) sera donnée en trois étapes :

Premiérement, on prouve que 0 ∈ ρ(A).
Pour montrer que 0 ∈ ρ(A), on prend F = (f1, f2, f3, f4, f5)T ∈H et on cherche
U = (u, v, φ, ϕ, θ)T ∈ D(A) solution de AU = F ceci s’écrit en termes de compo-
santes, comme suit

v = f1, (3.53)
µuxx + bφx − βθx = ρf2, (3.54)

ϕ = f3, (3.55)
αφxx − bux − ξφ+mθ − τϕ = Jf4, (3.56)

kθxx − βvx −mϕ = cf5 (3.57)

Substituons (3.53) et (3.55) dans (3.54) et (3.56) on obtient

µuxx + bφx − βθx = ρf2 (3.58)

αφxx − bux − ξφ+mθ = Jf4 + τf3 (3.59)

et d’aprés (3.57) il existe θ ∈ H2 tel que

θxx =
1

k
(cf5 + βf1x +mf3)

Alors (3.58) et (3.59) on obtient
µuxx + bφx = ρf2 + βθx

αφxx − bux − ξφ = Jf4 + τf3 −mθ

Il reste à prouver qu’il existe u et φ satisfaisant
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uxx + bφx = ρf2 + βθx = g1 ∈ L2(0, π) (3.60)
αφxx − bux − ξφ = Jf4 + τf3 −mθ = g2 ∈ L2(0, π) (3.61)

On définit l’espace W = H1
0 (0, π)×H1(0, π).

En multipliant les deux équations (3.60) et (3.61) par des fonctions ũ ∈ C1
0(0, π), φ̃ ∈

C1
0(0, π) respectivement et on intègre sur [0, π] on obtient

µ

∫ π

0

uxxũdx+ b

∫ π

0

φxũdx =

∫ π

0

g1ũdx

α

∫ π

0

φxxφ̃dx− b
∫ π

0

uxφ̃dx− ξ
∫ π

0

φφ̃dx =

∫ π

0

g2φ̃dx

ce qui implique que

µ[uxũ]π0 − µ
∫ π

0

uxũx + b

∫ π

0

φxũ =

∫ π

0

g1ũdx

α[φxφ̃]π0 − α
∫ π

0

φxφ̃xdx− b
∫ π

0

uxφ̃dx− ξ
∫ π

0

φφ̃dx =

∫ π

0

g2φ̃dx

Donc

−µ
∫ π

0

uxũxdx+ b

∫ π

0

φxũdx =

∫ π

0

g1ũdx (3.62)

−α
∫ π

0

φxφ̃x − b
∫ π

0

uxφ̃− ξ
∫ π

0

φφ̃ =

∫ π

0

g2φ̃dx. (3.63)

Additionnons (3.62) et (3.63) on obtient

−
∫ π

0

(g1ũ+g2φ̃) = µ

∫ π

0

uxũxdx−b
∫ π

0

φxũdx+α

∫ π

0

φxφ̃xdx+b

∫ π

0

uxφ̃dx+ξ

∫ π

0

φφ̃dx

Pour U = (u, φ) et Ũ = (ũ, φ̃) on définit sur W une forme bilinéaire a(., .) et une
forme linéaire L(.) par

a(u, ũ) = µ

∫ π

0

uxũxdx− b
∫ π

0

φxũdx+ α

∫ π

0

φxφ̃xdx+ b

∫ π

0

uxφ̃dx+ ξ

∫ π

0

φφ̃dx

L(ũ) = −
∫ π

0

(g1ũ+ g2φ̃)dx.

On montre que a(., .) est continue coercive et L(.) est continue.
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Remark 3.2.1 La continuité de a(., .) et L(.) se font de la même manière que pour
la cas de maximalité de A.

Coercivité de a(., .)

a(U,U) = µ

∫ π

0

u2
xdx+ 2b

∫ π

0

φuxdx+ α

∫ π

0

φ2
xdx+ ξ

∫ π

0

φ2dx

en utilisant l’inégalité de Young on aura

−
∫ π

0

uxφdx ≤
∫ π

0

|uxφ|dx

≤ ε
2

∫ π

0

u2
xdx+

1

2ε

∫ π

0

φ2dx

Donc

∫ π

0

uxφdx ≥
−ε
2

∫ π

0

u2
xdx−

1

2ε

∫ π

0

φ2dx

On a

a(U,U) ≥ µ

∫ π

0

u2
xdx− 2b(

ε

2

∫ π

0

u2
xdx+

1

2ε

∫ π

0

φ2dx) + α

∫ π

0

φ2
xdx+ ξ

∫ π

0

φ2dx

≥ (µ− bε)
∫ π

0

u2
xdx+ (ξ − b

ε
)

∫ π

0

φ2dx+ α

∫ π

0

φ2
xdx

on choisit µ− bε > 0 et ξ − b
ε
> 0, alors b

ξ
< ε < µ

b

Donc
a(U,U) ≥ (µ− bε)

∫ π

0

u2
xdx+ (ξ − b

ε
)

∫ π

0

φ2dx+ α

∫ π

0

φ2
xdx

≥ min(µ− bε, ξ − b
ε
, α)

∫ π

0

(u2
x + φ2

x + φ2)dx

Notons que
∫ π

0

u2
xdx est définie une norme sur H1

0 (0, π) on aura

a(U,U) ≥ C4‖U‖2
W .

Donc a(., .) est coercive.

a(., .) bilinéaire, continue et coercive sur W , et L(.) est linéaire et continue sur
W . D’aprés le théorème de Lax-Milgram on conclut qu’il existe une solution unique
(u, φ)T ∈ W = H1

0 ×H1 telle que

a(U, Ũ) = L(Ũ) ∀Ũ ∈ W
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Ce que signifie que u ∈ H1
0 (0, π), φ ∈ H1(0, π), v = f1 ∈ H1

0 , ϕ = f3 ∈ H1 et θ ∈ H2.

il reste à montrer que u, φ ∈ H2,
On prend (ũ, φ̃) = (ũ, 0) ∈ C1

0(0, π)×C1
0(0, π) ⊂ W dans (3.62) et (3.63) elle devient

−µ
∫ π

0

uxũxdx+ b

∫ π

0

φxũdx =

∫ π

0

g1ũdx

Alors ∫ π

0

uxũxdx = −
∫ π

0

1

µ
(−bφx + g1)ũdx ∀ũ ∈ C1

0

Ce qui signifie que ux admet une dérivée faible dans L2(0, π), car

−bφx + g1 ∈ L2(0, π)

et on a
uxx = (ux)x =

1

µ
(−bφx + g1)

par suit ux ∈ H1
0 (0, π) donc u ∈ H2(0, π). De la même manière si en prend

(ũ, φ̃) = (0, φ̃), on

prouve que φ ∈ H2(0, π).

Donc, il existe (u, v, φ, ϕ, θ)T ∈ D(A) qui vérifie AU = F pour tout F ∈ H et
0 ∈ ρ(A).

Les points (i) et (ii) de la démonstration du théorème se font de la même manière
que dans la démonstration du problème (3.1).
(iii) Supposons que {iλ, λ ∈ IR} n’est pas inclu dans ρ(A), de (ii) ci-dessus, on

conclut qu’il existe σ ≥ ‖A−1‖−1 tel que {iλ, |λ| < σ} ⊂ ρ(A), mais sup

{
‖(iλI −

A)−1‖, |λ| < σ

}
=∞. Dans ce cas, nous pouvons trouver une suite de nombres réels

(λn) et une suite de vecteurs unitaires (Un) ⊂ D(A), telle que |λn| < σ, λn −→ σ et

‖(iλnI −A)Un‖ −→ 0. (3.64)

C’est-à-dire

iλnun − vn −→ 0 dans H1 (3.65)
iλnρvn − µD2un − bDφn + βDθn −→ 0 dans L2 (3.66)

iλnφn − ϕn −→ 0 dans H1 (3.67)
iλnJϕn − (αD2φn − ξφn) + bDun + τϕn −mθn −→ 0 dans L2 (3.68)

iλncθn − kD2θn + βDvn +mϕn −→ 0 dans L2 (3.69)
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Nous avons tout d’abord

Re〈(iλnI −A)Un, Un〉 −→ 0

alors

Re〈(iλnI −A)Un, Un〉 = τ

∫ π

0

‖ϕn‖2 + k

∫ π

0

‖Dθn‖2

Donc

‖ϕn‖2 −→ 0 dans L2

‖Dθn‖2 −→ 0 dans L2

On a d’aprés l’inégalité de Poincaré ‖θn‖L2 ≤ c‖Dθn‖L2, alors θn −→ 0 dans L2.
Donc (3.69) donne

−kD2θn + βDvn −→ 0 dans L2 (3.70)

Integrons (3.70)∫ x

0

(−kD2θn + βDvn)dx = −k(Dθn(x)−Dθn(0)) + β(vn(x)− vn(0))

= −kDθn + βvn −→ 0 dans L2

Alors vn −→ 0 dans L2.

On a vn −→ 0 et ϕn −→ 0, alors d’aprés (3.65) et (3.67) un −→ 0 et φn −→ 0.

Maintenant on prend le produit scalaire de (3.66), (3.68) par un, φn on obtient res-
pectivement

−µ〈D2un, un〉 − b〈Dφn, un〉 −→ 0

−α〈D2φn, φn〉+ b〈Dun, φn〉 −→ 0

comme un → 0 et φn −→ 0 on obtient

µ‖Dun‖2 −→ 0

et

α‖Dφn‖2 −→ 0
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Alors Dun → 0 et Dφn −→ 0, et par suite (un, vn, φn, ϕn, θn) −→ 0 dans H .
Ce qui contredit le fais que ‖Un‖H = 1.

2) Preuve de (3.52) :
Supposons que lim|λ|−→∞‖(iλI −A)−1‖ <∞ n’est pas vrai, alors il existe une suite

(λn) ⊂ ρ(A), |λn| → ∞ et une suite de vecteurs unitaires (Un) dans D(A).tel

que

lim
n→∞

‖(iλI −A)−1‖ =∞.

Comme
Re〈(iλnI −A)Un, Un〉 −→ 0

et

Re〈(iλnI −A)Un, Un〉 = Re(〈iλnUn, Un〉 − 〈AUn, Un〉)

= τ

∫ π

0

||ϕn||2 + k

∫ π

0

||Dθn||2

par conséquent ϕn → 0, Dθn → 0 dans L2, alors d’aprés l’inégalité de Poincaré
θn → 0 dans L2.
On divise (3.69) par λn en utilisant l’inégalité de Poincaré on obtient

1

λn
(kD2θn − βDvn)→ 0 dans L2 (3.71)

On divise (3.65) par λn et utilison (3.71), on obtient

1

λn
kD2θn − iβDun → 0 dans L2 (3.72)

Comme ‖Dun‖ est borné, alors ‖ 1
λn
kD2θn‖ est borné, on prend le produit scalaire

de (3.72) par Dun, on obtient

〈 1

λn
kD2θn, Dun〉 − iβ‖Dun‖2 → 0 (3.73)

Integrons par partie on obtient

〈 1

λn
kD2θn, Dun〉 = −〈 1

λn
kDθn, D

2un〉.

on divise (3.66) par λn on en déduit que ‖ 1
λn
D2un‖ est borné.

Alors

〈kDθn,
1

λn
D2un〉 → 0

50



D’aprés (3.73), ‖Dun‖ → 0 et 1
λn
Dvn → 0.

On prend le produit scalaire (3.66) par vn et divisons par λn on obtient :

iρ‖vn‖2 + µ〈Dun,
1

λn
Dvn〉 − b〈Dφn,

1

λn
Dvn〉 → 0

De plus, on obtient vn → 0 dans L2.
multipluons (3.68) par φn, on obtient

J〈iλnϕn, φn〉+ α‖Dφn‖2 + ξ‖φn‖2 → 0

en utilisant (3.67) on obtient

−‖ϕn‖2 + α‖Dφn‖2 + ξ‖φn‖2 → 0

Ce qui implique Dφn → 0 et φn → 0 dans L2 et par suite (un, vn, φn, ϕn, θn) → 0
dans H .
Ce qui contredit le fait que ‖Un‖H = 1, et la preuve de (3.52) est terminé.
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Chapitre 4

Un problème poreux avec double
porosité

4.1 Introduction

Dans ce chapitre on étudiera l’existence, l’unicité et la stabilité exponentielle de la
solution d’un système linéaire en théorie de porosité avec double porosité.

On considère le problème suivant avec double porosité :



ρ0utt = µuxx + bϕx + dψx − βθx dans ]0, L[×]0,+∞[,

k1ϕtt = αϕxx + b1ψxx − bux − α1ϕ− α3ψ + γ1θ − τ1ϕt − τ3ψt dans ]0, L[×]0,+∞[,

k2ψtt = b1ϕxx + γψxx − dux − α3ϕ− α2ψ + γ2θ − τ4ϕt − τ2ψt dans ]0, L[×]0,+∞[,

cθt = kθxx − βT0utx − γ1T0ϕt − γ2T0ψt dans ]0, L[×]0,+∞[.

(4.1)
où u est le deplacement transversal, θ est la différence de temperature et ϕ et ψ les
variables de porosité.
Avec les conditions aux limites suivantes :

u(x, t) = ϕx(x, t) = ψx(x, t) = θx(x, t) = 0 t > 0 et x = 0, L (4.2)

et les conditions initiales :

u(x, 0) = u0(x), ϕ(x, 0) = ϕ0(x), ψ(x, 0) = ψ0(x), θ(x, 0) = θ1(x)

ut(x, 0) = v0(x), ϕt(x, 0) = ϕ1(x), ψt(x, 0) = ψ1(x)
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On désigne par H l’espace de Hilbert

H =


U ∈ H1

0 (0, L)× L2(0, L)×H1(0, L)× L2(0, L)×H1(0, L)× L2(0, L)×H1(0, L)∫ L

0

ϕ(x)dx =

∫ L

0

φ(x)dx =

∫ L

0

θ(x)dx =

∫ L

0

ψ(x)dx =

∫ L

0

w(x)dx = 0.


où U = (u, v, ϕ, φ, ψ, w, θ)
On le munit du produit scalaire :

< U,U∗ >H =

∫ L

0

(ρ0vv∗ + k1φφ∗ + k2Ww∗ +
c

T0

θθ∗ + µuxu∗x + αϕxϕ∗x + α1ϕϕ∗

+γψxψ∗x + b1(ϕxψ∗x + ϕ∗xψx) + α3(ϕψ∗ + ϕ∗ψ) + d(uxψ∗ + ∗
xψ)

+b(uxϕ∗ + ∗
xϕ))dx

où ū désigne le conjugué de u, il convient de rappeler que ce produit et équivalent au
produit habituel dans l’espace H .
On définit l’énergie du système (4.1) par

E(t) :=
1

2

∫ L

0

(ρ0T0u
2
t+k1T0ϕ

2
t+k2T0ψ

2
t+cθ

2+µT0u
2
x+αT0ϕ

2
x+α1T0ϕ

2+γT0ψ
2
x+α2T0ψ

2

+2bT0uxϕ+ 2dT0uxψ + 2α3T0ϕψ + 2b1T0ϕxψx)dx

4.2 Existence et unicité
Proposition 4.2.1 On suppose que les constantes du système vérifient la condition
suivante : Les matrices

A =

 µ b d
b α1 α3

d α3 α2

, B =

(
α b1

b1 γ

)
et C =

(
τ1

τ3+τ4
2

τ3+τ4
2

τ2

)
sont définies posi-

tives, alors, le système (4.1) admet une solution unique.

On pose v = ut et φ = ϕt et w = ψt le problème (4.1)et (4.2) devient
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

ut = v,

vt =
1

ρ0

(µuxx + bϕx + dψx − βθx),

ϕt = φ,

φt =
1

k1

(αϕxx − b1ψxx − bux − α1ϕ− α3ψ + γ1θ − τφ− τ3w),

ψt = w

wt =
1

k2

(b1ϕxx + γψxx − dux − α3ϕ− α2θ − τ4φ− τ2w)

θt =
1

c
(kθxx − βT0vx − γ1T0φ− γ2T0w)

il peut écrit alors, 
AU = Ut,

U(0) = U0

(4.3)

Où U = (u, v, ϕ, φ, ψ, w, θ)T et U0 = (u0, u1, ϕ, ϕ1, ψ, ψ1, θ)
T et A est l’opérateur

différentiel donné par

A =



0 I 0 0 0 0 0

µ

ρ0

D2 0
b

ρ0

D 0
d

ρ0

D 0
−β
ρ0

D

0 0 0 I 0 0 0

−b
k1

D 0
α

k1

D2 − α1

k1

−τ1

k1

b

k1

D2 − α3

k1

−τ3

k1

γ1

k1

0 0 0 0 0 I 0

−d
k2

D 0
1

k2

(b1D
2 − α3)

−τ4

k2

1

k2

(γD2 − α2)
−τ2

k2

γ2

k2

0
−βT0

c
D 0

−γ1T0

c
0

−γ2T0

c

k

c
D2


et I est l’opérateur identité. Le domaine de A est

D(A) = H2 ∩H1
0 ×H1

0 ×H2 ×H1 ×H2 ×H1 ×H2
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Pour montrer l’existence d’une solution du système (4.3), on applique le théorème
de Hille-Yosida, pour cela il suffit de montrer que A est dissipatif et maximal
1) A dissipatif
Pour montrer que A est dissipatif il suffit de prouver que

Re〈AU,U〉H ≤ 0.

On a

AU =



v
µ

ρ0

uxx +
b

ρ0

ϕx +
d

ρ0

ψx −
β

ρ0

θx

φ

α

k1

ϕxx +
b1

k1

ψxx −
−b
k1

ux −
α1

k1

ϕ− α3

k1

ψ +
γ1

k1

θ − τ1

k1

φ− τ3

k1

w

w

b1

k2

ϕxx +
γ

k2

ψxx −
d

k2

ux −
α3

k2

ϕ− α2

k2

ψ +
γ2

k2

θ − τ4

k2

φ− τ2

k2

w

k

c
θxx −

βT0

c
φ− γ2T0

c
φ− γ2T0

c
w


〈AU,U〉H =

∫ L

0

(µuxxv + bϕxv + dψxv − βθxv + αϕxxφ+ b1ψxxφ− buxφ

−α1ϕφ− α3ψφ+ γ1θφ− τ1φ
2 − τ3wφ+ b1ϕxxw + γψxxw − duxw

−α3ϕw − α2ψw + γ2θw − τ4φw − τ2w
2 +

k

T0

θxxθ − βvxθ − γ1φθ

−γ2wθ + µvxux + αφxϕx + α1φϕ+ γwxψx + α2wψ + b1φxψx + b1wxϕx

+α3φψ + α3wϕ+ dvxψ + dwux + bvxϕ+ bφux)dx

= −
∫ L

0

[τ1φ
2 + τ2w

2 +
k

T0

θ2
x + (τ3 + τ4)Re(φw)]dx+ 2i

∫ L

0

Im(µvxux

+bvxϕ+ dvxψ + βθvx + αφxϕx + b1φxux + bφux + α1φϕ+ α3φψ + γ1θφ

+b1wxϕx + γwxψx + dwux + α3wϕ+ γ2θw + α2wψ)dx.
Alors

Re〈AU,U〉H = −
∫ L

0

(τ1φ
2 + τ2w

2 +
k

T0

θ2
x + (τ3 + τ4)Re(φw))dx ≤ 0
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Donc A est dissipatif.
2) A maximal
Pour montrer la maximalité de A, nous prenons F = (f 1, f 2, f 3, f 4, f 5, f 6, f 7)T ∈
H et on cherche U = (u, v, ϕ, φ, ψ, w, θ)T ∈ D(A) solution de (I − A)U = F ceci
s’écrit en termes de composantes, comme suit

u− v = f 1, (4.4)
−µuxx − ρ0v − bϕx − dψx + βθx = ρ0f

2, (4.5)
ϕ− φ = f 3, (4.6)

bux − αϕxx + α1ϕ+ k1φ+ τ1φ− b1ψxx − bux + α3ψ + τ3w − γ1θ = k1f
4, (4.7)

ψ − w = f 5, (4.8)
dux − b1ϕxx − γψxx + α3ϕ+ α2ψ + τ4φ+ k2w + τ2w − γ2θ = k2f

6, (4.9)
−kθxx + βT0vx + γ1T0φ+ γ2T0w + cθ = cf 7. (4.10)

substituons (4.4), (4.6) et (4.8) dans (4.5) , (4.7), (4.9) et (4.10) on obtient


ρ0u− µuxx − bϕx − dψx + βθx = ρ0(f 1 + f 2) = g1

bux + (k1 + τ1 + α1)ϕ− αϕxx − b1ψxx + (α3 + τ3)ψ − γ1θ = k1(f 3 + f 4)− τ1f
3 − τ3f

5 = g2

(α3 + τ4)ϕ− b1ϕxx + (α2 + k2 + τ2)ψ − γψxx + dux − γ2θ = k2f
6 + τ4f

3 + (k2 + τ2)f 5 = g3

βux + γ1ϕ+ γ2ψ + c
T0
θ − k

T0
θxx = c

T0
f 7 + βf 1

x + γ1f
3 + γ2f

5 = g4.

(4.11)

où g1, g2, g3, g4 ∈ L2(0, L). On note par W = H1
0 (0, L) × H1(0, L) × H1(0, L) ×

H1(0, L).
En multipliant les quatres équations (4.11)1, (4.11)2, (4.11)3 et (4.11)4 par des
fonctions (ũ, ϕ̃, ψ̃, θ̃) ∈ (C1

0(0, L))4 respectivement et on intègre sur (0, L), on obtient

µ

∫ L

0

uxũxdx+ b

∫ L

0

ϕũx + d

∫ L

0

ψũx − β
∫ L

0

θũx − ρ0

∫ L

0

uũ =

∫ L

0

g1ũ

b

∫ L

0

uxϕ̃+ (k1 + τ1 + α1)

∫ L

0

ϕϕ̃+ α

∫ L

0

ϕxϕ̃x + b1

∫ L

0

ψxϕ̃x + (α3 + τ3)

∫ L

0

ψϕ̃− γ1

∫ L

0

θϕ̃dx

=

∫ L

0

g2ϕ̃dx

d

∫ L

0

uxψ̃dx+ (α3 + τ4)

∫ L

0

ψ̃ + b1

∫ L

0

ψ̃xϕxdx+ (α2 + k2 + τ2)

∫ L

0

ψ̃ + γ

∫ L

0

ψ̃xψxdx− γ2

∫ L

0

ψ̃

=

∫ L

0

g3ψ̃dx

β

∫ L

0

θ̃ux + γ1

∫ L

0

θ̃ϕ+ γ2

∫ L

0

θ̃ψ +
c

T0

∫ L

0

θ̃θ +
k

T0

∫ L

0

θ̃xθx =

∫ L

0

g4θ̃

(4.12)
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Additionnons les équations de (4.12), on obtient∫ L

0

(g1ũ+g2ϕ̃+g3ψ̃+g4θ̃)dx = µ

∫ L

0

uxũx+ρ0

∫ L

0

uũ+

∫ L

0

ũx(bϕ+dψ−βθ)+
∫ L

0

ux(dψ̃+βθ̃+bψ̃)

+(k1+τ1+α1)

∫ L

0

ϕϕ̃+α

∫ L

0

ϕxϕ̃x+b1

∫ L

0

ψxϕ̃x+(α3+τ3)

∫ L

0

ψϕ̃−γ1

∫ L

0

θϕ̃+b1

∫ L

0

ϕxψ̃x

+(α2+k2+τ2)

∫ L

0

ψψ̃+γ

∫ L

0

ψxψ̃x+(α3+τ4)

∫ L

0

ϕψ̃−γ2

∫ L

0

θψ̃+
c

T0

∫ L

0

θθ̃+
k

T0

∫ L

0

θxθ̃x

+γ2

∫ L

0

ψθ̃ + γ1

∫ L

0

ϕθ̃

Pour U = (u, ϕ, ψ, θ)T et Ũ = (ũ, ϕ̃, ψ̃, θ̃)T on définit sur W une forme bilinéaire
a(., .) et une forme linéaire L(.) par

a(U, Ũ) = µ

∫ L

0

uxũx + ρ0

∫ L

0

uũ+

∫ L

0

ũx(bϕ+ dψ − βθ) +

∫ L

0

ux(dψ̃ + βθ̃ + bψ̃)

+(k1+τ1+α1)

∫ L

0

ϕϕ̃+α

∫ L

0

ϕxϕ̃x+b1

∫ L

0

ψxϕ̃x+(α3+τ3)

∫ L

0

ψϕ̃−γ1

∫ L

0

θϕ̃+b1

∫ L

0

ϕxψ̃x

+(α2+k2+τ2)

∫ L

0

ψψ̃+γ

∫ L

0

ψxψ̃x+(α3+τ4)

∫ L

0

ϕψ̃−γ2

∫ L

0

θψ̃+
c

T0

∫ L

0

θθ̃+
k

T0

∫ L

0

θxθ̃x

+γ2

∫ L

0

ψθ̃ + γ1

∫ L

0

ϕθ̃

L(Ũ) =

∫ L

0

(g1ũdx+ g2ϕ̃dx+ g3ψ̃dx+ g4θ̃)dx.

On montre que a(., .) est continue coercive et L(.) est continue.
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1) Continuité de a(., .)∣∣∣∣a(U, Ũ)

∣∣∣∣ ≤ µ‖ux‖L2‖ũx‖L2 + ρ0‖u‖L2‖ũ‖L2 + b‖ũx‖L2‖ϕ‖L2 + d‖ϕ̃‖L2‖ũx‖L2 + β‖θ‖L2‖ũx‖L2

+d‖ux‖L2‖ψ̃‖L2 + β‖ux‖L2‖θ̃‖L2 + b‖ϕ̃‖L2‖ũx‖L2 + (k1 + τ1 + α1)‖ϕ‖L2‖ϕ̃‖L2

+α‖ϕx‖L2‖ϕ̃x‖L2 + b1‖ψx‖L2‖ψ̃x‖L2 + (α3 + τ3)‖ψ‖L2‖ϕ̃‖L2 + γ1‖θ‖L2‖ϕ̃‖L2

+(α1 + k2 + τ2)‖ψ‖L2‖ψ̃‖L2 + b1‖ϕx‖L2‖ψ̃x‖L2 + γ‖ψx‖L2‖ψ̃x‖L2

+(α3 + τ4)‖ϕ‖L2‖ψ̃‖L2 + γ2‖θ‖L2‖ψ̃‖L2 + c‖θ‖L2‖θ̃‖L2 + k‖θx‖L2‖θ̃x‖L2

+γ2‖ψ‖L2‖θ̃‖L2 + γ1‖ϕ‖L2‖θ‖L2

≤ max(µ, ρ0, b, d, β, k1 + τ1 + α1, α, b1, α3 + τ3, γ1, α1 + k2 + τ2, γ, α3 + τ4, γ2, c, k, α2)(
‖u‖H1

0
+ ‖ϕ‖H1 + ‖ψ‖H1 + ‖θ‖H1

)(
‖ũ‖H1

0
+ ‖ϕ̃‖H1 + ‖ψ̃‖H1 + ‖θ̃‖H1

)
≤ C1‖U‖W‖Ũ‖W .

Donc a(., .) est continue.

2) Coercivité de a(., .)

a(U,U) = µ

∫ L

0

u2
xdx+ρ0

∫ L

0

u2dx+2

∫ L

0

ux(bϕ+dψ−βθ)dx+(k1+τ1+α1)

∫ L

0

ϕ2+α

∫ L

0

ϕ2
xdx

+2b1

∫ L

0

ϕxψxdx+(2α3+τ3+τ4)

∫ L

0

ϕψdx+(α2+k2+τ2)

∫ L

0

ψ2+γ

∫ L

0

ψ2
xdx+

c

T0

∫ L

0

θ2dx

+
k

T0

∫ L

0

θ2
xdx

Comme la matrice A =

 µ b d
b α1 α3

d α3 α2

 est définie positif, alors il existe un ε > 0

assez petit tel que A−εI est définie positive, de plus C =

(
τ1

τ3+τ4
2

τ3+τ4
2

τ2

)
est définie

positive.
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a(U,U) =

∫ L

0

(
ux ϕ ψ

) µ− ε b d
b α1 − ε α3

d α3 α2 − ε

 ux
ϕ
ψ


+
(
ϕ ψ

)( τ1
τ3+τ4

2
τ3+τ4

2
τ2

)(
ϕ
ψ

)

+
(
u θ

)( ρ0 −β
−β 0

)(
u
θ

)
+εu2

x + (ε+ k1)ϕ2 + αϕ2
x + (ε+ k2)ψ2 + γψ2

x + c
T0
θ2 + k

T0
θ2
x

≥ min(k1 + ε, ε, k2 + ε, γ, α, c
T0
, k
T0

)

∫ L

0

(u2
x + ϕ2 + ϕ2

x + ψ2 + ψ2
x + θ + θ2

x)dx

≥ C2(‖u‖H1
0

+ ‖ϕ‖H1 + ‖ψ‖H1 + ‖θ‖H1)

≥ C2‖U‖W .

Donc a est coercive.

3) Continuité de L(.)

‖L(Ũ)‖ = ‖
∫ L

0

g1ũ+

∫ L

0

g2ϕ̃+

∫ L

0

g3ψ̃ +

∫ L

0

g4θ̃‖

≤ ‖g1‖L2‖ũ‖L2 + ‖g2‖L2‖ϕ̃‖L2 + ‖g3‖L2‖ψ̃‖L2 + ‖g4‖L2‖θ̃‖L2

≤ max(‖g1‖L2 , ‖g2‖L2 , ‖g3‖L2 , ‖g4‖L2)(‖ũ‖L2 + ‖ϕ̃‖L2‖+ ψ̃‖L2 + ‖θ̃‖L2)

≤ C3(‖ũ‖H1
0

+ ‖ϕ̃‖H1 + ‖ψ̃‖H1 + ‖θ̃‖H1)

≤ C3‖Ũ‖W .

Donc L(.) est continue.

a(., .) bilinéaire, continue et coercive sur W , et L(.) est linéaire et continue sur
W . D’aprés le théorème de Lax-Milgram on conclut qu’il existe une solution unique
U∗ = (u, ϕ, ψ, θ)T ∈ W = H1

0 ×H1 ×H1 ×H1 telle que

a(U∗, Ũ) = L(Ũ) ∀Ũ ∈ W.
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Ce qui signifie que u ∈ H1
0 (0, L), ϕ ∈ H1(0, L), ψ ∈ H1(0, L), θ ∈ H1(0, L),

v = u− f 1 ∈ H1
0 (0, L), φ = ϕ− f 3 ∈ H1(0, L) et w = ψ − f 5 ∈ H1(0, L).

il reste á montrer que u, ϕ, ψ et θ ∈ H2(0, L).
On prend (ũ, ϕ̃, ψ̃, θ̃) = (ũ, 0, 0, 0) ∈ (C1

0(0, L))4 ⊂ W dans (4.12)1 elle devient∫ L

0

uxũxdx = −
∫ L

0

1

µ
(−bϕx − dψx + βθx + ρ0u+ g1)ũdx ∀ ũ ∈ C1

0(0, L).

Ce qui signifie que ux admet une derivée faible dans L2 car

(−bϕx − dψx + βθx + ρ0u+ g1) ∈ L2

et on a

uxx = (ux)x =
1

µ
(−bϕx − dψx + βθx + ρ0u+ g1)

Par suite ux ∈ H1
0 (0, L), donc u ∈ H2(0, L).

De la même manière si on prend (ũ, ϕ̃, ψ̃, θ̃) = (0, 0, 0, θ̃), on prouve que θ ∈
H2(0, L).
D’aprés (4.11)2 et (4.11)3 on a

bux + (k1 + τ1 + α1)ϕ− αϕxx − b1ψxx + (α3 + τ3)ψ − γ1θ = g2,

(α3 + τ4)ϕ− b1ϕxx + (α2 + k2 + τ2)ψ − γψxx + dux − γ2θ = g3.

C’est-à-dire(
−αD2 −b1D

2

−b1D
2 −γD2

)(
ϕ
ψ

)
+

(
k1 + τ1 + α1 α1 + α3

α3 + τ4 α2 + k2 + τ2

)(
ϕ
ψ

)
=

(
g2 − bux + γ1θ
g3 − dux + γ2θ

)
(4.13)

Où
∆

(
ϕ
ψ

)
+B

′
(
ϕ
ψ

)
=

(
g2 − bux + γ1θ
g3 − dux + γ2θ

)
tel que (g2− bux+γ1θ, g3−dux+γ2θ)

T ∈ L2×L2 car u ∈ H2(0, L) où ux ∈ H1(0, L)
et θ ∈ H2.

Alors il existe une solution (ϕ, ψ)T ∈ H2(0, L)×H2(0, L) satisfait l’équation (4.13)

Donc, il existe (u, v, ϕ, φ, ψ, w, θ)T ∈ D(A) qui vérifie (I − A)U = F pour tout
F ∈H , et A est maximal.
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Le théorème de Hill-Yosida assure l’existance et l’unicité d’une solution de (4.3),
ceci termine la démonstration.

Lemma 4.2.1 Soit (u, ϕ, ψ, θ) la solution du système (4.1) alors l’énergie E(t) vé-
rifie

d

dt
E(t) = −τ1

∫ L

0

ϕ2
t − τ2

∫ L

0

ψ2
t − k

∫ L

0

θ2
x − (τ3 + τ4)

∫ L

0

ϕtψt ≤ 0

On multiplie (4.1)1 par ut et on intégre sur ]0, L[, il vient

ρ0

∫ L

0

uttut = µ

∫ L

0

uxxut + b

∫ L

0

ϕxut + d

∫ L

0

ψxut − β
∫ L

0

θxut,

ce qui implique que

ρ0

2

d

dt

∫ L

0

u2
t = µ[uxut]

L
0 −

µ

2

d

dt

∫ L

0

ux + b

∫ L

0

ϕxut + d

∫ L

0

ψxut − β
∫ L

0

θxut,

vu que u = 0 en 0 et L donc

ρ0

2

d

dt

∫ L

0

u2
t = −µ

2

d

dt

∫ L

0

ux + b

∫ L

0

ϕxut + d

∫ L

0

ψxut − β
∫ L

0

θxut, (4.14)

Aussi en multipliant (4.1)2, (4.1)3 et (4.1)4 par ψt ,ϕt et θ respectivement on ob-
tient :

k1
2
d
dt

∫ L

0

ϕ2
t = −α

2

d

dt

∫ L

0

ϕ2
x − b1

∫ L

0

ϕxtψx − b
∫ L

0

ψtux −
α1

2

d

dt

∫ L

0

ϕ2 − α3

∫ L

0

ψϕt + γ1

∫ L

0

θϕt

−τ1

∫ L

0

ϕ2
t − τ3

∫ L

0

ψtϕt,

(4.15)
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k2
2
d
dt

∫ L

0

ψ2
t = −γ

2

d

dt

∫ L

0

ψ2
x − b1

∫ L

0

ϕxψxt − d
∫ L

0

ψtux −
α2

2

d

dt

∫ L

0

ψ2 − γ2

∫ L

0

ψtθ − γ3

∫ L

0

ϕψt

−τ4

∫ L

0

ϕtψt − τ2

∫ L

0

ψ2
t

(4.16)

c

2

d

dt

∫ L

0

θ2 = −k
∫ L

0

θ2
x + βT0

∫ L

0

utθx − γ1T0

∫ L

0

ϕtθ − k2T0

∫ L

0

ψtθ, (4.17)

En multipliant (4.14),(4.15) et (4.16) par T0 et en additionant avec (4.17) on ob-
tient :

d

dt

{
1

2

∫ L

0

(ρ0T0u
2
t + k1T0ϕ

2
t + k2T0ψ

2
t + cθ2 + µT0u

2
x + αT0ϕ

2
x + α1T0ϕ

2 + γT0ψ
2
x + α2T0ψ

2

+2bT0uxϕ+2dT0uxψ+2α3T0ϕψ+2b1T0ϕxψx)dx

}
= −τ1

∫ L

0

ϕ2
t−τ2

∫ L

0

ψ2
t−k

∫ L

0

θ2
x

−(τ3 + τ4)

∫ L

0

ϕtψt.

D’où
d

dt
E(t) ≤ 0,

alors le probème (4.1) est dissipatif

4.3 Stabilité exponentielle
Pour montrer la stabilité exponentielle, nous utilisons le théorm̀e de à Gearhart-

Pruss ,qui montre qu’un semi-groupe de contraction sur un espace de Hilbert est
exponentiellement stable, si et seulement si

iR = {iλ, λ ∈ R} ⊂ ρ(A) (4.18)

et
lim
|λ|→∞

‖(iλI −A)−1‖ <∞ (4.19)

1) La preuve de (4.18) sera donnée en trois étapes :
Premièrement, on prouve que 0 ∈ ρ(A).
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Pour montrer que 0 ∈ ρ(A), en prend F = (f 1, f 2, f 3, f 4, f 5, f 6, f 7)T ∈H et on
cherche U = (u, v, ϕ, φ, ψ, w, θ)T ∈ D(A) solution de AU = F ceci s’écrit en termes
de composantes, comme suit

v = f 1, (4.20)
µuxx + bϕx + dψx − βθx = ρ0f

2, (4.21)
φ = f 3, (4.22)

αϕxx + b1ψxx − bux − α1ϕ− α3ψ + γ1θ − τ1φ− τ3w = k1f
4, (4.23)

w = f 5, (4.24)
b1ϕxx + γψxx − dux − α3ϕ− α2ψ + γ2θ − τ4φ− τ2w = k2f

6, (4.25)
kθxx − βT0vx − γ1T0φ− γ2T0w = cf 7. (4.26)

substituons (4.22) et (4.24) dans (4.23) , (4.25) et (4.26) on obtient

µuxx + bϕx + dψx − βθx = ρ0f
2, (4.27)

αϕxx + b1ψxx − bux − α1ϕ− α3ψ + γ1θ = k1f
4 + τ1f

3 + τ3f
5, (4.28)

b1ϕxx + γψxx + dux − α3ϕ− α2ψ + γ2θ = k2f
6 + τ4f

3 + τ2f
5, (4.29)

θxx =
1

k
(cf 7 + βT0f

1
x + γ1T0f

3 + γ2T0f
5) ∈ L2(0, π). (4.30)

Alors, il existe θ ∈ H2(0, π) tel que θxx = 1
K

(cf 7 + βT0f
1
x + γ1T0f

3 + γ2T0f
5) ∈

L2(0, π).

Il reste á prouver qu’il existe u, ϕ et ψ satisfaisant

µuxx + bϕx + dψx = ρ0f
2 + βθx = g1 ∈ L2 (4.31)

αϕxx + b1ψxx − bux − α1ϕ− α3ψ = k1f
4 + τ1f

3 + τ3f
5 − γ1θ = g2 ∈ L2 (4.32)

b1ϕxx + γψxx + dux − α3ϕ− α2ψ = k2f
6 + τ4f

3 + τ2f
5 − γ2θ = g3 ∈ L2 (4.33)

On définit l’espace W = H1
0 (0, π)×H1

0 (0, π)×H1(0, π).

En multipliant les trois équations (4.31), (4.32) et (4.33) par des fonctions ũ ∈
C1

0(0, π),
ϕ̃ ∈ C1

0(0, π), ψ̃ ∈ C1
0(0, π) respectivement et on intègre sur (0, π) on obtien

µ

∫ L

0

uxxũdx+ b

∫ L

0

ϕxũdx+ d

∫ L

0

ψxũdx =

∫ L

0

g1ũdx,

α

∫ L

0

ϕxxϕ̃dx+b1

∫ L

0

ψxxϕ̃dx−b
∫ L

0

uxϕ̃dx−α1

∫ L

0

ϕϕ̃dx−α3

∫ L

0

ψϕ̃dx =

∫ L

0

g2ϕ̃dx,

b1

∫ L

0

ϕxxψ̃dx+γ

∫ L

0

ψxxψ̃dx+d

∫ L

0

uxψ̃dx−α3

∫ L

0

ϕψ̃dx−α2

∫ L

0

ψψ̃dx =

∫ L

0

g3ψ̃dx,
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Ce qui implique que

µ[uxũ]L0 −µ
∫ L

0

uxũxdx+ b[ϕũ]L0 − b
∫ L

0

ϕũxdx+ d[ψũ]L0 − d
∫ L

0

ψũxdx =

∫ L

0

g1ũdx,

α[ϕxϕ̃x]
L
0−α

∫ L

0

ϕxϕ̃xdx+b1[ψxϕ̃]L0−b1

∫ L

0

ψxϕ̃xdx−b
∫ L

0

uxϕ̃dx−α1

∫ L

0

ϕϕ̃dx−α3

∫ L

0

ψϕ̃dx

=

∫ L

0

g2ϕ̃dx,

b1[ϕxψ̃]L0−b1

∫ L

0

ϕxψ̃xdx+γ[ψxψ̃]L0−γ
∫ L

0

ψxψ̃xdx−d
∫ L

0

uxψ̃dx−α3

∫ L

0

ϕψ̃dx−α2

∫ L

0

ψψ̃dx

=

∫ L

0

g3ψ̃dx,

Donc

−µ
∫ L

0

uxũxdx− b
∫ L

0

ϕũxdx− d
∫ L

0

ψũxdx =

∫ L

0

g1ũ,

−α
∫ L

0

ϕxϕ̃xdx− b1

∫ L

0

ψxϕ̃xdx− b
∫ L

0

uxϕ̃dx− α1

∫ L

0

ϕϕ̃dx− α3

∫ L

0

ψϕ̃dx =

∫ L

0

g2ϕ̃,

−b1

∫ L

0

ϕxψ̃xdx− γ
∫ L

0

ψxψ̃xdx− d
∫ L

0

uxψ̃dx− α3

∫ L

0

ϕψ̃dx− α2

∫ L

0

ψψ̃dx =

∫ L

0

g3ψ̃,

(4.34)

Additionnons les équations de (4.34) on obtient

−
∫ L

0

(g1ũ+g2ϕ̃+g3ψ̃)dx = µ

∫ L

0

uxũxdx+b

∫ L

0

ϕũxdx+d

∫ L

0

ψũxdx+α

∫ L

0

ϕxϕ̃dx

+b1

∫ L

0

ψxϕ̃xdx+b

∫ L

0

uxϕ̃dx+α1

∫ L

0

ϕϕ̃dx+α3

∫ L

0

ψϕ̃dx+b1

∫ L

0

ϕxψ̃xdx+γ

∫ L

0

ψxψ̃xdx

+d

∫ L

0

uxψ̃dx+ α3

∫ L

0

ϕψ̃dx+ α2

∫ L

0

ψψ̃dx

Pour U = (u, ϕ, ψ)T et Ũ = (ũ, ϕ̃, ψ̃)T on définit sur W une forme bilinéaire a(., .)
et une forme linéaire L(.) par

a(U, Ũ) = µ

∫ L

0

uxũxdx+b

∫ L

0

ϕũxdx+d

∫ L

0

ψũxdx+α

∫ L

0

ϕxϕ̃dx+b1

∫ L

0

ψxϕ̃xdx+b

∫ L

0

uxϕ̃dx

+α1

∫ L

0

ϕϕ̃dx+α3

∫ L

0

ψϕ̃dx+b1

∫ L

0

ϕxψ̃xdx+γ

∫ L

0

ψxψ̃xdx+d

∫ L

0

uxψ̃dx+α3

∫ L

0

ϕψ̃dx

+α2

∫ L

0

ψψ̃dx
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L(Ũ) = −
∫ L

0

(g1ũ+ g2ϕ̃+ g3ψ̃)dx.

On montre que a(., .) est continue coercive et L(.) est continue.

Remark 4.3.1 La continuité de a(., .) et L(.) se font de la même manière que pour
la cas de maximalité de A.

Coercivité de a(., .)

a(U,U) = µ

∫ L

0

u2
x+2b

∫ L

0

ϕux+2d

∫ L

0

ψux+α

∫ L

0

ϕ2
x+2b1

∫ L

0

ϕxψx+α1

∫ L

0

ϕ2+2α3

∫ L

0

ϕψ

+γ

∫ L

0

ψ2
x + α2

∫ L

0

ψ2

Comme les deux matrices A =

 µ b d
b α1 α3

d α3 α2

 et B =

(
α b1

b1 γ

)
sont définie

positif, alors il existe un ε > 0 assez petit tel que A − εI et B − εI sont définie
positif.
et on a

a(U,U) =

∫ L

0

((
ux ϕ ψ

) µ− ε b d
b α1 − ε α3

d α3 α2 − ε

 ux
ϕ
ψ


+
(
ϕx ψx

)( α− ε b1

b1 γ − ε

)(
ϕx
ψx

)
+ εu2

x + εϕ2 + εψ2 + εϕ2
x + εψ2

x

)
dx

≥
∫ L

0

ε(u2
x + ϕ2

x + ψ2
x + ϕ2 + ψ2)dx

≥ C4(‖u‖H1
0

+ ‖ϕ‖H1 + ‖ψ‖H1)

≥ C4‖U‖W .

Donc a est coercive.

a(., .) bilinéaire, continue et coercive sur W , et L(.) est linéaire et continue sur
W . D’aprés le théorème de Lax-Milgram on conclut qu’il existe une solution unique
U∗ = (u, ϕ, ψ)T ∈ W = H1

0 ×H1 ×H1 telle que

a(U∗, Ũ) = L(Ũ) ∀Ũ ∈ W.
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Ce qui signifie que u ∈ H1
0 (0, L), ϕ ∈ H1(0, L), ψ ∈ H1(0, L), v = f 1 ∈ H1

0 (0, L),
φ = f 3 ∈ H1, w = f 5 ∈ H1(0, L) et θ ∈ H2(0, L). il reste á montrer que u, ϕ et ψ ∈
H2(0, L).

On prend (ũ, ϕ̃, ψ̃) = (ũ, 0, 0) ∈ C1
0 × C1

0 × C1
0 ⊂ W dans (4.34) elle devient

−µ
∫ L

0

uxũx − b
∫ L

0

ϕũx − d
∫ L

0

ψũx =

∫ L

0

g1ũ

Où

−µ
∫ L

0

uxũx + b

∫ L

0

ϕxũ+ d

∫ L

0

ψxũ =

∫ L

0

g1ũ

Alors ∫ L

0

uxũx = −
∫ L

0

1

µ
(−bϕx − dψx + g1)ũ ∀ ũ ∈ C1

0(0, L)

Ce qui signifie que ux admet une derivée faible dans L2 car

−bϕx − dψx + g1 ∈ L2(0, L),

et on a

uxx = (ux)x =
1

µ
(−bϕx − dψx + g1).

Par suite ux ∈ H1
0 (0, L) donc u ∈ H2(0, L).

D’aprés (4.31) et (4.32) on a

αϕxx + b1ψxx − bux − α1ϕ− α3ψ = g2,

b1ϕxx + γψxx + dux − α3ϕ− α2ψ = g3.

C’est à dire(
αD2 b1D

2

b1D
2 γD2

)(
ϕ
ψ

)
+

(
−α −α3

−α3 −α2

)(
ϕ
ψ

)
=

(
g2 + bux
g3 − dux

)
(4.35)

Où
∆

(
ϕ
ψ

)
+B

(
ϕ
ψ

)
=

(
g2 + bux
g3 − dux

)
tel que (g2 + bux, g3 − dux)T ∈ L2 × L2 car u ∈ H2(0, L) où ux ∈ H1(0, L).

Alors il existe une solution (ϕ, ψ)T ∈ H2(0, L)×H2(0, L) satisfait l’équation (4.35).
Donc, il existe (u, v, ϕ, φ, ψ, w, θ)T ∈ D(A) qui vérifie AU = F pour tout F ∈ H ,
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et 0 ∈ ρ(A).

Les points (i) et (ii) de la démonstration du théorème se font de la même ma-
nière que dans la démonstration du problème (3.1).

iii) Supposons que {iλ, λ ∈ IR} n’est pas inclu dans ρ(A), de (ii) ci-dessus, on

conclut qu’il existe σ ≥ ‖A−1‖−1 tel que {iλ, |λ| < σ} ⊂ ρ(A), mais sup

{
‖(iλI −

A)−1‖, |λ| < σ

}
=∞. Dans ce cas, nous pouvons trouver une suite de nombres réels

(λn) et une suite de vecteurs unitaires (Un) ⊂ D(A), telle que |λn| < σ, λn −→ σ et

‖(iλnI −A)Un‖ −→ 0. (4.36)

C’est à dire

iλnun − vn → 0 dans H1
0

−µD2un + iρ0λnvn − bDϕn − dDψn + βDθn → 0 dans L2

iλnϕn − φn → 0 dans H1

bDun − αD2ϕn + α1ϕn + ik1λnφn + τ1φn − b1D
2ψn + α3ψn + τ3wn − γ1θn → 0 dans L2

iλnψn − wn → 0 dans H1

dDun − b1D
2ϕn + α3ϕn + τ4φn − γD2ψn + α2ψn + ik2λnwn + τ2wn − γ2θn → 0 dans L2

βT0Dvn + γ1T0φn + γ2T0wn + iλncθn − kD2θn → 0 dans L2

(4.37)

Nous avons tout d’abord

Re〈(iλnI −A)Un, Un〉 −→ 0

avec

Re〈(iλnI −A)Un, Un〉 = τ1

∫ L

0

‖φn‖2 + τ2

∫ L

0

‖wn‖2 +
k

T0

∫ L

0

‖Dθn‖2

+(τ3 + τ4)

∫ L

0

Re(φnwn)

Donc, on a

φn −→ 0 dans L2,

wn −→ 0 dans L2,

Dθn −→ 0 dans L2.

de plus puisque ‖θn‖H1 ≤ c‖Dθn‖L2 , d’aprés l’inégalité de Poincaré, on constate que
θn −→ 0.
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D’aprés (4.37)3 et (4.37)5 ϕn −→ 0 et ψn −→ 0 dans L2.

D’aprés (4.37)7 on obtient

kD2θn − βDvn −→ 0(4.38)

Integrons (4.38) sur (0,x) on obtient∫ x

0

(kD2θn − βDvn)dx = k(Dθn(x)−Dθn(0))− β(vn(x)− vn(0))

= kDθn − βvn −→ 0
Donc

vn −→ 0 dans L2.

Alors d’aprés (4.37)1,

un −→ 0 dans L2.

On prend le produit scalaire de (4.37)2, (4.37)4 et (4.37)6 par un, ϕn et ψn,
respectivement on obtient,

µ‖Dun‖2 + b〈ϕn, Dun〉+ d〈ψn, Dun〉 −→ 0

α‖Dϕn‖2 + b1〈Dψn, Dϕn〉+ b〈Dun, ϕn〉+ α1〈ϕn, ϕn〉+ α3〈ψn, ϕn〉 −→ 0

γ‖Dψn‖2 + d〈Dun, ψn〉+ b1〈Dϕn, Dψn〉+ α3〈ϕn, ψn〉+ α2〈ψn, ψn〉 −→ 0

Par additions, on obtient

µ‖Dun‖2 + α‖Dϕn‖+ γ‖Dψn‖+ 2bRe〈Dun, ϕn〉+ 2dRe〈Dun, ψn〉

+2b1Re〈Dϕ,Dψ〉 → 0

Comme ‖Un‖H = 1, alors ‖Dun‖L2 est borné, donc

2bRe〈Dun, ϕn〉+ 2dRe〈Dun, ψn〉 −→ 0

D’autre part, en utilisant le fait que B =

 α b1

b1 γ

 est definie possitive, on obtient

µ‖Dun‖2 + ‖Dϕn‖2 + γ‖Dψ‖2 + 2b1〈Dϕn, Dψn〉

≥ µ‖Dun‖2 + (α− ε)‖Dϕn‖2 + (γ − ε)‖Dψn‖2 −→ 0
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Pour tout ε > 0, Ainsi

Dun, Dϕn, Dψn → 0 dans L2.

Finalement

‖Un‖2
H = ‖Dun‖2 + ‖vn‖2 + ‖Dϕn‖2 + ‖φn‖2 + ‖Dψn‖2 + ‖wn‖2 + ‖θn‖2 → 0

Ce qui contredit le fait que ‖Un‖H = 1.

2) Preuve de (4.19)
Supposons que lim|λ|−→∞‖(iλI −A)−1‖ <∞ n’est pas vrai, alors il existe une suite
(λn) ⊂ ρ(A), |λn| → ∞ et une suite de vecteurs unitaires (Un) dans D(A). Telque

lim
n→∞

‖(iλn −A)−1‖ =∞.

Comme
Re〈(iλnI −A)Un, Un〉 −→ 0

par conséquent φn → 0, wn → 0 et Dθn → 0 dans L2, alors d’aprés l’inégalité de
Poincaré θn → 0 dans L2.
Substituant dans (4.37)3 et (4.37)5 on obtient

iλnϕn → 0 dans L2

et
iλnψn → 0 dans L2

De même ϕn → 0 et ψn → 0 dans L2 car

lim
n→∞

ϕn = lim
n→∞

φn
iλn

= 0

et

lim
n→∞

ψn = lim
n→∞

wn
iλn

= 0

On divise (4.37)7 parλn on obtient

λ−1
n (kD2θn − βT0Dvn)→ 0 dans L2 (4.39)
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D’aprés (4.37)1 on obtient
iλnDun −Dvn → 0 dans L2.
On divisons par λn et on prenant en compte (4.39), on obtient

iβT0Dun −
k

λn
D2θn → 0 dans L2.

Comme ‖Dun‖ est borné, on conclut que ‖λ−1
n D2θn‖ est borné.

Ainsi,

〈iβT0Dun −
k

λn
D2θn, Dun〉 = iβT0‖Dun‖2 − 〈 k

λn
D2θn, Dun〉 → 0

Intégration par partie, nous arrivons à

iβT0‖Dun‖2 + 〈 k
λn
Dθn, D

2un〉 → 0 (4.40)

On divise (4.37)2 par λn est en utilisant le fait que vn, Dϕn et Dψn sont bornés, on
conclut que

‖λ−1
n D2un‖ est borné

〈kλ−1
n Dθn, D

2un〉 = k

∫ L

0

λ−1
n DθnD2undx

≤ k‖Dθn‖‖λ−1
n D2un‖

≤ k‖Dθn‖‖λ−1
n D2un‖ → 0.

Donc, (4.38) implique que ‖Dun‖ → 0 dans L2,

Alors d’aprés (4.37)1 , λ−1
n Dvn → 0 dans L2. On divisons (4.37)2 par λn ρ0, ainsi

on prend le produit scalaire par vn on obtient

i‖vn‖2 + ρ−1
0 µ〈Dun, λ−1

n Dvn〉 − ρ0b〈Dϕn, λ−1
n vn〉 − ρ−1

0 〈Dψn, λ−1
n vn〉 → 0

Donc
vn → 0 dans L2.

On prend le produit scalaire de (4.37)4 et (4.37)6 par ϕn et ψn respectivement on
obtient

ik1〈λnφn, ϕn〉+ α‖Dϕn‖2 + b1〈Dψn, Dϕn〉 → 0 dans L2
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ik1〈λnwn, ψn〉+ b1〈Dϕn, Dψn〉+ γ‖Dψn‖2 → 0 dans L2

Prenant en compte (4.37)3 et (4.37)5 on obtient

− k1〈φn, φn〉+ α〈Dϕn, Dϕn〉+ b1〈Dψn, Dϕn〉 → 0(4.41)

−k2〈wn, wn〉+ b1〈Dϕn, Dψn〉+ γ〈Dψn, Dψn〉 → 0 (4.42)

puisque φn, wn → 0 dans L2, (4.41) et utilisant (4.42) obtient

α〈Dϕn, Dϕn〉+ b1〈Dψn, Dϕn〉 → 0, dans L2

b1〈Dϕn, Dψn〉+ γ〈Dψn, Dψn〉 → 0, dans L2

Comme B est definie positif, alors

‖Dϕn‖, ‖Dψn‖ → 0.

En combinant tous les résultats ci-dessus, nous concluons que Un → 0 dans H qui
est en contradiction avec |Un‖H = 1.

Donc les conditions du théorème de Gearhart-Pruss sont satisfaites et la solution du
système (4.1) est exponentiellement stable, c’est-à-dire

E(t) ≤ ηe−wt ∀t ≥ 0,

pour η, w des constantes positives.
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