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Introduction générale

L’étude de la comportement asymptotique des systémes modélisant les milieux
thermoélastique poreux a attiré I’attention des chercheurs depuis une trentaine d’an-
nées. Munoz Rivera [12] avait considéré le systéme suivant

Uy — Uge + b, =0, dans (0, L) x (0,7)
0; — 010 + Pug, = 0, dans (0,L) x (0,7)

est montré que le couplage de 1’équation de 'élasticité avec 1’équation de la chaleur
conduit le systéeme & une stabilité exponentielle.

Dés ces jours plusieurs couplages élasticité-porosité-effet thermiques ont été consi-
déré, I'un des points les plus discuter est 'effet du couplage sur la stabilité et le taux
de décroissance en cas des systémes stables.

Concernant le couplage porosité-elasticité, Quintanilla [23] avait considéré en 2002
le systéme suivant

Pollyy = MUy, + B, dans (0, L) x (0,7)
PoRPtt = Py — Bux - 530 —TYt dans (07 L) X (07 T)

ol ¢ désigne ici la fraction volumique d’un milieu poreux qui doit étre compris entre
0 et 1. Il a montrer que ce couplage n’est pas fort et il ne puisse pas conduire le
systéme a une stabilité forte, seulement une stabilité lente a été établi.

Divers dissipations ont été ajouté a ce systéme par Quintanilla et ses co-auteurs,
Casas, Magana, Ciarleta et Pamplona [17, 4] [5, 18, 20, 22} 21), 24} 19]., ils ont couplé
le systéme avec l'équation de la température et la microtempérature, dissipation
viscoélastique et viscoporeux et concluent qu’on ne peut avoir une stabilité expo-
nentielle sauf si on prend une dissipation de la boite a droite et une de la boite &
gauche du suivant diagramme.

Effet thermique Elasticité Effets microthermique
Effet Viscoelastique Porosité Effet visco-poreux

Pour obtenir la stabilité des systémes étudiés les auteurs utilisent une méthode
basée sur un fameux théoréme due & Gerhart et Pruss. Ce théoréme lie la stabilité
d’'un systéme avec la structure de ’ensemble resolvant de I'opérateur infinitésimal
définissant le probléme d’évolution étudié.



Nous donnons une démonstration rigoureuse de ce théoréme et on I’applique pour
montrer la stabilité de plusieurs systémes.

Nous notons aussi qu’il y a encore une autre méthode basée sur le théoréme
de stabilité de Lyapunov, cette méthode est utilisée fréquemment par Messaoudi et
ces co-auteurs, Guesmia, Said-Houari, Mustafa, Kafini et Fareh [I], 3, 2] 25] 26, 27,
30, 31, 28], nous ne s’interesserons pas par cette méthode dans ce mémoire.

Ce mémoire se compose des quatres chapitres :

Le premier chapitre sera consacré aux quelques définitions et théorémes fonda-
mentales qui sont utiles pour notre travail, tels que les espaces de Sobolev, quelques
inégalités utiles, opérateurs linéaires bornés, la théorie de semi-groupes, le théoréme
de Hille-Yosida, le théoréme de Lax-Milgrame.

Dans le second chapitre on présentera quelques théorémes sur la stabilité expo-
nentielle d’un semi-groupe fortement continu, avec un preuve détaillé du théoréme

( Gearhat 1978, Priiss 1984, Greiner 1985).

Le troixiéme chapitre contient quelques problémes en thermoélasticité poreuse
avec une seule porosité, ou on prouve la stabilité exponentielle des solutions.

Le quatreiéme chapitre sera consacré a un probléme en thermoélasticité poreuse
avec double porosité, on a montrer que la presence de deux dissipations poreuses
conduit sous certaines conditions- & une stabilité exponentielle, le probléme considéré
dans ce chapitre est nouveau, il n’a pas était considéré auparavent.



Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre on présentera quelques définitions et théorémes fondamentales
sur les espaces de Sobolev, I’espace de Hilbert et la théorie de semi-groupe comme le
théoréeme de Lax-Milgram et le théoréme de Hille-Yosida que nous utiliserons dans
les chapitres 2, 3 et 4.

Commencons par rappeler quelques résultats généraux.

1.1 Espace de Hilbert

Définition 1.1.1 Un espace de Hilbert est un espace vectoriel muni d’un produit
scalaire qui est complet par rapport a la norme induite par le produit scalaire.

1.2 Les espaces de Sobolev

Dans toute la suite I =|a,b| est un intervalle (borné ou mon) et p € R avec
1 <p<oo.

1.2.1 Espace de Sobolev W!»([)

Définition 1.2.1 [10] Pour 1 < p < co; on définit
LP(Q) = {f: Q — R; f mesurable et / |f(z)|Pdx < oo}.
Q

C’est un espace de Banach par rapport a la norme

1£lles = (/Q|f(93)|pda:) "



Définition 1.2.2 [10] On définit

L>®(Q) = {f : Q — R; mesurable et 3 une constante C' telle que |f(x)| < C p.p. sur Q}
C’est un espace de Banach par rapport a la norme
Il = int {5 1£0)] < C p. sur 0]

Définition 1.2.3 [10] L’espace de Sobolev WHP(I) est défini par

Wl’p(]):{ueLp(I); dg € LP(I) tel que /ugp’:—/gcp VQOGC&(I)}.

1 1

On pose
HY(I) = WhY(I).

Pour v € WYP(I) on note g par v’ est on l'appelle dérivée faible de u.

Proposition 1.2.1 L’espace WP muni de la norme
[ullwrs = llullzr + [[0]| e
est un espace de Banach.
Pour 1 < p < oo, la norme ci-dessus est équivalente a la norme
1
(lullZe + llu'l17.) 7

L’espace H'(I) muni du produit scalaire

(u,v) g = (u,v) 2 + (u',0") p2;
est un espace de Hilbert.

La norme associée est

1
lullzr = (lullZ> + [[u'[lZ2)?



1.2.2 Espaces de Sobolev W™P(])

Définition 1.2.4 [10] Etant donné un entier m > 2 et un réel 1 < p < 0o, on

définit par récurrence l’espace

(] = {u e Wl ([), o € Wmfl’p(f)}.

On pose

H™(I) = W™2(I).

On vérifie aisément que pour u € W"P(I) on peut considérer les dérivées faibles
successives

' = g1, () = go... jusqu’a Uordre m ; on les note Du, D*u... D™u.

L’espace W™P est muni de la norme

m
lullwms = Ilullze + D 1Dl 2o

a=1

et l'espace H™ est muni du produit scalaire

(u,v)gm = (u,v)rz + Z(Dau, Dv).

a=1
1.2.3 Espace W,”(I)

Définition 1.2.5 [10] Etant donné 1 < p < oo, on désigne par WyP(I) la ferme-
ture

de CL(I) dans W'P(I). On note H}(I) = Wy (I).

L’espace WP (I) est muni de la norme induite par WY2(I) ; I espace HY est muni

du produit scalaire induit par H'.

Remark 1.2.1 SiI est borné W, *(I) sera muni de la norme ullyar = 221 <icp [ Diutl| 2,
c’est une norme équivalente a celle induite par WhP(I).

>



Theorem 1.2.1 [10] Soit w € W'P(I), alors u € WyP(I) si et seulement siu =0,

pour x = a, ou x = b.

1.3 Quelque inégalités utiles :

Les inégalités suivantes sont d’une grande importance
Inégalité de Young

: ) o]
Soient p et q deux réels conjugués : — 4+ — = 1.
p
Alors
a? bl

V(a,b) e R2, ab< — 4 —.
(a,b) € Ry PR

En partieulier si u, v € L*(Q), alors

1
/yuv|ga/\u|2+—/|u|2, Ve > 0.
Q Q de Jq

Inégalité de Cauchy-Schwarz

Soit H un espace de Hilbert muni d’un produit scalaire (.,.), alors,

[NIES
N|=

(u,v)| < (u,u)2(v,v)2, Yu,v € H.

Inégalité de Poincaré

Soit Q un ouvert de R™, pour tout u € HJ(Q) alors il existe une constante Cq > 0
tellque :
[ull2(@) < CallVullL2o)



1.4 Théoréme de Lax-Milgram

Définition 1.4.1 [10] On dit qu’une forme bilinéaire
a(u,v) : Hx H— R

est :

1. Continue, s’il existe une constante C' telle que

la(u,v)| < Clul|v| Vu,v e H,

2. Coercive s’il existe une constante o > 0 telle que

a(v,v) > alv|? Vv e H.

Theorem 1.4.1 (Lax- Milgram) [10]
Soit H un espace de Hilbert, a(.,.) une forme bilinéaire, continue et coercive sur H

et L : H— R une forme linéaire continue.
Alors, il existe u € H solution unique du probléme

a(u,v) = L(v) Yv € H,

de plus si a est symétrique u définie par

%a(% u) — L(u) = min {%(v,v) - L(U)}

veEH

1.5 Opérateurs linéaires bornés

Définition 1.5.1 Soit H un espace de Hilbert, une application T : H — H est
dite opérateur linéaire si

T(oar+y)=aTx+Ty Vz,y€ H.



Définition 1.5.2 On dit qu’un opérateur T défini sur H est borné s’il existe une
constante C' telle que

[Tz|| < Cll].

Theorem 1.5.1 Pour tout opérateur T € £ (H) la norme de T est donné par :

IT|| = sup{[| Tz, = € H,[l«]| = 1}.

1.5.1 L’adjoint d’un opérateur

Proposition 1.5.1 Soient E et F' deux espaces de Hilbert T € £ (E,F), alors il

existe un unique opérateur T* € L (F, E) tel que pour tout x € £, y € F on a
<Tx,y>=<ux,Ty >

T est appelé l'adjoint de l'opérateur T'.

Theorem 1.5.2 Soient T et S deux opérateurs dans £ (H) ; T* et S* leurs adjoints
(respectivement), alors on a les proprietés suivantes :

1' 17| =117
2. (T+S) =T +5"
3. (aT)" =al* Va e C
4.(T") = (T71)
5. (TS)* = S*T*
1.5.2 Le spectre et I’ensemble résolvant d’un opérateur

Définition 1.5.3 On appelle ensemble résolvant de T et on le note p(T'), l’ensemble
des \ € C tels que \I — T'sont inversible,

p(T)={ e C: \[-T:D(T)C H— H,inversible}

C’est un ensemble ouvert.
Le spectre de T' est le complémentaire de p(T), c’est un ensemble fermé dans C
qu’on le note

o(T)={X € C: A\ — Tnon inversible}

Définition 1.5.4 (Application résolvante)
Soit T € Z(t), on appelle application résolvante de T', 'opérateur

RA\(T) = (T — \I)™* VA € p(T).
Theorem 1.5.3 [§] Soit X un espace de Banach et soit {x,} une suite dans X. Si

la série Y o ||xzx|| converge alors la série Y o | x) converge.



Theorem 1.5.4 [8] Soit X un espace de Banach. SiT € Z(X) est un opérateur

tel que ||T'|| <1 alors I — T est inversible et l'inverse est donnée par

(I-T)"'= iT”.

n=0

1.6 Semi-groupe fortement continu

Définition 1.6.1 [32] Une famille T(t)(0 <t < c0) d’opérateurs linéaires bornés
dans un espace de Banach X est appelée semi-groupe fortement continu ( en bref,

un Cy-semigroupe) si
1. T(ty + to) =T(t1)T(t2) Viti,ta >0,
2. T(0) = I,

3. Pour chaque x € X,T(.)x est continue en t sur [0,00).

Définition 1.6.2 [6] Le générateur infinitésimal de T'(t) est lopérateur linéaire A

de domaine

D(A) = {:c €X: limw em’ste},

t—0
défini par

L Ttz —x  dTT(t)z
Av=ln——— ="

, pour x € D(A).
t=0

Proposition 1.6.1 [13] Soit T(t) un Cy-semigroupe. Il existe deux constantes w €
R

et M > 1 telles que :

|T(t)]] < Me*" pour 0 <t < oo. (1.1)



Proposition 1.6.2 [13] Pour un opérateur borné A sur un espace de Banach X,

le spectre o(A) est toujours compact et non vide, d’ou son rayon spectral

r(A) :=sup{|\|: N €a(A)},

est finie et satisfait r(A) < || Al

Définition 1.6.3 [13] Soit A: D(A) C X — X un opérateur fermé. Alors
s(A) := sup {Re)\ D AE U(.A)}
est appelée la borne spectrale de A.

Pour le générateur A d’un semigroupe fortement continu 7 = (T'(t));>0, la borne

spectrale s(A) est toujours dominé par la borne de croissance
wo = wo(7) = inf {w € R il existe M, > 1 tel que ||T(t)|| > M,e“" Vt > 0.}

Définition 1.6.4 [13] Pour la borne spéctrale s(A) de générateur A et pour la
borne

de croissance wy du semigroupe génére (T'(t))i>o, on a

: 1 , 1
—00 < s(A) < wp = infyg EZOQHT@)H = lim; o0 ;logHT(t)H

1
= t—log(r(T(tO))) < 0
0
pour chaque ty > 0. En particulier, le rayon spectral de l'opérateur de semigroupe

T(t) est donné par

r(T(t)) = e" vt > 0.

Theorem 1.6.1 [13] Soit (T(t))i>0 un semi-groupe fortement continu sur un espace

de Banach X et soit w € R, M > 1 les constante qui verifient

|T(t)|| < Me**  pour t > 0.

10



Pour le générateur (A, D(A)) de (T'(t))i>0 les propriétés suivantes sont satisfaites :

1. Si X € C tel que
RNz = / e T (s)xds (1.2)
0

existe pour tout x € X, alors A € p(A) et R(\, A) = R(\).

2. Si Re(\) > w, alors A € p(A), et le résolvant R(\, A) est donné par l’expres-

sion d’intégrale (1.2).

3. [|RN A < pour tout Re\ > w.

Rel —w

[13] Soit A le générateur infinitésimal d’un semi-groupe fortement

continu T = (T(t))i>0 sur X. Alors

E—1)! 1 wiin
( ) lim M R(N, A)Fzd)

th=1 27min—oo J,

T(t)r =

—in

pour tout w > wy(7), k € N, t >0, et z € D(A").
Proposition 1.6.3 [13] Pour chaque X € p(A) on a

Lo
(R A) — 1RO A

d(A,0(A)) = —
1.7 Théoréme de Hille-Yosida

Soit T'(t) un Cy-semigroupe. D’aprés le théoréme il s’ensuit qu’il existe des

constantes w € R et M > 1 tel que HT(t)H < Me“t pourt > 0.

Définition 1.7.1 [6] Siw =0, T(t) est dit uniformément borné et si de plus M =1

il est appelé Cy-semigroupe de contractions.

Theorem 1.7.1 (Hille-Yosida)[6] Un opérateur linéaire (non borné) A est le gé-

nérateur infinitésimal d’un Cy-semigroupe de contraction T(t), t > 0 si et seul-
ement St :

11



1. A est fermé et D(A) = X.
2. L’ensemble résolvant p(A) de A contient RT et pour tout A > 0,

|ROX: A <

> =

Remark 1.7.1 [6] Soit A le générateur infitésimal d’un semigroupe de contrac-
tion T(t). L’ensemble résolvant de A contient toujoursle demi-plan ouvert droit,
i.e, {\: ReX >0} C p(A) et pour \

1
RN < —.
IRO NI < =

Définition 1.7.2 [10] Soit A: D(A) C H — H un opérateur linéaire non-borné.

On dit que A est dissipatif si
(Av,v) <0 Vo € D(A),
A est mazimal Im(I — A) = H 1i.e.

Vfe H, Jue D(A) tel que u— Au=f.

On dit que A est monotone si —A est dissipatif i.e (Au,u) > 0 pour tout u € D(A).

Theorem 1.7.2 (Lumer-Phillips)[11] Soit A : D(A) C H — H un opérateur
linéaire

et D(A) dense dans H. Alors, A est le générateur infinitésimal d’un Cy-semigroupe
de contractions

st et seulement si :
1. A est dissipatif.

2. Il existe A > 0 tel que Im(N — A) = H. (A est mazimal).

12



1.8 Reésolution d’un probléme d’évolution

Etant donné, le probleme d’évolution suivant :

d—u—Au:O sur 2 x [0, +o0[

dt (1.3)
u(z,0) = up(x)

Theorem 1.8.1 (Hille-Yosida)[10)|Soit A un opérateur maximal dissipatif dans

un espace de Hilbert H. Alors pour tout ug € D(A) il existe une fonction unique

u € C’l([O, +00; H) N C’([O, +ool; D(A))

solution du .

De plus on a

du

lu(t)] < |ug| et E(t)‘ = |Au(t)| < |Aug| Vt>0.

Remark 1.8.1 [10)] L’intérét principal du théoréme réside dans le fait que
pour résoudre le probléeme d’évolution on se ramene G véerifier que A est maxi-

mal dissipatif, c’est-a-dire, o étudier I’équation stationnaire u — NAu = f.

1.9 Quelque théorémes utilisés

Theorem 1.9.1 (Plancherel)[15]
Soient H un espace de Hilbert et f € L*(R, H), alors

17 (Nl = V27| f ]2,

i.e, 1/3/2m F est une isométrie, ou .F est le transformé de Fourier.

Theorem 1.9.2 (Cauchy)
Soient D C C un domaine, f : D — C une fonction holomorphe et C un chemin
fermé contenu ainsi que son intérieur dans D. Alors

/Cf(z)dz = 0.

13



Chapitre 2

Stabilité exponentielle

2.1 Notions de stabilité

Définition 2.1.1 [32] Le semigroupe T(t) = e est dit exponentiellement stable
sl existe deux constantes o > 0 et M > 1 telle que

|T(®)]| < Me™ vt > 0.

Définition 2.1.2 [13] Un semi-groupe fortement continu (T'(t));>o est dit :

1. Uniformément exponentiellement stable s’il existe € > 0 telle que :

lim || T(¢)|| = 0.

t—o00

2. Uniformément stable si :

lim ||T(t)|| = 0.

t—o0
3. Fortement stable si :
lim ||T(t)z||=0 VzeX.
t—o00

4. Faiblement stable si :

lm (T (t)x,2y =0 Vee X et 2'eX'.

t—o00

Proposition 2.1.1 [13] Pour un semi-groupe fortement continu (T'(t));>o les asser-

tion suivantes sont équivalentes :

14



1. (T'(t))e>0 est uniformément exponentiellement stable.
2. (T(t))e>0 est uniformément stable.

3. Il existe € > 0 telle que lim;_,o eEtHT(t):UH =0 VzelX.

Il est clair que, (1) implique (2) et (3).
D’apres le définition et = r(T(t)) < ||T@)| pour toutt >0 car :

1
wo = inf - log [T (1)]]

Alors wy < %log IT(@)| Vt>0, donc e <||T(t)|| Vt>0, (2) implique

wo <0 (wp:=inf{w e R, limy_,ge T (t)| =0}), donc Jw tel que wy < w < 0
tel que lim,_o e || T(¢)|| = 0.

On choisit € = —w

alors limy_,o e*||T'(¢)|| = 0 donc (1).

Si (3) est vérifice, alors (eT(t))i>o est fortement donc uniformément, bornée, alors

Ja > 0 tel que : e T(t)] < «

— T < a
— eH||T(1)] < a5

qui implique lim;_,, e3*||T(t)|| = 0 donc (1)

Proposition 2.1.2 Soit (T(t))i>0 un semigroupe de générateur A, alors (T'(t))i>o

est uniformément exponentiellement stable si et seulement si
wo < 0.
Proposition 2.1.3 Pour un semigroupe fortement continu (T(t))i>o, les asser-

tions suivante sont équivalentes

1. wy <0, i.e, (T(t))i>0 est uniforément exponentiellement stable.
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2. limy_,o [|T(¢)|| = 0.
3. | T(to)|| < 1 pour certain to > 0.
4. 7(T(t1)) < 1 pour certain t; > 0.

Voir [13]

2.2 Stabilité exponentielle

Theorem 2.2.1 [32] Soit T(t) = et un Cy-semi-groupe sur un espace de Hilbert.

Alors T(t) est exponentiellement stable si et seulement si

sup{Re\; A € 0(A)} <0 (2.1)
et

sup ||(Af —A)7Y| < oo (2.2)

ReA>0

Theorem 2.2.2 [32] Soit T(t) = et un Cy-semigroupe des contractions sur un

espace de Hilbert. Alors T(t) est exponentiallement stable si et seulement si

p(A) D {iB, B € R} = iR (2.3)

et

Timy g 0| (181 — A) 71| < 0. (2.4)

Dans la suite on donne la preuve de [’équivalence de ces deux théoréeme a la condition

que T(t) = e* est un Cy-semigroupe des contractions sur un espace de Hilbert.

D’abord, nous provons que — implique et
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Supposons que sup{ReX : A € 0(A)} <0, alorsVA € C, si ReA>0ona X ¢ o(A),

par suite iR C p(A), donc entraine (2.5).

Si SUPperso [[(AL — A)7H| < oo, alors

Ikl — A)7H < sup [|(AI = A)H|| <oo Vk =[]
ReA>0

donc

sup ||(ikI — A7 < sup |(M - A7 < o0

k>|8| ReA>0

ce qui 1mplique que

inf ( sup ||(ikI — A)7 ) < 00
161 \ k||

on a

Tim g o || (181 — A) 71| < o0,

alors entraine .
Ensuite, nous prouvons que - implique et a condition que

T ()| < 1. D’apres la remarque lensemble résolvant p(A) de A contient

1
le demi-plan ouvert droit, i.e {\: Rel >0} C p(A), et ||(M — A)7Y < o
e

Ceci implique que pour tout g < 0 donné, quand ReX > |0y|, nous avons

1 1
M-A) < — < —
IO = A7 < o <
alors .
sup [|(A — A7 < — (2.5)
Re>\2|(50| |60|

Deuziémement, nous montrons qu’il existe og < 0 avec |og| étant suffisamment petite
telle que o(A) C {\, ReX < 0p}.
En effet soit A = p+iv,
M —A=pl +ivl — A= (u(ivl — A~ 4+ I)ivI — A).
D’apres ivl — A est inversible et pour |u| est suffisamment petit, par théoréme
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p(ivl — A)~1 + I est inversible.
Ainsi implique o(A) C {\, Re\ < o < 0} avec |og| suffisamment petit,

par conséquent og(A) = sup{ReX, A\ € o(A),Re(\) < g9 < 0} et pour Reh <
00| < ool,

|(AM — A)~Y < 2M car d’apres sup, e ||(ivl — A)7|| < M et on choisit
1
|:u| < m d’abord, on a

1A = AT =[] = A (u(ivI = A7t + D)7
< [ (vl = A7 (vl = A=+ D)7H|
< M|(p(ivI = A~ + D)7H| (2.6)

1 1
flul < — < z
et Inl < 551 S S — Ay e

|(ivl — A7 < |ulll(ivI — A7 < mM <1

donc par le théoréme p(ivI—A)~ 41 est inversible et linverse est donnée par

(u(ivI = A~ + D)7 = (u(ivI — A7)
donc
v = A7+ D)7 = || 2205 (v — A=)

< Xonto ll(utivl = A)~H)"|
< Donco (vl = A)~H]"

L [lu(ivT — A7

I ([T — A)1]

L [lulivI — A7 1

= i — A7~ T [lalirl — AT

< limy, 00

comme ||p(ivI—A)7| < 1, alors lim,

donc

1
vl — A+ D)7 < :

18



1
comme ||(ivl — A)7H| < M et |u| < o7 " @

(il — A~ + D)7H < 2 (2.7)

additionnons (@) et , on obtient

(A — A7 < 2M.
En combinant ceci avec on obtient .

Theorem 2.2.3 (Gearhart 1978, Priiss 1984, Greiner 1985)[13] Soit T =
(T'(t))i>0 Un semi-

groupe fortement continu sur un espace de Hilbert H de génrateur
infinitésimal A, alors (T'(t))i>0 est uniformément exponentiellement stable si et
seulement si le demi-plan {A € C : Re\ > 0} est contenu dans l’ensemble résol-

vant p(A) du générateur A avec le résolvant satisfaisant

M := sup [|[R(\,A)| < . (2.8)

ReA>0

Si (T(t))e>0 est un semigroupe uniformément exponentiellement stable alors

d’apres la proposition |2.1.4wy < 0 et comme wy = inf {w € R il existe M, > 1

tel que | T(t)| < Mye*t Vit > 0.}, alors 3w : tel que wy < w < 0
d’apres le théoréme (@) on a

IR(A, A) VReA > w

||§—_
Rel —w

M M
donc supperso [[R(A, A)|| < supreaso TN 0 < — donc l’estimation .

—Ww

Supposons que Fidg € iR :iXg € 0(A), alors pour € assez petit € + i)y € p(A)

d(e +iXo,0(A)) <e
d’apres le proposition[{.17 on a

[R(e +ido, A)|| =

[
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quand € — 0 alors ||[R(e +iXg, A)|| = 400 et Re(e +iXg) =€ > 0, ce que contredit
le fait que supp.\~o ||R(N, A)|| < % donc Yo € R, i\g & o(A) , par conséquent
iXo € p(A), alors iR C p(A), donc Uestimation (2.8) s’étend par continuité a

ReX > 0.

Ensuite, on prenonsw > |wo|+1 et considérons le semi-groupe réechelonné (T—.,(t))t>o0

avec
T ,(t) == e “'T(1).
Puis, d’apres dans le théorme et pourx € H, s e R, on a
Rw+is, A)x = R(is, A —w)x = /OO e ST, (t)adt.
0
En utilisant la transformée de Fourier & : L*(R, H) — L*(R, H), nous obtenons

R(w+is, A)x = F(T_,(.)x)(s)

ot nous prolongeons T_,(.) a R en mettant T_,(t) := 0 pour t < 0.
(T_(t))i>0 est exponentiellement stable, car :

Ve > 0,3a. € R,AM. > 1, ||T(1)]| < Moe*.

Comme wy ;= inf{w € R:IM, > 1 tell que ||T(t)|| < Mye*t Vt >0}, donc

. €
wo < a. < wy + €, on peut choisir a. = wy + o alors

1Tl = lle™ T )] < Mo~

< Mae—(w—wo—%)t
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comme w > |wo|+1 = w>wy+1
= w—wy>1
= —(w—wp) < —1

€ €
— —(w—wy— =)< —1+=
(w — wo 2) —1—2

done || T_o(t)|| € Moe= =2 pour e <2 (T_y(t))>0 est exponentiellement stable.

Nous avons T_,(.)xz € L*(R, H), car :

+o0 +oo
/ T ®)alPdt = / T (6)
— 0

(o)

—+o00
= Jlal? / 1T ()t

puisque (T—,(t))t>0 est exponentiellement stable alors, il existe une constante posi-

tive o et M > 1 telle que :

—+o00 +o0
/ IT_o(®)l?dt < |lz]? / M2l
— 0

[e.9]

IN

1
— |=]]? M.
2¢

C’est a ce point que nous utilisons I’hypothése que H est un espace de Hilbert

pour conclure, d’apres le théoréeme [1.9.1], que

+o00 o0
/ HR(w—l—is,A)xHst:Qw/ T, (t)||2dt < L2 |||
— 0

[e.e]

pour une certaine constante L > 0 et pour x € H.
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D’apres ’équation résolvante nous avons

-1

((w +is)] — A) h tw(is] — A)! ((w +is)] — A) = (is — A)~! ((is —A) ((uH—

-1

is)I—A> 1+w<(w+is)]—A) 1> = (is—A)~! ((is—A)erI) ((eris)]—A)
= (is— A)~? <((i8 +w)l — A)) <(w +is)I — A) B = (is—A)7!

on a

R(is, A) = R(w +is, A) + wR(is, A)R(w + is, A)
pour tout s € R et d’aprés (@ on obtient
[R(is, Al < M

donc

|R(is, A)x| = (R(w +1is, A) + wR(is, A) R(w + is, A)) T

= ([ + wR(is, A)) R(w +is, A)x

< (M + llwR(is, A) DI R(w + is, A)z]|

< (1+ Mw)|R(w + is, A)z||

pour tout les s € R et tout x € H.

En combinant ces faits, nous obtenons

+00 +oo
/ |R(is, A)elPds < (1+ Mu)? / |R(w + is, A)e|2ds
oo o (2.9)

< (14 Mw)2.L%||z|)?

pour tout x € H.

Comme || T|| = ||T*|| pour chaque T € L (H), par symétrie l’estimation est vraie
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pour le résolvant du générateur A* du semi-groupe adjoint (T'(t)*)i>o i€,

—+o00
/ | R(is, A)yl2ds < (1+ Mw)2.I2 |y (2.10)

—00

pour tout y € H.

Ensuite, nous utilisons la formule d’inversion du corolaire[I.6 pour k = 2, on conclut
que

“+oo
(T(t)z,y) = — / eI (R(w + is, A)’x,y)ds

+oo
/ e (R(is, A)*x,y)ds
—oo
/ e (R(is, Az, R(—is, A)*y)ds

“+oo
_ / e (R(is, A)z, R(—is, A")y)ds

pour tous v € D(A?) et y € H. Pour la deuziéme égalité, nous avons utilisé le
théoreme , qui est applicable puisque R(\, A) est uniformément
borné pour Re\ > 0 et donc
1 1
[R(A, A)z|| = WHR(A,A)A% +af < W(M!\Axll + [J]])-

Avec, (@/, , et linégalité de Cauchy-Schwarz donne

IO <5 ( [ HR(iS,A):cszs)é.( [ HR@S,A*)szde

[e.e] e¢]

< (1+ Mw)?.L*

< o 2]yl

pour tous x, y € D(A?). Comme D(A?) est dense dans H, cela implique
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[ET @O = sup{|(tT(t)z, y)| : 2,y € D(A?), [lz]| = |lyll = 1}

< (1+ Mw)z.Lé

- 2m
, (1+ Mw)?.L?
te [T < —————.
par suite |7(1)] < EI
Donc limy_, | T(t)|| = 0 et par suite T'(t) est uniformément exponentiellement

stable d’aprés la proposition [2.1.5
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Chapitre 3

Quelques problémes en
thermoélasticité poreuse avec une
seule porosité

3.1 Probléme 1 : Viscoélastique et poreuse dissipa-
tions
On considere le probleme suivant :
PUy = Ulgy + Py + Yyye  dans )0, w[x]0, +00],
(3.1)
Joy = 00y — buy — Ep — 7¢  dans 0, 7[x]0, +o0],
ot u est la déplacement tranversale et ¢ est la fraction volumique d’un milieu poreu

unidimentionnel de longeur .
De plus on suppose que u, ¢ satisfant les conditions aux limites suivantes :

u(0,t) = u(m,t) = ¢.(0,t) = ¢ (m,t) =0 t >0, (3.2)

et les conditions initiales :
u(z,0) = up(r), ur(r,0) = ui(z), ¢(x,0) = ¢o(x), P, 0) = ¢1(x)

On désigne par € 'espace de Hilbert, ot

o= {(u,v,gb, o) € H&(O,7r)><L2(O,7r)><H1(O,7r)><L2(O,7r),/Oﬂ o(x)dx /Oﬂgo(:c)dx _ o}

Le produit scalaire dans F€ est
OU7) = [ (00T + T + T + 50,55 + €6 + bus + )
0

avec U* = (u*,v*, ¢*, p*) € H et u désigne le conjugué de u, il convient de rappeler
que ce produit est équivalent au produit habiituel dans l’espace F€ .

25



On définit l’énergie du systeme (3.1) par

1 s
E(t) =5 /0 (pui + J&F + p + 67 + % + bug¢)da

3.1.1 Existence et unicité

Proposition 3.1.1 On suppose que les constantes du systeme vérifient la condition
suivante

& > b°,

alors, le systeme (3.1) admet une solution unique.

On pose v = u; et p = ¢y le systeme (3.1) et (3.2) devient

y
Uy = 0,

1
Vg = ;(,uumx + b¢:p + 7011)7

¢t2§0,

1
Yt = j(é(bxz — bu, — €¢ - 7_90)7

\

qui peut étre écrit alors,

D

U, = AU
{ U0 2 U, (3.3)

~—

o U = (u,v,0,0)", Uy = (ug,us, ¢o, 1)’ et A est lopérateur différentiel donné
par

0 I 0 0
Hp2 Tp2 D 0
p p p
A:
0 0 0 I
b §D2—¢ 7
—ZD 0 L
J J J

I lopérateur identité et D = %.
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Le domaine de A est alors

D(A) = {(u,v,¢,¢) € H;pu+yw e H* ¢ € H o€ H',v € Hy}

Pour montrer ’existence d’une solution du systéeme (3.3), on applique le théoréme

de Hille-Yosida, pour cela il suffit de montrer que A est dissipatif et mazximal.
1) A dissipatif
Pour montrer que A est dissipatif il suffit de prouver que

Re(AU,U)» < 0.
(AU, U) p = / (,uumﬂ—l—bqﬁﬁ—i-vvmﬁ%—&bma—buma—éqﬁ@—T@E—l—uvzu_x%—égpm@
0
+£pd + b(vy 0 + Uyp) )da
— pfu) —p / a5 + b (67T — b / 675 + 7 [0 — / 0T+ 6 [0
0 0 0
—6/ cbm—b/ u@—&/ W—T/ 902+u/ Umu_m+5/ s
0 0 0 0 0 0
+§/ ¢5+b/ vz%b/ Upp
0 0 0
- u / (0,75 — T5ua)d + / (02s — Bade)da + € / (06 — Po)da
0 0 0
T / (Tp — 1) + (008 — T50))dr — / vl - / &
0 0 0
= — (/ fyvz2da:+/ Tg02da:) +2m/ Im(vxu_x)dx—i—%é/ Im(p,¢,)dx
0 0 0 0
+2i€ / Im(pg)dx + 2ib / (Im(tzp) + Im(ve0))dx
0 0

Alors .
Re(AU, U = — / (Voal? + Tl [?)de < 0
0

Donc A est dissipatif.
2) A mazimal

Pour montrer la maximalité de A, nous supposons que F = (f1, f2, f3, fHT € A
et on cherche U = (u,v, ¢, )" € D(A) solution de (I — A)U = F ceci s’écrit en
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termes de composantes, comme suit

u—v=f" (3.4)
¢—p=f (3.6)
buy — 6y + 0+ Jp+ 10 = J 4. (3.7)

substituons (3.4), (3.6) dans (3.5) et (3.7) on obtient

bug = 0¢ze +E6 + (S +7)0 = S+ (T + ) f°
Il reste a prouver qu’il existe u et ¢ satisfaisant

—(p+ tae + pu =0y = p(f' + f*) = Vfoo = g1 € H'(0,m) (3.8)
0000 + by + (E+ T+ 7)o = I+ (7 + ) f° = g2 € L*(0,7) (3.9)

On définit l'espace W = H(0,7) x H' (0, 7).
En multipliant les deuz équations (5.8) et (3.9) par des fonctions (u, ¢) € (C3(0,7))?
respectivement et on intégre sur (0,7), on obtient

(w+7) /07r Uyl dT + p/o7r uudr — b/o7r dpudr = /07r giudx (3.10)
5/; ¢$$$dx+b/oﬁu$5dx+(<]+¢+§) /Owgzﬁgdac: /Oﬂggggdx (3.11)

Additionnons (3.10) et (3.11), on obtient
/ (9164—925)613:: (,u—ir’y)/ uxﬂxdx+p/ uﬂdx—b/ ¢xﬂdx—|—5/ ¢x$xdx+b/ uxgdx
0 0 0 0 0 0

—l—(J—i-T—l—f)/ng(Zda:
0

Pour U = (u,¢)T et U = (@, )T on définit sur W une forme bilinéaire a(.,.) et
une forme linéaire L(.) par

a(U, 17) = (u+7) /07r uxﬂxd:p+p/07r uﬁdx—b/o7r ¢$adl'+(s/07r ¢$$xda;+b/oﬂ uxg?ﬁda:
J " gad
+( +r+§)/0 ppdx
LO) = [ (0 + s
0
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On montre que a(.,.) est continue, coercive et L(.) est continue.
1) Continuité de a(.,.)

Hbllusll 21922 + (7 + T + ) Sllz2116]1 12

<

bzl 2l Gell 22 + uallz2ll]l 22 + H¢HL2H¢HL2)
e (nuan + ||¢||H1) (nanﬂg + ||5||H1)
< O |UwlT|lw-

Donc a(.,.) est continue.
2) Coercivité de a(.,.)

a(U,U)z(u+7)/ uid:z:—kp/ u2dx+2b/ ¢uzdx+5/ ¢2dx
0 0 0 0

+(J+T+§)/W¢2dx

0

On a d’aprés l'inégalité de Young

—/ Uz pdx S/ |uzd|dx
0 0

s 1 s
£ 2 2
§§/0 uxdx—i-g/()(bdx

™ ™ 1 ™
/ Uz pdr > —E/ uldr — —/ d*dx
0 2 Jo 2e Jo

donc

et on a

a(U, U)‘ < (el 2l[tellez + pllull ez lullz2 + Olfall 2|2l 2 + Ol @ull L2l full 22

max(p+7,p,b,0, 7+ J +§) (||U:/c||L2||ﬁac||L2 + llullzellll 2 + Nlall 22| fe | 22

™ ™ ™ b ™
a(U,U)Z(u+7—5b)/ uida:+p/ u2dx+5/ ¢§dm+(T+J+§—g)/ ¢*dx
0 0 0 0

On choisit € telle que p+~v —eb >0 etT+J—|—€—§>O, donc

ao(U,0) Zmin(#+7—€b,p,577+J+§—S)/ (u* 4 u2 + ¢* + ¢2)dz
0
> Gol|U|fy
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et a(.,.) est coercive.
3) Continuité de L(.)
IO =11 fy 1@+ f7 2]l
< gl z2 @l + llgall 2| 0]l
< maz(l|gr ]|z, llgall2) ([l 2 + 1|6 2)
< Cs([[ill g + 1]l
< Gyl|U -
Donc L(.) est continue.

al(.,.) bilinéaire, continue et coercive sur W, et L(.) est linéaire et continue sur
W. D’aprés le

théoreme de Lax-Milgram on conclut qu’il existe une solution unique U* = (u, )T €
W = H} x H' telle que

a(U*,U) = L(U) YU € W.

Ce qui signifie que uw € H}0,7),¢ € H (0,7),v = u— f' € H}0,7) et p =
(b—f?’EHl(O,T(').

il reste @ montrer que pu +yv € H*(0,7) et ¢ € H*(0,7).
D’aprés (3.5), on a

[Wlgy + VVpe = pv — pf? — b, € LQ(O,ﬂ'),

car f2,v € L? et p € H' .
Donc
pu+yv € H?.

D’aprés (3.7), on a

1
bro = 5(btta +E@+ Jp + 7 — Jf*) e L?

caru € H}, o, f* € L? et ¢ € H'.
Donc
¢ € H?
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Donc, il existe (u,v, ¢, )T € D(A) qui vérifie (I — A)U = F pour tout F € 3, et
A est maximal.

Le théoreme de Hille-Yosida assure ['existence et l'unicité d’une solution de (3.3).
Alors le systéme (3.1) admet une solution unique, ceci termine la démonstration.

Lemma 3.1.1 Soit (u, ¢) est la solution due (3.1) alors l’énergie E(t) vérifie
GEO == [ -7 [ <o

On multiplie (3.1)1 par u; et on intégre sur |0, [, il vient
P/ Uggudr = M/ Uz Updx + b Grudr + 7/ Uz Ut dT,
0 0 0 0

ce qui tmplique que

5%/0 ufd:r:—ga/o uidr + b i gzﬁxutdx—/o ul dx. (3.12)

On multiplie (3.1)y par ¢; on intégre sur [0, 7], il vient

th/ ¢rd = 2dt/¢dm b/ Uy Prdr — 2dt/q§dm T/ ¢rdz, (3.13)

combinons (3.12) et (3.13) on obtient

d

dt{l/w[put +JG + g+ 662 + £6° +bum¢]dw} ——V/W%dfﬁ (btzdx
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D’ot

alors le systéme (3.1) est dissipatif.

3.1.2 Stabilité exponentielle

Pour montrer la stabilité exponentielle, nous utilisons le théoréeme de Gearhart-
Pruss qui montre qu’un semi-groupe de contractions sur un espace se Hilbert est
exponentiellement stable, si et seulement si

iR = {i\, A € R} C p(A). (3.14)

et
lim [|(iM — A) Y| < o0 (3.15)
[A| =00

1)La preuve de (3.14) donnée en trois étapes :

Premiérement, on prouve que 0 € p(A)

Pour montrer que 0 € p(A), on prend F = (f*, f2, 3, fHT € S et on cherche
U= (u,v,d,9)T € D(A) solution de AU = F ceci s’écrit en termes de composants,
comme Suit

v=f1 (3.16)
[y + VUge + by = pf2, (3.17)
p = f?, (3.18)
—bug + gy — b — T = Jf2. (3.19)
substituons (3.16), (3.18) dans (5.17) et (3.19) on obtient
Py + by = pf2 - P)/fxlx
_buz+5¢xx_€¢: Jf4+7—f3
1l reste a prouver qu’il existe u et ¢ satisfaisant
Py + b(,bx = pf2 - Vf:;x =0 € Hil(ofn-) (32[))
0ae — bty — E¢p = Jf* +7f° = go € L*(0,7) (3.21)

On définit lespace W = H}(0,7) x H'(0, 7).
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En multipliant les deux équations (3.20) et (3.21) par des fonctions (u, 5) € (C3(0,m))?
respectivement et on intégre sur (0,m), on obtient

—,u/ Ugplzdr + b gbxﬂd:t:/ grudx (3.22)
0 0 0
) / Gppdr — b / Uppdz — & / pddr = / go0pdr (3.23)
0 0 0 0
Additionnons (3.22) et (3.23), on obtient
—/ (glﬂ+ggg)das:,u/ uxﬂxda:—b/ qﬁxﬂd:ﬁ—é/ qﬁx(grd:ﬁ—b/ uxqux—l—ﬁ/ poda
0 0 0 0 0 0

Pour U = (u,¢)” et U = (@, )T, on définit sur W une forme bilinéaire a(.,.) et
une forme linéaire L(.) par

a(U,U) = ,u/ﬁuxﬂmdx—b/ﬁgbxﬂdx—ké/ﬁgbx&gxdx—i—b/wuxgdxjtg/ﬂgbadx
0 0 0 0 0
et
L) =~ [ @i+ gd)do
0

On montre que a(.,.) est continue coercive et L(.) est continue.

Remark 3.1.1 La continuité de a(.,.) et L(.) se font de la méme maniére que pour
la cas de mazimalité de A.

Coercivité de af.,.)

a(U,U):,u/ uidm—i—%/ ¢uzdx+5/ qbi—i—f/ p*dx
0 0 0 0

On a d’aprés l'inégalité de Young

donc

/uwgbdmz—i/ ud:v——/ O dx
0 2

a(U,U)Z(,u—eb)/Oﬂuidx+5/0ﬂ¢idx+(£—g)/0ﬂ¢2dx

et on a

avecu—€b>06t§—§>0, alors§<€<% donc

a(U,U) > min (u —eb,d,& — g) /ﬂ(ui + ¢” + ¢2)da
0
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s
notons que / uidx définie une norme sur HX(0,7), on aura
0
2
a(U,U) = Cyl|U]lw
Donc a(.,.) est coercive.
a(.,.) bilinéaire, continue et coercive sur W, et L(.) est linéaire est continue sur
W. D’aprés le théoréme de Lax-Milgram on conclut qu’il existe une solution unique

U* = (u,0)T € W = H} x H' telle que

a(U*,U) = L(U) YU € W.

Ce qui signifie que v € H}(0,7),¢ € H(0,7),v = f1 € HY0,L) et ¢ = f3 €
HY0,L).

il reste d montrer que pu +~yv € H*(0,7) et ¢ € H*(0,7).
D’aprés (3.17), on a

PlUzy + YVpe = pr - bqb:c € L2(07 7-()7

car f? € L2, et ¢, € H'.
Donc
pu+yv € H*(0, ).

D’aprés (3.19), on a

1

.= S(Jf4+bux+£¢+so) € L?

P
car f4, o € L*,u € H} et p € H'.

Donc

¢ € H*(0,7).

Donc il existe (u,v,¢,0)T € D(A) qui vérifie AU = F pour tout F € 3, et
0€p(A).

(i) Puisque 0 € p(A) a était démontrer alors, en utilisant le théoreme (1.5.4)on
constate que (1INATT — I) est inversible pour ||[NATY| < 1.

Par conséquent i\ — A= AGNAT! — I) est inversible pour [\ < |[|A7Y|7!.En
outre ||(iNI — A)7Y| est continue dans Uintervalle (—|| A7~ [|A7|7Y).

(ii) Si sup{||(iA] — A)7|,|A| < || A7Y]|71} = M < oo, alors pour |\o| < || A1
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["opérateur

i — A= (ixod — AT +i(XA— Ao)(ido] — A))

est inversible si ||i(Ag—\) (Aol —A) Y| < 1 ce qui donne |N\g— )| < m, alors
Ao — Al < 37 Pour Ao proche de ||[A7Y|7! et en utilisant la définition de M on
obtient {\, |\| < [|A7Y|7' 4+ M~} C p(A) et ||(iA — A)7Y|| est continue dans
Vintervalle (—||A7Y |7t = M1 JJATH |+ M.

Le point(ii)signifie que chaque fois ou sup{||(iN[—A)7|, |A| < [|[A7H]™ = M < oo,
le domaine d’inversibilité de N\I — A est prolongeable a lintervalle

([ ATHT = M AT 4 M,

(111) Supposons que {i\, X € R} n'est pas inclu dans p(A), de (ii) ci-dessus on
conclut qu’il existe o > [|A7Y|7! tel que {iX, |\ < o} C p(A), mais

sup{||(iA] — A)7Y|,[A] < o} = oo.

Dans ce cas, nous pouvons trouver une suite de nombres réels (A\,) telle que

An = 0, | \u| < |o] et une suite de vecteurs unitaires (U,) C D(A), U, = (Un, U, On, 1)

et

| (iA I — A)U,|| — 0 (3.24)

Ce qui peut s’écrire

AU, — U, — 0 dans H&

—uD?u, 4 ipApvn, — yD*v, —bD¢,, — 0 dans L?
IAOn — o — 0 dans H!

bDu,, + ¢ — 0D + iJ Anon + 70, — 0 dans  L?

Nous avons tout d’abord

Re{(iAgd — AU, Uy,) —» 0
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et
Re((iA I — A)U,,U,) = Re((i\U,,U,) — (AU,,U,))

= Re(i\||Un||? — (AU, U,))

= —Re(AU,,U,)

_ 7/ |\Dvn||2+r/ leall?
0 0

Dv, — 0 dans L?

Donc

¢on — 0 dans L?

On a d’aprés l'inégalité de Poincaré ||v,||rz < C||Dvy||L2, alors v, — 0, d’aprés
(3.25)
et (3.27), u, — 0 et ¢, — 0, alors (3.26) et (3.28) s’écrivent

—uD?*u,, —yD*v,, —bD¢, — 0 dans L* (3.29)

et
bDu, — 6D*¢, — 0 dans L* (3.30)
On prend le produit scalaire de (3.29),(3.30) par u,,, ¢, respectivement, on obtient
p{ Dy, D) — Y{D*vpy, 1) — b(Dpp, ) — 0, (3.31)
(D, dp) — 6(D* ¢, ) — 0. (3.32)

Puisque ¢,, — 0, Dv,, — 0 et u, — 0 dans L?, on obtient
{D¢n, Ddn) — 0,
p{Duy,, Du,) — 0.
Alors D, — 0 et Du,, — 0, et par suite (U, Uy, On, ©n) —> 0 dans F.

Ce qui contredit le fait que ||Uy,||» =1 et la preuve (3.14) est terminé.

2) Preuve de (3.15)
Supposons limy 00| (A — A)7Y|| < oo nlest pas vrai alors, il existe une suite
(An) € p(A), [An] = 00

et une suite de vecteurs unitaires (U,) dans D(A), tel que

. . B -1 _
i [[(A] = A)7| = .

Comme
Re((iA, I — A)U,,U,) — 0
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Par conséquent ¢, — 0 et Dv, — 0 dans L?, alors d’aprés linégalité de Poin-
caré v, — 0.

En substituant dans (3.25) et (3.27) on obtient

iMun, — 0 dans L?

et
idn — 0 dans L*

De méme u,, — 0 et ¢, — 0 dans L? car

. . v
lim 4, = lim —~ =0
n—o00 n—00 Ay,
et 0
lim ¢, = lim -~ =0
n—o0 n—oo I\,

On prend le produit scalaire de (3.26) par u, on obtient

—,u(D2un, Upn) + ipAn(Un, Up ) — 7<D21)n, Up) — b(Dopy,, uy) — 0.

Intégrons par partie et utilisant (3.25)

p|| Dun|* + pllonl]* = 0

Alors Du,, — 0.

Maintenant on prend le produit scalaire de (3.28) par ¢, et on intégrons par partie
on obtient

3| Dgall* = Jllpal[* — 0

Donc D¢, — 0.
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Ce qui contredit le fait que ||Uy,||» = 1 et la preuve de (3.15) est terminé.

3.2 Probléme 2 : Thérmique et poreuse dissipations

On considere le probleme suivant avec une seule porosité :

Pl = [lgr + bd, — [0, dans 10, 7[x]0, 400,
Jou = apy —buy —EP+mb —1¢p  dans 10, 7[x]0, +o0], (3.33)
cly = kb, — Buge — moy dans )0, 7[x]0, +o0l.

avec les conditions aux limites sutvantes :

w(0,8) = 6p(0,8) = 0,(0,£) =0 ¢ >0 (3.34)

u(m,t) = ¢u(m,t) =0, (m,t) =0 t>0 (3.35)

et les conditions initiales :

u(z,0) = up(x), ¢(x,0) = ¢o(x),0(x,0) = b1(x) x € [0,7]
u(2,0) = up(x), ¢y (x,0) = ¢y (x) x €10, 7]
On désigne par F€ l’espace de Hilbert

(u,v,0,0,0) € Hy(0,7) x L*(0,7) x H'(0,7) x L*(0,7) x L*(0,)

o= /0 dx—/ o(x /G(x)dxzo.

On le munit du produit scalaire :
<UU* > = / (pov* + Jpp™ + 0% + puasy + adu @ + E69" + b(ued” + uid))de
0

ot u désigne le conjugué de u, il convient de rappeler que ce produit et équivalent au
produit habituel dans l’espace F .
On définit I’énergie du systéme (3.33) par

1 U
E(t) == 3 /0 (pui + J7 + pul + ag? + 6% + b + bu,¢)dx

3.2.1 Existence et unicité

Proposition 3.2.1 On suppose que les constantes du systéme vérifient la condition
sutvante

pué > b?

alors, le systeme (3.33) admet une solution unique.
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On pose v = uy et @ = ¢ le systeme (3.33), (3.34) et (3.35) s’écrit

(u; =,

1
Vg = ;(Muxz + b¢x - 6‘9m)7
th =¥,

1
Pt = 7(a¢azw - buaf - ggb +mb — T@)»

1

\
ce qui on peut écrire sous la forme
AU = Ut,
(3.36)
U) =10
Ou U = (u,v,0,p,0)T et Uy = (ug,u1, o, ¢1,01)" et A est lopérateur différentiel
donné par

0 I 0 0 0
Ep2 g ’p o Pp
p p p
R 0 0 I 0
—b « & -7 m
~p o Spr- T
J J J J J
0 __BD 0 —m ED2
C C C

ou I est l'opérateur identité. Le domaine de A est alors

D(A) = H*NH} x Hf x Hi N H?* x H} x H?

Pour montrer lexistence d’une solution du systéme (3.36), on applique le théoréme
de Hille-Yosida, pour cela il suffit de montrer que A est dissipatif et maximal.

1) A dissipatif

Pour montrer que A est dissipatif il suffit de prouver que

Re(AU,U) » < 0.
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On a

v
b
p p
¥
AU =
a b 19 m T
j¢$$ - juzr - j¢+ 78 - 7%0
k
by B, ™M,
C C

(AU, U) » = / (110D + b, D — BO,D + P — bu,p — E6P + mbp — 7P + kb0
0
—Bu,0 — mpl + 110,15 + Pphy + E0D + bV, + Tpp)da

= fuglf - p / T+ BTG — b / 6t — BlOV]] + alénly — / 6.7

+b/0 <u—$so—uz¢>+s/0 <¢$—¢¢>+m/0 <0¢—@¢>—7/ o + k(6,3

0

T i 11 T 11
—k/ ]9x\2+ﬁ/ (Gv_x—@vx)—l—,u/ vxu_x+a/ 9013@4—19/ Ve
0 0 0 0 0

T 11 T
= —T/ |s0|2—k/ |0z|2+2z'/ Im(p, iy + buy ¢ + ap,gy + bz + Epg
0 0 0

+mp + [0v;)dx

Alors - ”
Re(AU U = —7 / o — / 6,2 <0
0 0

Donc A est dissipatif.

2) A mazimal

Pour montrer la maximalité de A, nous supposons que F = (f1, f2, f3, f1, f5)T € H
et on cherche

U= (u,v,0,0,0)" € D(A) solution de (I — A)U = F ceci s’écrit en termes de
composantes, comme suit

u—v=fi, (3.37)

U — fllpy — by + B0, = pfo, (3.38)

¢—¢=fs (3.39)

— Qg +buy +Ed—mb+ (7+ J)p = Jfy, (3.40)
k0 + Bv, +mp +cd = cfs (3.41)
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Substituons (3.37) et (3.39) dans (3.38),(3.40) et (3.41) on obtient

—Uye +u — by + B0, = pfo+ f1 =1 (3.42)
— Qe +bus + (E+T7+T)0—mO=Jfs+(T+ J)fs= g2 (3.43)
—kOpy + Buy + mop + cl = cfs + ffr + mfs = g3 (3.44)

Alors g1, g2, 93 € L*(0, 7). On définit lespace W = H}(0,7) x H'(0,7) x H'(0, ).
En multipliant les trois équation (3.42),(3.43) et (3.44) par des fonctions (u, ¢,0) €
(C4(0,7))? respectivement et on inetegre sur [0, 7], on obtient

,u/ ulﬂmdx—i-/ uﬂ—b/ gbmﬁdx+ﬁ/ 0, udx :/ g1udfB.45)
0 0 0 0 0

a/ow@gxda:—l—b/oﬂux%d:v—l—(€+T+J)/Oﬂ¢$dx—m/oﬂ9d; :/0ﬂ92$d@3.46)

k / 0,0,dx + B / uz0dx +m / 0dz + ¢ / 00dz = / g30d43.47)
0 0 0 0 0

additionnons (3.45),(3.46) et (3.47), on obtient

/ (glﬂ+gg<g+g35)da::u/ uzﬂxda:—i—/ uﬂdx—b/ @’ddw—i—ﬁ/ Hzﬂda:—l—oz/ qﬁxaxdx
0 0 0 0 0 0

—l—b/ uxqul‘—F(f-i-T-i-J)/ ¢5dx—m/ Hggdijk/ Gxgxdx—l—ﬁ/ uxadx—l—m/ o0
0 0 0 0 0 0
+c/ 00dz.
0

Pour U = (u,,0) et U= (w0, 5) on définit sur W une forme bilinéaire a(.,.)
et une forme linéaire L(.) par

a(U,U) —,u/oﬂumuxdx—l—/ﬂuudx—b/ gzﬁwudx—l—ﬁ/ Hudx—l—oz/ @(bmdx—l—b/wuwgzﬁdx
£+T+J/q§q§d:c—m/ 9¢dm+k/ Hedsc—i—ﬁ/ umﬁdx—l—m/ <;§9

—l—c/ 00dz:

L(T) = / (01 + 92 + gu0)
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On montre que a(.,
1) Continuité de af.,.)

.) est continue coercive et L(.) est continue.

a(U, )] < pllue |2 l[ell 2 + llull 2@ 2 + bl @l 2l 22 + B0 22| | 22
|l Bz 2 + Bllul e dll
+(E+ 7+ Dol 16ll2 +ml0ll2 1 0ll> + Kl 21622 + Bllwl 218l
+ml| ]| 21161 2 + cll6]] 1] .2
< max(p, 1,b, 0, 8, (§ + 7+ ), my ks o) ([ull g + 101z + Ol )
(1l zzg + 01l + 116111
< Clullw @]

Donc af(.,.) est continue.
2) Coercivité de af.,.)

a(U,U) :,u/ uidx—l—/ uzdx+b/ gbuzdx—ﬁ/ Qumdx—i-oz/ p2dx
0 0 0 0 0

—b/ ugbxdx%—(f—i-T—i-J)/ ¢2dx—m/ Q(bdx—Fk/ 02dx
0 0 0 0

—6/ uexdm—i—m/ ¢9dm+c/ 62

0 0 0

Z,u/ uidera/ ¢idx+k:/ 02dzx
0 0 0

> min(u, o, k) / (ul + @2 + 02)da
0

> Cy(Ilull g + 19l + 110121
> Cil|Ullw-

Donc a(.,.) est coercive.
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3) Continuité de L
L@ =1 [ o0+ gd+ gl
0

< gz ll@llz2 + Ngall2l1€ll 2 + lgsll 21161l
< max((|gi 22, llg2ll 2, lgall2) ([l 22 + ]l 2, 10]]22)
< Cyl[@llmy + 1912 + 101 110)
< Co[|U -
Donc L(.) est continue.

a(.,.) bilinéaire, continue et coercive sur W, et L(.) est linéaire et continue sur

W. D’aprés le théoreme de Lax-Milgram on conclut qu’il existe une solution unique
(u,0,0)" € W = H} x H' x H! telle que

a(U,U)=L{U) YU eW

ce que signifie que u € H}(0,7),¢ € H'(0,7),0 € H' v = u— f; € H} et
p=¢—fscH

il reste a montrer que u, ¢ et 0 € H2.

On prend (U, ¢,0) = (@,0,0) € CL(0,7) x CL0,7) C W dans (3.45) elle devient

u/ uxﬂxdyc+/ uﬂdw+b/ d)ﬂxdaj—ﬁ/ Gﬁxdx:/ grudz.
0 0 0 0 0

™ ™ 1
/ UgUpdr = —/ —(u —bo, — B0, — g1)ude Vu € C}
0 o M

Alors

ce que signifie que u, admet une dérivee faible dans L*(0, ), car

(u — b, — B0, — g1) € L2(0, 7)

et on a

par suit u, € H}(0,7) donc u € H?*(0,7). De la méme maniére si on prend

(u,9,0) = (0,9,0) et
(@, $,0) = (0,0,0). On prouve que ¢ € H*(0, ) et 0 € H*(0, ).

Donc il existe (u,v, ¢, 0,0)" € D(A) qui vérifie (I — A)U = F pour tout F € H, et
A est maximal.
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Le théoréme de Hille-Yosida assure l'existence et l'unicité d’une solution de (3.36).

Lemma 3.2.1 Soit (u, ¢,0) est la solution du (3.33) alors l’énergie E(t) vérifie
dE():—k/WQQ—T/W¢2<O
dt 0 T 0 t —

On multiplie (3.33)1 par w et on intégre sur |0, [, il vient

p/ U Uy dT — u/ UppUp AT — b/ Opudx —i—ﬁ/ O, udxr = 0,
0 0 0 0

ce qui implique que

d d [T . "
g% 2d +g%/ uf,d:c+b/0 ¢utzd:c—ﬁ/0 Ouy,dz = 0. (3.48)

On multiplie (3.33)y par ¢ on intégre sur |0, w|, il vient

2dt/ Sidats / dipda-+b / “x@d“m / ¢*dr—m / Orda-+ / G2da = 0.

(3.49)
On multiplie (3.33)3 par 6 et on intégre sur |0, [, il vient
—— O*de+k | 6ide+ B | webdx+m [ ¢0dx=0. (3.50)
2dt J, 0 0 0

Additionnons (3.48),(3.49) et (3.50) on obtient

1 ™
cclit{ / (pu? + J 2 + pu? +a¢2+§¢2+002+bux¢)da:}:—k/ 02dx — ’7'/ prda.
0
D’ou
iE(t) <0
dt -



alors le probléeme (3.33) est dissipatif.

3.2.2 Stabilité exponentielle

Pour montrer la stabilité exponentielle, nous utilisons le théoréme comme dans
le probleme précédent

iR = {i\, A € R} C p(A) (3.51)

et
m|A‘*}+OOH<Z‘)\I — A)_lu < 00 (352)

La preuve de (3.51) sera donnée en trois étapes :

Premiérement, on prouve que 0 € p(A).

Pour montrer que 0 € p(A), on prend F = (f1, f2, f3, f1, f5)T € H et on cherche
U= (u,v,0,0,0)T € D(A) solution de AU = F ceci s’écrit en termes de compo-
santes, comme suit

v=fi, ( )

[y + by — 50, = pfo, (3.54)

@ = f, (3.55)

APy — buy —EP+mb — 7 = J fy, (3.56)
kbry — Bvy —mp = cfs (3.57)

Substituons (3.53) et (3.55) dans (3.54) et (3.56) on obtient

ity + by — B0, = pf (3.58)

a¢xm - bum — §¢ + ml = Jf4 —+ Tf3 (359)

et d’aprés (3.57) il existe 0 € H? tel que
1
9:1::3 = E(Cf5 + Bfl:r + mf3)

Alors (3.58) et (3.59) on obtient

a¢m$_buzv_§¢zjf4+7—f3_mg

1l reste a prouver qu’il existe u et ¢ satisfaisant
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Ugzy + b¢x = pf2 + Bex =01 € Lz(oa 7T) (360)
APyy — bty — E = Jfy + Tf3 —mb = go € L*(0, ) (3.61)

On définit l'espace W = H(0,7) x H'(0, 7).

En multipliant les deux équations (3.60) et (3.61) par des fonctionsu € CL(0,7), ¢ €

C3(0,7) respectivement et on integre sur [0,7] on obtient

,u/ umﬂdx—l—b/ P udx :/ grudz

0 0 0

o [ budtr b [“wiin ¢ [ oide = [ guids
0 0 0 0

ce qui tmplique que

p[uguly — /vb/oﬁ Uy Uy + 17/07r ONTIES /07r giudzx
alondlf o | " pupedz — b / Cupdde — ¢ / " pddr = / " o

Donc
(3.62)

—u/ UpUydx + b gbwudx :/ qrudz

—a/ %@—b/ s~ 5/ 63 =/0 goilz.

Additionnons (3.62) et (3.63) on obtient
- [ (otr0d) = [ widod [ osidrra [ oididests [ wdder [ odds
0 0 0 0 0 0

.) et une

(3.63)

Pour U = (u, @) et U= (u, 5) on définit sur W une forme bilinéaire af.,

forme linéaire L(.) par

a(u,ﬂ):u/oﬁuxﬂmdm—b/oﬁgbxﬁdx—|—a/07rq5$$$dx+b/owux$dx+§/oﬂgb$dx

L(@) = - / (i + 928)de

On montre que a(.,.) est continue coercive et L(.) est continue.
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Remark 3.2.1 La continuité de a(.,.) et L(.) se font de la méme maniére que pour
la cas de mazimalité de A.

Coercivité de af.,.)

a(U,U) :u/ uidx+2b/ ¢uxd1:+a/ ¢§dx+§/ p*dx
0 0 0

0

en utilisant ['inégalité de Young on aura

—/ Uz pdz §/ |uzp|dx
0 0

Donc

T o T 1 T
/ Uy pdx > —8/ uldr — —/ P2dx
0 2 Jo 2 Jo

On a
™ ™ 1 s s ™
a(U,U) zﬂ/ uidx—zb@/ ugd:c+—/ ¢2dx)+04/ ¢§dx+§/ $2dz
0 2 Jo 2e Jo 0 0

2(M—bg)/owuidx%—(g_g)/ow(p?dx%—a/ow(bid:v

b

on choisit p —be >0 et §—§>0, alors :

Donc

=2
<€<b

a(U,U) Z(M—bé)/Oﬂuidx—l—(f—g)/Oﬂaﬁde—l—a/Oﬂqﬁidx

> min(p — be,§ — L, ) / (u2 + ¢2 + ¢*)da
0
Notons que / uldw est définie une norme sur H3(0,7) on aura
0

a(U,U) > C4||U |13

Donc af.,.) est coercive.

a(.,.) bilinéaire, continue et coercive sur W, et L(.) est linéaire et continue sur
W. D’aprés le théoreme de Lax-Milgram on conclut qu’il existe une solution unique
(u, )T € W = H} x H' telle que

a(U,U)=L{U) YU eW
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Ce que signifie que u € H}(0,7),¢p € HY(0,7),v = f1 € H},o = fs € H et § € H>.

il reste a montrer que u, ¢ € H?,

On prend (u, ¢) = (u,0) € C§(0,7)xC;(0,7) C W dans (5.62) et (3.63) elle devient

—,u/ uxﬁxdm%—b/ @ﬂdx:/ grudz
0 0 0

s s 1
/ UpUgpdr = —/ ~(~bg, + g1)udr  Vu € C}
0 o M

Alors

Ce qui signifie que u, admet une dérivée faible dans L*(0, ), car
_b¢z + a1 € L2(07 7T)

et on a ]

par suit u, € HJ(0,7) donc w € H?*(0,7). De la méme maniére si en prend

(1, ¢) = (0,9), on
prouve que ¢ € H?(0, ).

Donc, il existe (u,v,¢,p,0)7 € D(A) qui vérifie AU = F pour tout F € H et
0€p(A).

Les points (i) et (ii) de la démonstration du théoréeme se font de la méme maniére
que dans la démonstration du probléeme (3.1).
(111) Supposons que {i\,\ € IR} n'est pas inclu dans p(A), de (ii) ci-dessus, on

conclut qu’il existe o > [|A7Y||7 tel que {i)\, |\ < o} C p(A), mais sup {H(Z)\I -

A7, [N < o ¢ = 0co. Dans ce cas, nous pouvons trouver une suite de nombres réels

(An) et une suite de vecteurs unitaires (U,) C D(A), telle que |A\,| < o, A, —> 0 et

| (iAnd — A)U,|| — 0. (3.64)

C’est-a-dire

Mty — vy — 0 dans H* ( )

iMpUn — pD*u, — bD¢, + DO, — 0 dans L? ( )

iIMOn — n — 0 dans H* (3.67)

i Jon — (D¢, — £¢y) + bDuy, + 70, —mb, — 0 dans L? (3.68)
idCOp — kD?6, + SDv, + me, — 0 dans L? ( )
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Nous avons tout d’abord

Re((iA — AUy, Uy) — 0

alors
Re{(iMT — AU, Uy) = / loull? + & / 106,11
0 0

Donc

|? — 0 dans L2

ln
|DO,||*> — 0 dans L?

On a d’aprés Uinégalité de Poincaré ||0, |2 < c|| DO, 12, alors 6,, — 0 dans L>.
Donc (3.69) donne

~kD?*0, + fDv, — 0 dans L? (3.70)

Integrons (3.70)
/O kD0, + BDv)dz = —k(DO,(x) — Doy (0)) + Bun(z) — v (0))

= —kDb, + Bv, — 0 dans L?
Alors v, — 0 dans L.
On av, — 0 et @, — 0, alors d’aprés (3.65) et (3.67) u, — 0 et ¢, — 0.

Maintenant on prend le produit scalaire de (3.66), (3.68) par u,, ¢, on obtient res-
pectivement

—1{ D*tpy, ) — b(Dpy, 1) — 0
_O-/<D2¢na gbn) + b(-Duna ¢n> — 0

comme u, — 0 et ¢, —> 0 on obtient

il Dug || — 0
et

al| Dgall* — 0
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Alors Du,, — 0 et D¢, — 0, et par suite (Up, Uy, Ony Pn, 0n) —> 0 dans H.
Ce qui contredit le fais que ||Uy,||» = 1.

2) Preuve de (3.52) :

Supposons que im0 || (iA] — A)7H| < oo nlest pas vrai, alors il existe une suite

(An) C p(A), [A\n| = 00 et une suite de vecteurs unitaires (U,) dans D(A).tel

que
lim [|(iN — A)7Y| = oo.
n—oo
Comme
Re((iA, I — A)U,,U,) — 0
et

Re{(id ] — AU, Uy) = Re((iMUn, Uy) — (AU, U,,))

- / ||90n||2+k/ 106,
0 0

par conséquent @, — 0,D0, — 0 dans L?, alors d’aprés l'inégalité de Poincaré
0, — 0 dans L?.
On divise (3.69) par A, en utilisant 'inégalité de Poincaré on obtient

1

i (kD?*0, — BDv,) — 0 dans L? (3.71)
On divise (3.65) par \, et utilison , on obtient
1
)\—k‘D2€n —ifDu, -0 dans L? (3.72)

Comme ||Duy,|| est borné, alors ||ﬁk:D29n|| est borné, on prend le produit scalaire

de par Du,,, on obtient

1
<>\—k:D29n, Duy,) — iB|| Duy|* — 0 (3.73)
Integrons par partie on obtient
1 2 1 2
<)\—ka Qn,Dun> = —<)\—]€D9n,D U,n>

on divise (3.66) par A, on en déduit que ||ﬁD2un|| est borné.

Alors

1
(kD —D*uy) = 0

n
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D’aprés , | Duy|l = 0 et 5-Duv, — 0.

On prend le produit scalaire (3.66) par v, et divisons par A, on obtient :

1 1
ip||vnl]? + p{ Dy, )\—Dvn) — b(Doy, )\—Dvn> —0

De plus, on obtient v,, — 0 dans L.
multipluons (3.68) par ¢, on obtient

J(iAngn, én) + ol Dgnl|” + Ellén]|* — 0
en utilisant (3.67) on obtient

—llenll® + all Dénll* + Ellgnll* — 0

Ce qui implique D, — 0 et ¢, — 0 dans L* et par suite (tn, Vn, G, Py 0n) — 0
dans 7.

Ce qui contredit le fait que |Uy,||» = 1, et la prewve de (3.52) est terminé.
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Chapitre 4

Un probléme poreux avec double
porosité

4.1 Introduction

Dans ce chapitre on étudiera ’existence, ['unicité et la stabilité exponentielle de la
solution d’un systeme linéaire en théorie de porosité avec double porosité.

On considere le probleme suwivant avec double porosité :

([ pots = g + bpy + dipy — B, dans )0, L[x]0, 400,
k1o = a@ey + b1tbey — buy, — a1 — agth + 110 — 1 — 130, dans |0, L[x]0, +o0],
kQ,’vZ)tt = blgpxz + 7¢xa: - du:c — Q3 — az@/J + ’729 — T4y — Tth dans ]07 L[X]Oa +OO[7

cly = kb — BLowe — 11Topr — v2Tovn dans )0, L[x]0, +o0l.

‘ (4.1)

ot u est le deplacement transversal, 0 est la différence de temperature et ¢ et ¢ les
variables de porosité.
Awvec les conditions aux limites suivantes :

u(z,t) = pu(x,t) =Y (x,t) = 0,(x,t) =0 t>0etxz=0,L (4.2)

et les conditions initiales :

U(QZ,O) = Uo(ﬂf)a (70('%70) = @0(33)7@0(33,0) = @00(95)79(35’0) - 01($>
ut(xa O) = Uo(m)v ¢t<x70> = <P1($)>¢t($70) = ¢1<£L‘)
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On désigne par 7€ 1’espace de Hilbert
UEHl(OL x L*(0,L) x H'(0, L)><L20L x H1(0, L)xL2(0 L) x HY(0, L)

T [ [ owar= [ o= [Cvwir= [Cuwi=o

ot U = (uuvu(pu ¢7¢7w79)

On le munit du produit scalaire :
L o o e . L o
<UU* > = / (povv* + k1¢p¢* + koW w* + 7—499* + pugut 4 ap el + o pp*
0 0

e + ba(potl + PTe) + as(p* + P7Y) + d(uat® + 1)
+b(uap™ + 39p))d
ou u désigne le conjugué de u, il convient de rappeler que ce produit et équivalent au

produit habituel dans ’espace F.
On définit l’énergie du systeme (4.1) par

1

L
E(t) = 5/ (poToui +ki Topi+keTo: +cb?+ pTouz+aTopi+on Top® +y Totb 2+ Ty
0

+2bT0um90 + QdTOUIQ/} + 20‘3T0902/} + 251To<ﬂx%)df€

4.2 Existence et unicité

Proposition 4.2.1 On suppose que les constantes du systéme vérifient la condition
sutvante : Les matrices

1% T3+

b T3+T4 , .

A= b oy a3 |, B= < boz ! ) et C = ( 731174 7? ) sont définies posi-
d az Qo 17 p) 2

tives, alors, le systéme admet une solution unique.

On pose v = uy et ¢ = @ et w =1y le probléme (4.1)et (4.2) devient
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Uy = 0,
1
vy = — (g + by + dipy — B0,),
Po
Yt = ¢7
1
¢t = k_(agofﬁl‘ - blwzz - bu.t — Y — CY3¢ + 710 - qu - TgU)),
1

Uy =w

1
Wy = k_z(blgpzc;t + 7¢zax - dux — Q3 — a20 - 7—4¢ - 7—2w)

1
\ 0, = E(kﬁm — BTov, — 1To¢ — vTow)
il peut écrit alors,
AU = Ut7

(4.3)
U©o) =0,

OuwU = (U, U, P, ¢7 % w, G)T et UO = <u07 U1, @, P1; 1/}7 wb 9>T et A est l’opémteur
différentiel donné par

0 I 0 0 0 0 0
Ep2 Ly 0 ap o p
0 Po Po Po
0 0 0 I 0 0 0
by X 1 o by a3 Ty
A=1 T, ks ky ki ks ky ky ky
0 0 0 0 0 I 0
—d 1 T4 1 —To Y2
g ) 0 — (b D?* — —t _(wD%— —2 oz
b A T A S
0 _ﬁTOD 0 —7171o 0 —v21h EDQ
C C C C

et 1 est lopérateur identité. Le domaine de A est

D(A) = H*NH} x H} x H* x H* x H* x H' x H?
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Pour montrer lexistence d’une solution du systéme (4.3), on applique le théoréme
de Hille-Yosida, pour cela il suffit de montrer que A est dissipatif et mazximal
1) A dissipatif

Pour montrer que A est dissipatif il suffit de prouver que

Re(AU,U) 4 < 0.

On a
v
b d
Po Po Po Po
¢
a +b1¢ —b a% C%:aw_i_%(9 71¢ T3
5 Yxx T Wy — 57— Uy — 75— - 5 U -0 — —Ww
AU — kl 14 kl k’l k?l 14 ]{71 k?l k?l k?l
w
b D G, 2y ey T, T2
T T L T Y T R TR Tk kY
Eem_ﬁTo¢_72To¢_72Tow
c C c c

L
<AU7 U>ji” = / (,U’uaw[:5 + b(px@ + d@Dxﬂ - Bew@ + O‘@xma + bl"vz)xazg_b - bua:a
0

—a10¢ — azh + 1100 — T19? — T3WP + b1 P4 W + YW — du, W

_ _ _ _ , k= = —
—Q3W — W + YW — T4PW — oW + 7—191:59 — Bu,0 — v100

0

_'72w§ + ,U/Uru_m + O‘sz@ + alqﬁ@ + waﬁ + Oé2wa + b1¢m% + blwm@

a3 + aswp + dv,h + dwiiy + b, + bty )dx

L k L
= —/ [r1¢? + Tow? + 7705 + (73 + 74) Re(¢w)]dx + 22’/ Im(pv. g
0 0 0

+bv, P + dvgh + BV, + APy + bida Ty + boU + a1 9P + azg + 1100

01w, B + YWty + dwliy + azwP + 10T + aswi))da.
Alors

L
k

Re(AU,U) » = —/ (7'1<Z52 + Tow? + Tai + (73 + 74) Re(¢w) )dz < 0
0 0
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Donc A est dissipatif.

2) A mazimal

Pour montrer la maximalité de A, nous prenons F = (f*, f2 f3, 4, 2, f¢, fO)F
H et on cherche U = (u,v, ¢, 0,0, w,0)" € D(A) solution de (I — A)U = F ceci
s’écrit en termes de composantes, comme suit

u—v = f1 (4.4)

— [y — po¥ — by — Aty + O, = pof?, (4.5)

p—¢ =f (46)

by — 0 Pgy 4+ 019 + k1 + T — bi1byy — bug + agth + T3w — 10 = ki f*4, (4.7)
Y—w =f° (48)

Aty — b1Paz — Yoz + Q39 + 20 + T4 + kyw 4+ 1w — 12 =k f, (4.9)
Kby + BTove + 1T + Tow +cf = cfT. (4.10)

substituons (4.4), (4.6) et (4.8) dans (4.5) , (4.7), (4.9) et (4.10) on obtient

Pol — UlUgy — bSOm - d% +ﬂ‘9x = pO(fl +f2> =01
bug + (k1 4+ 71+ 1)@ — apee — bithey + (a3 + 13)00 — 0 = ki (f* + f*) — 1 f? — 13 f° = g0
(o3 + Ta) @ — b1¢as + (a2 + ko + 7o)t — Yy + duy — 720 = ko fO 4+ 74 f? + (ko + 72) f° = g3
Bux+71(ﬂ+72w+ 7%06_ Tﬁoemm = T£0f7+ﬁle +71f3+72f5 = 94.

(4.11)

ol g1, 92,93,91 € L*(0,L). On note par W = H}(0,L) x H'(0,L) x H*(0,L) x
HY(0,L).

En multipliant les quatres équations (4.11)1, (4.11)9, (4.11)3 et (4.11)4 par des
fonctions (T, 3,1, 0) € (CL(0, L))* respectivement et on integre sur (0, L), on obtient

L L
u/ umuxdx—i—b/ gpux+d 1/Jux / u, — po/ uu-/ QL u
0 0

L L
b/ ul‘& + (kl + T+ 051) / (7090 + O‘/ SO:L‘SD:): + bl / Yﬁx%c (053 + 73 / WP 4! / 9¢d$
0 0 0 0
L

= / gapdx
0

d/OLuz@de+(ag+T4)/OLJ+61/OLJx¢xdx+(a2+k2+72)/0L55+7/0L%%dx—72/0

= /L g3pda

L _ L _ L0 ¢ (-
ﬁ/ 9ux+’yl/ 9904-”)/2/ Qw—i-—/ 00 + — / (99 —/ g4(9
0 0 0 TO 0 0

(4.12)
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Additionnons les équations de (4.12), on obtient

L L L L L _
/ (140234 g50+gu8)dz = 1 / tala+ o / v+ / T (bo-+dyp—B6) + / (A B+
0 0 0 0 0

L L L L L L
+(k1+71+041)/ 9095—1-04/ 9051:%53;4—1)1/ wx951+(043+7'3)/ w&—%/ 9&‘1‘51/ PxWs
0 0 0 0 0 0
L L L L _ o L _ ok
(artka72) / Bty / oot () / o / 00+ = / oo+ [ 0.8,
0 0 0 0 To Jo To Jo
L . L -
+’Y2/ w9+~n/ b
0 0

Pour U = (u, p,1,0)" et U = (@, ,1,0)" on définit sur W une forme bilinéaire
a(.,.) et une forme linéaire L(.) par

L L L L _ o
a(U,U) :,u/ uxﬂﬁ—i-po/ uﬁ+/ ﬁm(bgp—l—dw—ﬁﬁ)—l—/ ug (dip + 50 + b))
0 0 0 0
L L L L L L
—|—<I€1—|—T1+O[1>/ 90(;5—'—0[/ @x@x—f—bl/ ¢x&m+(a3+7—3)/ Tﬁ(ﬁ—%/ QQZ"’bl/ prﬂ}a}
0 0 0 0 0 0
L L L A A A
agthat) / Py / Puthart{atra) / o= / 09+< / oo+ [ 0.6,
0 0 0 0 0

To To Jo
L . L .
+72/ ¢9+%/ b
0 0

L ~
LU)= /0 (grudx + gopdx + gsbdx + g40)dx.

On montre que a(.,.) est continue coercive et L(.) est continue.
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1) Continuité de af.,.)

a(Uﬁ)‘ <

IN

IN

| e || 22 ||t || 2 + pollwl 2 @]l 2 + ||t || 2| @l L2 + dl|@|| L2 ||t 22 + B0 L2 [T || 22

g2 [Pl 22 + Blluallz2 0] 2 + BB 2 [Tl 2 + (ky + 71 + ) [ @ll 2 1Bl 2
+arllpa | 2 llBall 2 + ballvballz2llvellze + (a5 + 7)1l 22 Bl 22 + 7111012211 22
+(ar + by + )Gl z2 [Pl ze + bill@all e Pz + Yl z2 el 2

+(as + 1)@l 2 Plze + 72100l 2] 22 + cllOl 216l 2 + K10 2162 ] 2

+22l[9ll20101 22 + 7 lleell 22161 2

maX(N? P07 ba da 67 kl + B + ala Oé, b17 CY3 + 7-37’}/17 (051 + k2 + 7-27’77 O53 + 7-47727 Ca k> 052)
(nunﬂg T ol + ol + H@Hm) (Haqu B+ 1Dl + ||e||H1)

CLlUNw U

Donc af(.,.) est continue.

2) Coercivité de af.,.)

L L L L L
a(U,U) :u/ uid:c—i—po/ u2dx+2/ ux(bgo—l—dw—ﬁﬁ)da:—l—(kl—l—ﬁ—iral)/ 902+04/ 2dx
0 0 0 0 0

L L L L L
+251/ @x¢md$+(20€3+7'3+7'4)/ ¢¢d$+(042+/€2+7'2)/ ¢2+7/ 1/)§dx—|—,%/ 0%dzx
0 0 0 0 0Jo

k L
+ 02dzx
1o Jo
w b d
Comme la matrice A = b ay a3 | est définie positif, alors il existe un e > 0
d a3 Q9
T T3+T74
assez petit tel que A—el est définie positive, de plus C = ( et 7? ) est définie
= 2

positive.
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T3+T4
o T)()

o) (7))

+eul + (e + k)e? + ah + (e + k)Y + 907 + £:0% + 167
L
> min(ky + ¢, ks +€,%a,%o,%)/ (w2 + @ + @3 + 0 + 97 + 0+ 62)dx
0

> Coll[ullmg + [lollar + 1€llar + (0] 22)
> Co||U|lw-

Donc a est coercive.

3) Continuité de L(.)

_ L L L L
L@ =] / i + / 05+ / 00+ / 0
0 0 0 0

< lgillz2llill ez + llgall 2 181l 2 + lgsll 2 16l z2 + Nl gall 21161 2
< maz(||g: ]| 2, lgallz2 lgsllz2, llgall 2) Nl 2 + 118l + |22 + 6] 22)
< Cs([[ill gy + 1Bl + 191l + 116 a0)
< G| Ulw-
Donc L(.) est continue.

al(.,.) bilinéaire, continue et coercive sur W, et L(.) est linéaire et continue sur
W. D’aprés le théoréme de Lax-Milgram on conclut qu’il existe une solution unique
U* = (u,,0,0)7 €e W=H!x H' x H* x H telle que

a(U*,U)=L(U) YUeW.

99



Ce qui signifie que u € H}(0, L), o € H'(0,L),s» € H(0,L),0 € H*(0, L),
v=u— fle H(0,L),p=¢p— f>€ H(0,L) etw=1 — f5> € H'(0, L).

il reste d montrer que u, o, et 0 € H?(0,L).
On prend (u, $,v,0) = (,0,0,0) € (CL(0,L))* C W dans (4.12), elle devient

L L
- 1 - -
/ Uy Uy dT = —/ ~(=bpy — dipy + B0, + pou+gi)udr Y u € Cy(0,L).
0 0o M
Ce qui signifie que u, admet une derivée faible dans L* car

et on a
1
Ugy = (uﬂf)x = E(_bgpm - d¢a¢ + 5‘91 + Pol + 91)

Par suite u, € Hy(0, L), donc u € H*(0,L).

De la méme maniére si on prend (u, @, 1;, 5) = (0,0,0,g), on prouve que 6 €
H?(0,L).

D’aprés (4.11)y et (4.11)3 on a

bu:r; + (kl + 1 + &1)90 — 0Py — blwmc + (053 + 73)1/1 - 719 = g2,

(a3 + T1)p — b1z + (2 + ko + T2)) — Yy + duy — Y20 = g3.

C’est-a-dire

—Oél)2 —b1D2 ) + k?l + 71+ o aq + a3 (2 _ go — bux + ’}/16
—bD*  —yD? (0 az+T7  axt ket (0 g3 — dug + 720

(4.13)
@ e g2 — buy + 710
A + B =
(2)=m(2)-(nmatis)
tel que (go — buy +710, g3 — du, +720)T € L2 x L? caru € H*(0,L) ot u, € H*(0, L)
et 0 € H>.

Alors il existe une solution (¢,v)" € H*(0, L) x H?(0, L) satisfait I"équation (4.13)

Donc, il existe (u,v, o, ¢, 0, w,0)T € D(A) qui vérifie (I — AU = F pour tout
F e 2, et A est mazimal.
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Le théoreme de Hill-Yosida assure existance et l'unicité d’une solution de (4.3),
cect termine la démonstration.

Lemma 4.2.1 Soit (u,p,,0) la solution du systéeme (4.1) alors U'énergie E(t) vé-
rifie

d L L L L
%E(t) = —Tl/ 80,:2—72/ iﬁf—k/ 02 — (73+T4)/ oy <0
0 0 0 0

On multiplie (4.1)1 par uy et on intégre sur |0, L[, il vient

L L L L L
Po/ UprUy = M/ UgrUp + b/ Pzl + d/ YUy — 5/ Oy,
0 0 0 0 0

ce qui implique que

L L L L L
po d pd
S ; Uf = M[Umut]oL - 5@/0 Uy + b/o Pzt + d/o Yaup — 6/0 O uy,

vu que u =0 en 0 et L donc

0o d L ) L d /L /L /L /L
e = —=—— b d — 0 4.14
2 dt 0 ut 2 dt o (0 + 0 Qpaﬁut + 0 77Z)atut 6 0 z Ut ( )

Aussi en multipliant (4.1)a, (4.1)5 et (4.1)4 par ¥y ¢ et 6 respectivement on ob-
tient :

o L , ad E , L L ay d L , L L
5 dt/o ©y th/o 2 1/O Pat® /0 P 2 dt ), ¥ CVS/O ¢¢t+71/0 Pt

L L
—7'1/ 803 —7'3/ Yy,
0 0

(4.15)
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2dt/ v = th/ ¢2—51/0 Prut — /wtux 2dt/ 7ﬁz—%/ Ui — ’YS/O ©y

—74/0L90t¢t _7_2/0L77/}t2
(4.16)

c d L L L L
Sq 02 = —k;/ 9§+5T0/ utew—%TO/ @te—kZTO/ U, (4.17)
0 0 0 0

En multipliant (4.14),(4.15) et (4.16) par Ty et en additionant avec (4.17) on ob-
tient :

d((1 [*
%{5 / (poToui + ki Tow; + kaeTo; + cb? + pToyul + aTops + arTo® + Y Toth? + anTyy)?
0

L L L
+2bTouxso+2dTOum+2a3Tow+2b1Towx)dx} S / - / Wk / o2
0 0 0

L
_(7'3—1‘7'4)/ Oy
0

D’ot

—E() <
GE® <0,

alors le probéme (4.1) est dissipatif

4.3 Stabilité exponentielle

Pour montrer la stabilité exponentielle, nous utilisons le théorme de a Gearhart-
Pruss ,qui montre qu'un semi-groupe de contraction sur un espace de Hilbert est
exponentiellement stable, si et seulement si

iR = {i\, A € R} C p(A) (4.18)

et
lim ||(iM —A) 7 < oo (4.19)
[A| =00

1) La preuve de (4.18) sera donnée en trois étapes :
Premiérement, on prouve que 0 € p(A).
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Pour montrer que 0 € p(A), en prend F = (f1, 2, f3, 4, 2, 6, f1)T € # et on
cherche U = (u,v, p, ¢,v,w,0)T € D(A) solution de AU = F ceci s’écrit en termes
de composantes, comme suit

v=f, (4.20)

fitlay + bpy + dipy — B0, = pof?, (4.21)

¢=f (4.22)

WPz + 01Ysy — buy — a1p — a3 + b — 1 — W = k1f4; (4.23)
w= f°, (4.24)

b1Pas + VWsz — duy — a3 — ) + Y20 — T4 — Tow = ko f°, (4.25)
KOy — BTove — 11Top — v Tow = Cf7- (4.26)

substituons (4.22) et (4.24) dans (4.23) , (4.25) et (4.26) on obtient

Mumz‘i‘b@x_"dwx _ﬁeﬂc :p0f27 ( )

Pz + b1tee — by — a1 — az) + 10 = ky f* + 1 f2 + 13 f°, (4.28)
b1Pus + YWz + duy — agp — a0t + 720 = ko f* + 74 f? + 1 f°, (4.29)
(4.30)

1
O = E(Cf7 + BTofy + nTof* + 7T f°) € L*(0, ).

Alors, il existe § € H*(0,) tel que 0., = +(cf” + BTofr + nTof* + wTof®) €
L*(0, 7).

Il reste & prouver qu’il existe u, @ et ¢ satisfaisant
HUgy + b@x + dwz - p0f2 + 5‘93: =0 € L2 (431>

Py + D15y — bUuy — 010 — azth = k1f4 + 1 fP 4+ Tf’ — M0 = g2 € L? (4.32)
b1Pas + VWae + dug — asp — ) = ko fO + 14 f> + 1o f> — 120 = g5 € L*  (4.33)

On définit Vespace W = H} (0, m) x H}(0,7m) x H(0, 7).

En multipliant les trois équations (4.31), (4.32) et (4.33) par des fonctions u €
C3(0, ), B
@ € CH0,m), v € CL(0, m) respectivement et on intégre sur (0, 7) on obtien

L L L L
,u/ Upgpdr + b/ prudr + d/ Yyudr = / qrudz,
0 0 0 0

L L L L L L
o / BT +by / o da—b / waFda—on / pFdr—ay / Vpde = / @,
0 0 0 0 0 0

L . L . L . L . L - L -
b / rathditry / ratbdatd / wybdz—as / pidr—a / i = / gsihda,
0 0 0 0 0 0
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Ce qui implique que

L L L L
Tl = [ e+ gl b / piade+ iy —d | vido= [ g,
0 0 0 0

L L L L
a[gpmﬁm]g—a/ gpmgozdx—i-bl[%go wxcpxdx b/ Uy pdr— 041/ QOQEdl’—Oé?)/ Yodx
0 0 0 0

L
= / gQSdeJ
0

b [pe Tl —by /0 P A V) / Yetedr—d / " wafide—ay /0 ohdz—os / iz

L o~
- / gside,
0

L L L L
—u/ UpUypdT — b/ Ouzdr —d Yuzdr :/ Qu,
0 0 0 0

L L L L L L
_a/ Orpedr — by / Yo Ppdr — b/ Ugpdr — oy / podr — ag Yodr = / Gopl4.34)
0 0 0 0 0 0

—blfoLsoszxda:—v/owaIszx—d/OLumidx—as/oLstdx—aQ/OLdex =/0Lg31$,

Additionnons les équations de (4.34) on obtient

Donc

L L L L L
—/ (glﬁ—irgg{l?—l—ggw)da::u/ uxﬂxd:c—l—b/ puzdr+d wﬁxdiﬂ—i-Oé/ prpdx
0 0 0 0 0

L L L L L - L ~
+b; wz@zdx—i—b/ um&dx+a1/ QOQEdl’—i—Oég/ zb@dx—}—bl/ gpxwzdx—i—fy/ V) dr
0 0 0 0 0 0

L L L
+d/ U dr + o / pdr + oy Yipdx
0 0 0

Pour U = (u, ¢, ¥)" et U = (@, #,1)” on définit sur W une forme bilinéaire a(., .)
et une forme linéaire L(.) par

N L L L L L L
a(U,U) = u/ uxﬂxd:v—l—b/ goﬁxd:c—ird/ w'ﬁxd:c—iroz/ Yrpdr+by wx@dx—i—b/ Uy pdx
0 0 0 0 0 0

L L L L L L
+a1/ cp@dx—kozg/ 1/J§de+bl/ et dr+ry wml/zxdx—kd/ uzwdx—kozg/ pdx
0 0 0 0 0 0
L ~
+a2/ Yipdx
0
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L ~
L) = - / (9171 + a5 + 950 d.

On montre que af(.,.) est continue coercive et L(.) est continue.

Remark 4.3.1 La continuité de a(.,.) et L(.) se font de la méme maniére que pour
la cas de mazimalité de A.

Coercivité de a(., .)

L L L L L L L
a(U,U) :ﬂ/ ui—|—2b/ gpux+2d/ @Z)uﬁLa/ g02+2b1/ gpx@/)m—l—ozl/ g02—|—2043/ oY
0 0 0 0 0 0 0

L L
+7/ %Jroéz/ s
0 0

w b od
Comme les deux matrices A = b a1 a3 et B = < ba by ) sont définie
d a3 Q9 !
positif, alors il existe un € > 0 assez petit tel que A — el et B — eI sont définie
positif.
et on a

L n—E b d (I
a(U,U) = /0 ((ux @ w> b a—e o ©
d (4

Q3 Qg — &

_ b -
+(¢o Vo) ( ablg 7—15) (zx ) +au§+s¢2+e¢2+ss@§+swi)dx

L
> / e(ul 4+ 02+ U2+ ©* + ¢%)dz
0

> Calllully + el + 1))

> Col|Ullw-

Donc a est coercive.

a(.,.) bilinéaire, continue et coercive sur W, et L(.) est linéaire et continue sur
W. D’aprés le théoréme de Lax-Milgram on conclut qu’il existe une solution unique
U* = (u,0,) € W=H} x H' x H' telle que

a(USU)=L(U) YUeW.
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Ce qui signifie que u € H}(0,L), o € H'(0,L),v» € H'(0,L),v = f' € H}(0, L),
¢=f>e H ,w= f5>e€ H(0,L) et € H*(0, L). il reste 4 montrer que u, p et 1) €
H2(0,L).

On prend (u, @, QZ) = (u,0,0) € C} x C} x C§ C W dans (4.34) elle devient

L L L L
—u/ uxam—b/ soam—d/ wﬂx:/ i
0 0 0 0

L L L L
—u/ Uxﬂx+b/ m+d/ @m:/ i
0 0 0 0

Alors

L L

~ 1 ~ ~

/ Uplly = —/ E(—bgox —dp + g1)u VueCy(0,L)
0 0

Ce qui signifie que u, admet une derivée faible dans L? car
—bp, — dip, + g1 € L2(07 L),
et on a
1
Par suite u, € H(0,L) donc u € H*(0, L).
D’aprés (4.31) et (4.32) on a

APy + bldja:x - bu:c — Y — Cl/3¢ = g2,
bl@xw + /Ywmx + dua: — Q3P — OéZw = gs.

C’est a dire

aD? b D? @ —a —a« o\ [ g2+buy,
(i e ) () (o ) () - (250 )
2(2) ()= (55

tel que (gg + bug, g5 — du,)T € L? x L? car u € H?(0, L) ot u, € H(0, L).

Alors il existe une solution (¢, )T € H?(0, L) x H?(0, L) satisfait ’équation (4.35).
Dong, il existe (u,v, ¢, ¢,%¥,w,0)T € D(A) qui vérifie AU = F pour tout F € 2,
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et 0 € p(A).

Les points (i) et (ii) de la démonstration du théoréme se font de la méme ma-
niére que dans la démonstration du probléme (3.1).

iii) Supposons que {iA\, A € IR} n’est pas inclu dans p(A), de (ii) ci-dessus, on
conclut qu’il existe o > ||A7Y||7! tel que {i), |\ < o} C p(A), mais sup < ||(iA] —

AL N < a} = 00. Dans ce cas, nous pouvons trouver une suite de nombres réels

(An) et une suite de vecteurs unitaires (U,) C D(A), telle que |\,| < o, A\, — 0 et

| (iA I — A)U,|| — 0. (4.36)

C’est a dire

iMtn — v, — 0 dans H}
—uD?u, + ipgApyvn — bDi,, — dD,, + D6, — 0 dans L?
iMOp — ¢p — 0 dans H*
bDu,, — aD?*p, + a0, + iki\ydp + T10n — b1 Dy, + asth, + 3w, — 710, — 0 dans L?
iMUp —w, — 0 dans H*
dDu,, — biD%*p, + asp, + Tadn — YD*,, + o), + ikoAyw,, + Towy, — Y28, — 0 dans L2
5T0D1)n + 71T0¢n + ’}/QTOwn + z/\ncﬁn — k)Dthn — 0 dans L?
(4.37)

Nous avons tout d’abord

Re{(iAn — A)U,, U,) —> 0

avec

L L k L
Re((ial = AU U = 10 [ oul? 72 [l + - [ 1007
0 0 0J0

+(73 + 1) /OL Re(¢,wy,)

Donc, on a

¢n — 0 dans L2
w, — 0 dans L2,

DO, — 0 dans L2

de plus puisque |6, || g1 < ¢|| DO, 12, d’aprés I'inégalité de Poincaré, on constate que
0, — 0.
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D’aprés (4.37)3 et (4.37)5 ¢, — 0 et 1, — 0 dans L.
D’apreés (4.37)7 on obtient
kD26, — BDv, —s 0(4.38)

Integrons (4.38) sur (0,x) on obtient
/Oz(k:DQHn — BDuv,)dx = k(DO,(z) — DO,(0)) — B(v,(z) — v,(0))

= kD6, — pv, — 0
Donc
v, — 0 dans L2

Alors d’aprés (4.37),
u, — 0 dans L2

On prend le produit scalaire de (4.37)q,(4.37)4 et (4.37)¢ par Un, e, et Py,
respectivement on obtient,

|| Dy ||* 4 b{n, Duy) + d{1,, Duy) — 0
O‘HDQOHH2 + b1<D¢m DSOn> + b<DUm Qon> + 051<§0n7 §0n> + a3<¢m §0n> —0
/YHD’@DnHQ + d<Dum ¢n> + b1<D90n7 D¢n> + a3<90n7¢n> + a2<¢na 77Z)n> — 0

Par additions, on obtient

pllDun|* + al| Donll + Y| Diful| + 2bRe{ Dy, o) + 2dRe{Dun, 1)
+2byRe(Dp, Dip) — 0

Comme ||U,||,» = 1, alors || Du,||z2 est borné, donc

2bRe(Duy,, pn) + 2dRe{Duy,, 1,) — 0

(0 bl
D’autre part, en utilisant le fait que B = est definie possitive, on obtient
by v
pllDunll? + (| Dgnll* + v DY|1? + 201(Dpy, Dipy)

> pl| Dug | + (@ = )| Denl* + (v = ) [ Dipu[* — 0
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Pour tout € > 0, Ainsi

Du,, Dy, D, = 0 dans L.

Finalement

1Unl% = 1 Dunl* + [lvnll* + [1D2nll* + ll@all* + 1 Dull* + wal* + [16a]* — 0

Ce qui contredit le fait que ||U,|l.» = 1.

2) Preuve de (4.19)
Supposons que limyy—o0|| (1A — A) || < oo nest pas vrai, alors il existe une suite
(An) C p(A), |An] = oo et une suite de vecteurs unitaires (U,,) dans D(.A). Telque

. . . -1 _
i (i, = A4)7 = ox.

Comme

Re((iMd — AUy, Uy) — 0

par conséquent ¢, — 0,w, — 0 et DB, — 0 dans L?, alors d’aprés I'inégalité de
Poincaré 6,, — 0 dans L?.
Substituant dans (4.37)3 et (4.37)5 on obtient

idpn — 0 dans L2

et
idtp, — 0 dans L2
De méme ¢, — 0 et ¥, — 0 dans L? car
lim ¢, = lim ?5_”:0
n—oo n—oo Z)\n
et
lim 4, = lim =" =0
n—00 n—oo I\,
On divise (4.37)7 par), on obtient
M kD0, — BTyDv,) — 0 dans L2 (4.39)
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D’aprés (4.37); on obtient
i\pDu,, — Dv,, — 0 dans L2
On divisons par A, et on prenant en compte (4.39), on obtient

k
181y Du,, — )\—Dzﬁn — 0 dans L2

n

Comme || Du,|| est borné, on conclut que ||\, *D?6,| est borné.
Alinsi,
: koo : L
(i8TyDu,, — )\—D 0, Duy,) = iBTy|| Duy||” — ()\—D 0, Du,) — 0

Intégration par partie, nous arrivons a
, 9 k 9
iBTo]| Dunl|” + (5= Db, D7up) — 0 (4.40)

On divise (4.37)y par A, est en utilisant le fait que v,, Dy, et D, sont bornés, on
conclut que

A1 D%, est borné

L
(kX-1DO,, D*u,) = k / A, D0, D%, dx
0

IA

k| DO A7 D, |
< kDO AL D?un| — 0.
Donc, (4.38) implique que ||Du,|| — 0 dans L?,

Alors d’aprés (4.37); , A\;1Dv, — 0 dans L?. On divisons (4.37)y par A\, po, ainsi
on prend le produit scalaire par v,, on obtient

i||Un||2+P(?1M<DUm)\ 'Dvy,) — p0b<D<,0n,)\ Yo,) — <D¢n,/\ Yw,) =0

Donc
v, — 0 dans L2

On prend le produit scalaire de (4.37)4 et (4.37)g par ¢, et 1, respectivement on
obtient

k1 (Anbns ©n) + || Dpyl* + b1 (Db, Do) — 0 dans L2
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iky (AW, Yp) + b1 (Dy, Diby) + || Dipy||* — 0 dans

Prenant en compte (4.37)3 et (4.37)5 on obtient

— k1(on, n) + a(Don, Do) + bi(Doy, Do) — 0(4.41)

puisque ¢,,,w,, — 0 dans L? (4.41) et utilisant (4.42) obtient
a(Dpy,, D) + bi{D,, Dp,) — 0, dans L?
bi (D¢, D) + v(Dtpn, Dip,) = 0, dans L

Comme B est definie positif, alors

[1D@nl], [|1D9on| — 0.

L2

(4.42)

En combinant tous les résultats ci-dessus, nous concluons que U,, — 0 dans 7 qui

est en contradiction avec |U, || » = 1.

Donc les conditions du théoréme de Gearhart-Pruss sont satisfaites et la solution du

systéme (4.1) est exponentiellement stable, c’est-a-dire

E(t) <ne ™ vVt >0,

pour 7, w des constantes positives.
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