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Notations

H Espace de Hilbert complexe séparable de dimension infinie.

C Le corps des nombres complexes .

B(H) Espace des opérateurs linéaires bornées sur H.

< ., . >H Produit scalaire .

∥.∥H La norme .

T−1 L’inverse de l’opérateurT.

T ∗ Adjoint de T.

|T | =
√
T ∗T Module T.

Im(T ) L’image d’opérateur T.

Ker(T ) Le noyau d’opérateur T.

IH L’opérateur identité .

ρ(T ) L’ensemble résolvante d’opérateur T.

Rλ(T ) La résolvante d’opérateur T.
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σ(T ) Le spectre d’opérateur T.

σp(T ) Le spectre ponctuel d’opérateur T.

σr(T ) Le spectre résiduel d’opérateur T.

σc(T ) Le spectre continu d’opérateur T.

MR(n×m) L’espace des matrices à n lignes et m colonnes , à coefficients dans R.

(FP )B(H) propriété de Fuglède - Putnam .

SOT topologie d’opérateurs forte .

WOT topologie d’opérateurs faible .
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Introduction

L’analyse fonctionnelle est une partie très importante des mathématiques pures, et un pilier

fondamental des mathématiques appliquées. La théorie d’opérateurs dépend fortement de cette

partie et que les effets des influences sont des outils pour les chercheurs dans de nombreux

domaines scientifiques ; en particulier, les équations d’opérateurs jouent un rôle important dans

la théorie de contrôle et la mécanique quantique où les équations de Sylvestre et Lyapunov ont

contribué dans le domaine des sciences médicales et son modèle pour le traitement des maladies

infectieuses.

Dans le premier chapitre, nous avons fourni un rappel de toutes les règles de base que nous

utilisons dans ce travail. Nous avons commencé par les définitions et les propriétés de l’espace de

Hilbert, ainsi que par les opérateurs linéaires borné et on présente quelques classes d’operateurs

sur un espace de Hilbert.aussi que des hot ions au le spectre d’opérateurs bornés.

Dans le deuxième chapitre, nous présenterons des solutions d’équations d’opérateurs ma-

triciel dans le cas fini, Il existe de nombreux chercheurs quitravaillent sur ce type d’équations

comme W.E.Roth [ ?]et M. Resenblum[13] . Le troisième chapitre contient une présentation des

solutions pour certaines équations d’opérateurs dans le cas infini des modèles de solutions liés

aux équations d’operateurs de la formeAX −XB = C et (A+ λ) + (B + µ) = C ou λ, µ ∈ C.

Et nous verrons la condition sur les deux matrices d’operateurs

A C

0 B

 et

A 0

0 B

 pour

l’existence de la solution , et l’importance de la propriété Fugled-Putnam pour atteindre la

formulation de la solution. D’autre part, les solutions peuvent également être exprimées en

série infini en utilisant la théorie spectrale.

Finalement , le quatrième chapitre, nous présenterons la nature des solutions d’ équations

des opérateurs matriciels, dans différentes conditions pour quelques types d’opérateurs . Et nous

étudions la forme générale de l’équation B∗XA+αAXB = W et la nature des solutions, et que

cette forme d’équations est un cas particulier des équations de Lyapunov qui sont appliqués dans

le domaine des sciences médicales et modélisés dans la recherche sur les maladies infectieuses.
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Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre , nous introduisons les notations et les définitions qui seront utilisées tout

au long de ce mémoire . Nous donnons quelques définitions importantes par la suite :

espace de Hilbert , les opérateurs linaires bornés , quelques classes d’opérateurs puis , spectre

d’opérateurs linaire borné.

1.1 Rappel d’analyse fonctionnelle

1.1.1 Espace de Hilbert définitions et exemples :

Définition 1.1.1.

H un C-espace vectoriel, on appelle un produit scalaire l’application :

< ., . >: H ×H −→ C

(x, y) 7−→< x, y >

tel que : ∀x, y, z ∈ H, ∀λ, µ ∈ C

(1) < λ · x+ µz, y >= λ· < x, y > +µ. < z, y >

(2) < x, y >= < y, x >

(3) < x, x >≥ 0 , < x, x >= 0 si et seulement si x = 0

Remarque 1.1.1.

Si H est un espace vectoriel sur R, on a :

< x, y >=< y, x >
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Définition 1.1.2.

On appelle espace préhilbertien un C-espace vectoriel muni d’un produit scalaire ⟨·, ·⟩ et de

la norme associée ∥.∥ . Un espace préhilbertien peut être muni d’une structure d’espace métrique

pour la distance

d(x, y) := ∥x− y∥

Proposition 1.1.1.

Tout espace préhilbertien est un espace vectoriel normé, la norme est donnée par

∥x∥ =
√
< x, x >

Définition 1.1.3.

On dit qu’un espace préhilbertien H,muni de la norme ∥ · ∥ associée au produit scalaire ⟨·, ·⟩

, est un espace de Hilbert si (H, ∥ · ∥) est un espace vectoriel normé complet.

1.1.2 Proporietes des espaces de Hilbert :

Proposition 1.1.2. (L’inégalité de Chauchy-Schwarz ) :

Soit < ., . > un produit scalaire sur H .Alors , pour tous x, y ∈ H, on a :

|< x, y >|≤
√
< x, x >

√
< y, y >

avec égalité si , et seulement si , la famille {x, y} est liée .

Définition 1.1.4. (Orthogonalité) :

Soit H un espace de Hilbert et ⟨·, ·⟩ le produit scalaire sur H. Si F est un sous-espace

vectoriel de H, on définit l’orthogonal de F par :

F⊥ := {x ∈ H : ∀y ∈ F, ⟨x, y⟩ = 0}

Définition 1.1.5. ( Identité du parallélogramme) :

Soient x, y ∈ H avec H est un espace pré-hilbertien alors :

∥x+ y∥2 + ∥x− y∥2 = 2∥x∥2 + 2∥y∥2

Remarque 1.1.2.

Un espace vectoriel normé est un espace pré-hilbertien si seulement si sa norme vérifie

l’identité du parallélogramme
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Exemple 1.1.1.

(C[0, 1],R, ∥∥∞) est un espace vectoriel normé mais n’est pas un espace préhilbertien

car : si

f(x) = 1, g(x) = x avec x ∈ [0, 1] ∥f(x)∥∞ = 1, ∥g(x)∥∞ = 1

Alors :

∥f + g∥∞ = sup
x∈[0,1]

|1 + x| = 2, ∥f − g∥∞ = sup
x∈[0,1]

|1− x| = 1

Et donc

∥f + g∥2∞ + ∥f − g∥2∞ ̸= 2∥f∥2∞ + ∥g∥2∞

Théorème 1.1.1. (Identité polarisation) :

Soient x, y ∈ H

1/ Toute forme bilinéaire symétrique φ : H ×H 7→ E vérifie ::

4φ(x, y) = φ(x+ y, x+ y)− φ(x− y, x− y)

Alors :

4⟨x, y⟩ = ∥x+ y∥2 − ∥x− y∥2

2/ Toute forme sesquilinéaire φ : H ×H 7→ C (hermitienne ou non ) vérifie :

4φ(x, y) = φ(x+ y, x+ y)− φ(x− y, x− y) + iφ(x+ iy, x+ iy)− iφ(x− iy, x− iy)

Alors :

∀x, y : ∥x+ y∥2 = ∥x∥2 + 2⟨x+ y⟩+ ∥y∥2.

∀x, y : ∥x− y∥2 = ∥x∥2 − 2⟨x+ y⟩+ ∥y∥2.

Théorème 1.1.2. (projection)

Soit A un ensemble convexe fermé (et non vide) de H alors pour tout x ∈ H, il existe un

unique y ∈ A tel que :

inf
a∈A

∥x− a∥ = ∥x− y∥

Autrement dit : il existe un unique point y ∈ A qui est à une distance de x la plus petite possible

ce point y s’appelle la projection de x sur A

Corollaire 1.1.1.

Soit F sous espace vectoriel fermé de H, et soit x ∈ H

1) Soit y ∈ F tell que ∥x− y∥ = inf
z∈F

∥x− z∥ Alors (x− z) est orthogonal à F i.e (orthogonal à

tous les vecteurs z ∈ F )

2) Réciproquement si y ∈ F, est tel que : (x− y) ⊥ F alors ∥x− y∥ = inf
z∈F

∥x− z∥ i.e y est la

projection de x surF .
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Notation 1.1.1.

On notera y = PF (x) et on dira que y est la projection orthogonale de x surF

1.2 Généralités sur les opérateurs linéaires bornés :

1.2.1 Définitions et exemples :

Définition 1.2.1.

Soient E, F deux espaces vectoriels normés et

T : E → F

T est une application de E dans F .

T est dit opérateur linaire si,

∀λ1, λ2 ∈ C ∀x, y ∈ E : T (λ1x+ λ2y) = λ1T (x) + λ2T (y).

Définition 1.2.2.

L’ opérateur T sur H est dite borné , s’il existe c positif tel que ∥Tx∥ ≤ c∥x∥ pour tout

x ∈ H.

Proposition 1.2.1.

Soient E, F deux espaces vectoriels normés et T : E → F un opérateur linéaire, les affir-

mations suivantes sont équivalentes :

1. L’ensemble {Tx : ∥x∥ ≤ 1} est borné dans F ,

2. T est continu à l’origine 0 de E,

3. T est continu,

4. ∃c > 0 tel que ∀x ∈ X ||Tx||F ⩽ c||x||E.

1.2.2 L’inverse d’un opérateur :

Définition 1.2.3.

On dit qu’un opérateur T est inversible sur l’espace de B(H) , s’il existe un opérateur T−1

qui vérifie TT−1 = T−1T = I , où Iest l’opérateur identité dans B(H).
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1.2.3 L’adjoint dun opérateur linéaire borné :

Définition 1.2.4.

Soit T opérateur dans B(H) . L’unique application linéaire T ∗ ∈ B(H) telle que pour tous

x, y ∈ H on ait

⟨T (x), y⟩ = ⟨x, T ∗(y)⟩

est appelée l’adjoint de T.

Proposition 1.2.2.

Soit T opérateur dans B(H).Alors il existe un unique T ∗ ∈ B(H) tel que, pour tout x, y ∈ H,

on ait :

⟨T (x), y⟩ = ⟨x, T ∗(y)⟩

On a de plus ∥T ∗∥ = ∥T∥ .

Preuve :

Pour tout y ∈ H l’application x 7−→ ⟨T (x), y⟩ est linéaire et continue (de norme inférieure à

∥T∥∥y∥ d’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz). D’après le théorème de représentation de Riesz,

il existe donc un unique élément noté T ∗(y) tel que

⟨T (x), y⟩ = ⟨x, T ∗(y)⟩

On vérifie facilement que pour tous y, z ∈ H et λ scalaire, T ∗(y) + λT ∗(z) vérifie la propriété

qui définit T ∗(y + λz). Par unicité, T ∗(y) + λT ∗(z) = T ∗(y + λz), ce qui prouve que T ∗ est

linéaire.

Par définition de la norme opérateur et en utilisant un corollaire d’Hahn-Banach,on a

∥T ∗∥ = sup
y∈H,∥y∥≤1

∥T ∗y∥ = sup
x∈H,∥x∥≤1
y∈H,∥y∥≤1

|⟨x, T ∗y⟩|

= sup
x∈E∥x∥≤1
y∈F,∥y∥≤1

|⟨Tx, y⟩| = sup
x∈E,∥x∥≤1

∥Tx∥ = ∥T∥

Ainsi T ∗ est continu et ∥T ∗∥ = ∥T∥ .

Proposition 1.2.3.

Si T et S sont deux opérateurs linéaires bornés définis sur un espace de B(H), alors leurs

adjoints T ∗ et S∗ sont aussi deux opérateurs linéaires bornés sur B(H) et les propriétés sui-

vantes sont vérifiées :

1. (S + T )∗ = S∗ + T ∗.

2. (αT )∗ = ᾱT ∗, pour tout α ∈ C .

3. (T ∗)∗ = T .
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4. Si T est inversible, (T ∗)−1 = (T−1)
∗ .

5. ∥T ∗∥ = ∥T∥.

6. ∥T ∗T∥ = ∥T∥2.

7. (ST )∗ = T ∗S∗.

1.2.4 Quelques classes d’opérateurs :

Un opérateur T ∈ B(H) est dit :

. Positif, si : < Tx, x >H≥ 0 pour tout x ∈ H; on notera T ≥ 0 (Ordre de Löwner).

. Auto-adjoint, si : T = T ∗.

. Anti-adjoint, si : T ∗ = −T .

. Isométrie, si : T ∗T = IH .

. Unitaire, si : T ∗T = TT ∗ = IH .

. Normal, si : T ∗T = TT ∗ .

. Compact, si : < Txn, xn >H−→ 0 pour toute suite orthonormée {xn} de H :

i.e < x, xn >H−→ 0 alors ∥Txn∥H −→ 0 .

. Nilpotent , si : T k = 0 ,
(
T k−1 ̸= 0

)
d’ordre k .

. Projection orthogonal, si : T = T 2 .

. Dominant, si : R (T − λ) ⊆ ((T − λ)∗) ,∀λ ∈ C .

. P-hyponormal, si : T ∗T ≥ TT ∗ ,ou bien ∥Tx∥H ≥ ∥T ∗∥H .

. k-quasihyponormal, si : T ∗k (T ∗T − TT ∗)T k ≥ 0,∀K ∈ N .

Proposition 1.2.4.

Soit T un opérateur dans B(H) , T est auto-adjoint si et seulement si le produit scalaire

⟨Tx, x⟩ est un nombre réel pour tout x ∈ H .

Preuve :

Soit T un opérateur dans B(H), alors on a

⟨T ∗x, x⟩ = ⟨x, Tx⟩

= ⟨Tx, x⟩ = ⟨Tx, x⟩

Ce qui implique T ∗ = T .

Théorème 1.2.1.

Un opérateur T est unitaire si seulement si T est isométrique et surjectif.

7



Preuve :

Si U est unitaire, il est inversible, d’inverse T ∗, donc surjectif. De plus, pour tout x de H

∥Tx∥ = ⟨Tx, Tx⟩ = ⟨T ∗T, x⟩ = ⟨x, x⟩ = ∥x∥2

et T est isométrique. Inversement, si T est isométrique et surjectif, il est inversible et

⟨T ∗T − x, x⟩ = ∥Tx∥2 − ∥x∥2 = 0 pour tout x

donc

T ∗T = I et T−1 = T ∗

Alors

TT ∗ = T ∗T = I.

Exemple 1.2.1.

1. Soit H = L2([0, 1]), et T ∈ B(H) tel que :

(T )[x(t)] = x(1− t)

On vérifie facilement que T = T ∗ = T−1 Donc T est unitaire.

2. soit H l’espace de Hilbert de toutes les suites de nombres complexes

x = (. . . , x−1, x0, x1, . . .) tq ∥x∥ =
∑
n∈Z

|xn|2 < ∞

muni du produit scalaire

⟨x, y⟩ =
∑
n∈Z

xnȳn où x = (. . . , xn, . . .) , y = (. . . , yn, . . .) et n ∈ Z.

On définir l’opérateur U "opérateur de décalage" par :

U (xn) = (xn−1)

Alors, T est unitaire : U est inversible et on a :

⟨x, y⟩ =
∑
n∈Z

xn−1ȳn =
∑
n∈Z

xnȳn+1 =
⟨
x, U−1y

⟩
ce ci implique que U∗ = U−1

Remarques 1.2.1.

1.Au lieu d’auto-adjoint, on dit des fois symétrique si on est sur R (méme sur C),et on dit

hermitien sur C.
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2. T positif sur R c’est-à-dire T est auto adjoint et ⟨Tx, x⟩ ≥ 0

3. T auto-adjoint =⇒ T normal.

4. T unitaire =⇒ T isométrie, normal et inversible.

5. T positif =⇒ T auto-adjoint.

Exemple 1.2.2.

1. L’identité I : H −→ H est auto-adjoint positif car

⟨Ix, x⟩ = ∥x∥2 ≥ 0∀x ∈ H

2. Soit l’opérateur T : ℓ2 −→ ℓ2 " shift" défini par

T (x1, x2, . . . , xn, . . .) = (0, x1, x2, . . . , xn, . . .)

On sait que

T ∗ (x1, x2, . . . , xn, . . .) = (x2, x3, . . . , xn, . . .)

T n’est pas auto adjoint car

Te1 ̸= T ∗e1 pour e1 = (1, 0, 0, 0, . . . )

T n’est pas positif car

⟨Tx, x⟩ = −1 pour x = (−1, 1, 0, 0, . . .)

De plus :

T ∗Tx = T ∗ (0, x1, x2, . . . , xn, . . .) = (x1, x2, . . . , xn, . . .)

et

TT ∗x = T (x2, x3, . . . , xn, . . .) = (0, x2, x3, . . . , xn, . . .)

Donc T n’est pas normal, n’est pas unitaire, mais c’est une isométrie.

3. Soit H = L2([0.1]) et Tφ ∈ B(H) tel que

Tφf(x) = φ(x)f(x)

avec φ continue sur [0.1] à valeurs complexes.

On sait que T ∗
φf(x) = φ(x)f(x) qui nous donne :

Tφ est auto-adjoint ⇐⇒ φ = φ̄ .

Tφ est toujours normal.

Tφ est unitaire ⇐⇒ |φ| = 1 .

Tφ est positif⇐⇒ φ est positif.
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1.2.5 Racine carré d’un opérateur borné :

Définition 1.2.5.

Soit T ∈ B(H), on dit que S ∈ B(H) est la racine carrée de T si : S2 = T

Théorème 1.2.2.

Soit T ∈ B(H) positif, alors il existe un unique opérateur positif S ∈ B(H) tel que : S2 = T

De plus, si B ∈ B(H) commute avec T, alors B ∈ B(H) commute avec S et on écrit :

S = T 1/2

Corollaire 1.2.1.

Soit A et B deux opérateurs bornés dans un espace de Hilbert H. Si A et B sont positifs

tels que : AB = BA alors AB est positif.

Preuve :

On a , A ⩾ 0 ⇒ ∃S ⩾ 0, tq : S2 = A

Et puisque B commute avec A, alors :

B commute avec S

D’où ⟨ABx, x⟩ = ⟨S2Bx, x⟩ = ⟨SBx, Sx⟩ = ⟨BSx, Sx⟩

On pose y = Sx, donc ⟨By, y⟩ ≥ 0 (car B est positif )

Alors : AB est positif.

Corollaire 1.2.2.

Soit A ⩾ 0 est inversible, alors : S = A1/2 est inversible.

Preuve :

Soit A positif et inversible (
A−1S

)
S = A−1S2 = A−1A = I

et S (A−1S) = (SA−1)S = (SA−1)ASA−1 = S2A−1 = I

car AS = SA c’est-a-dire S = ASA−1

donc S est inversible d’inverse A−1S .

Exemple 1.2.3.

1.Trouvons A1/2, ou A =

 2 0

0 1


A est un opérateur positif car : ∀x, y ∈ R On a si⟨ 2 0

0 1

 x

y

 ,

 x

y

⟩ = ⟨(2x, y), (x, y)⟩ = 2x2 + y2 ≥ 0,∀x, y ∈ R
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On remarque que B =

 √
2 0

0 1


vérifie que B2 = A. Puisque la racine carrée est unique, alors :

√
A = B =

 √
2 0

0 1



2.L ’opérateur S =

 1 0

0 3

 est une racine carrée de l’opérateur T =

 1 0

0 9


1.2.6 Commutateurs :

Soit E un espace vectoriel normé complexe de dimension infinie.

Définition 1.2.6.

Un élément X de B(E) est appelé commutateur s’il existe deux opérateurs A et B dans

B(E), tels que X = AB −BA .

Le commutant X de A ∈ B(H) est l’ensemble défini par

{A}′ = {B ∈ B(E), AB = BA}

Le bicommutant de A ∈ B(E) est l’ensemble défini par

{A}′′ = {C ∈ B(E), BC = CB, ∀B ∈ {A}′}

Dans la suite, on va citer quelques propriétés.

1. {A}′′ = {{A}′}′

2. {A} est une sous-algèbre de B(E)

3. {A}" est une sous-algèbre commutative de B(E)

4. Tout polynôme de A appartient ȧ{A}′′

1.2.7 Similarité :

Définition 1.2.7.

Soint A et B deux opérateurs dans B(H) , on dit que A et B sont similaires si et seulement

s’il existe. un opérateur inversible φ tel que : B = φAφ−1

Lemme 1.2.1.

Soint A et B deux opérateurs dans B(H) ,Rλ(A) et Rλ(B) leurs applications résolvantes

respectivement , alors Rλ(A) et Rλ(B) sont similaires si et seulement si A et B les sont

11



preuve :

Soint A et B deux opérateurs similaires dans B(H) alors il existe un opérateur φ tel que

B = φAφ−1

Rλ(B) = Rλ(φAφ
−1)

= (φAφ−1 − λI)−1

= ((φA− λφ)φ−1)−1

= φ(A− λI)−1φ−1

= φRλ(A)φ
−1

1.3 Spectre des opérateurs linéaire borné :

Définition 1.3.1.

Soit H un espace de Hilbert complexe et soit A ∈ B(H). Alors : ρ(A) est l’ensemble résolvant

de A définit comme le complément du spectre de A. Ou nous rappelons que le spectre de A est

définit par :

σ(A) = {λ ∈ C : (A− λId) non inversible }

Définition 1.3.2.

si λ ∈ ρ(A), (A− λI)−1 = Rλ(A) est appelée résolvante de A

Proposition 1.3.1. (Identité de Hilbert)

Rλ1(A)−Rλ2(A) = (λ1 − λ2) (Rλ1(A) ·Rλ2(A))

∀λ1, λ2 ∈ ρ(A)

Preuve :

On a

Rλ1 −Rλ2 = (A− λ1)
−1 − (A− λ2)

−1 = (λ2 − λ1) (A− λ1)
−1 (A− λ2)

−1

Maintenant on vas établir la nature topologique du spectre.

Théorème 1.3.1.

Le spectre de tout opérateur A ∈ B(H) est un compact non vide de C.
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Preuve :

Le spectre de A est borné car : si λ ∈ C vérifie |λ| > ∥A∥, alors : A− λId est inversible.

En effet :

|λ| > ∥A∥ =⇒ 1 >
∥∥λ−1A

∥∥
donc : I − λ−1A est inversible (série de Neumann) i-e : λI − A est inversible. D’où : λ ∈ ρ(A)

pour montrer que σ(A) est fermé on va définir la fonction

F :C −→ B(H)

λ 7−→ F (λ) = λI − A

F est continue (c’est même une isométrie) car :

∥F (λ)− F (µ)∥ = ∥(λ− µ)I∥ = |λ− µ|

On note par : Bi(H) l’ensemble des opérateurs inversibles.

σ(A) = {λ ∈ C : F ∈ B(H)/Bi(H)}

= F−1 {(B(H))/Bi(H)}

donc : σ(A) fermé car : B(H)/Bi(H) ouvert σ(A) est non vide car :

1

λ− A
=

1

λ

1

1− A
λ

=
1

λ

(
1 +

∞∑
n=1

(
A

λ

)n
)

Si |λ| > ∥A∥ alors la série de Neumann est convergente, donc si

|λ| −→ ∞, ∥Rλ∥ → 0.

Si σ(A) est vide alors : Rλ est une fonction bornée analytique (entière) donc par le théorème

de Liouville Rλ(A) égale a zéro et ceci est une contradiction.

D’où : σ(A) est non vide.

Définition 1.3.3.

Soit H un espace de Hilbert et soit A ∈ B(H) (A− λI) inversible si et seulement si :

1. (A− λI) injectif

2. (A− λI) surjective

3. (A− λI)−1 borné

Définition 1.3.4.

Soit A un opérateur, si λ ∈ σ(A) on a les cas suivants :

1.Le spectre ponctuel :

σp(A) = {λ ∈ C : (A− λI) n’est pas injectif }

13



2.Le spectre continu :

σc(A) = {λ ∈ C : (A− λI) est injectif et Im(A− λI) = H}

3.Le spectre résiduel :

σr(A) = {λ ∈ C : (A− λI) est injectif et Im(A− λI) ̸= H}

Remarque 1.3.1.

σ(A) = σp(A) ∪ σc(A) ∪ σr(A)

Lemme 1.3.1.

Soit A ∈ B(H) alors :

σ (A∗) = {λ̄, λ ∈ σ(A)}

Preuve :

Si λ ∈ ρ(A) alors : T − λI est inversible, donc :

(A− λI)∗ = λ̄I − A∗

est inversible alors : λ̄ ∈ ρ (A∗)

Si on remplace A par A∗ on trouve λ̄ ∈ ρ (A∗) =⇒ λ ∈ ρ(A)

Proposition 1.3.2.

Soit A un opérateur borné, A est positif si et seulement si A est auto adjoint et

σ(A) ⊂ [0,∞[

Preuve :

1. =⇒ ça vient directement de la propriété d’un opérateur positif.

2. Pour l’autre sens, si σ(A) ⊂ [0,∞[ , alors pour tout a > 0 on a ; − a ∈ ρ(A) (ensemble

résolvant de A ). On utilise alors le lemme classique qui dit que si A est auto-adjoint et si λ ∈

ρ(A) alors :

∥RA(λ)∥ ≤ 1

dist(λ, σ(A))

dans notre cas on obtient

∥(A+ a)u∥ ≥ a∥u∥
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Cela implique que

a2∥u∥2 ≤ ∥(A+ a)u∥2 ≤ ∥Au∥2 + 2a < Au, u > +a2∥u∥2

d’où :

< Au, u >≥ −(2a)−1∥Au∥2

qui est valable pour n’importe quel a > 0 ce qui implique bien que A est positif.

Théorème 1.3.2.

Soit A ∈ B(H)

1. Si A est inversible alors : σ (A−1) =
{

1
λ
, λ ∈ σ(A)

}
2. σ(P (A)) = P (σ(A)) pour tout P ∈ C[X] ( théorème spectral mapping).

Preuve :

1. Puisque A inversible, alors : 0 n’appartient pas a σ(A) et (σ(A))−1 a un sens : On

A−1 − λ−1 = (λ− A)λ−1A−1

λ−1 ∈ ρ (A−1) ⇐⇒ A−1 − λ−1 est inversible ⇐⇒ (λ − A)λ−1A−1 est inversible donc : (λ − A)

est inversible . Alors : λ ∈ ρ(A

D’ou : λ−1 =
1

λ
∈ σ

(
A−1

)
⇐⇒ λ ∈ σ(A)

2. Soit λ ∈ C posons Q(z) = λ − P (z), Q(z) est un polynôme de degré n car P (z) est un

polynôme. D’après : le théorème fondamental de l’algèbre Q(z) admet n racines i-e :

Q(z) = c (z − µ1) (z − µ2) . . . . . . (z − µn) , c ̸= 0, µ1, µ2, . . . , µn ∈ C

λ ∈ ρ(A) ⇐⇒ λI − P (A)inversible ⇐⇒ Q(A) inversible

⇐⇒c (z − µ1) (z − µ2) . . . . . . (z − µn) inversible

⇐⇒(−µi) inversible ∀i

⇐⇒µi ∈ P (A) ∀i

⇐⇒Q(µ) ̸= 0 ∀µ ∈ σ(A)

⇐⇒λ ̸= P (µ) ∀µ ∈ σ(A)

⇐⇒λ n’appartient pas à P (σ(A))
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Exemple 1.3.1. On utilise le théorème spectral pour calculer le spectre d’une polynôme par

exemple :

A =

 2 0

0 1


On a : σ(A) = {1, 2} Si on veut calculer σ (A2) a partir de σ(A) on trouve

σ
(
A2
)
= {1, 4}

car : si P (x) = x2, alors : σ (A2) = (σ(A))2.

Proposition 1.3.3.

Soit H un espace de Hilbert et A ∈ B(H) un opérateur auto-adjoint on a :

1. le spectre σ(A) est réel de plus si z et z’ sont des valeurs propres distincts de A on a

Ker(A− zI) ⊥ Ker (A− z′I)

2. σr(A) = ∅.

3. σ(A) ⊂ [m,M ] ou m = inf∥x∥=1 < Ax, x > et M = sup∥x∥=1 < Ax, x >.

4. r(A) = ∥A∥ ou r(A) est le module du plus grand élément du spectre, appelée le rayon spectral.

Définition 1.3.5.

Soit A ∈ B(H) alors : limn→∞ ∥An∥
1
n existe et :

r(A) = lim
n→∞

∥An∥
1
n

Théorème 1.3.3.

Soit A opérateur dans B(H) .Alors :

1. A auto adjoint ⇒ σ(A) ⊂ R.

2.A unitaire ⇒ σ(A) ⊆ {λ ∈ C, |λ| = 1}.

Remarque 1.3.2.

Si σ(A) ⊂ R il n’est pas nécessaire que A est auto-adjoint.

Exemple 1.3.2.

Soit A opérateur dans B(H) tel que :

A =

 0 1

0 0


n’est pas auto adjoint mais son spectre est réel.
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1.3.1 Décomposition spectrale :

Projecteurs spectraux :

Définition 1.3.6.

Pour toute valeur propre λi , on note Pλi
où Pi la projection sur le sous espace Eλi

(dimension finie ) parallèlement où sous espace ⊕r
j=1Eλi

Pi sont les projecteurs spectraux de A

tel que Pi(x) = x ,si x ∈ Eλi
et Pi(x) = 0 , si x ∈ Eλi

, i ̸= j

Propriétés :

Soit λi sont les valeurs propre de A tel que Pi les projecteurs spectraux de A .Alors :∑
i

Pi = IE

∀i ̸= j : PiPj = 0

∀i : P 2
i = Pi

Si A est diagonalisable on écrite

A =
∑
i

λiPi

Exemple 1.3.3.


1 1 1

1 1 1

1 1 1


les valeurs propres sont 0, 3 les projecteurs spectraux associés P0 , P1 vérifient

P0 + P1 = I3

A = α0P0 + α1P1

A = 3P1

P1 =
1
3
A,P0 = I3 − 1

3
A

17



Chapitre 2

Solution des équations matricielles

dans le cas fini :

Dans ce chapitre , nous présentons des solutions d’équations d’opérateurs matricielles à l’état

fini pour certains types d’équations de classe BX−XA = Q , où les deux matrices A,B ont des

dimensions différentes et où l’état généralisé de l’équation est de la forme BXC +DXA = Q

et pour une référence plus. Pour plus de détail vois [22].

2.1 Solution d’équation BX −XA = Q :

Définition 2.1.1.

Soit A =
n∑

i=1

λiEi La représentation de A où chaqueλi est une valeur propre de A et chaque

Ei est une matrice idempotente matrice carrée nais pas nécessairement symétrique associée à

λi est appelée spectrale décomposition.

Nous voulons résoudre l’équation matricielles de type

BX −XA = Q (2.1)

Théorème 2.1.1.

Soit A une matrice carrée de dimension m, tel que A =
m∑
j=1

ajEj et B est une matrice carrée

de dimension n, tel que B =
n∑

K=1

bKFK , où les Ej et les Fk forment chacun des ensembles

distincts de matrices orthogonales idempotentes. Une nécessaire et condition suffisante pour

que l’équation matricielle admet solution X,

X =
m∑
k=1

n∑
j=1

1

bk − aj
FkQEj
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est que chaque fois que pour une paire d’indices s etr , as = br qui est les racines caractéristiques

sont égales , alors FrQEs = 0 .

Preuve :

Supposons que X est une solution de Eq (2.1) tel que as = br . Alors Eq (2.1) implique :

n∑
k=1

(bkFk)X −X

(
m∑
j=1

ajEj

)
= Q (2.2)

qui peut être réécrit comme :
n∑

k=1

bkFkX −
m∑
j=1

ajXEj = Q (2.3)

Multiplication à gauche par Fr et en multipliant à droite par Es obtient :

brFrXEs − asFrXEs = FrQEs (2.4)

parce que Es et Fr sont orthogonaux idempotents .

(br − as)FrXEs = FrQEs (2.5)

par hypothèse br − as = 0 , donc le côté gauche de l’équation (2, 5) devient 0 cela implique :

FrQEs = 0

Pour montrer la suffisance, la convention suivante sera utilisée . Si as = br , alors FrQEs = 0

et 0 = 0 . Ainsi l’expression

1

bk − aj
FkQEj (2.6)

a un sens pour tout j etk . Soit ensuite X défini comme suit

X =
m∑
k=1

n∑
j=1

1

bk − aj
FkQEj (2.7)
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Si X est une solution de Eq (2.1), remplacer X par V devrait conduire à Q .

BV-VA = B

m∑
k=1

n∑
j=1

1

bk − aj
FkQEj −

m∑
k=1

n∑
j=1

1

bk − aj
FkQEjA

=
m∑
k=1

n∑
j=1

[
1

bk − aj
BFkQEj − FkQEjA

]

=
m∑
k=1

n∑
j=1

1

bk − aj

n∑
λ=1

(bλFλ)FkQEj − FkQEj

m∑
µ=1

(aµEµ)

=
m∑
k=1

n∑
j=1

1

bk − aj
bkFkQEj − ajFkQEj

=
m∑
k=1

n∑
j=1

FkQEj

=

(
m∑
k=1

Fk

)
Q

(
n∑

j=1

Ej

)
= Q

donc , V est une solution d’Eq (2.1) et la preuve est complète.

Exemple 2.1.1.

La technique dérivée dans le théorème (2.1.1) sera maintenant utilisé pour résoudre l’équa-

tion suivante :  2 1

0 3

X −X


1 0 0

0 2 1

0 0 3

 =

 1 2 3

4 2 −2


La représentation de A est

A = a1E1 + a2E2 + a3E3

et B

B = b1F1 + b2F2

On a :

A = 1


1 0 0

0 0 0

0 0 0

+ 2


0 0 0

0 −1 −1

0 0 0

+ 3


0 0 0

0 0 1

0 0 1


B = 2

 1 −1

0 0

+ 3

 0 1

0 1


A partir du théorème (2.1.1) , la solution X s’écrit sous la forme

X =
2∑

k=1

3∑
j=1

1

bk − aj
FkQEj
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X =
1

b1 − a1
F1QE1 +

1

b1 − a3
F1QE3 +

1

b2 − a1
F2QE1 +

1

b2 − a2
F2QE2

X =
1

2− 1

 1 −1

0 0

 1 2 3

4 2 −2




1 0 0

0 0 0

0 0 0

+
1

2− 3

 1 −1

0 0

 1 2 3

4 2 −2




0 0 0

0 0 1

0 0 1

+

1

3− 1

 0 1

0 1

 1 2 3

4 2 −1




1 0 0

0 0 0

0 0 0

+
1

3− 2

 0 1

0 1

 1 2 3

4 2 −1




0 0 0

0 1 −1

0 0 0



X =

 −3 0 0

0 0 0

−

 0 0 5

0 0 0

+
1

2

 4 0 0

4 0 0

+

 0 2 −2

0 2 −2


X =

 −1 2 −7

2 2 −2


Pour étendre les résultats du théorème (2.1.1) , on utilisera le fait que si deux matrices

commutent, alors leurs matrices idempotentes commutent .

2.2 Solution d’équation BXC +DXA = Q :

Théorème 2.2.1.

Soit A et C des matrices carrées de dimension m , tel que A et C des matrices idempo-

tentes orthogonales. Soit B et D des matrices carrées de dimension n , tel que B idempotente

orthogonale. Vérifiera AC = CA et BD = DB . l’équation matricielle

BXC +DXA = Q (2.8)

a une solution X =
m∑
i=1

n∑
k=1

m∑
j=1

n∑
l=1

1
cjbk+aidl

HlFkQGjEi est que chaque fois que pour un ensemble

d’indices {r, s, v, p} les conditions suivantes : csbv + ardp = 0 , on a : HpFvQGsEr = 0

Preuve :

Supposons que X est une solution de Eq (2.8) tel que csbv + ardp = 0 . Alors Eq (2.8)

implique : (
n∑

k=1

bkFk

)
X

(
m∑
j=1

cjGj

)
+

(
n∑

l=1

dlHl

)
X

(
m∑
i=1

aiEj

)
= Q
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Multiplication à gauche par Fv et à multipliant en même temps à droite par Gs donne :

csbvFvXGs + Fv

(
n∑

l=1

dlHl

)
X

(
m∑
i=1

aiEi

)
Gs = FvQGs (2.9)

En utilisant le fait que si deux matrices commutent, alors leurs matrices idempotentes com-

mutent, Eq (2.9) peut être écrit comme :

csbvFvXGs +
n∑

l=1

dlHl FvXGs

m∑
i=1

aiEi = FvQGs

Multiplication à gauche par Hp et à multipliant en même temps à droite par Er , qui résulte en

csbvHpFvXGsEr + ardpHpFvXGsEr = HpFvQGsEr (2.10)

Eq (2.10) implique :

(csbv + ardp)HpFvXGsEr = HpFvQGsEr (2.11)

par hypothèse csbv+ardp = 0 , donc le côté gauche de l’équation (2, 11) devient 0 cela implique :

HpFvQGsEr = 0

Si csbv = −ardp , alors HpFvQGsEr = 0 et 0 = 0 . Ainsi l’expression

1

cjbk + aidl
HlFkQGjEi

V défini comme suit :

V =
m∑
i=1

n∑
k=1

m∑
j=1

n∑
l=1

1

cjbk + aidl
HlFkQGjEi (2.12)

et soit V une solution de Eq (2.8) . Remplaçant ainsi la représentation spectrale des matrices

A,B,C et D donne :

BV C +DV A =
n∑

λ=1

bλFλ

m∑
i=1

n∑
k=1

m∑
j=1

n∑
l=1

1

cjbk + aidl
HlFkQGjEi

m∑
µ=1

cµGµ+

n∑
σ=1

dσHσ

m∑
i=1

n∑
k=1

m∑
j=1

n∑
l=1

1

cjbk + aidl
HlFkQGj

m∑
ϕ=1

aϕEϕ =

m∑
i=1

n∑
k=1

m∑
j=1

n∑
l=1

1

cjbk + aidl
(

n∑
λ=1

bλFλ)HlFkQGjEi(
m∑

µ=1

cµGµ)+

m∑
i=1

n∑
k=1

m∑
j=1

n∑
l=1

1

cjbk + aidl
(

n∑
σ=1

dσHσ)HlFkQGjEi(
m∑

ϕ=1

aϕEϕ)
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En utilisant les propriétés de matrices idempotentes orthogonales et la conunutivité , donne :

=
m∑
i=1

n∑
k=1

m∑
j=1

n∑
l=1

1

cjbk + aidl
cjbkHlFkQGjEi +

m∑
i=1

n∑
k=1

m∑
j=1

n∑
l=1

1

cjbk + aidl
aidlHlFkQGjEi

=
m∑
i=1

n∑
k=1

m∑
j=1

n∑
l=1

1

cjbk + aidl
(cjbk + ajd1)H1FkQGjEi

=
m∑
i=1

n∑
k=1

m∑
j=1

n∑
l=1

HlFkQGjEi

=
m∑
l=1

Hl

n∑
k=1

FkQ
m∑
j=1

Gj

n∑
i=1

Ei

= Q

donc , V est une solution d’Eq (2.8) et la preuve est complète.

Dans le cas plus général, les solutions d’équations de type
n∑

i=1

AiXBi = Q (2.13)

où les matrices A et B sont carrées et de dimensions différentes . Pour résoudre ce type d’équa-

tion , les restrictions suivantes devraient être respectées :

1 - Ai et Bi devrait être un ensemble commutatif

2 -
n∑

i=1

m∑
j=1

aibj = 0

Si ces restrictions tiennent , alors on a

(
n∑

i=1

Ei)Q(
m∑
j=1

Fj) = 0

Remarque 2.2.1.

Toutes les matrices ne peuvent pas être décomposées en une représentation qui n’implique

que des matrices idempotentes.Cependant, une matrice de ce type peut toujours être décomposée

en utilisant à la fois des matrices idempotentes et des matrices nilpotentes.

Si E est une matrice idempotente, alors Soit Ē sa matrice nilpotente associée.

Deux propriétés des matrices nilpotentes sont

1 - EiĒi = Ēi = ĒiEi

2 - EiĒj = ĒiĒj = 0 (i ̸= j)

Théorème (2.2.2) généralisant à ce cas plus inclusif résultats dans le théorème (2.1.1)

Théorème 2.2.2.

Soit A une matrice carrée de dimension m, tel que A =
m∑
i=1

aiEi + Ēi et B est une matrice

carrée de dimension n, tel que B =
n∑

j=1

bjFj + F̄j , où les Ei et les Fj sont des ensembles com-

plets de principales matrices idempotentes et Ēi , F̄j sont des ensembles complets de matrices
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nilpotentes , associés à A et B respectivement . Si QĒi = F̄jQ et XEi = F jX pour tout i et j

, alors l’équation BX − XA = Q admet X =
m∑
i=1

n∑
k=1

1
bk−ai

FkQEi une solution X est que pour

une paire d’entiers r et s ,as = br , tel que BrQAs = 0 .

Preuve :

soit X une solution de

BX −XA = Q (2.14)

de telle sorte que as = br. alors l’équation : BX −XA = Q implique[
n∑

j=1

(bjFj + F̄j)

]
X −X

[
m∑
i=1

(aiEi + Ēi)

]
= Q

n∑
j=1

bjFjX +
n∑

j=1

F̄jX −
m∑
i=1

aiXEi −
m∑
i=1

XĒi = Q

En rappelant les propriétés des matrices nilpotentes qui sont énoncées dans l’équation : (2.14)

et en multipliant à partir de la gauche par Fr de façon terme, on obtient

brFrX + F̄rX −
m∑
i=1

aiFrXEi −
m∑
i=1

FrXĒi = FrQ

La multiplication à partir de la droite par Es de façon terme donne

brFrXEs + F rXEs − asFrXEs − FrXEs = FrQEs (2.15)

Regrouper et simuler l’Eq (2.15) devient

(br − as)FrXEs + Fr(F rX −XEs)Es = FrQEs (2.16)

Mais par hypothèseF rX = XEs qui implique Eq (2.16) est

(br − as)FrXEs = FrQEs (2.17)

Encore une fois, par hypothèse br = as et donc le côté gauche de Eq (2, 17) est nul ce qui

implique que

FrQEs = 0

Pour montrer la suffisance, la convention sera utilisée chaque fois que as = br puis et 0 = 0 .

Ainsi, l’expression
1

bk − aj
FkQEj
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aura une signification pour toutes les valeurs de j et k

Soit V une solution d’Eq (2.26) où

V =
m∑
i=1

n∑
k=1

1

bk − ai
FkQEi (2.18)

Ensuite, le côté gauche de l’équation (2.14) est

BV − V A = B

(
m∑
i=1

n∑
k=1

1

bk − ai
FkQEi

)
−

(
m∑
i=1

n∑
k=1

1

bk − ai
FkQEi

)
A

=
m∑
i=1

n∑
k=1

1

bk − ai
BFkQEi −

m∑
i=1

n∑
k=1

1

bk − ai
FkQEiA

Remplacez les décompositions spectrales par A et B pour obtenir

BV − V A =
m∑
i=1

n∑
k=1

m∑
λ=1

1

bk − ai

(
bλFλ + F λ

)
FkQEi −

m∑
k=1

n∑
i=1

1

bk − ai

n∑
µ=1

(
aµEµ + Eµ

)
FkQEi

=
m∑
i=1

n∑
k=1

1

bk − ai
(bkFk + F k)QEi −

m∑
i=1

n∑
k=1

1

bk − ai
FkQ(aiEi + Ei)

L’ajout et la factorisation des termes courants donnent :

BV − V A =
m∑
i=1

n∑
k=1

1

bk − ai
(bkFk + F k)QEi − FkQ(aiEi + Ei) (2.19)

=
m∑
i=1

n∑
k=1

1

bk − ai
bkFkQEi + F kQEi − aiFkQEi + FkQEi (2.20)

en appliquant l’hypothèse et les propriétés des matrices idempotentes et nilpotentes à Eq

(2.20) , cette équation se simplifie en suite :

BV − V A =
m∑
i=1

n∑
k=1

1

bk − ai
bkFkQEi − aiFkQEi

=
m∑
i=1

n∑
k=1

1

bk − ai
(bk − ai)FkQEi

=
m∑
i=1

n∑
k=1

FkQEi

= (
n∑

k=1

Fk)Q(
m∑
i=1

Ei)

= Q

D’où V solution de BX −XA = Q.
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Exemple 2.2.1.

Pour appliquer la théorème (2.2.2) . Si A,B,Q des matrices telle que :

A


2 −1 1

3 3 −2

4 1 0

 et B

 1 2

2 1

 Q

 1 2 −2

2 1 −1


Ainsi, Eq (2.14) devient

 1 2

2 1

X −X


2 −1 1

3 3 −2

4 1 0

 =

 1 2 −2

2 1 −1


Les décompositions de A et B sont :

A = a1E1 + E1 + a2E2 + E2

B = b1F1 + b2F2

donc

A = 1

1

4


2 2 −2

−1 5 −1

−3 3 1


+

1

4


0 0 0

10 10 −10

10 10 −10


+ 3

1

4


2 −2 2

1 −1 1

3 −3 3


+ 0

B = −1

1

2

 1 −1

−1 1

+ 3

1

2

 1 1

1 1


D’après le théorème (2.2.2) , la valeur de X recherchée peut être représentée comme Eq (2.18)

comme suit

X =
2∑

i=1

2∑
k=1

1

bk − ai
FkQEi (2.21)

L’expansion de l’équation (2.21) implique

X =
1

b1 − a1
F1QE1 +

1

b1 − a2
F1QE2 +

1

b2 − a1
F2QE1 (2.22)

Pour tous les autres choix de i et k, la différence bk−ai = 0 , par conséquent, par la convention

du théorème (2.2.2) :

X =

(
−1

2

)(
1

2

)(
1

4

) 1 −1

−1 1

 1 2 −2

2 1 −1




2 2 −2

−1 5 −1

−3 3 1


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+

(
−1

4

)(
1

2

)(
1

4

) 1 −1

−1 1

 1 2 2

2 1 −1




2 −2 2

1 −1 1

3 −3 3



+

(
1

2

)(
1

2

)(
1

4

) 1 1

1 1

 1 2 −2

2 1 −1




2 2 −2

−1 5 −1

−3 3 1


X =

(
−1

16

) 0 0 0

0 0 0

+

(
−1

32

)−4 4 −4

4 −4 4

+

(
1

16

) 12 12 −12

12 12 −12


X =

1

8

 7 5 −5

4 7 −7


Le théorème suivent généralise les résultats du théorème (2.2.1)

Théorème 2.2.3.

Soit A et C des matrices carrées de dimension m, telles que

A =
m∑
i=1

aiEi +Ei et C =
m∑
j=1

cjGj +Gj et que B et D soient des matrices carrées de dimension

n, et les matrices B,D tel que B =
n∑

k=1

bkFk+F k et D =
n∑

l=1

dlHl+H l, où les ensembles Ei, Gj,

Fk et Hl sont des matrices idempotentes et les ensembles Ei, Gj, F k et H l sont des matrices

nilpotentes l’équation

BXC +DXA = Q (2.23)

admet une solution X =
m∑
p=1

m∑
v=1

n∑
r=1

n∑
s=1

1
brcs+dvap

HvFrQGsEp et pour un ensemble d’indices

r, s, v, p où HvFr et GsEp forment des matrices non singulières :

csF rQ+ brQGs + apHvQ+ dvEpQ+ F rQGs +HvQEp = 0

implique que X est aussi une solution l’équation

(brcs + dvap + csF r + apHv)X +X(brGs + dvEp) + F rXGs +HvXEp = Q

Preuve :

soit X solution de l’équation (2.23) on a :

Q =

(
n∑

k=1

bkFk + F k

)
X

(
m∑
j=1

cjGj +Gj

)
+

(
n∑

l=1

dlHl +H l

)
X

(
m∑
i=1

aiEi + Ei

)
(2.24)

Donc

Q =

(
n∑

k=1

bkFk

)
X

(
m∑
j=1

cjGj

)
+

(
n∑

k=1

bkFk

)
X

(
m∑
j=1

Gj

)
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+

(
n∑

k=1

F k

)
X

(
m∑
j=1

cjGj

)
+

(
n∑

k=1

F k

)
X

(
m∑
j=1

Gj

)

+

(
n∑

l=1

dlHl

)
X

(
m∑
i=1

aiEi

)
+

(
n∑

l=1

dlHl

)
X

(
m∑
i=1

Ei

)

+

(
n∑

l=1

H l

)
X

(
m∑
i=1

aiEi

)
+

(
n∑

l=1

H l

)
X

(
m∑
i=1

Ei

)
Multipliant à gauche par Fr et Hv dans cet ordre de façon terminologique puis multipliant à

droite par Gs et Ep dans cet ordre dans un mode terminologique utilisant la commutativité et

les propriétés idempotentes de ces matrices donne des résultats de l’équation précédente on a :

HvFrQGsEp = brcsHvFrXGsEp + brHvFrXGsEp

csHvF rXGsEp +HvF rXGsEp + dvapHvFrXGsEp

dvHvFrXGsEp + apHvFrXGsEp +HvFrXGsEp

en utilisant les propriétés des matrices nilpotentes et le factorisation , l’équation précédente

peut être réduite à

HvFrQGsEp =

HvFr

[(
brcs + dvap + csF r + apHv

)
X +X

(
brGs + dvEp

)
+ F rXGs +HvXEp

]
GsEp

Depuis HvFr et GsEp sont des matrices non singulières, alors leurs inverses existent ce qui

donne :

Q =
(
brcs + dvap + csF r + apHv

)
X +X

(
brGs + dvEp

)
+ F rXGs +HvXEp

Implique que X est la solution de cette équation et que sera utilisée à chaque fois brcs+dvap = 0

, puis HvFrXGsEp = 0, puis l’expression

1

brcs + dvap
HvFrXGsEp (2.25)

Sera bien défini. Soit V une solution à Eq (2.23) où

V =
m∑
p=1

m∑
v=1

n∑
r=1

n∑
s=1

1

brcs + dvap
HvFrQGsEp (2.26)

Alors

BV C +DV A =

(
n∑

r=1

(
bkFk + F k

))( m∑
p=1

m∑
v=1

n∑
r=1

n∑
s=1

1

brcs + dvap
HvFrQGsEp

)

.

(
m∑
j=1

(
cjGj +Gj

))
+

(
n∑

l=1

(
dlHl +H l

))
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.

(
m∑
p=1

m∑
v=1

n∑
r=1

n∑
s=1

1

brcs + dvap
HvFrQGsEp

)(
m∑
i=1

(
aiEi + Ei

))
Simplifier l’équation précédente en multipliant et en utilisant les propriétés des matrices idem-

potentes et nilpotentes donne :

BV C+DV A =
m∑
p=1

m∑
v=1

n∑
r=1

n∑
s=1

[
(csbr+dvap) HvFrQGsEpHvFr(csFrQ+brQGs+apHvQ+dlEp+FrQGs+HlQEp)GsEp

brcs+dvap

]
En utilisant la condition du théorème (2.2.3) l’équation

=
m∑
p=1

m∑
v=1

n∑
r=1

n∑
s=1

HvFrQGsEp

= Q

Ce qui complète la preuve de ce théorème.

Généralisation de ces résultats aux équations de type
n∑

i=1

AiXBi = Q (2.27)

Où

Ai =
m∑
j=1

(
aijAij + Aij

)
and Bi =

m∑
j=1

(
bijBij +Bij

)
Avec {Aij},{Bij} formant des ensembles de matrices idempotentes complètes et {Aij},{Bij}

former des ensembles complets de matrices nilpotentes.

Une condition nécessaire et suffisante pour que l’Eq (2.27) une solution X est que chaque fois

que pour un ensemble d’indices,
n∏

i=1

m∏
j=1

Aij et
n∏

i=1

m∏
j=1

Bij ont des inverses et
n∑

i=1

m∑
j=1

bijAijQ+
n∑

i=1

m∑
j=1

AijQBij = 0 puis Xest aussi une solution de(
n∑

i=1

m∏
j=1

aijbij +
n∑

i=1

m∑
j=1

bijAij

)
X +X

(
n∑

i=1

m∑
j=1

aijBij

)
+

n∑
i=1

m∑
j=1

(
n∏

i=1

m∏
j=1

AijXBij

)
= Q

Une autre solution à Eq (2.27) existe si l’une ou l’autre paire de matrices B, C ou A, D sont

inversibles , alors l’équation à résoudre est

X + B−1DXAC−1 = B−1QC−1

ou

D−1BXCA−1 + X = D−1QA−1
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Chapitre 3

Existence des solutions d’équations

d’operateurs du type : Sylvester et

Lyapunov dans B(H)

Ce chapitre est consacré à l’étude de l’existence des solution de quelque équations d’opéra-

teurs de type Sylvester et Lyapunov, dans le cas infini et la solution définie sous deux forme .

Théorème 3.0.1.

Soient A et B deux opérateurs bornés sur B(H), avec B un operateur normal si AB = BA

alors, AB∗ = B∗A .

Ce théorème fut établit en 1950 par Fuglede, puis la généralisation de la version de Fuglede

est donnée par C.R.Putnam en 1951 .

Théorème 3.0.2. (Fuglede Putnam) [12]

Soient A , B et X trois opérateurs bornés sur B(H) , avec A et B nourmaux si AX = XB

alors A∗X = XB∗ .

3.0.1 Propriété de Fuglede Putnam

On dit que la paire (A,B) satisfait la propriété (FP )B(H)(propriété de Fuglede- Putnam)

si AX = XB alors, A∗X = XB∗ tel que X,A et B ∈ B(H) .

Proposition 3.0.1.

Soit A un opérateur normal dans B(H) , il exsite une base orthognal projections et des

nombres complexes λi tels que
∞∑
i=1

pi = I , A =
∞∑
i=1

λipi ou pi ces les projections orthognals .
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Preuve :

Si pi = p(λi) , A normal donc A =
∫
λdp(λ) =

∞∑
i=1

λip(λi) =
∞∑
i=1

λipi

Définition 3.0.1.

On dit que la suite {xn : n ∈ N} converge SOT dans B(H) si (xn) converge en norme dans

H pour tout x ∈ H . Ax = lim
n→∞

xnx et on ecrit xn
S0T→ x .

Lemme 3.0.1.

Si {xn : n ∈ N} ⊂ B(H) , donc les assertions suivantes sont équivalentes :

1- xn
S0T→ x pour X ∈ B(H)

2- Sup∥xn∥ < ∞

3- Si xn
S0T→ x et yn

S0T→ y alors xnyn
S0T→ xy

3.1 L’équation AX −XB = C dans B(H) :

Rappelons que si M est un sous-espace vectoriel fermé de H et T ∈ B(H), alors T s’écrit

suivant la décomposition H = M ⊕M⊥ sous la forme

T =

 A B

C D


oũ A ∈ B(M), B ∈ B

(
M⊥,M

)
, C ∈ B

(
M,M⊥) et D ∈ B

(
M⊥) .

Proposition 3.1.1.

Soit A un opérateur linéaire borné défini sur H ⊕ H tel que A =

 Q R

S T

 alors son

adjoint A∗ est donné par A∗ =

 Q∗ S∗

R∗ T ∗

 .
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Preuve : Soient A =

 Q R

S T

 , X =

 x1

x2

 et Y =

 y1

y2

 on a

⟨AX, Y ⟩ =

⟨ Q R

S T

 x1

x2

 ,

 y1

y2

⟩

=

⟨ Qx1 +Rx2

Sx1 + Tx2

 ,

 y1

y2

⟩
= ⟨Qx1 +Rx2, y1⟩+ ⟨Sx1 + Tx2, y2⟩

= ⟨Qx1, y1⟩+ ⟨Rx2, y1⟩+ ⟨Sx1, y2⟩+ ⟨Tx2, y2⟩

= ⟨x1, Q
∗y1⟩+ ⟨x2, R

∗y1⟩+ ⟨x1, S
∗y2⟩+ ⟨x2, T

∗y2⟩

= ⟨x1, Q
∗y1 + S∗y2⟩+ ⟨x2, R

∗y1 + T ∗y2⟩

=

⟨ x1

x2

 ,

 Q∗ S∗

R∗ T ∗

 y1

y2

⟩ = ⟨X,A∗Y ⟩

Proposition 3.1.2.

Soit T un opérateur dans B(H)et T ∗ son adjoint alors , les deux opérateurs T ∗T et TT ∗

sont positifs.

Preuve : On a pour tout f ∈ H

⟨T ∗Tf, f⟩ = ⟨Tf, Tf⟩ = ∥Tf∥2 ⩾ 0

et

⟨TT ∗f, f⟩ = ⟨T ∗f, T ∗f⟩ = ∥T ∗f∥2 ⩾ 0

Lemme 3.1.1.

Si la matrice d’opérateurs

 Q R

S T

 définie sur H ⊕ H est inversible alors, l’opérateur

S∗S +Q∗Q est inversible sur H .

Preuve : Soit

 Q R

S T

 une matrice inversible sur H ⊕ H alors, S∗S + Q∗Q est un

opérateur positif (somme de deux opérateurs positifs),

σ (S∗S +Q∗Q) = σa (S
∗S +Q∗Q)

Où σ et σa representent réspectivement le spectre, et le spectre approche, si on suppose

S∗S +Q∗Q est non inversible alors, il existe une suite (xn)n ⊂ H telle que :

∥xn∥ − 1,∀n ⩾ 1et lim
n→+∞

∥(S∗S +Q∗Q)xn∥ = 0
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On a

∥

 Q R

S T

 (xn ⊕ 0) ∥2

=

⟨ Q R

S T

 (xn ⊕ 0) ,

 Q R

S T

 (xn ⊕ 0)

⟩
.

=

⟨ Q R

S T

∗ Q R

S T

 (xn ⊕ 0) , (xn ⊕ 0)

⟩
.

=

⟨ Q∗ S∗

R∗ T ∗

 Q R

S T

 (xn ⊕ 0) , (xn ⊕ 0)

⟩
.

=

⟨ Q∗Q+ S∗S Q∗R + S∗T

R∗Q+ T ∗S R∗R + T ∗T

 (xn ⊕ 0) , (xn ⊕ 0)

⟩
.

=

⟨ (Q∗Q+ S∗S)xn

(R∗Q+ T ∗S)xn

 , (xn ⊕ 0)

⟩
= ⟨(Q∗Q+ S∗S)xn, xn⟩

mais comme

lim
n→+∞

((S∗S +Q∗Q)xn, xn) = 0

alors

lim
n→+∞

∥∥∥∥∥∥
 Q R

S T

 (xn ⊕ 0)

∥∥∥∥∥∥
2

= 0

Ce qui contredit notre hypothéses et la preuve est achevée.

Théorème 3.1.1.

Soient A et B deux opérateurs normaux bornés dans B(H) et verifient la propriété de

(FP )(B(H))(propriété de Fuglede- Putnam) C est opérateur dans B(H), alors l’ équation :

AX −XB = C

admet une solution X dans B(H) si et seulement si,

 A 0

0 B

 et

 A C

0 B

 sont deux

opérateurs similaires sur H ⊕H .

Preuve : Si l’équation AX −XB = C admet une solution X, alors I −X

0 I

 A 0

0 B

 I X

0 I

 =

 A AX −XB

0 B

 =

 A C

0 B


par conséquent

 A 0

0 B

 et

 A C

0 B

 sont similaires, supposons maintenant que les opéra-

teurs

 A 0

0 B

 et

 A C

0 B

 sont similaires alors, il existe un opérateur inversible

 Q R

S T


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dans B(H ⊕H) tel que A 0

0 B

 Q R

S T

 =

 Q R

S T

 A C

0 B


 AQ AR

BS BT

 =

 QA QC +RB

SA SC + TB


Ce qui nous donne aprés l’identification terme par terme

QA = AQ et AR−RB = QC

BS = SA et BT − TB = SC

en appliquant la propriété (FP )B(H) (propriété de Fuglede- Putnam), on obtient BS∗ = S∗A

et AQ∗ = Q∗A par conséquent

AS∗S = S∗SA

d’où A commute avec S∗S et Q∗Q, donc avec la somme S∗S + Q∗Q l’inverse (S∗S +Q∗Q)−1

commute aussi avec A, car en général si A commute avec B, il commute avec B−1 .

En effet

AB = BA ⇔ B−1BAB−1 = B−1ABB−1 ⇔ AB−1 = B−1A

de plus on obtient

(S∗S +Q∗Q)C = Q∗(AR−RB) + S∗(BT − TB)

= (AQ∗R + AS∗T )− (Q∗RB + S∗TB)

= A (Q∗R + S∗T )− (Q∗R + S∗T )B

D’après lemme (3.1.1) l’opérateur S∗S + Q∗Q est inversible, son inverse commute avec A par

conséquent

C = A (S∗S +Q∗Q)−1 (Q∗R + S∗T )− (S∗S +Q∗Q)−1 (Q∗R + S∗T )B

d′ou̇

X = (S∗S +Q∗Q)−1 (Q∗R + S∗T )

Corollaire 3.1.1.

Soint A et B deux opérateurs dans B(H) , si la paire (B,A) satisfait la propriété (FP )B(H)

(propriété de Fuglede- Putnam) , alors l’équation AX −XB = C admet une solution X dans

B(H) si et seulement si

A 0

0 B

 et

A C

0 B

 sont deux opérateurs similaires sur H ⊕H l’un

des cas suivants :
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i) A dominant .

ii) A p-hyponormal .

iii) A K-quasihyponormal .

3.1.1 La solution d’équation (A+ λ)X −X(B + µ) = C

Soit l’équation (A + λ)X −X(B + µ) = C tel que A et B deux opérateurs nermaux dans

B(H) , λ et µ ∈ C. Sous les conditions du théoréme 3.1.1 l’équation admet une solution unique.

Remarque 3.1.1.

Soit A un opérateur dans B(H), λ ∈ C . L’opérateur A+ λ est normal puisque :

(A+ λ)∗(A+ λ) = (A∗ + λ̄)(A+ λ)

= A∗A+ λA∗ + λ̄A+ λ̄λ

= AA∗ + λA∗ + λ̄A+ λ̄λ

= (A+ λ)(A+ λ)∗

preuve : Si l’équation admet une solution X alorsI −X

0 I

(A+ λ) 0

0 (B + µ)

I X

0 I

 =

(A+ λ) (A+ λ)X −X(B + µ)

0 (B + µ)



=

(A+ λ) 0

0 (B + µ)


par conséquent

(A+ λ) 0

0 (B + µ)

 et

(A+ λ) C

0 (B + µ)

 sont similaires .

Supposons maintenant que les opérateurs :(A+ λ) 0

0 (B + µ)

 et

(A+ λ) C

0 (B + µ)



sont similaires, alors il existe un opérateur inversible

Q R

S T

 dans B(H ⊕H) tel que

(A+ λ) 0

0 (B + µ)

Q R

S T

 =

Q R

S T

(A+ λ) C

0 (B + µ)


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(A+ λ)Q (A+ λ)R

(B + µ)S (B + µ)T

 =

Q(A+ λ) QC +R(B + µ)

S(A+ λ) SC + T (B + µ)


Ce qui nous donne après l’identification terme par terme

Q(A+ λ) = (A+ λ)Q et (A+ λ)R−R(B + µ)B = QC.

(B + µ)S = S(A+ λ) et (B + µ)T − T (B + µ) = SC

En appliquant la propriété (FP )B(H) (propriété de Fuglede- Putnam) on obtient

(B + µ)S∗ = S∗(A+ λ) et (A+ λ)Q∗ = Q∗(A+ λ) , par conséquent

(A+ λ)S∗S = S∗S(A+ λ)

d’où (A+ λ) commute avec S∗S et Q∗Q , donc avec la somme S∗S +Q∗Q .

L’inverse (S∗S +Q∗Q)−1 commute aussi avec (A+ λ) , car en général si :

(A+ λ) commute avec (B + µ) , il commute avec (B + µ)−1 . En effet

(A+ λ)(B + µ) = (B + µ)(A+ λ)

⇐⇒ (B + µ)−1(B + µ)(A+ λ)(B + µ)−1 = (B + µ)−1(A+ λ)(B + µ)(B + µ)−1

⇐⇒ (A+ λ)(B + µ)−1 = (B + µ)−1(A+ λ)

De plus on obtient

(S∗S +Q∗Q)C = Q∗((A+ λ)R−R(B + µ)) + S∗((B + µ)T − T (B + µ))

= ((A+ λ)Q∗R + (A+ λ)S∗T )− (Q∗R(B + µ)T + S∗T (B + µ))

= (A+ λ)(Q∗R + S∗T )− (Q∗R + S∗T )(B + µ)

D’après lemme (3.1.1)

l’opérateur S∗S +Q∗Q est inversible , son inverse commute avec (A+ λ) .

Par conséquent

C = (A+ λ)(S∗S +Q∗Q)−1(Q∗R + S∗T )− (S∗S +Q∗Q)−1(Q∗R + S∗T )(B + µ)

d’où

X = (S∗S +Q∗Q)−1(Q∗R + S∗T )

3.2 Solution des équations d’opérateur de temp discrètes

3.2.1 Certains types d’équations d’opérateur :

1 - Equations d’opérateur Sylvester à temps continu et discret :

AX ±XB = αC (3.1)
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AXB ±X = αC (3.2)

2 - Equations d’opérateur de Lyapunov en temps continu et discret :

A∗X −XA = αC (3.3)

A∗XA−X = αC (3.4)

Où A , B et C sont des opérateurs donnés définis sur un espace de Hilbert H , X est un

opérateur dans H , A∗ est l’adjoint de A et α scaiaire.

En général, ces équations d’opérateurs peuvent avoir une solution , infinitive ensemble de solu-

tions ou pas de solution .

L’équation de Sylvester à temps discret peut être transformée dans l’équation de l’opérateur

Sylvester à temps continu comme suit :

Multiplier l’éq (3.2) à droite par B−1 , puis éq (3.2) devient :

AXBB−1 ±XB−1 = αCB−1

AX ±XB−1 = αCB−1

Soit CB−1 = W , l’équation ci-dessus devient :

AX ±XB−1 = αW (3.5)

De plus, l’équation d’opérateur de Lyapunov à temps discret peut être transformée à l’équation

d’opérateur de Lyapunov en temps continu comme suit :

Multiplier l’éq (3.4) à droite par A−1 , puis éq (3.4) devient :

A∗XAA−1 −XA−1 = αCA−1

Soit CA−1 = W , l’équation ci-dessus devient :

A∗X −XA−1 = αW (3.6)

Théorème 3.2.1 (Sylvester - Rosenblum).

Soient A et W sont des opérateurs dans B(H) , tels que σ(A) ∩ (B) = ∅ , puis l’équation

d’opérateur AX −XB = αC (équation d’opérateur Sylvester à temps continu) a une solution

unique X, pour chaque opérateur C dans B(H) .

Les corollaires suivants donnent la solution unique pour l’équation d’opérateur (3.5).

Corollaire 3.2.1.

Si A et B sont des opérateurs dans B(H) et B−1 existe tel que :

σ(A)∩σ(B−1) = ∅ alors, l’équation d’opérateur AX−XB−1 = αW admet une solution unique

X pour chaque opérateur W ∈ B(H) .
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Corollaire 3.2.2.

Si A et B sont des opérateurs dans B(H) , et B−1 existe tel que, σ(A) ∩ σ(−B−1) = ∅

,alors l’équation d’opérateur AX + XB−1 = αW admet une solution unique X pour chaque

opérateur W ∈ B(H) .

Proposition 3.2.1.

Considèrez l’équation (2.5) . Si σ(A) ∩ σ(B−1) = ∅, alors l’opérateur

 A −αW

0 B−1

 est

défini sur H1 ⊕H2 est similaire à l’opérateur

 A 0

0 −B−1

 .

Preuve : Depuis σ(A) ∩ σ(B−1) = ∅ , par Sylvester- Théorème de Rosenblum l’équation

d’opérateur AX −XB−1 = αW admet une solution unique X . De plus I X

0 I

 A o

0 B−1

 =

 A −αW

0 B−1

 I X

0 I


donc

 A 0

0 −B−1

 est similaire avec

 A −αW

0 B−1


Corollaire 3.2.3.

Considérez l’équation AX − XB−1 = αW si σ(A) ∩ σ (−B−1) = ∅ donc, l’opérateur A −αW

0 −B−1

 est défini sur H1 ⊕ H2 est similaire avec l’opérateur

 A 0

0 −B−1

 .

Remarques 3.2.1.

1- Si la condition σ(A)∩σ (B−1) = ∅ ne parvient pas à satisfaire alors, l’équation d’opérateur

AX −XB−1 = αW peut avoir aucune solution .

2- Si la condition σ(A) ∩ σ (−B−1) = ∅ , ne parvient pas à satisfaire alors l’équation de

l’opérateur AX +XB−1 = αW peut avoir aucune solution .

Maintenant, le corollaire suivant donne la solution unique à l’équation d’opérateur (3.6) .

Corollaire 3.2.4.

Siot A un opérateur dans B(H) et A−1 est existe .Si σ(A∗) ∩ σ(A−1) = ∅ alors, éq (3.6)

admet une solution unique X pour chaque opérateur W .

Proposition 3.2.2.

Considérez l’équation (3.6) si (A∗)∩(A−1) = ∅ alors, l’opérateur

 A∗ −αW

0 A−1

 est défini

sur H1 ⊕ H2 est similaire avec l’opérateur

 A∗ 0

0 A−1

 .

38



Preuve :

Depuis σ (A∗)∩σ (A−1) = ∅ puis par Sylvester - Rosenblum théorème éq (2.6) a une solution

unique . Aussi

 I X

0 I

 A∗ 0

0 A−1

 =

 A∗ −αW

0 A−1

 1 X

0 I

 mais

 I X

0 I

 est

inversible donc ,

 A∗ 0

0 A−1

 est similaire avec

 A∗ −αW

0 A−1

 .

3.3 L’équation d’operateur Quasi - Lyapunov

Considérez l’équation d’opérateur

AX +X∗A = W (3.7)

Où A un opérateur donné défini B(H) et X est un’opérateur inconnu qui doit être déterminé ,

X∗ est un l’adjoint de X . L’ équations (3, 7) est appelée l’équation d’opérateur Quasi-Lyapunov

ou l’équation d’opérateur linéaire Lyapunov à temps Quasi continu .

Corollaire 3.3.1.

L’ équations AX −X∗A = W admet un solution X si et selement si, il existe un opérateur

P tel que :

P ∗

 0 A

A W

P =

 0 A

A 0


preuve : Si X la solution de l’équation AX +X∗A = W on pose :

P =

 I 0

−X I

 , P ∗ =

 I −X∗

0 I


 I −X∗

0 I

 W A

B O

 I 0

−X I

 =

 W − AX −X∗A A

A 0

 =

 0 A

A 0



donc AX −X∗A = W . Si P =

 S R

T Q

 donc P ∗ =

 S∗ T ∗

R∗ Q∗

 on applique le propieté

de (FP )(B(H)(propriété de Fuglede- Putnam) pour obténir la solution X .
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3.4 La solution en serie pour l’équation AX − XB = C

dans B(H)

Définition 3.4.1.

Si H l’espace Hilbert, la topologie d’opérateur faible (WOT) sur B(H) est la topologie lo-

calement convexe définie par le séminome {ph,k : h, k ∈ H} où ph,k(A) = |⟨Ah, k⟩|, La topolo-

gie d’opérateurs fort (SOT) est la topologie définie sur B(H) par la famille de semi-normes

{ph : h ∈ H}, où ph(A) = ∥Ah∥.

Soit A un opérateur normal compact. Par théorie spectral, l’opérateur A peut être écrit

comme
∞∑
n=1

αnEn. Où {α1, α2, ...} sont des valeurs propres distinctes de A et En est la projec-

tion dans H sur ker(A− αn).

Théorème 3.4.1.

Soient A et B deux opérateurs dans B(H) , tels que

σ(B) ⊂ {z, | z |< ρ} et σ(A) ⊂ {z, | z |≥ ρ}

où ρ est un nombre réel strictement positif . Alors pour tout opérateur Y

dans B(H) l’équation AX −XB = Y admet une solution unique donnée par

X =
∞∑
n=0

(A)−n−1 Y Bn.

observation 3.4.1. Soit a ̸= 0

X = a−1

(
1− b

a

)−1

Si | b |<| a | on a

X = a−1

∞∑
n=0

(
b

a

)n

c =
∞∑
n=0

a−1−ncbn

Théorème 3.4.2.

Soit A,B et C des opérateurs bornés sur l’espace de Hilbert complexe H. Soit A un opérateur

normal compact sur H et B un opérateur normal sur H tel que B =
∑
m

βmFm est une somme

orthogonale de projection . Supposons σ(A) ∩ σ(B) = ∅ alors, X =
∞∑
n=1

∞∑
m=1

1
αn−βm

EnCFm

le unique solution de l’équation AX −XB = C.
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Preuve : Écrivez σ(A) = {λ0, λ1, ...}, avec λ0 = 0 et A =
∞∑
n=1

αnEn . Soit E0 = I −
∞∑
n=1

En

est la projection de sur le noyau de A.

AX −XB =

(
∞∑
n=1

αnEn

)(
∞∑
n=0

∞∑
m=1

EnXFm

)
−

(
∞∑
n=0

∞∑
m=1

EnXFm

)(
∞∑

m=1

βmFm

)

=
∞∑
n=1

∞∑
m=1

(αn − βm)EnXFm.

Ensuite, l’équation AX −XB = C peut être écrite par

∞∑
n=1

∞∑
m=1

(αn − βm)EnXFm =
∞∑
n=1

∞∑
m=1

EnCFm

(αi − βj)EiXFj = EiXFj

pour tous i, j ∈ N.

Si σ(A) ∩ σ(B) = ∅ il y a une solution unique.

X =
∞∑
n=1

∞∑
m=1

EnXFm =
∞∑
n=1

∞∑
m=1

1

αn − βm

EnCFm

Proposition 3.4.1.

Soit A,B et C des opérateurs bornés on pose fA(t) = (t− λ1)(t− λ2)...(t− λm) = pmt
m +

pm−1t
m−1 + ...+ p0 etfA(A) = 0 .

(1) Si X est une solution de AX −XB = C, alors

XfA(B) = −
m∑
k=1

k−1∑
j=0

pkA
jCBk−j−1

(2) Si λi /∈ σ(B) pour tous i = 1, 2, ...,m, alors

X = −

(
m∑
k=1

k−1∑
j=0

pkA
jCBk−j−1

)
(fA(B))−1

et X est la solution unique de AX −XB = C .

Preuve : Si A ∈ B (H) et A sont normaux, il existe une mesure spectrale unique P sur

σ (A) telle que A =
∫

σ(A)

λdP (λ). En particulier, pour tous ε > 0 il y a une partition {∆i}

de σ (A) telle que σ (A) =
∪
i

∆i et ∥A −
∑
i

λiP (∆i) ∥ < ε où λi ∈ ∆i est choisi arbitraire-

ment. Lorsque P est une mesure spectrale, P (∆i) est la projection pour chaque ∆i en σ (A) et∑
i

P (∆i) = P

(∪
i

∆i

)
= I (inSOT ) .

Soit Sn =
n∑

i=1

λiP (∆i), {Sn} convergent vers A en norme et σ (Sn) = {λi} ⊂ σ (A). Soit fn(t)

41



un polynôme de degré n en t .Définissez

fn(t) = (t− λ1)(t− λ2)...(t− λn) = pnt
n + pn−1t

n−1 + ...+ p0

alors

fn(Sn) = fn

(
n∑

i=1

λiP (∆i)

)

=
n∑

i=1

fn (λi)P (∆i)

= 0.

L’équation linéaire SnX −XB = C a une solution unique

Xn = −

(
m∑
k=1

k−1∑
j=0

pkS
j
nCBk−j−1

)
(fA(B))−1

Théorème 3.4.3.

Soit A,B et C des opérateurs bornés.Si A,B sont des opérateurs normaux et

σ(A) ∩ σ(B) = ∅. Puis Xn converge vers une solution unique de AX −XB = C dans WOT.

Preuve : Nous savons ∥Xn∥ ≤ s
σn
∥C∥ ≤ s

σ
∥C∥ où σn = dist (σ(Sn), σ(B)) et

σ = dist (σ(A), σ(B)). Alors
(
s
σ
∥C∥

)
dans B (H) est WOT compact et contient tous les Xn.

Supposons maintenant que {Xn} ne converge pas vers la solution unique Y dans WOT, puis il

y a une sous-séquence
{
Xnj

}
ne converge pas vers Y .Alors il y a un tel qu’il y a une sous-suite{

Xn
′
j

}
de
{
Xnj

}
dans W convergeant vers Z dans WOT parce que

(
s
σ
∥C∥

)
dans B (H) est

WOT compact et Y /∈ W . Comme Snj
Xn

′
j
B convergent vers AZ − ZB dans WOT et il existe

une solution unique de AX −XB = C, nous obtenons Y = Z. C’est une contradiction.

3.5 solution d’équation AXB −XD = E

Théorème 3.5.1.

Soit A,B,D et E des opérateurs sur l’espace de Hilbert complexe H. Soit A un opérateur

normal compact sur H et B un opérateur sur H tel que, A =
∞∑
i=1

αipi , B =
∞∑
j=1

βiqi et

D =
∞∑
k=1

λkfk sont des sommes orthogonales des projections . Supposons σ(A) ∩ σ(B,D) = ∅.

Alors X =
∞∑
i=1

∞∑
j=1

∞∑
k=1

piEqjfk
αiβj−λk

est la solution de l’équation AXB−XD = E. Ici, la convergence

dans la somme est dans SOT.

Preuvr :
∞∑
i=1

αipiX

∞∑
j=1

βiqi −X

∞∑
k=1

λkfk = E
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multiplier a gouche par ps et a droit par qv

ps

∞∑
i=1

αipiX

∞∑
j=1

βiqiqv − psX

∞∑
k=1

λkfkqv = psEqv

on a : p2s = ps , q2v = qv (projection)

αsβvpsXqv − psXqv

∞∑
k=1

λkfk = psEqv

multiplier a droit par fr

αsβvpsXqvfr − psXqvλrfr = psEqvfr

(αsβv − λr)psXqvfr = psEqvfr

si αsβv − λr = 0 ⇒ αsβv = λr ce qui donne psEqvfr = 0 donc
∞∑
i=1

∞∑
j=1

∞∑
k=1

(αiβj − λk)piXqjfk =
∞∑
i=1

∞∑
j=1

∞∑
k=1

piEqjfk

alors si σ(A) ∩ σ(B,D) = ∅

X =
∞∑
i=1

∞∑
j=1

∞∑
k=1

PiXqjfk

X =
∞∑
i=1

∞∑
j=1

∞∑
k=1

PiEqjfk
αiβj − λk

on pose X la solution d’équation AXB −XD = E on a : < A
∞∑
i=1

∞∑
j=1

∞∑
k=1

PiEqjfk
αiβj−λk

u, v >

=<
∞∑
i=1

∞∑
j=1

∞∑
k=1

PiEqjfk
αiβj − λk

u,A∗v >

=<

∞∑
i=1

∞∑
j=1

∞∑
k=1

PiEqjfk
αiβj − λk

u
∞∑
i=1

ᾱipi, v >

=<
∞∑
i=1

∞∑
j=1

∞∑
k=1

αiβjpiEqjfk
αiβj − λk

u, , v >

d’autre parte

<

∞∑
i=1

∞∑
j=1

∞∑
k=1

PiEqjfk
αiβj − λk

u, v >

<

∞∑
i=1

∞∑
j=1

∞∑
k=1

λkpiEqjfk
αiβj − λk

u, v >

<
∞∑
i=1

∞∑
j=1

∞∑
k=1

αiβjpiEqjfk
αiβj−λk

u, v > − <
∞∑
i=1

∞∑
j=1

∞∑
k=1

λkpiEqjfk
αiβj−λk

u, v >=<
∞∑
i=1

∞∑
j=1

∞∑
k=1

(αiβj−λk)piEqjfk
αiβj−λk

u, v >

=<
∞∑
i=1

∞∑
j=1

∞∑
k=1

piEqjfku, v >

43



=<
∞∑
i=1

pi

∞∑
j=1

qj

∞∑
k=1

fkEu, v >

=< Eu, v >

donc AXB −XD = E .
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Chapitre 4

Étudié de nature des solutions

d’equations généralisées de Lyapunov

Ce chapitre est consacré à l’étude de la nature des solutions d’équations d’effets mathéma-

tiques dans des conditions d’effets liés . Nous avons présenté la nature des solutions d’équations

de classe lyapunov .

Cette équation est classée comme un’ équation pour les maladies infectieuses et elles peut être

exprimées en tant que modèle mathématique pour la maladie de Corona. (COVID 19)

L’équation d’opérateur de la forme :

A∗XB +BXA = W (1.4)

Où A , B et W des opérateurs définis sur B(H), X est l’ opérateur inconnu qui doit être

déterminé, et A∗ est l’adjoint de A .

L’équation des opérateurs et l’une des généralisations des équations d’opérateurs de Lyapunov

en temps continu .

4.1 La nature de la solution d’équation Lyapunov

Maintenant, la nature de la solution plus générale d’équation d’opérateur de Laypunov en

temps continu est étudiée pour des opérateurs de types spéciaux .

Proposition 4.1.1.

Sioent B et W des opérateurs auto-adjoints , l’équation (1.4) admet une seule solution X

est également auto - adjoint
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Preuve : Considérons l’équation d’opérateur (1.4)

A∗XB +BXA = W

(AXB +BXA)∗ = W ∗

A∗X∗B∗ +B∗X∗A∗ = W ∗

A∗X∗B +BX∗A = W

Puisque A = A∗ , W = W ∗ et X est une solution unique. Donc X = X∗ (auto-adjoint) .

Proposition 4.1.2.

Soit B un operateur anti-adjoint, W un opérateur auto-adjoint et A un opérateur dans B(H)

.Si l’équation (1.4) admet une seule solution alors, cette solution est anti- adjoint.

Preuve : Considérons l’équation de l’opérateur (1.4)

A∗XB +BXA = W

(A∗XB +BXA)∗ = W ∗

A∗X∗B∗ +B∗X∗A = W ∗

on a B∗ = −B , W ∗ = W donc

A∗X∗(−B) + (−B)X∗A = W ∗

A∗ (−X∗)B +B (−X∗)A = W

Puisque X est une solution unique , alors X = −X∗ , ampplique X anti-adjoint .

Proposition 4.1.3.

Sioent B et W des opérateurs anti - adjoints, A est n’importe quel opérateur . Si l’équation

(1.4) admet une seule solution alors, cette solution est également auto - adjoint .

Preuve : Considérons l’équation de l’opérateur (1.4)

A∗XB +BXA = W

−(A ∗XB +BXA)∗ = −W ∗

−B∗X∗A− A∗X∗B∗ = −W ∗

A∗X∗(−B)∗ + (−B∗)X∗A = −W ∗

A∗X∗B +BX∗A = W

Puisque X est une solution unique , Donc X∗ = X .

Proposition 4.1.4.

Siot B est un auto-adjoint, W est un anti-adjoint, A est n’importe quel opérateur dans

B(H) . Si l’équation (1.4) admet une seule solution alors, cette solution est un anti-adjoint .
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Preuve : considérer (1.4)

A∗XB +BXA = W

− (A∗XB +BXA)∗ = −W ∗

A∗ (−X∗)B∗ +B∗ (−X∗)A = −W ∗

A∗ (−X∗)B +B (−X∗)A = W

Puisque l’équation (1.4) admet une seule solution, donc X = −X∗(anti-adjoint) .

Remarque 4.1.1.

Considérons l’équation (1.4), si A et B sont des opérateurs auto-adjoints, W est n’importe

quel opérateur alors, X n’est pas nécessairement auto-adjoint .

Remarque 4.1.2.

Si A et W sont des opérateurs compacts . Si la solution d’équation (4.4) existe, alors cette

solution n’est pas nécessairement compacte.

Exemple 4.1.1.

Considérons l’équation d’opérateur suivante

A∗XB +BXA = A∗B +BA

Lorsque A et B sont des opérateurs compacts, il est clair que X = I est une solution d’équation

d’opérateur A∗XB +BXA = A∗B +BA, mais I n’est pas compact.

4.1.1 Autre d’exemples :

Maintenant, nous étudions la nature de solution d’équation d’opérateurs.

A2X +XA2 + tAXA = W (2,4)

et

(A∗)2X +XA2 + tAXA = W (3,4)

la proposition suivante montre que si A et W sont des opérateurs auto-adjoints et si l’équation

(2, 4) admet une solution unique , alors la solution est auto-adjoint.
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Proposition 4.1.5.

Considérons l’équation (2, 4), si A et W sont des opérateurs auto-adjoints alors X est auto-

adjoint .

Preuve : Considérer l’équations

A2X +XA2 + tAXA = W, t ∈ R

(A2X +XA2 + tAXA)
∗
= W ∗, t ∈ R

X∗ (A∗)2 + (A∗)2X∗ + tA∗X∗A∗ = W ∗.

Puisque A et W sont auto-adjoints alors A = A∗ et W = W ∗ donc :

X∗A2 + A2X∗ + tAX∗A = W, t ∈ R

A2X∗ +X∗A2 + tAX∗A = W alors, X en auto-adjoint, X = X∗.

Remarque 4.1.3.

Considérons l’équation (2.4), si A un est opérateur auto-adjoint et W un opérateur dans

B(H) alors, la solution X n’est pas nécessaire opérateur auto-adjoint.

Exemple 4.1.2.

Considérons l’équation (2.4) A = A∗ =

1 0

0 1

 ,W =

2 0

3 1

 et t = 2 . L’équation (2.4)

devient A2X +XA2 + 2AXA = W .

1 0

0 1

X1 X2

X3 X4

+

X1 X2

X3 X4

1 0

0 1

+ 2

1 0

0 1

X1 X2

X3 X4

1 0

0 1

 =

2 0

3 1


Après un calcul simple, la solution d’équation prendre la forme :

X =

1
2

0

3
4

0

 ̸= X∗, où α n’importe quel nombre arbitraire.

Remarque 4.1.4.

Considérons l’équation (2, 4), si A et W sont des opérateurs normaux alors, la solution X

n’est pas nécessairement existe.

Exemple 4.1.3.

Considérons l’équation (2, 4), A =

a −b

b a

, b ̸= 0 . On a A ̸= A∗ (en général A normal,

mais n’est pas auto-adjoint) . On pose A =

 0 1

−1 0

 , W =

1 −3

3 1

 et t = 2 .

Après des simples calculs, nous obtenons
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−2X2 − 2X4 = 1 et −2X2 + 2X3 = −3

−2X4 − 2X1 = 1 et −2X3 − 2X2 = 3

La question est maintenant pertinente, l’équation (3, 4) admet une solution normale. Pour ré-

pondre à cette question, considérons l’exemple suivant :

Exemple 4.1.4.

Considérons l’équation (3, 4) et prenons W = 0, l’équation (3, 4) devient :

(A∗)2X +XA2 + tAXA = 0 , il est claire que X = 0 et 0 est un opérateur normal.

4.2 Solution d’équation AX −XB = C tel que X = X∗ :

On considéré l’équation matricielle

AX +X∗B = C (4,4)

l’équation (4,4) admet une solution X si et seulement s’il existe une matrice P tel que :

P ∗

 C A

B 0

P =

 0 A

B 0


pour démontrer la similarité on pose que X la solution d’équation (4.4) et P =

 I 0

−X I


donc P ∗ =

 I X∗

0 I

 .

I −X∗

0 I

C A

B 0

 I 0

−I I

 =

C − AX −X∗B A

B 0

 =

 0 A

B 0


donc AX − X∗B = C ce qui implique la similairité . Si on a la similairité , alors il existe

un opérateur

 R S

T Q

 vérifie

R∗ T ∗

S∗ Q∗

C A

B 0

R S

T Q

 =

 0 A

B 0

 .

On applique (FPB(H)) (propriété de Fuglede- Putnam) pour obtenir la solution X .

Corollaire 4.2.1.

Soit l’équation (4.4), on pose A = B l’équation (4.4) devient AX +X∗A = W .

Si A , W sont des opérateurs auto-adjoints, la solution X existe et vérifie

X∗A∗ + A∗X = W ∗

A∗X +X∗A∗ = W ∗

AX +X∗A = W
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Remarque 4.2.1.

Si W est un opérateur auto-adjoint et A n’importe quel opérateur alors, X n’est pas néces-

sairement auto-adjoint .

Exemple 4.2.1.

soient A,W deux opérateurs dans B(H) tels que A =

 2 0

3 0

 ,W =

 1 0

0 0


X =

 α 0

1 1
2

 , α ∈ R,W auto-adjoint pour α = −1
2
, X est une solution d’équation

AX +X∗A = W , mais X ̸= X∗ (la solution n’est pas auto-adjoint).

Corollaire 4.2.2.

Soit l’équation

AX −XB = C (*)

tel que A,B,C des opérateurs dans B(H) . L’équation (*) admet une solution X vérifie

X = X∗si et seulement s’il existe une matrice inversible P tel que :

P−1

 A C

0 B

P =

 A 0

0 B


P ∗

 0 −I

I 0

P =

 0 −I

I 0


Pour la démonstration on appliqué la similarité et les étapes d’équation (4.4)

4.3 Nature de la solution d’ équation Lyapunov des ma-

ladies infectieuses :

On considére l’équation BXD + CXA = Q . Si on pose B = A∗, D = A et C = tA tel que

t ∈ R . On a l’équation suivant :

A∗XA+ tAXA = Q (4,4)

l’équation d’opérateur(4.4) est un cas particulier de l’équation générale de Sylvester à temps

continu , où A , Q des opérateurs définis sur un espace de Hilbert H , et X est un opérateur

inconnu .

Proposition 4.3.1.

Si A , Q sont des opérateurs auto-adjoints et t est un produit scalaire (réel positif ) alors,

l’équation (4.4) admet une seule solution auto-adjoint.
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preuve : Considérons l’équation (4.4) puisque A∗ = A et Q∗ = Q, alors

A∗XA+ tAXA = Q

(A∗XA+ tAXA)∗ = Q∗

A∗X∗A+ tA∗X∗A∗ = Q∗

A∗X∗A+ tAX∗A = Q∗

Et comme l’équation (4.4) admet une seule solution X tel que X∗ = X donc , X est auto-

adjoint.

Remarque 4.3.1.

Si Q est un opérateur auto-adjoint , A est n’importe quel opérateur dans B(H)et t est

un produit scalaire, alors la solution de l’équation (4.4) n’est pas nécessairement un opérateur

auto-adjoint .

Remarque 4.3.2.

Si A est un opérateur auto-adjoint , Q est n’importe quel opérateur et t est un produit

scalaire, alors la solution d’équation (4.4) n’est pas nécessairement un opérateur auto-adjoint .

Proposition 4.3.2.

Si A, Q sont des opérateurs anti- adjoints , t est un produit scalaire (nombre réel positif)

alors, l’équation (4.4) admet une seule solution anti-adjoint.

preuve : Considérons l’équation (4.4) puisque A∗ = −A et Q∗ = −Q , alors

A∗XA+ tAXA = Q

−(A∗XA+ tAXA∗) = −Q∗

−A∗X∗A− tA∗X∗A∗ = −Q∗

A∗(−X∗)A+ tA∗(−X∗)A∗ = −Q∗

A∗(−X∗)A+ t(−A)(−X∗)(−A) = Q

A∗(−X∗)A+ tA(−X∗)A = Q

et puisque l’équation (4.4) admet une seule solution alors, −X∗ = X donc X est anti -adjoint.

Proposition 4.3.3.

Considérons l’équation (4.4) , si A est un opérateur compact, alors cette équation est com-

pact.
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Preuve : Considérons l’équation (4.4), puisque A est un opérateur compact, alors A∗ est

compact , donc A∗XA est compact . De plus, A est compact, alors AX est compact et tAXA

est compact, puisque A∗XA et tAXA sont compacts, alors (A∗XA+ tAXA) compact, donc Q

est compact .

Remarques 4.3.1.

1-Si A et Q des opérateurs compacts, t est un n’importe quel produit scalaire alors, la solu-

tion X d’équation (4.4) existe et n’est pas nécessairement compacte.

2- Si A et Q sont des opérateurs normaux , t est un n’importe quel produit scalaire , alors la

solution X d’équation (4.4) n’existe pas nécessairement.

3- Si Q est un opérateur normal, A est n’importe quel opérateur et t est n’importe quel produit

scalaire, alors la solution X de l’équation (4.4) n’est pas nécessairement un opérateur normal.

Les propositions suivantes donnent la solution unique pour l’équation d’opérateur (4.4) .

Proposition 4.3.4.

Si A est un opérateur d’identité et Q est n’importe quel opérateur sur B(H) alors, la solution

d’équation (4.4) sous la forme X = 1
1+t

Q .

Preuve : Considérons l’équation (4.4) , et A = I (l’opérateur identité)

A∗XA+ tAXA = Q

I∗XI + tIXI = Q

X + tX = Q

(1 + t)X = Q

donc

X =
1

1 + t
Q

Corollaire 4.3.1.

Si A est un opérateur inversible à droite dans B(H) , σ(A) ∩ σ(−tA) = ∅ et Q n’importe

quel opérateur dans B(H) et t est n’importe quel produit scalaire alors, l’équation (4.4) admet

une solution unique .

Proposition 4.3.5.

Si A est un opérateur auto-adjoint inversible dans B(H), Q est n’importe quel opérateur

dans B(H) et t est n’importe quel produit scalaire alors, la solution d’équation (4.4) est

X = 1
(1+t)

A−1QA−1.
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Preuve : Considérons l’équation (4.4)

A∗XA+ tAXA = Q

A−1A∗XA+ tA−1AXA = A−1Q

IXA+ tIXA = A−1Q

XA+ tXA = A−1Q

XAA−1 + tXAA−1 = A−1QA−1

XI + tXI = A−1QA−1

(X + tX) = A−1QA−1

donc

X =
1

(1 + t)
A−1QA−1

Remarque 4.3.3.

soit A un opérateur normal, pour l’éxistence des solutions d’équations (4.4) on appliqué les

travaux de A. Mansour pour l’équation de Sylvester géneralissée : BXD − CXA = CF .

dans ce cas . On pose B = A∗ , D = A , C = −tA et CF = Q . et pour la condition de nature

du solution X = X∗, on étudie le systèmeA∗XA+ tAXA = Q

X = X∗

Ce système peut donne un résultat pour les équations des maladies infectieuses et Corona-covid

19 .
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Conclusion

Les équations d’operateurs matricielles interviennent dans de nombreux domaines des ma-

thématiques, des sciences physiques, il permet son modèle en science médicale. Dans ce

mémoire, nous avons fourni l’action de travail suivante :

1-la solution déquation matricielles de type BX −XA = C où A et B sont deux matrices

carrées de dimensions différentes dans le cas fini , en donne les travaux de Thomas S. Pomy-

kaiski** et le cas générale BXD + CXA = Q . Où les solutions se présentent sous forme de

sommes fini .

2- Nous donnons les solutions de l’équation BX−XA = C en B(H) et généralisons l’équation

dans le cas de l’écriture l’operateur de la forme A + λ , et à différents conditions la solution

a été donnée aux deux formules d’équation de Sylvester et LYapunov de l’état continu à l’état

discontinu avec la consolidation de la similitude des matrices ainsi que la solution sous la. forme

d’une double série et généralisée à une forme plus large de l’équationAXB −XD = Q .

3- Étant donné l’importance de l’équation d’operateurs , et comme cas particulier, les équa-

tions de Lyapunov, nous avons donné la nature des solutions à plusieurs classes d’équations

basées sur l’équation A∗XB + BXA = Q Cette équation peut être supprimée sur l’équation

d’perateur pour les maladies infectieuses .

A∗XA + AXA = Q, connue sous le nom d’équation de Lyapunov, qui peut être modélisée en

un’équation utilisée pour la recherche dans le traitement de Corona Covide 19 .
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Perspectives

1- Quelles sont les conditions atteintes par les opérateur A,B,Q ? . La solution de l’équation

d’opérateur A∗XB +BXA = Q dans le cas infini, soit être l’opérateur normal dominent.

2- Le cas de l’équation de Lyapunov pour les maladies infectieuses A∗XA+AXA = Q Le plomb

infectieux représente l’opérateur inconnu X à trouver, identifié et connu dans les équations de

Lyapunov. Quant les opérateur connus (A, Q) dans l’équation, quels sont les symptômes de

la maladie, compris le sang, les tissus et autres Les facteurs environnementaux sont connus

du patient atteint de cette maladie. Les recherches récentes sur la maladie corona(covid 19)

sont-elles des résultats suffisants pour atténuer l’habitude mentionnée ?
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Résumé
Dans cette note, nous avons présenté des solutions pour les équations des

effets matriciels de la classe Sylvestre BX − XA = C dans les cas fini et infini
selon certaines conditions. Nous avons également présenté la nature des solutions
dans des équations particulières de la classe Lyapunov B∗XA − AXB = Q Ces
équations ont un grand rôle dans la recherche scientifique car elles ont été classées
dans le domaine des sciences médicales avec des équations de maladies infectieuses
et ont pris comme modèle de cancer et tombent automatiquement pour la maladie
de Corona-Covid 19 en convertissant les équations en équation d’effets de la classe
de Lyapunov. Mots clés: Équation des effets de matrice , équation de Sylvester ,
équation de Lyapunov, nature des solutions pour l’équation des effets et équation
des maladies infectieuses.

Abstract
In this note, we have presented solutions for the matrix effects equations of

class Sylvestre BX − XA = C in both ended and unfinished cases according
to certain conditions. How much we have presented the nature of solutions,
especially equations of the class Lyabnov B∗XA − AXB = Q These equations
have a large role in scientific research as they were classified in the field of medical
sciences with equations of infectious diseases and took as a model of cancer and
fall automatically to Corona-Covid 19 disease by converting the equations to the
effects equation of the class of Lypunov.
Keywords: Matrix Effects equation , Sylvester equation, Lyapunov equation,
nature of solutions for effects equation and equation of infectious diseases.

الملخص
الحالتين في BX −XA = C سلفستر صنف من المصفوفية المؤثرات لمعادلات حلول قدمنا المذكرة هذه في

ليابنوف الصنف من معادلات بالأخص الحلول طبيعة قدمنا كما . معينة شروط وفق المنتهية والغير المنتهية
العلوم مجال في صنفت حيث العلمية الأبحاث في كبير دور لها المعادلات وهذه B∗XA− AXB = Q

كورونا-كوفيد مرض على آليا وتسقط السرطان لمرض كنموذج وأخذت المعدية الأمراض بمعادلات الطبية
, المصفوفية المؤثرات معادلة : مفتاحية كلمات . ليابنوف صنف المؤثرات معادلة الى المعادلات يل بتحو 19

. المعدية الأمراض معادلة و المؤثرات معادلة حلول طبيعة , ليابنوف معادلة , سلفستر معادلة


