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Introduction

Depuis les origines et 1’évolution du calcul du différentiel et de I'intégration dans le XVIle
siecle, ou les mathématiques se sont développés significativement et a pas de géant, alors on
a inventé des nouvelles méthodes afin d’accélérer ce développement. On a utilisé le calcul
d’intégration en physique et dans la plupart des branches scientifiques pour résoudre les
problémes scientifiques.

L’intégration d’une fonction en mathématiques est considérée une sorte de généralisation
des quantités divisibles comme I’air et le volume .

Le calcul d’intégration c’est de trouver 'origine de la fonction que nous voulons faire son
intégration.

Notre objectif dans ce mémoire est I’étude de I'intégrale impropre selon une méthodologie
répartie en trois chapitres:

Premier chapitre dans ce chapitre nous avons abordé des généralités sur 'intégrale trai-
tant la définition de 'intégrale de Riemann, la mesure et les fonctions primitives.

Deuxiéme chapitre dans ce chapitre nous avons abordé la discussion des domaines d’intégrale
impropre et ses méthodes de calcul en citant certains critéres de convergence et des théorémes
prouvés, on a défini aussi la fonction Gamma et ses propriétés.

Troisieme chapitre dans ce chapitre nous avons abordé les applications de d’intégrale
impropre dans un probléme physique et un autre de probabilité ainsi ses applications en

mathématiques.



Chapitre 1

Notions Préliminaires

1.1 Intégrales des fonctions des éscaliers

1.1.1 Fonctions de éscalier

Définition 1.1.1 [4] On appelle fonction de éscalier sur I = [a,b], toute fonction vérifie la

condition suivante:

f:]a,b] — R il existe une subdivision S = ()<, de [a,b], avec f est constante sur

chaque intervalle [t;,t;11[, la fonction f s’écrit alors :

f (l’) = Z &i][tiyti+1[ (‘T) (111)

Par exemple

f (l’) = 2[[072[ (l’) — 5][274[ (I) + 3[[4’5[ (l‘)

9 (@) = Lioayo) (¥) + 21 a3 (x) — 335 () -

1.1.2 Sommes de Darboux

Définition 1.1.2 [4] Soit f une fonction de [a,b] dans R bornée. Pour définir son intégrale,
on va approcher f par des fonctions des éscaliers. Etant donnée une subdivision S, on définit

des fonctions des éscaliers qui minorent [ et qui magjorent f.On a donc



1.1. Intégrales des fonctions des éscaliers

n—1

A(_ﬁS) ( ) Z mil[tivti+1[($) (1‘1.2>

=0

Ot m; = inf,cy, 1, f (7) et le majorant est M; = sup,cy;, 4, f (z) on a donc

n—1
A?—.fvs) (I) - Z Mi][tivti+1[ (l‘) . (113)
=0
On peut approcher par f est
n—1
(a f,S) Z f(a Ittt (33) . (1.1.4)
=0

Définition 1.1.3 Ou «; € [t;, ;1| Vi € [0,n — 1] existe et qui vérifie le minimum de f sur
[ti,tit1][, on obtient la premiére fonction de éscalier (1.1.2), avec i vérifie le maximum, on
obtient la seconde (1.1.3).

Souvent, on prend c; = t; pour tous lesi =0.n—1 ,n € N o a; = t;11. Et quand la

subdivision est uniforme, on considére la fréquence des fonctions dé éscalier suivantes :

Arg) 0= 0 (05 ) T i 00 (1.15)

Exzemple 1.1.1 On considére ses fonctions des éscaliers pour la fonction f (x) = sinx est
la subdivision{(), RS %,W} de [0, 7] .

Définition 1.1.4 FEtant donnée une subdivision S, on appelle somme de Darboux inférieure

a Uintégrale de la fonction de éscalier (1.1.2).

A™(f,s) = imz (tivs —ti) (1.1.6)

On appelle la somme de Darboux supériéure l'intégrale de la fonction en escalier (1.1.3)

—_

AT (f,s) = 3 M; (tiyr — t;) (1.1.7)

i

I
<)

toujours avec m; = infocp, oy f () et My =sup,ep, ... f (7).



1.1. Intégrales des fonctions des éscaliers

1.1.3 Fonctions intégrables de Riemann

Définition 1.1.5 Soit la fonction f : [a,b] — R est Riemann-intégrable si pour tout € > 0,

il existe une subdivision S telle que ses sommes de Darboux vérifient :

A*(f,s) — A™(f,8) <e. (1.1.8)

Proposition 1.1.1 [3] Soit f : [a,b] — R est intégrable, en prenant sup et inf sur

lensemble des subdivisions de [a,b], on a alors

ir;f AT (f,s) =sup A~ (f,s). (1.1.9)

Preuve. En et comme A~ (f,s) est croissant quand s satisfait et est bornné par les
sommes de Darboux supérieures, sup A~ (f, s) est bien défini. De méme inf AT (f,s) est
s S

bien définie Puis d’aprés (1.1.8), pour tout € > 0, on a
inf A* (f,s) —sup A~ (f,s) <e

D’ou l'égalité (1.1.9). =

1.1.4 Intégrale de Riemann

I'intégrale de Riemann de f, Riemann-intégrable est la valeur commune (1.1.9) et égalité

on a donc :

/bf(a:)dx:supA (f,s) =1inf AT (f,s). (1.1.10)

1.1.5 Intégrales et mesures

Définition 1.1.6 On appelle intégrale sur le tribu (,%), alors toute l’application linéaire

continue L telle que L : L, (X) — [0, +oo].

Proposition 1.1.2 [1] lapplication linéaire continue L telle que L : L, (X) — [0, 400
posséde la propriété suivante:

1)- L(0)=0, L(f+g)=L(f)+L(g); fulf=L(E)TL().

2)- L(0)=0, L <;fn> = ;L(fn)



1.1. Intégrales des fonctions des éscaliers

Définition 1.1.7 Pour une telle L on a en plus L (Af) = AL (f) pour A >0 et

L(f)<L(g)sif<g.

On appelle mesure sur ¥ toute application p : ¥ — [0, +oo[ vérifiant 'une ou I'autre des
conditions équivalentes :

1)-pu(0) =0, u(AUB)=pu(A)+u(B)—pu(ANB), si ANB =1

alors (AN B) =0 et donc pu(AUB) = u(A) +u(B), An T A= u(A,) T n(A).

2)- Si p(®) =0,(A,), est disjonte alors (U, A,) = > pu(Ay).

Ces deux notions des intégrales et des mesures et qu’ i?eeliiste une correspondance bijec-

tive L < p (entre L et ).

Proposition 1.1.3 [1] Toute l'intégrale L définit une mesure p = p; sur ¥ par ’égalité:

p(A) = L(la).

Théoréme 1.1.1 [1] ( Riemann - Lebesgue ): Soit f une fonction intégrable et bornée

sur [a,b]. Alors Uintégrale suivante :

b
I, = / f (x) exp (2imnz) dx (1.1.11)
tend vers 0 quand |n| — +oo.
Démonstration. On établit lorsque f est continiment dérivable sur [a, b], en utilisant
une intégration par partie on a alors :

1
I, = —
2imn

b
[f (z)exp (2mnx)]z — ;n / I (x) exp (2imnz) dx (1.1.12)

21
d’ou la majoration de [,, on a :

1

| <
] 27 |n

(ir@i+1r01+ [1 @) (1113)

quantité qui tend bien vers 0 quand |n| — +o0.
On utilise une propriété de densité, admettant que I’ensemble des fonctions contintiment

dérivables sur [a, ] est dense dans L' (a,b), c’est-a-dire quelque soit £ > 0, il existe



1.1. Intégrales des fonctions des éscaliers

g- € C'([a,b]) telle que

b
/ |f(x) = g (2) dz < (1.1.14)

DO | ™

On déduit

b b
I, §/ If () — g ()| dz + / 9= (z) exp (2imnz) dx| . (1.1.15)

€
Il existe N > 0 telle que la prémiére intégrale soit majorée par 3 des que [n| > N. On
obtient alors [n| > N = |[,| <e. =

a) Construction de 'intégrale

Définition 1.1.8 (1] X (x, 2z, u) est espace mesuré et e = > . a;xs une fonction positive
sur X par raport & la mesure p le nombre positive (eventuellement +00) que noté fx edi

défini par
/edu = Zaiu (s;) (1.1.16)
z i=1

e elle est intégrable si fx edy est fini.
b) Définition Soit £ un ensemble mesurable, on définit I'intégrale de e sur I’ensemble

E par:

/ edp = /e%du: Zai,u(EﬂSi). (1.1.17)
B @ i=1
Pour la fonction caractréstique de E on a :
/ dp = /%Ed,u =u(E). (1.1.18)
E T

c) Comparaison entre l’intégrale de Riemann et de Lebesgue:
Nous admettons R muni de la mesure de Lebesgue. Nous avons vu qu'une fonction peut
étre Lebesgue - intégrale sans étre Riemann - intégrale par contre, on peut établir le résultat

suivant.

Théoréme 1.1.2 [1] Sil'intégrale de Riemann fab f (z) dx existe, alors l'intégrale de Lebesgue

f[a b fdu existe. les deux intégrale sont égales.

Proposition 1.1.4 [1|Soit f fonction positive Riemann-intégrable sur [a,b], et telle que

/bf(x)da::() (1.1.19)

en tout point ou elle est continue.



1.1. Intégrales des fonctions des éscaliers

Preuve. Soit ¢y, un point de continuité de f. Si f (ty) # 0 alors par continuité de f en

to, on peut trouver un intervalle I de longueur L (1) > 0 ou f (t) > t,/2 >0 .

f (to) sur 1
2

Soit ¢ la fonction de éscalier : g¢(t) =
0 par ailleur

Alors f > g et on a donc :

/bf(x)de/bg(x)dx:w>O (1.1.20)

ce qui est absurde, on a donc a bien f (tp) =0. m

Quelques propriétés de l’intégrale de Riemann

1- Toute fonction Riemann-intégrable sur un intervalle [a, b] est borné.
2-Les fonctions continues sont Riemann-intégrables.
3- Les fonctions monotones (croissantes ou décroissantes) sont Riemann-intégrables.
4-Soient a, b deux nombres réels et f une fonction définie et continue sur [a, b] ,alors pour

tout élément ¢ de [a,b], on a

/abf(:c)d:c—/acf(a:)d:c+/cbf(:c)dx. (1.1.21)

Cas particulier:

Si a = b on posera par définition que
/ f(z)dz = 0. (1.1.22)
Nous avans défini la notion d’intégrale, on suppose que a < b et cas contraire ou b < a .

Définition 1.1.9 On posera par définition que

/abf(a:) iz — —/baf (z) dz. (1.1.23)

Proposition 1.1.5 Soit f une fonction Riemann-intégrable de [a,b], dansR et u: R — R
une application linéaire.

Alors uwo f est Riemann-intégrable et

/abuof(x)da::u(/abf(a:)dx). (1.1.24)



1.2. Intégrales et primitives

Intégrale d’une fonction continue

Définition 1.1.10 Soient a,b deux nombres réels et f une fonction définie et continue sur

[a,b] , Uintégrale de la fonction f sur [a,b], est
b
/ f(z)da. (1.1.25)

1.1.6 L’intégralité de Cauchy-Schwarz

Soient (a,b) deux nombres réels et f, g : [a,b] — R deus fonctions continues. Alors

(/abf(m)g@) dm)z < (/b 12 (x) dx) . (/abgz (2) dx) (1.1.26)

Cette rélation est appelée I'intégralité de Cauchy-Schwarz.

1.1.7 Critére de comparaison:

Soient f,g : [a,b] — R deux fonctions continues et supposons qu'’il existe un élément ¢ de

[a, b], telle que pour tout = € [¢, b, on dit que :
0< /(@) <g(). (1.1.27)

b b
Alors 'hypothése que / g (x) dx est finie entraine que / f (z) dz finie.

a

b b
L’hypothése que / f () dx est indefinie entraine que / g (x) dz est indefinie.

1.2 Intégrales et primitives

Définition 1.2.1 [2] Soit f une fonction définie sur lintervalle I. On dit que F : I — R

est une primitive de f sur I ssi (si et seulement si)

F'(z)=f(x), Vzel. (1.2.1)

ZL’2

Exemple 1.2.1 Sur R, une primitive de fonction f:x — x est fonction F : x — 7



1.2. Intégrales et primitives

Proporiétés de primitives 1. F est continue sur I.
2. Si f est continue en z( € I, alors F' est dérivable en xy et 'on a F' (x¢) = f (xg).

3.So0it Fi, Iy deux primitives de f. Alors F} — F;, = constante.

1.2.1 Intégrale définie

Définition 1.2.2 [2] Soit I = [a,b] un intervalle de R, et soit la fonction f est une intégrable

sur intervalle I telle que :
b
/ ft)dt=F(b) — F(a) (1.2.2)

ou F est une primitive de f sur I.

Exemple 1.2.2

1
exp (1)

jﬁ exp (—t) dt = [~ exp (—)]} = — exp (~1) — (— exp 0)) = 1 —

1.2.2 Quelques calculs d’intégrales

a) Intégration par parties :
Soit I un intervalle, a, b deux éléments de I , U et V deux fonctions de classe C! sur

l'intervalle I alors

/ TV (= [U 0V (0] / UV (8 de. (1.2.3)

b) Changement de variable :
Soit I = [a,b] un intervalle de R, et soit U une fonction de classe C! sur I et soit f

une fonction continue surlU (). alors la formule suivante :

b U(b)
/wwﬂwmﬁ:/uf@@. (1.2.4)
a Ula
1
Exemple 1.2.3 Soit [ = /wdm
z+1
0

d 1
Onposey:\/x—i-l,%:m,

V214 V2 /9
I :/ y2y2ydy :/ (5 +2) dy = [21n (y) +2y]1/§
1 1

donc dy = 2ydy;telle que y € [1, \/ﬂ PULS




1.2. Intégrales et primitives

I=In2+2V2 -2,

Proposition 1.2.1 [2] Soit f : [a,b] — R Riemann-intégrable, alors l’application intégrale

t— ff f (z) dx est continue.

Preuve. Soit ty € [a,b], et [a, f] C [a, ], un voisinage de to. La fonction f est intégrable

et bornée par M sur [«, §]. Par la relation de Chasles, on a pour tout ¢ € [a, f]

/atf(x)dx—/atof(m)dx /ttof(x)dm

La restriction de ¢t — f; f(x)dx, a [a, 8], est donc lipschitzienne et en particulier elle

< Mt —tf (1.2.5)

est continue en ty. m

Proposition 1.2.2 [2] Si f admet une limite & droite ( resp a gauche) en to € |a,b], alors

Papplication intégrale t — f: f () dx est dérivable & droite (resp a gauche) en tq de dérivée

L= lim f(t) (resp. f(t5) . f (t;))

Preuve. D’aprés l'existence de la limite L en ty, pour € > 0 assez petit. Il existe telle
que si tg — a < t < tg+ «, alors |f (t) — L| < ¢ mais alors pour tout ¢ € [ty — «, tg + @], on
a (pourt >ty ):

to
a

/atf(x) dm—/ f () de — (t—to)L‘ (1.2.6)

_ /tf(x)dm—/tLda: < /t (@) = Llde| < et —to]. (12.7)

Il suit . "
Jo £ (@) di_tfa flydr ) (1.2.8)

— b

ce qui conclut d’aprés la définition de la dérivée comme limite des taux d’accroissement.

10



1.2. Intégrales et primitives

1.2.3 Intégrale indéfinie

Définition 1.2.3 [6] L’ensemble de toutes les primitives de la fonction f : [a,b] — R est
appelé intégrale indéfinie de f et est noté [ fdux.

Ainsi, si F' est une primitive quelconque de f , on a [ fdx ={F + C}.

Ou C parcourt l'ensemble de toutes les fonctions constantes [a,b] — R. On écrira

[ fdz=F+C.

11



Chapitre 2

Les Intégrales Impropres

Lorsque la limite survante blim f;oo f () dx existe, cette limite est appelée intégrale
——+00
impropre de la fonction f sur l'intervalle [a,+o0o[,on la repésente par fa+oo f(z)dz. On a

par définition suivant:

+o00
f(z)dz = lim / f(z (2.0.1)

a b——+o0

2.1 Intégrale impropre d’une fonction

2.1.1 Intégrabilité locale

Définition 2.1.1 [5] On considére un intervalle I de R qui n’est ni vide, ni réduit a un
point et qui n’est pas un intervalle fermé borné. On considére une fonction f réelle définie
sur I , on supposera f localement intégrable sur I.

Une fonction f localement intégrable sur I est une fonction intégrable sur tout intérvalle
fermé borné contenu dans I .

Par exemple si [ = [a,+0o0[ , cela signifie que, pour tout x > a , lintégrale existe

f; f (t)dt ou encore que la fonction F : x — fam f(t)dt est définie sur l'intérvalle [a,+o0].

2.1.2 Intégrale sur un intérvalle semi-ouvert

Définition 2.1.2 [5] Soit f une fonction localement intégrable sur un intervalle semi-ouvert

[a,b] deR (—o0 < a < b < +o0) On dit que l'intégrale généralisée de f sur [a,b| est la limite

12



2.1. Intégrale impropre d’une fonction

au point b, si elle existe, de la fonction
F:x—>/ f@)dt (a<x<b) (2.1.1)

Si cette limite n’existe pas, on dit que lintégrale de f sur [a,b] est divergente. De
meéme, si f est localement intégrable sur l'intérvalle semi-ouvert Ja,b] (—oo < a < b < +00),

Uintégrale généralisée de [ sur la,b] est la limite au point a, si elle existe, de la fonction
b
F:x—>/f(t)dt(a<x§b). (2.1.2)
Dans les deux cas, l'intégrale généralisée de f sur [a,b| ou ]a,b] est notée fabf (t) dt.

Exemple 2.1.1
/ exp (—t)dt =1 — exp (—x)
0

puisque

lim exp(—xz) =0

Tr—-+00

+oo
/ exp (—t)dt =1
0

1
1
/ dx
0 ]__.CL‘

Va,0§a<1,/
0

donce

diverge en effet

1_xdac =[-In(1-2x)];

et la divergence résulte du fait que

limln (1 —a) = -0

a—1

Théoréme 2.1.1 [5] Soit f une fonction continue sur l'intervalle [a, b[ ,et prolongeable par
continuité en b.

Alors la fonction v — fax f(t)dt admet une limite finie en b, et on pose

/ fdi= lim / Crdt. (2.13)

r—b,x<b

13



2.2. Les méthodes des intégrales impropres

2.1.3 Intégrales sur l’intérvalle R tout entier

Définition 2.1.3 [5] Si pour tout nomber réel c , les intégrales de la fonction f sur]—oo, |

et sur [c, +oo[, sont convergentes on dit que lintégrale de f sur]—oo,+oo[ convergente .

Une condition nécessaire et suffisante pour que l'intégrale de f sur |—oo, 400, soit
convergente est qu’il existe un tel nomber c .

En effet , pour tout couple (¢, ¢’) de nombers réels ,

/f t)dt = /f dt+/f (2.1.4)

Il s’ensuit que les intégrales de f sur [c, +o0[ et sur [¢/, +00[, sont toutes deux conver-
gentes ou toutes deux divergentes.

Il en est de méme des intégrales de f sur |—oo, ¢] et sur |—oo0, ¢].

Proposition 2.1.1 [6] Soit f € Ry ([a,b]), alors la convergence de l'intégrales de f sur

la, b] est équivalente a celle de l'intégrale de [ sur [c, b[ avec ¢ un point quelconque l'intérvalle

[a, b

Preuve. On a:

/:f(t)dt:/acf(t)dtJr/cmf(t)dt,Vce]a,b[,

Donc quand z tend vers b les intégrales de f sur [a, c| et sur [c, x] admettent ou non en

méme temps une limite.

/:f(t)dt_/acf(t)dt+/cxf(t)dt

2.2 Les méthodes des intégrales impropres

2.2.1 Les cas des foncations a valeurs réelles positives

Définition 2.2.1 [5] Soit f une fonction continue sur [a,+oo[, & valeur réelles positives
alors la fonction f est défénie par la formulef (x f f(t)dt est croisante ,rappelons que

f (z) admet une linite finie lorsque x tend vers +oo.

14



2.2. Les méthodes des intégrales impropres

2.2.2 Procédés de calcul des intégrales impropres

Les procédés fondmentaux de calcul des intégrales (chamgement de variable et intégration
par parties ) s’étendent aisément aux cas des intégrales impropres : il suffit de faire tendre

la borne supérieure des intégrales vers +oo.

Changement de variable

Fonction a valeurs réelles continument dérivable et strictement croissante sur [a, +o00[ telle

que

lim ¢ (t) = +o0 (2.2.1)

t—+o00
et f une fonction continue sur Uintervalle [¢ (a) , 400, & valeurs réelles aux complexes
alors Vintégrales [ (f o o) (t) ¢ () dt et f;?f; f (z) dz sont toutes deux convergentes au

toutes deux divergentes .Dans le prémier cas elles sont égales :

“+o00

[ uenwemi= [ s (222)

#(a)
Intégrale par parties

Soient f et g deux fonctions continument dérivables sur [a,+00[, & valeurs réelle au com-
plexes si le produit f (z)¢g(x) a une limite lorsque x tend vers 400, les intégrales de f¢’
et de f'g sur [a,+oo[, sont toutes deux convergentes au toutes deux divergentes. Dans le

prémier cas
+00 +oo

fF@&) g @®dt=1ft)gt),™ - fr(@)g(t)dt (2.2.3)

a a

ou l'expression entre crochets désigne

lim f(2)g(x)— f(a)g(a). (2.2.4)

n—-+oo
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2.3. Convergence d’une intégrale impropre

2.3 Convergence d’une intégrale impropre

2.3.1 Critére de Cauchy

Théoréme 2.3.1 [6] Soit f une fonction localement intégrale sur [a, b, fabf (t)dt est con-

vergent ssi

X2

Ve >0,3X () >0,VXy, Xo € [a,b], | X () < X1 < Xa < b= f@)dt| <e| (2.3.1)

X1

si b = 400 alors on remplacera X1, X5 € b — X (¢),0[,par X1, Xo > Xe.

Démonstration. On suppose que l'intégrale f; f (t) dt convergente.Cela signifie que la
fonction F' définie par F'(x) = f: f (t) dt a une limite que nous noterons L, quand x tend
vers b .Donc pour tout € > 0, il existe X (¢) tel que les inégalités X (¢) < x < b entrainent
|F'(x) — L| < g.On a donc :

Ve > 0,3X (¢) € [a, b], VX1, Xotel que X (6) < X1 < Xo < b= |F (X))~ L| < g

IF (X)) — L| < g.On déduit [F (Xs) — F (X1)] < ¢ et done (fjjf £ () dt( <

On suppose que :

X2

Ve > 0,3X (¢) VX4, X5 € [a,b], {X(e) <X <Xo<b= f(t)dt

<

donc ¢ (z) = ff f (t) dt verifie le critére de Cauchy quand = tend vers b,on a :

X1

XQ X2

0 dt\ o (Xa) = (X1)] < =

f(t)dt': Xaf(t)dtJr

Xl a

alors

Ve > 0,3X (e) VX1, X3 € [a,0],[X () < X1 < Xo < b= |p(Xa) — p(X1)] < €]

et donc lim ¢ (z) est existe alors f: f (t) dt convergent par définition . m

r—b~
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2.3. Convergence d’une intégrale impropre

2.3.2 Critére de comparaison

Théoréme 2.3.2 [6] Soit f € Ry, ([a,b]), f > 0.Pour que l'intégrale ff fdt soit convergente

il faut , et il suffit , que la fonction x — F (x) = [ f (t) dt soit majorée autrement dit si
IM > 0,z € [a,b] - [/ £t dt < M} | (2.3.2)

Comme f > 0,la fonction F' et croissante, donc a une limite finie quand x — b ssi F est
majorée .

Démonstration. En cas de divergence, on a }UILIII) F(x) = +o0.

Pour cette raison, on écrit souvent (lorsque f > 0) ff f)dt = +o0 si f; fdt est

divergente, fab f(t)dt < +oo si fab fdt est convergente. m

Théoréme 2.3.3 [6] Soient f,g € Ry, ([a,b]) vérifiant 0 < f < g. Alors
Zf; gdt est covergente, alors ff fdt est convergente et ff fdt < fab gdt.

2. fab fdt est divergente, alors fab gdt est divergente.

Démonstration. En posant F (z) = [ fdt,G (z) = [ gdt,ona F (z) < G (z) quelque
soit > a. D’aprés le théoréme (2.3.2).
fab gdt convergente < G majorée < I majorée < fab fdt convergente, f: fdt divergente

= lirrlljF (x) = 400 = lirrll)G (z) = +o0 & ff gdt divergente. =

oo dt .
Théoréme 2.3.4 [6] 1.L%intégrale f:r m (¢ > 0) (converge ssip>1).

dt .
5 (converge ssip > 1).

(b—1)
Démonstration. 1.

+o00 xT xT
¢ p

tp z—+oo [, TP z—+oo [, T——+00 1—

~ lim < 1 ﬂlm__;L_&pv
z—+oo \ (1 —p) (1-p)

400 +oo
sil—p<0clestadir(p>1)alors / 4 converge , sinon / m diverge si p < 1.
2‘ c C

2. L intégrale f;

[

bt ) Toodt ) x o 1 o
[ = i ot - [ e-nrm (= 0-00)
-1 1
= lim(—— -2 ?) = (——(b—a)t?
B }clgzl;(l_p(b z) ) (1—p(b a) )
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2.4. Intégrale impropre dépendant d’un paramétre

bodt ,
donc (b——t)p convergesip<letp>1 m

2.3.3 Convergence absolement

Définition 2.3.1 Soit f € Ry ([a,b]) ,on dit que 'intégrale impropre fabf (t) dt est absolu-

ment convergente si l’'intégrale fab |f (t)| dt est converge.
Théoréme 2.3.5 [7] Toute intégrale impropre absolument convergente est convergente.

Démonstration. L’intégrale fab |f (t)| dt est convergente par hypothése . Donc elle

vérifie le critére de Cauchy

2

VE>O,E|X1,X2 € [a,b[, [X(&T) <X < Xo<b= |f(t)|dt<8]

X1

X? b e 4, . b L, .
comme on a ‘le 0 dt‘ < [71f (t)]dt < e alors I'intégrale impropre [ f (t)dt vérifie

aussi le critére de Cauchy , donc elle est convergente. m

2.3.4 convergence et semi-convergente

Définition 2.3.2 [7] Soit f € R, ([a,b]) ,on dit que 'intégrale impropre fab f(t)dt est semi-
convergente si l’mtégmlefab |f ()| dt diverge et ff f(t)dt converge.

2.4 Intégrale impropre dépendant d’un parameétre

On considére ici une fonction de deux variables f : J x [a,b] — R

(1) = [f(2,1)

Ou J est un sous ensemble non vide de R. Et b < 400 avec f (z,.) € Ry ([a,b]) .

2.4.1 La convergence simple

Définition 2.4.1 [9] On dit que Uintégrale F' (x) converge simplement sur [intervalle J, si

pour chaque x € J, lintégrale F (x) = [, f (t,x) dt est convergente , i.e.

Ve e J,Ve > 0,3A(e,x) >0:u > A(e, ), on ait

/uf(t,x)dt—F(m) <e.

18



2.4. Intégrale impropre dépendant d’un paramétre

2.4.2 La convergence uniforme
Définition 2.4.2 [9] On dit que l'intégrale F' (z) converge uniformément sur lintervalle J,
81

Ve>0,3A() >0:u> A(e), Vo € J, on ait

/uf(t,m)dt—F(x) <e.

2.4.3 Convergence normale

Définition 2.4.3 [9] On dit que lintégrale F (x) converge normalement sur J, s’il existe
une fonction @ indépendante de x, définie et positive sur I,localement intégrable sur I et
telle que :

1V (t,x) € E|f (t,z)| < ¢(t).

2.[,¢(t)dt < +oo0.

texp (—at) exp (—xt)
Ezxzemple 2.4.1 Soit F = ———~dt. La fonction f (x,t) = —————— est défini
ple 2.4 @)= 2Pt 1a fonction f (o,6) = S et e
. » exp (—ut) L
et continue sur Rx [0, +oo[,en plus elle est positive. Donc Wdt est une intégrale
0
. , exp (—xt) 0 st >0 eta=2
impropre lim *———— =
oo L+t +oo si v<0eta=1
o T
=0. ——dt = —
pour x /0 e 5
“+oo
S L exp (—xt)
ce qui signifie que l'intégrale / Wdt converge pour tout C [0, 400 ,donc F' est
0
exp (—xt)

définie sur R™.En plus on a Vo € RT,

1 oo
4 < T et comme /0 T dt converge

+oo

exp (—at

alors / %dt converge normalement sur RT.
0

Remarque 2.4.1 [9] Convergence normale = covergence uniforme —> convergence sim-

ple.

Et on a également :

Convergence normale => convergence absolue => convergence simple .
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2.5. Intégration d’une fonction non bornée définie sur un intervalle borné non fermé

2.5 Intégration d’une fonction non bornée définie sur
un intervalle borné non fermé

Théoréme 2.5.1 [9] Soit f une fonction numérique, définie sur un intervalle [a,b[, (a < b).
On suppose f non bornée au voisinage de b , et localement intégrable, ce qui signifie que la
fonction F - x — [T f (t)dt est définie sur Uintervalle [a,b] . Quand x tend vers 0.

L intégrale f;roo f(t)dt est convergente si et seulement si, pour toute suite (z,,),~, qui

tend vers +o0o , la série de terme général ffn“ f (t)dt est convergente.

Démonstration. On pose v, = f;n"“ f (t)dt D’apres le théoréme rappelé ci-dessus,
'intégrale f;roo f (t) dt est convergente si et seulement si pour toute suite (z,),,; qui tend
vers 400 ,la suite (F' (z,,)) définie par F (z,,) = [ f (t) dt est convergente, soit encore si et
seulement si la suite (F' (z,)) est de Cauchy.

On a pour p > m alors

F(z,)—Flom) = | fOdt=3 u (2.5.1)

. , + . . P . . YN
I'intégrale fa > f (t) dt est convergente si et seulement si la série E v, satisfait au critére
neN
de Cauchy, et encore ssi la série g v, est convergente. m
neN

2.5.1 Intégrale de bertrand

Soit @ un nombre réel strictement supérieur a 1 et a un nombre réel pour que la fonction

frx— m soit intégrable sur [a, +oo[, il faut et il suffit que « soit strictement supérieur
al.

En effet, le changement de variable X = Int montre que

/: t (itt)a T - 1 (<1n ;)a—l " ;)a_l) (2.5.2)

Todt
tint

et que

=In(lnz) —In(lna). (2.5.3)

a
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2.6. Définition fonction I" (z)

2.6 Définition fonction I'(2)
Définition 2.6.1 [8] la fonction gamma I (2) est définie par expression

“+oo
I(z) = / exp (—) - 1dt, = > 0. (2.6.1)
0

2.6.1 Propriétés de la fonction Gamma
1-On peut transformer U'intégrale définite f0+oo exp (—z) 2% 'dz en une autre, en posant:

exp (—x) =y d’ou exp (—z) dx = —dy

r =log 3, et pour z € [0, +00[ correspondant & y € [0, 1], on aura immeédiatement.
gy Yy

400 1 1 a—1
/ exp (—x) 2 tdx = / (log —> dy (2.6.2)
0 0 Y

Et en conséquence, on peut poser indifféremment (3.1.2)

I'(a)= /;Oo exp (—x) 2tz = /01 (log ;)al dy. (2.6.3)

2-Les valeurs particuliéres de I' (1) et de I' (2) sont les valeurs de I' (o) pour o = 1 et
a = 2,s’obtiennent facilement ,car si ’on remplace ces deux valeurs (3.1.2) il vient
P(1)=fjdy=1etT(2)=—[log(y)dy=1=T(1)=T(2).
3-Montrer que I' (3) = /7

r <%> = /Om exp (—z) z2 'du. (2.6.4)

Posons

1 1 1
r=2"&12 =2 etdz= ix’idx (2.6.5)

r (%) = 2/0+oo exp (—2%) dz (2.6.6)

Pour calculer cette intégrale posons

donc

A= /0+OO exp (—2°) dz (2.6.7)

On peut écrire que

A= /+00 exp (—t%) dt (2.6.8)



2.6. Définition fonction I" (z)

d’ou
+o0 +oo
A? = / exp (—2%) dz/ exp (—t%) dt (2.6.9)
0 0
le facteur exp (—2?) dz est une constante qu’on peut inclue dans I'intégrale
+00 +o0
A? = / / exp (—t* — 2°) dtdz (2.6.10)
0 0

le calcul est plus simple a réaliser si ’on utilise les cordonnées polaires .

On connait que : r = V12 + 22 et I'élément de surface est égale a rdrdf. Donc

3 oo 1 (2 -
A? = / dﬁ/ exp (—r?) rdr = ——/ d@/ exp (u) du (2.6.11)
0 0 2 Jo 0

ou
uw=—r? du = —2rdr (2.6.12)
1 (2 1 (2 ™
—— R — = — 2.6.1
5 /0 df [exp (u)], 5 /0 df 1 (2.6.13)
A= \/T%’F (%) _ 24— 1. (2.6.14)

2.6.2 Définition de la fonction [ (u,v)

Définition 2.6.2 [8] La fonction béta ( (u,v) est définie par

1
B (u,v) = / (1—t)"""¢""'dt, Reu >0, Rev > 0. (2.6.15)
0
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Chapitre 3

Quelques applications sur ’intégrale

impropre

Selon notre étude au deuxiéme chapitre , on a découvert que l'intégrale impropre servit a
plusieurs domaines non mathématiques dant on cite : les physiques, les probabilités , les
chimies .....etc.

Dans ce chapitre nous intéressons a ’application de I'intégrale impropre en physique et

en probabilités .

3.1 Calcul Vintégrale [ exp (—t2) dt

Définition de deux fonctions . Pour z réel, posons

f(z) = ( /0 “exp (—12) dt)2

Et puis

_ [Texp(=2?(1+7%)
g(z) = /o Nz dt.

la dérivée de f .
La fonctin ¢ — exp (—t?) est continue sur R et donc la fonction z — [ exp (—t2) dt est

définie et de classe C' sur R.
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3.1. Calcul I'intégrale [,"* exp (—t?) dt

f est donc de classe C* sur R et de plus pour x réel

[ (z) = 2exp (—2?) /OI exp (—t?) dt.

Dérivé de g. Posons U:[0,1]]xR—R
exp (—a? (1 + 2
oy O 2 (L)
) ) 1+¢2
—x* (1 +t
Pour tout réel x, la fonction ¢t — exp ( 1x+(t2+ ) est continue et donc intégrable sur

le segment [0, 1].
U admet sur [0, 1] x R une dérivée partielle par rapport a = et pour (z,t) € [0,1] x R.
ov

% (x,t) = —2zexp (-2 (1+1%)).

De plus pour chaque = € R, la fonction ¢ — —2x exp (—2? (1 + t?)) est continue sur [0, 1]
et pour chaque t € [0, 1], la fonction z — —2zexp (—z% (1 + t?)) est continue sur R.Enfin

sur A est un réel positif donné,
oV

ol ¢ est une fonction continue et donc intégrable sur le segment [0, 1].
g est de classe C*! sur tout segment de R et donc sur R et pour tout réel =

g (x) = /1 g (eXp(‘x””tQ”) it = —Zx/olexp (—a? (14 8)) d.

o O 1+ 2

La fonction f + g est constante sur R.Soit  un réel non nul.En posant u = xt;on obtient

g (x) = —23:/0 exp (—2? (1+ %)) dt = —2x2/0 exp (— (vt)%) d (vt)
= —2exp (—2?) /Ox exp (—u?) du = —f' (z)

donc, pour = # 0,(f 4+ g)' (z) = 0.Cette deriniére égalité reste vraie pour x = 0 par
continuité de f’ et ¢’ en 0.

Ainsi (f + ¢)' = 0 et on en déduit que la fonction f + g est constante sur R.Mais alors ,
pour tout réel x,

dt.

U+®@O=U+ﬂﬂ®=0+él

1+1¢2
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3.2. Application de physique

x 2 1 2 2

—z? (14 t%))

\ R —3)dt) = T —/ exp (=2 dt.
T e ’</0 eXp( ) ) 1 ; 1

Limite de g quand z tend vers +00.Soit « un réel positif. Pour tout réel ¢ € [0, 1] ,on a

2 2
O<exp( z? (1+1¢7))
- 1+1¢2

Par croissance de l'intégrale, on obtient pour z > 0,

< exp (—mz) .

0<g(x) < exp(—a?).

Puisque liril exp (—z?) = 0,alors 1ir+n g(z)=0.

Valeur de l'intégrale de Gauss.Pour = > 0,
/ exp (—t%) dt = T g (x)
0 4

et puisque 1ir+n g () = 0,donc
v i
li 2y g = YT

im exp (—t%) 5

r——+00 0

Remarque 3.1.1 Générallement

+oo
I, = / " exp (—am2) dx :
0

n | 0 1 2 3 4
1

I s
n % - - 542 202
2a 4 a 2a 2a 8 CL5

3.2 Application de physique

Probléme 3.2.1 Les valeurs propres permises de l’énergie de translation d’une molécule de

gaz parfait, se déplagant dans une boite parallépipédique de dimension a,b,c ,sont:

2
o (n—i+%+n—2)

2m \ a? 2

tell que K =constante de Boltzmann: k = 1,38 X 10_23% , h =constante de Blauc ,

m =la masse , E =[’énergie.
Quelle est la valeur de la fonction de partition Z de ce mouvement a la température T ¢
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3.2. Application de physique

Solution 3.2.1 La fonction de partition Z de ce mouvement de translation est :

Z = Z_Oexp [—%} .

2

2= Z’Z ‘expression de [’énergie totale de la molécule s’écrit:

Comme 72h

2,2 2,2 2,2
_ hPnl o hTng o RPnd

 8ma?  8mb%  8me?’

Donc,
o
h2n? h*n? h2n?
Z = exp |—————| X exp | ———=2—1 x exp |—————| .
D exp { S kT | 2= P | gt | < 2 P | " gmart
Nz =0 ny=0 n,=0
A laide d’un exemple numérique quelconque , on constate que:
_ _h? A _ 2 _ _ h?
A—m<<1 de méme B—m<<1 et C—m<<1

On peut par conséquent,remplacer les sommes par des intégrales :

Ng =00 —+00 —+oo
Z = / exp (—Ani) dnm/ exp (—an) dny/ exp (—C’nz) dn,.

+=0 ny=0 n,=0
Chaque intégrale est de la forme:
1

+o0 ) T
10:/0 exp(—am)dazz§ -

- ¢ Vi35

Solution 3.2.2 En remplacant A, B et C par leurs expressions, on obtient, enfin :

(voir remarque (3.1.1)).

On en déduit:

ou

3
1 [(8mmKT\ 2
ZZ?(T) v

v = a.b.c étant le volume de la boite.
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3.3. Application de probabilité

3.3 Application de probabilité

Définition 3.3.1 (La répartition normale ) On dit qu’un variable aléatoire subit a la

répartition normale si sa densité de répartition probabilité est définie comme suite :

2
f(x)z#@m(—(%)); — 00 <z < +00

7w =3.14 (constante)
exp = 2.7183 (constante)

telle que :

o : paramétre égal a l’écart-type .

a : paramétre égal a l’espérance mathématique .

On en note par x € N (a,0) et qui vérifié la condition de la densité de répartition de

probabilité

+0o0
f(z)dx=1

—00

Feo 1 Feo 1 /x—a)\’
_oof(x)d:czg 27?/—00 exp<—§<\/%) )da:

Onposet=x—a=oct=x=a+ ot et dr= odt.

En substituant, on trouve:

—+o00 1 —+o0 1 1
dr = — 2 ) dt = —V21 = 1.
| @ am/m eXp(2) Noraed

3.4 Calcul de l’intégrale de f0+oo SO oxp (—x) dx

Remarquons d’abord qu’on ne peut calculer directement cette intégrale, étant donné que

sin (o)

la primitive de la fonction exp (—x) n’exprime pas au moyen des fonctions élémen-

taires. Pour calculer cette intégrale, on la considérera comme fonction du parameétre «
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3.4. Calcul de I'intégrale de f0+°° AL oxp (—x) dw

sin (ax) s

+oo
I(a) = / exp (—z) (3.4.1)
0
on dérivie les deux parties de (3.4.1) on obtient
+oo : ! +oo
= [ e -0 0] o= [ oxp () cos o)
0 x a 0
qui égal:
1 oo oo
= —exp (—z)sin (ax) + —/ exp (—x) sin (ax) dz
a 0 ay
par suite:
1 oo e
I'(a) == —exp (—x) cos (az) — —/ cos (ax) dx
a a | a o
1 1 [t
=% i cos (ax) dx
en creie
+00 1 400 1
_ do + — _ dr + —
/0 exp (—z) cos (ax) dr + a2/0 exp (—z) cos (ax) dx + o
Vi) [ e () cos ) de =
— exp (—z) cos (ax) de = —
a2/ J, P a?
donc
o0 1
/0 exp (—x) cos (ax) doz = T o
on a
1
I =
I () = arctan (o) + c. (3.4.2)

Reste & déterminer ¢ . Remarquons & cet effet que

+o0 ; +oo
1(0)= / exp (—x) Mdm = / 0dx = 0.
0 x 0
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3.4. Calcul de I'intégrale de f0+°° AL oxp (—x) dw

Par ailleurs , arctan (0) = 0.Substituant o = 0 dans 1’égalité (3.4.1) ,on trouve:
I(0) = arctan (0) + ¢
donc ¢ = 0. On a donc pour toute valeur de a I’égalité suivante

I (o) = arctan ()

dt

Exemple 3.4.1 I:/ e
0o 2+ cost

t
On pose U = tan§ =t = 2arctanU = ¢ (U) telle que ¢ € C* de [0, +o0[ sur [0, [ et

la fonction f : t — est contunue sur [0, 7] donc on peut appliquer le théoréme de

2+ cost
changment de variable: pour

t 1—U2. . 2U 2U
U:tané,cost:m, smt:m7 dt:1+U2
donc:
oo 1 24U ‘oo 9
0 9. 1-U°1+U o 93+U
1+ U?

oS-
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