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Notations

R : l'ensemble des nombres réels.

N : l'ensemble des nombres naturels.

C : l'ensemble des nombres complexes.

c.s : convergence simple.

c.u : convergence uniforme.

L(X, Y ) : l'ensemble des applications linéaires de X dans Y .

L(X,X) : = L(X).

L(X, Y ) : l'ensemble des applications linéaires et continues de X dans Y .

L(X,X) : = L(X).

X ′ : = {f : X −→ C telle que f linéaire et continue}.

C([a, b],R) : l'ensemble des fonctions continues de l'intervalle [a, b] dans R.

Cb([a, b],R) : l'ensemble des fonctions continues et bornées de l'intervalle [a, b] dans R.

kx : =
∂k

∂x
.

p.p : prés que par tout.

B(0, r) : = {x ∈ X, ‖x‖ 6 r} = Br.

X
W

: fermeture faible d'un ensemble X.

co(X) : l'enveloppe convexe fermé d'un ensemble X.

‖.‖1 : = ‖.‖L1(R+).

B(X,Rd) : l'espace des fonctions bornées sur X.

sup ess f := inf{c, tell que |f(x)| < c p.p sur Ω}.
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Introduction générale

La théorie des équations fonctionnelles-intégrales apparaissent dans la formulation

mathématique de nombreuses de problèmes dans le domaine des équations di�érentielles

ordinaires et partielles, la physique mathématique, les problèmes de contacts et de l'as-

trophysique. Elle peut être formulée sous la forme d'une équation fonctionnelle intégrale.

C'est un domine de recherche actif d'un point de vue de la mathématiques appliquées et

la physique mathématique.

L'objectif de ce mémoire est d'étudier l'existence d'une solution dans l'espace de Le-

besgue L1(R+) d'un type d'équation fonctionnelle-intégrale de la forme

x(t) = f1

(
t,

∫ t

0

k(t, s)f2(s, x(s))ds
)
, t ∈ R+ (1)

où les fonctions f1, f2 et k satisfont aux conditions de Carathéodory. L'équation (1)

contient plusieurs types d'équations intégrales de Volterra. Par exemple, l'équation inté-

grale non linéaire de type Volterra-Hammerstein et l'équation intégrale linéaire classique

de Volterra. La preuve utilisée pour avoir une solution de l'équation (1) est basée sur la

méthode du point �xe (théorème du point �xe de Schauder) en utilisant la notion de la

mesure de non compacité faible.

Nous vous présentons dans ce document des dé�nitions bien connues et quelques théorèmes

importants d'existence et d'unicité des solutions des équations intégrales de Volterra. La

partie importante de ce travail consiste à étudier l'existence d'une solution d'une classe

d'équation fonctionnelle-intégrale (1) dans l'espace de Lebesgue L1(R+). Nous avons ré-

parti ce mémoire en trois chapitres :
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Introduction générale

Le première chapitre contient un rappelle sur certaines notions utilisées tout au long de ce

mémoire, comme les espaces fonctionnelle (l'espace de fonction continue, l'espace Banach,

les espaces de Lebesgue), quelques outils utilisés pour les opérateurs (opérateur contrac-

tant, ...). D'ailleurs, on énonce certains théorèmes de point �xe, ce sont le principe de

contraction de Banach et le théorème de Schauder.

Le deuxième chapitre est consacré à présenter une classi�cation par la linéarité des équa-

tions intégrales de Volterra (linéaire et non linéaire), avec des exemples sur tous les types.

D'ailleurs, on introduit certains théorèmes d'existence et d'unicité pour les cas linéaire

et non linéaire dans l'espace des fonctions continues C([0, a],R) et l'espace des fonctions

continues et bornées Cb(R+,R). Les di�érentes techniques utilisées pour prouver l'exis-

tence sont la méthode de la résolvante et le principe de contraction de Banach.

Finalement, le dernier chapitre de ce mémoire porte sur l'existence d'une solution dans

l'espace de Lebesgue L1(R+) de l'équation fonctionnelle-intégrale (1) où les fonctions f1, f2

et k satisfont aux conditions de Carathéodory. Tout d'abord, on commence à introduire

quelques notions relatives à l'espace L1 et aux fonctions de Carathéodory. Ensuite, on

voit la dé�nition de la mesure de non compacité faible et les outils concernés dont deux

exemples très important sur cette dé�nition. En�n, en appliquant le théorème du point

�xe de Schauder et à l'aide de la notion de la mesure de non compacité faible, on peut

prouver l'existence d'une solution de (1). Nous donnons également un exemple qui peut

s'appliquer à cette équation fonctionnelle-intégrale.
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Chapitre 1

Préliminaires

Ce chapitre contient certaines notions et quelques outils utilisées tout au long de ce

mémoire concernant la topologie faible et l'analyse fonctionnelle.

1.1 Espaces fonctionnels

Dans tout le chapitre K représente le corps R ou C.

1.1.1 Espace vectoriel normé

Dé�nition 1.1.1 (Espace vectoriel)

On dé�nit sur un ensemble non vide X deux opérations, l'addition (+) des éléments X et

la multiplication (·) par un scalaire. Si les conditions suivantes véri�ées :

1. (X,+) est un groupe abelian,

2. ∀(x, y) ∈ X ×X, ∀α, β ∈ K on a :

∗ α(x+ y) = αx+ αy,

∗ (α + β)x = αx+ βx,

∗ α(β.x) = (αβ).x,

∗ 1.x = x,

on dit que X est un espace vectoriel sur le corps K, et noté par (X,+, ·).

3



Préliminaires

Dé�nition 1.1.2 (La norme)

Soit X un espace vectoriel. Une norme sur X est une application de X dans R+ habituel-

lement notée ‖.‖ véri�ant pour tous x, y dans X et tout α dans K :

• ‖x‖ = 0⇔ x = 0,

• ‖αx‖ = |α| ‖x‖ (homogénéité),

• ‖x+ y‖ 6 ‖x‖+ ‖y‖ (inégalité triangulaire).

Dé�nition 1.1.3 (Espace vectoriel normé)

Un espace vectoriel X muni d'une norme ‖.‖, noté (X, ‖.‖) sera appelé un espace vectoriel

normé.

Exemple 1.1.1

Soient [a, b] un intervalle de R et X = C([a, b],R) l'espace de toutes les fonctions réelles

continues sur [a, b]. L'application ‖.‖ : X −→ R+, g 7−→ ‖g‖ = max
x∈[a,b]

{
|g(x)| exp(−Lx)

}
telle que L > 0 est une norme sur X. En e�et, on a :

• ‖g‖ = 0 ⇔ max
x∈[a,b]

{
|g(x)| exp(−Lx)

}
= 0

⇔ |g(x)| exp(−Lx) = 0, ∀x ∈ [a, b]

⇔ |g(x)| = 0, ∀x ∈ [a, b]

⇔ g(x) = 0, ∀x ∈ [a, b]

⇔ g = 0.

• ‖λg‖ = max
x∈[a,b]

{
|λg(x)| exp(−Lx)

}
= max

x∈[a,b]

{
|λ||g(x)| exp(−Lx)

}
= |λ|max

x∈[a,b]

{
|g(x)| exp(−Lx)

}
= |λ|‖g‖.
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• ‖g + h‖ = max
x∈[a,b]

{
|g(x) + h(x)| exp(−Lx)

}
6 max

x∈[a,b]

{(
|g(x)|+ |h(x)|

)
exp(−Lx)

}
6 max

x∈[a,b]

{
|g(x)| exp(−Lx)

}
+ max

x∈[a,b]

{
|h(x)| exp(−Lx)

}
6 ‖g‖+ ‖h‖.

Donc, ‖.‖ est une norme sur X.

1.1.2 Espace de Banach

Dé�nition 1.1.4 (Convergence simple de suite)

Soit (X, ‖ · ‖) un espace vectoriel normé. On dit qu'un suite (xn)n∈N ⊂ X convergente

simplement vers un élément x ∈ X si et seulement si :

∀ε > 0, ∃ Nε ∈ N, ∀n > Nε : ‖xn − x‖ < ε.

Dé�nition 1.1.5 (Suite de Cauchy)

Soit X un espace vectoriel normé. Toute suite (xn)n∈N de X véri�ant :

∀ε > 0, ∃ n0 ∈ N, ∀n,m > n0 : ‖xn − xm‖X < ε,

est appelée suite de Cauchy.

Proposition 1.1.1

Toute suite convergente est une suite de Cauchy.

Preuve.

Soit {xn}n∈N une suite converge vers l, cela veut dire que

∀ε > 0, ∃Nε ∈ N, ∀n > Nε : ‖xn − l‖ 6
ε

2
,

donc

∀n,m > Nε : ‖xn − xm‖ 6 ‖xn − l‖+ ‖l − xm‖ <
ε

2
+
ε

2
= ε.

Par conséquent, {xn}n∈N est une suite de Cauchy.

5



Préliminaires

Dé�nition 1.1.6 (Espace complet)

Un espace X est dit complet, si dans cet espace, toute suite de Cauchy est convergente.

Dé�nition 1.1.7 (Espace de Banach)

Un espace de Banach est un espace vectoriel normé complet.

Exemple 1.1.2

(C([a, b],R), ‖.‖∞) est un espace de Banach.

1.1.3 Espace Ck([a, b])

Dé�nition 1.1.8 (Fonction continue )

Soient f : (X, ‖.‖X)→ (Y, ‖.‖Y ) une application et y ∈ X.

• On dit que f est continue en point y si :

∀ε > 0, ∃ δ(y, ε) > 0 : ‖x− y‖X < δ ⇒ ‖f(x)− f(y)‖Y < ε.

• On dit que f est continue sur X si et seulement si pour toute y ∈ X, f est continue en

y.

• On dit que f est uniformément continue sur X si et seulement si :

∀ε > 0, ∃ δ(ε) > 0, tels que ∀x, y ∈ X : ‖x− y‖X < δ ⇒ ‖f(x)− f(y)‖Y < ε.

Dé�nition 1.1.9 (Fonction Lipschitzienne)

On dit que f est c-Lipschitzienne si :

∃ c > 0 tels que ∀x, y ∈ X : ‖f(x)− f(y)‖Y 6 c ‖x− y‖X .

Dé�nition 1.1.10 (Famille équicontinue)

• Soit F une famille des fonctions continues sur un ensemble Ω ⊂ Rn. On dit que F est

équicontinue en point y ∈ Ω si et seulement si pour tout ε > 0, il existe δ > 0 telle que :

∀f ∈ F , ∀x ∈ Ω : ‖ x− y ‖< δ ⇒ ‖f(x)− f(y)‖ < ε.

• On dit que F est équicontinue sur Ω si et seulement s'il est équicontinue en tout point

y ∈ Ω.
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Dé�nition 1.1.11 (Module de continuité d'une fonction)

• Un module de continuité est une fonction ω : [0,∞[−→ [0,∞[ utilisée pour mesurer

quantitativement la continuité uniforme de fonctions.

• Une fonction f : I −→ R admet ω pour module de continuité si et seulement si

∀x, y ∈ I : |f(y)− f(x)| ≤ ω(f, |y − x|),

où

ω(f, h) = max
x,y∈I
|y−x|6h

|f(y)− f(x)|, h ∈ R+.

Proposition 1.1.2

Pour h ∈ R+, on a lim
h→0

ω(f, h) = 0, et h 7→ ω(f, h) est continue sur R+.

Remarque 1.1.1

• Une fonction est uniformément continue si et seulement si elle admet un module de

continuité.

• Le module ω(t) = ct correspond aux fonctions c-lipschitziennes.

Le module ω(t) = ctα aux fonctions höldériennes .

• En général, le rôle de ω est de �xer une dépendance fonctionnelle explicite de ε en δ

dans la dé�nition de la continuité uniforme.

Dé�nition 1.1.12 (Espace Ck([a, b]))(
f ∈ Ck([a, b])

)
⇔
(
f est dérivable jusqu'à l'ordre k et sa dérivée d'ordre k est continue

)
,

muni de la norme

‖f‖ =
k∑
i=0

max
t∈[a,b]

|f (i)(t)|.

1.1.4 Espaces des Lebesgue Lp(Ω)

Dé�nition 1.1.13 Soient Ω un ouvert de Rn, 1 6 p < +∞.

Lp(Ω) est l'espace des classes des fonctions mesurables de puissance p-ème intégrable, i.e :

Lp(Ω) =

{
f : Ω→ R mesurable;

∫
Ω

| f(x) |p dx < +∞
}
,

7
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muni de la norme :

‖f‖Lp(Ω) =

(∫
Ω

|f(x)|pdx
) 1

p

.

• Pour p = 1 :

L'espace L1(Ω) est un espace de toute le fonction intégrable sur Ω.

• Pour p = +∞ :

L∞(Ω) =
{
f : Ω→ R mesurable tell que : ∃ c > 0 |f(x)| < c p.p sur Ω

}
,

muni de la norme :

‖f‖L∞(Ω) = inf
{
c > 0 µ({f(x) > α}) = 0

}
Théorème: 1.1.1 (de Fischer-Riesz) ([6])

∀p ∈ [1,∞], Lp(Ω) est un espace de Banach.

1.2 Quelques éléments d'analyse fonctionnelle

1.2.1 Suites et séries des fonctions

1) Suites des fonctions

Dé�nition 1.2.1 (Suite des fonctions uniformément bornée)

On dit qu'une suite des fonctions (fn) d'un espace normé X dans R (ou Rd, d ∈ N) est

uniformément bornée s'il existe M > 0 tel que :

∀n ∈ N,∀x ∈ X, |fn(x)| 6M (ou ‖fn(x)‖ 6M).

Il est équivalent de dire que la suite des normes ‖fn(x)‖∞ est bornée par M ou bien que

les fonctions fn sont toutes dans une boule B(0,M) de l'espace normé (B(X,Rd), ‖.‖∞)

des fonctions bornées sur X.

Convergence d'une suite des fonctions

Soit (fn)n∈N une suite des fonctions dé�nies sur un intervalle I ⊂ R non vide.

8



Préliminaires

a) Convergence simple

(
fn

c.s−→
sur I

f quand n→∞
)
⇐⇒

(
∀x ∈ I, lim

n→+∞
fn(x) = f(x)

)
.

b) Convergence uniforme

(
fn

c.u−→
sur I

f quand n→∞
)
⇐⇒

(
lim

n→+∞
sup
x∈I
|fn(x)− f(x)| = 0

)
.

2) Séries des fonctions

[] Soient I un intervalle de R, d'intérieur non vide,
+∞∑
n=0

fn une suite des fonctions de

terme général fn et (Sn) est des sommes partielles tel que Sn : I → R (ou C) dé�nie par

Sn =
n∑

k=0

fk.

Convergence d'une série des fonctions

a) Convergence simple

On dit que la série de fonctions
+∞∑
n=0

fn converge simplement sur I lorsque la suite de

fonctions (Sn) des sommes partielles converge simplement sur I.

b) Convergence uniforme

On dit que la série de fonctions
+∞∑
n=0

fn converge uniformément sur I lorsque la suite de

fonctions (Sn) des sommes partielles converge uniformément sur I.

c) Convergence normale

On dit que la série de fonctions
+∞∑
n=0

fn converge normalement sur I si la série numérique

à termes positifs
+∞∑
n=0

‖fn‖∞ est convergente.

Proposition 1.2.1

Si
+∞∑
n=0

fn converge normalement sur I alors
+∞∑
n=0

fn converge uniformément sur I.

Corollaire 1.2.1

Soit une série numérique
+∞∑
n=0

un convergente et
+∞∑
n=0

fn une série de fonctions dé�nies sur

9
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I ⊂ R telles que :

∀n ∈ N, ∀x ∈ I : |fn(x)| 6 un.

Alors la série de fonctions
+∞∑
n=0

fn est normalement convergente, donc elle est uniformément

convergente sur I.

1.2.2 Le conexcité et la compacité

Dé�nition 1.2.2 (Convexe)

Un sous-ensemble U d'un espace vectoriel X est dit convexe si et seulement si :

∀(x, y) ∈ U, ∀λ ∈ [0, 1], λx+ (1− λ)y ∈ U.

Dé�nition 1.2.3 (Compact)

Soit U un ensemble d'un espace normé X. On dit que U est compact si pour tout recou-

vrement de U par des ouverts de U on peut extraire un sous-recouvrement �ni i.e.

∀Vj, j ∈ J (ouverts) ; U ⊂
⋃
j∈J
Vj, ∃Vj(k), j(k) = 1, 2, ..., n tell que U ⊂

n⋃
k=1

Vj(k).

Théorème: 1.2.1 (Bolzano-Weierstrass)

Un ensemble U d'un espace normé X est compact si et seulement si de toute suite d'élé-

ments de U , on peut extraire une sous-suite converge vers un élément de U .

Théorème: 1.2.2 (Mazur) ([22])

Soit U un sous-ensemble d'un espace de Banach X, l'enveloppe convexe fermée, notée par

co(U), est l'intersection de tous les sous-ensembles convexes fermés de X qui contenant

U . Ensuite, l'enveloppe convexe fermée d'un sous-ensemble compact U ⊂ X est également

compact.

Dé�nition 1.2.4 (Relativement compact)

Soit U un ensemble d'un espace normé X. On dit que U est relativement compact si son

adhérence U est compact.

10
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Théorème: 1.2.3 Tout ensemble borne d'un espace normé de dimension �nie est relati-

vement compact.

Théorème: 1.2.4 (Arzéla-Ascoli)

Soit (K, d) un espace métrique compact. Un sous-ensemble U de C(K,Rn) est relativement

compact si et seulement si les deux conditions suivantes satisfait :

• U est borné c'est-à-dire :

∃ c > 0 : |f(x)| 6 c ∀x ∈ [a, b], f ∈ U.

• U est équicontinue c'est-à-dire :

∀ε > 0, ∃ δ > 0 : |x− y| < δ ⇒ |f(x)− f(y)| < ε ∀f ∈ U x, y ∈ [a, b].

1.3 Topologie faible

Pour les notions de la topologie faible on réfère à ([6],[11]).

Dé�nition 1.3.1 La topologie faible sur un Banach X est la topologie la moins �ne (celle

qui a le moins d'ouverts) telle que toutes les formes linéaires du dual X ′ restent continues.

Dé�nition 1.3.2 (Convergence faible de suite)

Soit (xn)n∈N une suite de X et soit x un élément de X, alors(
xn ⇀ x

(
Converge faiblement

))
⇐⇒

(
∃ f ∈ X ′ tell que f(xn) −→ f(x)

(
Converge simple

))
.

Théorème: 1.3.1 (Eberlein-Smulian)

Soit X Banach et U ⊂ X faiblement compact. Alors de toute suite de U on peut extraire

une sous-suite faiblement convergente vers un élément de U .

Dé�nition 1.3.3 (Ensemble faiblement relativement compact)

On dit qu'une partie U de X est faiblement relativement compact si et seulement si U est

faiblement compact.

11
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1.4 Notions sur les opérateurs

1.4.1 Les opérateurs linéaires continus

Dé�nition 1.4.1 (Opérateur linéaire)

Soit T : (X, ‖ · ‖X)→ (Y, ‖ · ‖Y ) un opérateur. On dit que T est linéaire si :

∀u, v ∈ X et α, β ∈ K : T (αu+ βv) = αTu+ βTv.

Proposition 1.4.1 Soit T ∈ L(X, Y ). Alors T est continu si et seulement s'il existe une

constante positive M telle que pour tout u ∈ X on a ‖Tu‖Y 6M‖u‖X .

Proposition 1.4.2 ([6])

Si T ∈ L(X, Y ), alors on a :

sup
u∈X−{0X}

‖Tu‖Y
‖u‖X

= sup
u∈X,‖u‖X61

‖Tu‖Y = sup
u∈X,‖u‖X=1

‖Tu‖Y .

Ces quantités sont �nies si et seulement si T est continu et on note alors ‖T‖L(X,Y ). De

plus, l'application L(X, Y ) 3 T 7−→ ‖T‖L(X,Y ) dé�nit une norme sur L(X, Y ).

Proposition 1.4.3

Soient X et Y deux espaces normés, T : X → Y un opérateur linéaire et x0 ∈ X. Les

propriétés suivantes sont équivalentes :

1) L'opérateur T est continu sur X.

2) L'opérateur T est continu au point x0.

3) ∃ M > 0, ∀x ∈ X : ‖Tx‖Y 6M‖x‖X .

1.4.2 Opérateur compact

Soit T un opérateur d'un espace normé X dans un espace normé Y . On dit que T est

un opérateur compact s'il envoie tout ensemble borné dans X à un ensemble relativement

compact dans Y .
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1.4.3 Opérateur contractant

Soient X un espace vectoriel normé et T un opérateur borné. L'opérateur T est dite

contractant s'il existe une constante L telle que 0 6 L < 1 et

∀ϕ1, ϕ2 ∈ X : ‖Tϕ1 − Tϕ2‖ 6 L‖ϕ1 − ϕ2‖.

1.4.4 Opérateur intégral

Dé�nition 1.4.2 Soient [a, b] un intervalle de R, k(., .) et ϕ(.) deux fonctions mesurables

dé�nies respectivement sur [a, b] × [a, b], [a, b]. Tout opérateur T admet une formulation

de la forme suivante (de façon formelle) :

(Tϕ)(x) =

∫ b

a

k(x, t)ϕ(t)dt, x ∈ [a, b]

s'appelle opérateur intégral linéaire.

Noyau d'un opérateur

La fonction mesurable k est dite noyau de l'opérateur intégral T .

1.4.5 Opérateur produit

Soient T1 et T2 deux opérateurs intégraux sur Lp(X) avec des noyaux k1 et k2 respec-

tivement, l'opérateur produit noté T1T2 envoie aussi Lp(X) dans Lp(X), où

(T1T2)ϕ = T1(T2ϕ).

Si les noyaux k1 et k2 justi�ent l'inter changement de l'ordre d'intégration alors, on peut

déduire le noyau k du produit T1T2 en fonction de k1 et k2.

T1T2ϕ(x) =

∫
X

k1(x, z)

∫
X

T2ϕdz

=

∫
X

k1(x, z)dz

∫
X

k2(z, y)ϕ(y)dy

=

∫
X

ϕ(y)dy

∫
X

k1(x, z)k2(z, y)dz.

13
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D'où l'opérateur T1T2 est un opérateur intégral d'un noyau,

k(x, y) =

∫
X

k1(x, z)k2(z, y)dz.

Notons que si, on prend T1 = T2 = T , d'un noyau k1 = k2 = k, alors l'opérateur T1T2 = T 2

admet un noyau k2(x, y) donné par :

k2(x, y) =

∫
X

k(x, z)k(z, y)dz,

par itération le noyau kn(x, y) de Tn est

kn(x, y) =

∫
X

k(x, z)kn−1(z, y)dz.

1.5 Quelques théorèmes du point �xe

Dé�nition 1.5.1 (Point �xe)

Soit T : X → Y un opérateur. On dit que ϕ ∈ X est un point �xe d'opérateur T si :

Tϕ = ϕ.

1.5.1 Principe de contraction de Banach

Théorème: 1.5.1 Soit X un espace de Banach et T : X −→ X un opérateur contractant,

alors T admet une point �xe unique.

Preuve.

Considérons la suite {ϕn}n∈N telle que ϕ0 donné et ϕn = T (ϕn−1) pour n > 1. On a

‖ϕn − ϕm‖ 6 ‖ϕn − ϕn−1‖+ ...+ ‖ϕm+1 − ϕm‖

= ‖T (ϕn−1)− T (ϕn−2)‖+ ...+ ‖T (ϕm)− T (ϕm−1)‖.

D'après le fait que T est contractant, on obtient :

‖ϕn − ϕm‖ 6 L‖ϕn−1 − ϕn−2‖+ ...+ L‖ϕm − ϕm−1‖,
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et par récurrence on a :

‖ϕn − ϕm‖ 6 (Ln−1 + Ln−2 + ...+ Lm−1)‖ϕ1 − ϕ0‖

6
Lm−1

1− L
‖ϕ1 − ϕ0‖.

Ce qui nous conduit à ‖ϕn − ϕm‖ −→
n,m→+∞

0. Donc {ϕn}n∈N est une suite de Cauchy, et

comme X est un espace de Banach, alors la suite {ϕn}n∈N est convergente, i.e :

∃ ϕ0 ∈ X, telle que ϕn −→
n→+∞

ϕ0.

On va montrer que ϕ0 est un point �xe de l'opérateur T . En e�et :

0 6 ‖T (ϕ0)− ϕ0‖ 6 ‖T (ϕ0)− T (ϕn)‖+ ‖ϕn+1 − ϕ0‖

6 L ‖ϕ0 − ϕn‖+ ‖ϕn+1 − ϕ0‖,

d'où ‖T (ϕ0)− ϕ0‖ = lim
n→+∞

L ‖ϕ0 − ϕn‖+ ‖ϕn+1 − ϕ0‖ = 0. Donc T (ϕ0) = ϕ0.

Montrons l'unicité du point �xe :

On suppose que ϕ0 6= ψ0 deux des points �xes de T on obtient :

‖ϕ0 − ψ0‖ = ‖T (ϕ0)− T (ψ0)‖

6 L ‖ϕ0 − ψ0‖

< ‖ϕ0 − ψ0‖.

C'est une contradiction. Alors ϕ0 = ψ0.

1.5.2 Théorème du point �xe de Schauder ([12])

Théorème: 1.5.2 (Théorème du point �xe de Schauder généralisé )

Soit Ω un ensemble convexe et fermé dans un espace de Banach X et T : Ω → Ω une

application continu tel que T (Ω) est relativement compact. Alors T admet une point �xe.

Théorème: 1.5.3 (Théorème du point �xe de Schauder)

Suppose que Ω un ensemble convexe et compact dans un espace de Banach X et T : Ω→ Ω

une application continue . Alors T admet une point �xe.

15



Chapitre 2

Équations intégrales de Volterra :

Classi�cation et quelques théorèmes

d'existence et d'unicité

Dans ce chapitre, nous allons présenter une classi�cation selon la linéarité des équations

intégrales de Volterra ainsi que quelques théorèmes d'existence et d'unicité.

2.1 Classi�cation par linéarité des équations intégrales

de Volterra

2.1.1 Équations intégrales linéaires de Volterra

Dé�nition 2.1.1 Soient [a, b] un intervalle de R, f une fonction d'une variable dé�nie

sur [a, b], k une fonction de deux variables dé�nie sur [a, b]× [a, b] et λ un paramètre réel.

Toute équation à une inconnue ϕ : [a, b]→ R de la forme :

ϕ(x) = f(x) + λ

∫ x

a

k(x, t)ϕ(t)dt, x ∈ [a, b] (2.1)

s'appelle équation intégrale linéaire de Volterra non homogène de seconde espèce d'un

noyau k.
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Remarque 2.1.1

• Si f ≡ 0 l'équation intégrale (2.1) doit prendre la forme :

ϕ(x) = λ

∫ x

a

k(x, t)ϕ(t)dt, x ∈ [a, b]

et s'appelle équation intégrale linéaire de Volterra homogène de seconde espèce.

• Si le noyau k(x, t) prend la forme de L(x − t), où L est une fonction dé�nie sur R,

l'équation (2.1) s'appelle aussi équation intégrale de Renwal.

Dé�nition 2.1.2 Toute équation à une inconnue ϕ : [a, b]→ R de la forme :

f(x) =

∫ x

a

k(x, t)ϕ(t)dt, x ∈ [a, b]

est dite équation intégrale linéaire de Volterra de première espèce.

Exemples 2.1.1

• ϕ(x) = 1 + x2 +

∫ x

0

ex−tϕ(t)dt.

• ϕ(x) = ln(x) + 2

∫ x

0

2 + cos x

2 + sin t
ϕ(t)dt.

• ϕ(x) = 2

∫ x

0

(x2 + 6)ϕ(t)dt.

• ex sin(x) =

∫ x

0

coshx

cosh t
ϕ(t)dt.

• cos(x)− 1 +
x2

2
=

1

2

∫ x

0

(x− t)2ϕ(t)dt.

.

2.1.2 Équations intégrales non linéaires de Volterra

Dé�nition 2.1.3 Soit F : [a, b]2 × R → R une fonction non linéaire par rapport à troi-

sième variable. Toute équation à une inconnue ϕ(x) de la forme :

ϕ(x) = f(x) + λ

∫ x

a

F (x, t, ϕ(t))dt, x ∈ [a, b] (2.2)
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s'appelle équation intégrale non linéaire de Volterra de seconde espèce non homogène.

Remarque 2.1.2

• Si f ≡ 0 l'équation (2.2) peut alors s'écrire comme suit :

ϕ(x) = λ

∫ x

a

F (x, t, ϕ(t))dt, x ∈ [a, b]

et dite équation intégrale non linéaire de Volterra de seconde espèce homogène.

• Si F (x, t, ϕ(t)) = k(x, t)g(t, ϕ(t)) où g : [a, b] × R → R est une fonction non linéaire

par rapport à deuxième variable, l'équation (2.2) s'appelle aussi équation intégrale de

Hammerstein .

Dé�nition 2.1.4 Toute équation à une inconnue ϕ : [a, b]→ R de la forme :

f(x) =

∫ x

a

F (x, t, ϕ(t))dt, x ∈ [a, b]

s'appelle équation intégrale non linéaire de Volterra de première espèce.

Exemples 2.1.2

• ϕ(x) = x(1− ex) +

∫ x

0

e(x−t)eϕ(t)dt.

• 1

2
sinx− 1

2
x cosx =

∫ x

0

sin(x− t)sin(ϕ(t))dt.

• ϕ(t) = x2e−x +

∫ x

0

(a(x) + t) sin(xt)e−x.

[
1

t2 + 1
+

t

2t+ 1
ϕ(t) sin(ϕ(t))

]
dt.

2.2 Quelques théorèmes d'existence et d'unicité d'un

solution des équations intégrales de Volterra

2.2.1 Équation intégrale linéaire de Volterra

Considérons l'équation intégrale de Volterra de seconde espèce

ϕ(x) = f(x) + λ

∫ x

0

k(x, t)ϕ(t)dt, (2.3)
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où k et f sont des fonctions continues respectivement sur [0, a]× [0, a] et [0, a].

Dé�nition 2.2.1 (Résolvonte d'une équation intégrale)

On appelle résolvonte d'une équation intégrale, toute fonction R(x, t, λ) que l'on dé�nit

formellement comme suit :

R(x, t, λ) =
∞∑
n=0

λnkn+1(x, t),

où (kn)n∈N sont les noyaux itérés dé�nis par la relation de récurrence suivante :

k1(x, t) = k(x, t) et kn(x, t) =

∫ x

t

k(x, s)kn−1(s, t)ds, n > 2.

Remarque 2.2.1

La résolvante R(x, t, λ) véri�e formellement l'équation suivante :

R(x, t, λ) = k(x, t) + λ

∫ x

t

k(x, s)R(s, t, λ)ds.

En e�et, on a kn(x, t) =

∫ x

t

k(x, s)Kn−1(s, t)ds, et

R(x, t, λ) =
∞∑
n=0

λnkn+1(x, t)

= k1(x, t) + λk2(x, t) + λ2k3(x, t) + ...

= k1(x, t) + λ

∫ x

t

k(x, s)k1(s, t)ds+ λ2

∫ x

t

k(x, s)k2(s, t)ds+ ...

= k1(x, t) + λ

∫ x

t

k(x, s)
[
k1(s, t) + λk2(s, t) + λ2k3(s, t) + ...

]
ds

= k1(x, t) + λ

∫ x

t

k(x, s)
∞∑
n=0

λnkn+1(s, t)ds

= k1(x, t) + λ

∫ x

t

k(x, s)R(s, t, λ)ds

= k(x, t) + λ

∫ x

t

k(x, s)R(s, t, λ)ds.

Théorème: 2.2.1

Soit k une fonction continue sur [0, a]× [0, a] et f une fonction continue sur [0, a]. L'équa-

tion (2.3) admet une solution unique et continue dans [0, a], donnée par la formule :

ϕ(x) = f(x) +

∫ x

0

R(x, t, λ)f(t)dt.
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Remarque 2.2.2

Si λ = 0, ϕ(x) = f(x) est une solution triviale, par la suit on suppose λ 6= 0.

Avant de démontrer ce théorème on a besoin du lemme suivant.

Lemme 2.2.1 (Gronwall)

Soient f, g : [0, α]→ [0,∞[ deux fonctions continues et c un nombre positif.

On suppose que

f(t) 6 c+

∫ t

0

g(s)f(s)ds 0 6 t 6 α. (2.4)

Alors on a :

f(t) 6 c exp

∫ t

0

g(s)ds 0 6 t 6 α. (2.5)

Preuve.

On suppose que c > 0. En divisant (2.4) par :

[c+

∫ t

0

g(s)f(s)ds],

et en multipliant par g(t), il vient :

f(t)g(t)/[c+

∫ t

0

g(s)f(s)ds] 6 g(t). (2.6)

En intégrant (2.6) sur [0, t], on obtient :

ln([c+

∫ t

0

g(s)f(s)ds]/c) 6
∫ t

0

g(s)ds,

alors

f(t) 6 c+

∫ t

0

g(s)f(s)ds 6 c exp

∫ t

0

g(s)ds.

D'où (2.5).

Montrons (2.5) pour c = 0 :

Comme g est une fonction continue sur un compact [0, α], alors∫ t

0

g(s)ds <∞,
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donc

lim
c→0

c exp

∫ t

0

g(s)ds = 0.

Ce implique que f(t) 6 0, comme f(t) > 0, on déduit que l'on a f(t) = 0 pour tout

t ∈ [0, α].

Preuve du Théorème 2.2.1.

1) Existence de la solution :

On cherche la solution de l'équation (2.3) sous la forme d'une série entière suivant les

puissances de λ comme :

ϕ(x) =
∑
n>0

λnϕn(x).

On remplace formellement ϕ dans l'équation (2.3), on obtient :

ϕ(x) = ϕ0(x) + λϕ1(x) + λ2ϕ2(x) + · · ·+ λnϕn(x) + · · ·

= f(x) + λ

∫ x

0

k(x, t)

(∑
n>0

λnϕn(t)

)
dt

= f(x) + λ

∫ x

0

k(x, t)(ϕ0(t) + λϕ1(t) + λ2ϕ2(t) + · · ·+ λnϕn(t) + · · · )dt.

En identi�ant terme à terme les coe�cients on trouve :

ϕ0(x) = f(x)

ϕ1(x) =

∫ x

0

k(x, t)ϕ0(t)dt =

∫ x

0

k(x, t)f(t)dt

ϕ2(x) =

∫ x

0

k(x, t)ϕ1(t)dt =

∫ x

0

k(x, t)

[∫ t

0

k(t, z)f(z)dz

]
dt

...

ϕn(x) =

∫ x

0

k(x, t)ϕn−1(t)dt.

Maintenant, on prouve que la série des fonctions
∑
n=0

λnϕn(x) est une solution de l'équation

(2.3). Il su�t de montrer qu'elle est uniformément convergente.
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On a :

|ϕ0(x)| = |f(x)| 6 F

|ϕ1(x)| 6
∫ x

0

|k(x, t)ϕ0(t)|dt 6MFx

|ϕ2(x)| 6
∫ x

0

|k(x, t)ϕ1(t)|dt 6 1

2
M2Fx2,

et par récurrence, on peut montrer que l'on a :

|ϕn(x)| 6
∫ x

0

|k(x, t)ϕn−1(t)|dt 6 FMnx
n

n!
, ∀n > 1

où

M = max
(x,t)∈[0,a]2

|k(x, t)|.

F = max
x∈[0,a]

|f(x)|.

Ainsi la série de terme général λnϕn(x) converge normalement, ce implique qu'elle est

converge uniforme pour toute valeur de λ sur l'intervalle [0, a]. En e�et :

sup
x∈[0,a]

|λnϕn(x)| 6
FλnMn

n!
sup
x∈[0,a]

|xn|

6
FλnMn

n!
|an|.

On pose :

Un =
FλnMn

n!
|an|.

Utilisant la règle d'Alembert, il vient

Un+1

Un
=

Fλn+1Mn+1an+1

(n+ 1)!
FλnMnan

n!

=
λMa

n
−→
n→+∞

0 < 1.

Alors la solution de l'équation intégrale (2.3) existe.

2) Unicité de la solution :

On suppose qu'il existe deux solution ϕ1 et ϕ2 de l'équation (2.3). Si on pose :

Ψ(x) = ϕ1(x)− ϕ2(x), ∀x ∈ [0, a]
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on obtient :

Ψ(x) = λ

∫ x

0

k(x, t)Ψ(t)dt, ∀x ∈ [0, a]

ce qui implique que l'on a :

|Ψ(x) |6 |λ|M
∫ x

0

|Ψ(t)|dt.

D'après le Lemme 2.2.1 (de Gronwall) :

|Ψ(x)| = 0, ∀x ∈ [0, a].

D'où

Ψ(x) = ϕ1(x)− ϕ2(x) = 0, ∀x ∈ [0, a]

ou bien

ϕ1(x) = ϕ2(x), ∀x ∈ [0, a].

On conclut que l'équation intégrale (2.3) admet une solution unique.

Théorème: 2.2.2 Soit l'équation intégrale linéaire de Volterra de première espèce :

f(x) =

∫ x

0

k(x, t)ϕ(t)dt, (2.7)

où f est une fonction de classe C1([0, a]) et f(0) = 0, k est une fonction continue et

dérivable sur [0, a] et kx est continue sur [0, a] et

k(x, x) 6= 0, ∀x ∈ [0, a].

Alors l'équation (2.7) admet une solution unique et continue sur [0, a].

Pour prouver ce théorème on rappelons d'abord tout règle de Leibniz.

Proposition 2.2.1 (Règle de Leibniz) [23]

Considérons

I(x) =

∫ β(x)

α(x)

f(x, t)dt,

où f(., .), α(.) et β(.) sont supposées être di�érentiables. Alors

∂I

∂x
(x, t) =

∫ β(x)

α(x)

∂f(x, t)

∂x
dt+ f(x, β(x))

∂β(x)

∂x
− f(x, α(x))

∂α(x)

∂x
.
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Preuve du Théorème 2.2.2.

L'équation (2.7) peut être transformée en une équation de Volterra de deuxième espèce.

Premièrement, on dérive l'équation (2.7) on trouver que :

f ′(x) =
∂

∂x

∫ x

0

k(x, t)ϕ(t)dt. (2.8)

On applique la règle de Leibniz, il vient :

∂

∂x

∫ x

0

k(x, t)ϕ(t)dt =

∫ x

0

kx(x, t)ϕ(t)dt+ k(x, x)ϕ(x)
∂x

∂x︸︷︷︸
=1

−k(x, 0)ϕ(0)
∂0

∂x︸︷︷︸
=0

(2.9)

= k(x, x)ϕ(x) +

∫ x

0

kx(x, t)ϕ(t)dt.

Donc

f ′(x) = k(x, x)ϕ(x) +

∫ x

0

kx(x, t)ϕ(t)dt,

comme k(x, x) 6= 0, alors

ϕ(x) =
f ′(x)

k(x, x)
−
∫ x

0

kx(x, t)

k(x, x)
ϕ(t)dt. (2.10)

Inversement, soit ϕ une solution de l'équation (2.8). En utilisant le fait que f(0) = 0 et

en intégrant (2.8) sur [0, x], on voit que ϕ est une solution de (2.7).

L'équation (2.10) est une équation de Volterra de deuxième espèce, et par le Théorème

2.2.1 on obtient l'existence et l'unicité de la solution de (2.7).

2.2.2 Équation intégrale de Volterra non linéaire

Théorème: 2.2.3 Soient [0, a] un intervalle borné et fermé de R, k : [0, a] × [0, a] → R

continue et satisfait la condition de Lipschitz suivante avec la constante c > 0 :

|k(x, t, z1)− k(x, t, z2)| 6 c |z1 − z2| ∀(x, y) ∈ [0, a]× [0, a] et z1, z2 ∈ R. (2.11)

Donc pour toute f ∈ C([0, a],R) l'équation :

ϕ(x) = f(x) +

∫ x

0

k(x, t, ϕ(t))dt, x ∈ [0, a] (2.12)

admet une solution unique ϕ ∈ C([0, a],R).

24



Équations intégrales de Volterra : Classi�cation et quelques théorèmes
d'existence et d'unicité

Preuve.

Soit X = C([0, a],R) muni de la norme :

‖g‖X = max
x∈[0,a]

{
|g(x)| exp(−cx)

}
.

Soit l'opérateur T : X −→ X, ϕ 7−→ Tϕ où

(Tϕ)(x) = f(x) +

∫ x

0

k(x, t, ϕ(t))dt, x ∈ [0, a].

D'abord on va montrer que T est bien dé�nie : Comme f, k sont continues, alors Tϕ est

continu sur [0, a].

Maintenant montrons que T est contractant. Pour ϕ, ψ ∈ X, On a :

‖Tϕ− Tψ‖X = max
x∈[0,a]

{
|(Tϕ)(x)− (Tψ)(x)| exp(−cx)

}
6 max

x∈[0,a]
exp(−cx)

∫ x

0

|(k(x, t, ϕ(t))− k(x, t, ψ(t))|dt.

Utilisons (2.11), on obtient :

‖Tϕ− Tψ‖X 6 c max
06x6a

exp(−cx)

∫ x

0

|ϕ(t)− ψ(t)|dt.

Ce qui implique que l'on a :

‖Tϕ− Tψ‖X 6 c max
06x6a

exp(−cx)

∫ x

0

exp(ct)exp(−ct)|ϕ(t)− ψ(t)|dt

6 c‖ϕ− ψ‖X max
06x6a

exp(−cx)

∫ x

0

exp(ct)dt

= c‖ϕ− ψ‖X max
06x6a

exp(−cx)
exp(cx)− 1

c

= ‖ϕ− ψ‖X max
06x6a

(
1− exp(−cx)

)
6

(
1− exp(−ca)

)
‖ϕ− ψ‖X .

Comme 0 6 1 − exp(−cx) < 1 pour tout x ∈ [0, a], l'opérateur T est contractant. Donc

d'après le principe de Banach l'opérateur T admet un point �xe unique ϕ ∈ C([0, a]), qui

est l'unique solution de (2.12).

Dans la suite on considéré X = Cb(R+,R) muni de la norme ‖ϕ‖∞ = sup
t>0
|ϕ(t)|.

Maintenant, soit l'équation intégrale du forme Hammerstein suivante :

ϕ(x) = f(x)−
∫ x

0

k(x, t)g(t, ϕ(t))dt, x ∈ R+ (2.13)
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où on supposons que f, k, et g sont fonctions continues.

Théorème: 2.2.4

On supposons que :

• g est une fonction satisfait les deux propriétés suivantes :

g(x, 0) = 0, (2.14)

et g est Lipschitzienne par rapport à deuxième variable i.e :

∃ c > 0 telleque ∀(x, y, z) ∈ R+ × R× R, |g(x, y)− g(x, z)| 6 c |y − z|. (2.15)

• f est une fonction bornée i.e :

∃ M > 0, ∀x ∈ R+ : |f(x)| < M, (2.16)

et

∃ α > 0 : sup
x>0

c

∫ x

0

|k(x, t)|dt 6 α < 1. (2.17)

Alors l'équation (2.13) admet une solution unique.

Preuve.

Pour toute ϕ ∈ X, on dé�nit T : X −→ X, ϕ 7−→ Tϕ où :

(Tϕ)(x) = f(x)−
∫ x

0

K(x, t)g(t, ϕ(t))dt, x > 0.

Tout d'abord, montrons que T est bien dé�nie. Pour tout x ∈ R+, on a :

|(Tϕ)(x)| = |f(x)−
∫ x

0

k(x, t)g(t, ϕ(t))dt|

6 |f(x)|+
∫ x

0

|K(x, t)||g(t, ϕ(t))|dt.

Utilisant (2.14), on obtient :

|(Tϕ)(x)| 6 |f(x)|+
∫ x

0

|k(x, t)||g(t, ϕ(t))− g(t, 0)|dt.
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D'après (2.15), il vient :

|(Tϕ)(x)| 6 |f(x)|+ c

∫ x

0

|k(x, t)||ϕ(t)|dt.

En�n, utilisant (2.16) et (2.17), on trouve :

∀x ∈ R+ : |(Tϕ)(x)| 6 M + α‖ϕ‖∞

< ∞.

En outre, comme f, g et k sont des fonctions continues, alors Tϕ est continue sur R+. on

conclut que Tϕ ∈ X.

Montrons que T est contractant. Pour toutes ϕ, ψ ∈ X :

∀x ∈ R+ : |(Tϕ)(x)− (Tψ)(x)| =
∣∣∣ ∫ x

0

k(x, t)
(
g(t, ϕ(t))− g(t, ψ(t))

)
dt
∣∣∣

6
∫ x

0

|k(x, t)||g(t, ϕ(t))− g(t, ψ(t))|dt.

Utilisons (2.15), on obtient :

∀x ∈ R+ : |(Tϕ)(x)− (Tψ)(x)| 6 c

∫ x

0

|k(x, t)||ϕ(t)− ψ(t)|dt

6 ‖ϕ− ψ‖∞ c

∫ x

0

|k(x, t)|dt.

D'après (2.17), on obtient :

‖Tϕ− Tψ‖∞ 6 α‖ϕ− ψ‖∞.

Comme α < 1 , alors d'après le principe de Banach l'opérateur T est contractant, donc

l'équation (2.13) admet une solution unique ϕ ∈ X.

Maintenant, soit g une fonction s'écrit sous la forme g(x, y) = y + h(x, y), où h est

une fonction satisfait le deux conditions suivants :

h(x, 0) = 0, (2.18)

et

∃ c > 0, ∀(x, y, z) ∈ R+ × R× R : |h(x, y)− h(x, z)| 6 c |y − z|. (2.19)
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Donc l'équation (2.13) devient :

ϕ(x) = f(x)−
∫ x

0

K(x, t)[ϕ(t) + h(t, ϕ(t))]dt, x > 0. (2.20)

Supposons que la résolvante R(x, t) satisfait (Remarque 2.2.1) :

R(x, t) = k(x, t)−
∫ x

t

R(x, z)k(z, t)dz

Théorème: 2.2.5 On suppose que h est une fonction continue satisfait (2.18) et (2.19),

f satisfait (2.16), R est continue et

sup
x>0

c

∫ x

0

R(x, t)dt 6 α < 1. (2.21)

Alors l'équation (2.20) admet une solution unique ϕ ∈ X, donnée par :

ϕ(x) = f(x)−
∫ x

0

R(x, t)[f(t) + h(t, ϕ(t))]dt, x > 0.

Preuve.

On dé�nit l'opérateur T : X −→ X, ϕ 7−→ Tϕ où :

(Tϕ)(x) = f(x)−
∫ x

0

R(x, t)[f(t) + h(t, ϕ(t)]dt, x > 0.

D'abord, montrons que l'opérateur T bien dé�nie.

Comme les fonctions f,R et h sont continues sur R+ alors Tϕ est continu. On outre, Tϕ

est borné. En e�et pour tout x ∈ R+ on a :

|(Tϕ)(x)| = |f(x)−
∫ x

0

R(x, t)[f(t) + h(t, ϕ(t)]dt|

6 |f(x)|+
∫ x

0

|R(x, t)||f(t)|dt+

∫ x

0

|R(x, t)||h(t, ϕ(t)|dt.

Utilisant (2.18), on obtient :

|(Tϕ)(x)| 6 |f(x)|+
∫ x

0

|R(x, t)||f(t)|dt+

∫ x

0

|R(x, t)||h(t, ϕ(t)− h(t, 0)|dt,

et d'après (2.19), il vient :

|(Tϕ)(x)| 6 |f(x) | +
∫ x

0

|R(x, t)||f(t)|dt+ c

∫ x

0

|R(x, t)||ϕ(t)|dt.
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En utilisant (2.21) et (2.16), trouve :

|(Tϕ)(x)| 6 M + αM + α‖ϕ‖∞

< ∞.

Alors l'opérateur T est bien dé�nie.

Montrons que T est contractant. Pour toutes ϕ, ψ ∈ X, on a :

|(Tϕ)(x)− (Tψ)(x)| =
∣∣∣ ∫ x

0

R(x, t)[f(t) + h(t, ϕ(t))]dt−
∫ x

0

R(x, t)
[
f(t) + h(t, ψ(t))

]
dt
∣∣∣

=
∣∣∣ ∫ x

0

R(x, t)
[
h(t, ϕ(t))− h(t, ψ(t))

]
dt
∣∣∣

6
∫ x

0

|R(x, t)||h(t, ϕ(t))− h(t, ψ(t))|dt.

En utilisant (2.19), on obtient :

|(Tϕ)(x)− (Tψ)(x)| 6 c

∫ x

0

|R(x, t)||ϕ(t)− ψ(t)|dt

6 c

∫ x

0

|R(x, t)|dt‖ϕ− ψ‖∞.

D'où d'après (2.21), il vient :

‖Tϕ− Tψ‖∞ 6 α‖ϕ− ψ‖∞.

Alors T est contractant. Donc l'équation (2.20) admet une solution unique bornée et

continue, d'après le principe de Banach.

Maintenant, soit l'équation (2.20). On suppose que f ′(x) et kx sont existent et conti-

nues.

On dérive l'équation (2.20) par rapport à x, on obtient :

ϕ′(x) = f ′(x)− ∂

∂x

∫ x

0

(
k(x, t)[ϕ(t) + h(t, ϕ(t))]

)
dt.

On applique la règle de Leibniz sur ∂
∂x

∫ x

0

(
k(x, t)[ϕ(t) + h(t, ϕ(t))]

)
dt on trouve :

∂

∂x

∫ x

0

(
k(x, t)[ϕ(t) + h(t, ϕ(t))]

)
dt =

∫ x

0

∂

∂x

(
k(x, t)[ϕ(t) + h(t, ϕ(t))]

)
dt

+ k(x, x)ϕ(x) + k(x, x)h(x, ϕ(x)).
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Donc

ϕ′(x) = f ′(x)−
(∫ x

0

kx(x, t)[ϕ(t) + h(t, ϕ(t))]dt+ k(x, x)ϕ(x) + k(x, x)h(x, ϕ(x))
)
.

Considérons l'équation suivant :

ϕ′(x) = −k(x, x)ϕ(x)−
∫ x

0

kx(x, t)ϕ(t)dt

+
[
f ′(x)− k(x, x)h(x, ϕ(x))−

∫ x

a

kx(x, t)h(t, ϕ(t))
]
dt

ϕ(0) = f(0) = f0.

(2.22)

L'équation (2.22) est une équation di�érentielle de première ordre de la forme :
ϕ′(x) + p(x)ϕ(x) = q(x),

ϕ(0) = f(0) = f0

telle que :
p(x) = k(x, x).

q(x) = −
∫ x

0

kx(x, t)ϕ(t)dt+ [f ′(x)− k(x, x)h(x, ϕ(x)−
∫ x

0

kx(x, t)h(t, ϕ(t))dt.

La solution de cette équation s'écrit sous la forme :

ϕ(x) = u(x)v(x),

où 
u(x) = e−

∫ x
0 k(t,t)dt,

v(x) =

∫ x

0

q(z)e
∫ z
0 k(t,t)dtdz + c,

avec c une constante de R.

D'où

ϕ(x) = c e−
∫ x
0 k(t,t)dt +

∫ x

0

q(z)e−
∫ x
z k(t,t)dtdz,
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ce qui implique l'on a :

ϕ(x) = ϕ(0) e−
∫ x
0 k(t,t)dt +

∫ x

0

e−
∫ x
z k(t,t)dtf ′(z)dz (2.23)

−
∫ x

0

e−
∫ x
z k(t,t)dt

∫ z

0

kz(z, t)ϕ(t)dtdz

−
∫ x

0

e−
∫ x
z k(t,t)dtk(z, z)h(z, ϕ(z))dz

−
∫ x

0

e−
∫ x
z k(t,t)dy

∫ z

0

kz(z, t)h(t, ϕ(t))dtdz

= f(0) e−
∫ x
0 k(t,t)dt +

∫ x

0

e−
∫ x
z k(t,t)dtf ′(z)dz

−
∫ x

0

e−
∫ x
z k(t,t)dt

∫ z

0

kz(z, t)
(
ϕ(t) + h(t, ϕ(t))

)
dtdz

−
∫ x

0

e−
∫ x
z k(t,t)dtk(z, z)h(z, ϕ(z))dz.

où f, k, kx et h sont des fonctions continues.

Théorème: 2.2.6 Soient les hypothèses suivantes :

• h est une fonction satisfait (2.18) et (2.19),

• f ′(x) est une fonction bornée,

lim
x→+∞

∫ x

0

k(t, t)dt = +∞, (2.24)

∫ x

0

e−
∫ x
z k(t,t)dtdz <∞, (2.25)

et

sup(c+ 1)

∫ x

0

e−
∫ x
z k(t,t)dt

∫ z

0

|kz(z, t)|dtdz (2.26)

+c

∫ x

0

e−
∫ x
z k(t,t)dt|k(z, z)|dz 6 α < 1.

Donc l'équation (2.23) admet une solution unique bornée et continue.
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Preuve.

Soit l'opérateur T dé�nit sur X comme :

(Tϕ)(x) = f0e
−

∫ x
0 k(t,t)dt +

∫ x

0

e−
∫ x
z k(t,t)dtf ′(z)dz

−
∫ x

0

e−
∫ x
z k(t,t)dt

∫ z

0

kz(z, t)
(
ϕ(t) + h(t, ϕ(t))

)
dtdz

−
∫ x

0

e−
∫ x
z k(t,t)dtk(z, z)h(z, ϕ(z))dz, x > 0.

Premièrement, on va montre que Tϕ borné et continu.

Comme f, h, k et kx sont des fonctions continues alors Tϕ est continu, et pour toute ϕ

dans X, on a :

|(Tϕ)(x)| = |f0|e−
∫ x
0 k(t,t)dt +

∫ x

0

e−
∫ x
z k(t,t)dtf ′(z)dz

−
∫ x

0

e−
∫ x
z k(t,t)dt

∫ z

0

kz(z, t)
(
ϕ(t) + h(t, ϕ(t))

)
dtdz

−
∫ x

0

e−
∫ x
z k(t,t)dtk(z, z)h(z, ϕ(z))dz|

6 |f0|e−
∫ x
0 k(t,t)dt +

∫ x

0

e−
∫ x
z k(t,t)dt|f ′(z)|dz

+

∫ x

0

e−
∫ x
z k(t,t)dt

∫ z

0

|kz(z, t)|
(
|ϕ(t)|+ |h(t, ϕ(t))|

)
dtdz

+

∫ x

0

e−
∫ x
z k(t,t)dt|k(z, z)||h(z, ϕ(z))|dz.

En utilisant (2.18), on obtient :

|(Tϕ)(x)| 6 |f0|e−
∫ x
0 k(t,t)dt +

∫ x

0

e−
∫ x
z k(t,t)dt | f ′(z) | dz

+

∫ x

0

e
∫ x
z k(t,t)dt

∫ z

0

|kz(z, t)|
(
|ϕ(t)|+ |h(t, ϕ(t))− h(t, 0)|

)
dtdz

+

∫ x

0

e−
∫ x
z k(t,t)dt|k(z, z)||h(z, ϕ(z))− h(z, 0)|dz.

Ainsi, d'après (2.19), il vient :

|(Tϕ)(x)| 6 |f0|e−
∫ x
0 k(t,t)dt +

∫ x

0

e−
∫ x
z k(t,t)dt|f ′(z)|dz

+

∫ x

0

e−
∫ x
z k(t,t)dt

∫ z

0

|kz(z, t)|
(
|ϕ(t)|+ c|ϕ(t)|

)
dtdz

+ c

∫ x

0

e−
∫ x
z k(t,t)dt|k(z, z)||ϕ(z)|dz
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|(Tϕ)(x)| 6 |f0|e−
∫ x
0 k(t,t)dt +

∫ x

0

e−
∫ x
z k(t,t)dt|f ′(z)|dz

+

∫ x

0

e−
∫ x
z k(t,t)dt

∫ z

0

|kz(z, t)|(c+ 1)|ϕ(t)|dtdz

+ c

∫ x

0

e−
∫ x
z k(t,t)dt|k(z, z)||ϕ(z)|

6 |f0|e−
∫ x
0 k(t,t)dt +

∫ x

0

e−
∫ x
z k(t,t)dt|f ′(z)|dz

+
[
(c+ 1)

∫ x

0

e−
∫ x
z k(t,t)dt

∫ z

0

|kz(z, t)|dtdz

+ c

∫ x

0

e−
∫ x
z k(t,t)dt|k(z, z)|dz

]
‖ϕ‖∞.

Remarque 2.2.3 Le terme |f0|e−
∫ x
0 k(t,t)dt est borné d'après la condition (2.24), en e�et :

∀A > 0, ∃ R > 0 : ∀x > R⇒
∫ x

0

k(t, t)dt > A.

Pour A �xé :

∃ R > 0 tel que : ∀x > R

∫ x

0

k(t, t)dt > A

∀x > R : e−
∫ x
0 k(t,t)dt < e−A.

En outre,

∃ M > 0, ∀x ∈ [0, R] : e−
∫ x
0 k(t,t)dt 6M.

Conclusion : ∀x ∈ R+ : e−
∫ x
0 k(t,t)dt 6 max(M, e−A), et f0 est une constante.

Par conséquent, on déduit de (2.24), (2.25), (2.26) et le fait que f
′
(x) bornée que l'on a :

|(Tϕ)(x)| <∞.

Alors l'opérateur T bien dé�nit de X dans X.

Montrons que T contractant. Pour toutes ϕ, ψ de X, on a :

|(Tϕ)(x)− (Tψ)(x)| 6
∣∣∣ ∫ x

0

e−
∫ x
z k(t,t)dt

∫ z

0

kz(z, z)
[
ϕ(t)− ψ(t) + h(t, ϕ(t))− h(t, ψ(t))

]
dt
∣∣∣

+
∣∣∣ ∫ x

0

e−
∫ x
z k(t,t)dtK(z, z)

[
h(t, ϕ(t))− h(t, ψ(t))

]
dz
∣∣∣
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et d'après (2.19), il vient :

|(Tϕ)(x)− (Tψ)(x)| 6
∣∣∣ ∫ x

0

e−
∫ x
z k(t,t)dt

∫ z

0

kz(z, z)
∣∣∣[|ϕ(t)− ψ(t)|+ c|ϕ(t)− ψ(t)|

]
dt

+
∣∣∣ ∫ x

0

e−
∫ x
z k(t,t)dtK(z, z)

∣∣∣[c|ϕ(t))− ψ(t)|
]
dz

6
[
(c+ 1)

∫ x

0

e−
∫ x
z k(t,t)dt

∫ z

a

kz(z, t)dtdz

+ c

∫ x

0

e−
∫ x
z k(t,t)dt | k(z, z) | dz

]
‖ϕ− ψ‖∞.

Alors

‖Tϕ− Tψ‖∞ 6 α‖ϕ− ψ‖∞.

Comme α < 1, l'opérateur T est contractant, donc l'équation (2.23) admet une solution

unique borné.

Comme (2.23) est équivalent à (2.20) ( car ϕ(0) = f(0)), (2.20) admet une solution unique

bornée et continue.
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Chapitre 3

Existence d'une solution d'une classe

d'équation fonctionnelle-intégrale

Dans ce chapitre, nous énonçons et prouvons un théorème d'existence d'une solution

d'une classe d'équation fonctionnelle-intégrale. On introduit tout d'abord quelques nota-

tions concernant l'espace de Lebesgue L1 et la mesure de non compacité faible.

3.1 Préliminaires

3.1.1 Quelques notions relatives à l'espace L1

Soit I un intervalle de R.

Dé�nition 3.1.1 On dit que f : I × R → R est fonction de Carathéodory si f(., x) est

mesurable pour tout x ∈ R et f(t, .) est continue pour presque tout t ∈ I.

Remarque 3.1.1 ([8])

• Soit f une fonction de Carathéodory. Pour toute fonction x mesurable sur I, la fonction

(Fx)(t) = f(t, x(t)) t ∈ I est aussi mesurable sur I.

• L'opérateur F dé�ni ci-dessus est appelé opérateur de superposition ou opérateur de

Nemytsky généré par la fonction f .
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Théorème: 3.1.1 Soit F un opérateur de superposition généré par une fonction f . Alors,

F (L1(I)) ⊂ L1(I) et F : L1(I)→ L1(I) est continu si et seulement si il existe a ∈ L1(I)

et une constante b > 0 telles que |f(t, x)| ≤ a(t) + b|x| pour tous t ∈ I et x ∈ R.

Ce théorème a été prouvé par Krasnosel'skii ([16]) dans le cas où I est borné. Une géné-

ralisation au cas d'un intervalle non borné a été obtenue par Appell et Zabrejko ([1]).

Le théorème suivant donne une caractérisation des fonctions de Carathéodory dans le cas

où I est borné.

Théorème: 3.1.2 Soient I un intervalle borné de R et f : I × R → R une fonction de

Carathéodory. Alors, pour tout ε > 0 il existe un sous-ensemble fermé Dε ⊂ I tel que

m(I\Dε) ≤ ε et f est continue sur Dε × R.

En�n nous présentons quelques résultats concernant l'opérateur intégral de Volterra

linéaire dans l'espace de Lebesgue L1(R+).

On dénote par 4 le triangle :

4 = {(t, s)/ 0 ≤ s ≤ t}

et supposons donnée une fonction mesurable k : 4 → R. Ensuite, pour toute fonction

x ∈ L1(R+), on pose :

(Kx)(t) =

∫ t

0

k(t, s)x(s)ds, t ∈ R+.

L'opérateur K s'appelle opérateur intégral linéaire de Volterra.

Le lemme suivant donne une propriété fondamentale de l'opérateur intégral linéaire de

Volterra ([17], [21]).

Lemme 3.1.1 Si l'opérateur intégral de Volterra K transforme l'espace L1(R+) en lui-

même, alors il est continu.

Finalement, nous avons le théorème suivant :
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Théorème: 3.1.3 ([3])

Soit k une fonction mesurable sur 4 telle que :

sup ess
s≥0

∫ ∞
s

|k(t, s)|dt <∞.

Alors, l'opérateur intégral de Volterra K généré par la fonction k satisfait K(L1(R+)) ⊂

L1(R+) et K : L1(R+)→ L1(R+) est continu. De plus,

‖K‖ ≤ sup ess
s≥0

∫ ∞
s

|k(t, s)|dt,

où ‖K‖ dénote la norme de l'opérateur K.

Remarque 3.1.2

Nous observons que si D un sous-ensemble de R+, on peut considérer l'opérateur intégral

linéaire de Volterra associé à l'espace L1(D). En e�et, si x ∈ L1(D), on la prolonge hors

de D par 0, c-à-d, x(t) = 0 si t ∈ R+\D, ce qui nous permet de traiter l'opérateur K

d'une façon équivalente.

3.1.2 Mesure de non compacité faible

Soit E un espace de Banach de dimension in�ni, muni d'une norme ‖.‖. On dénote

par mE la famille de tous les sous-ensembles non vides bornés de E et par <WE l'ensemble

des parties faiblement relativement compacts dans E.

Dé�nition 3.1.2 ([5])

On dit qu'une fonction µ : mE → R+ est une mesure de non compacité faible si les

conditions suivantes sont satisfaites :

1. L'ensemble Kerµ = {X ∈ mE/ µ(X) = 0} est non vide et Kerµ ⊂ <WE .

2. X ⊂ Y ⇒ µ(X) ≤ µ(Y ).

3. µ(coX) = µ(X).

4. µ(λX + (1− λ)Y ) ≤ λµ(X) + (1− λ)µ(Y ) pour tout λ ∈ [0, 1].

5. Si Xn ∈ mE, Xn = X
W

n et Xn+1 ⊂ Xn pour tout n ∈ N∗ et si lim
n→∞

µ(Xn) = 0, alors

X∞ =
∞⋂
n=1

Xn 6= ∅.
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Remarque 3.1.3

1. L'ensemble Kerµ, décrit ci-dessous, est dit le noyau de la mesure de non compacité

faible µ.

2.On voit que l'intersection X∞ dans la condition 5 de Dé�nition 3.1.2 appartient Kerµ.

En e�et, comme 0 ≤ µ(X∞) ≤ µ(Xn) pour tout n, on obtient µ(X∞) = 0. Cette observa-

tion sera importante à nos considérations ultérieures.

On peut construire une mesure de non compacité faible dans l'espace L1(R+) ([4]). La

construction de cette mesure est basée sur le critère suivant pour la non compacité faible

([9]).

Théorème: 3.1.4 ([10])

Soit X un sous ensemble L1(R+). Alors, X est faiblement relativement compact dans

L1(R+) si et seulement si les conditions suivantes sont satisfaites :

(a) Pour tout ε > 0 il existe δ > 0 tel que : si m(D) ≤ δ on a
∫
D

|x(t)|dt ≤ ε pour tout

x ∈ X., x est application

(b) Pour tout ε > 0 il existe T > 0 tel que
∫ ∞
T

|x(t)|dt ≤ ε pour tout x ∈ X.

Maintenant, pour tout sous-ensemble X non vide et borné de L1(R+), on dé�nit

c(X) = lim
ε→0

{
sup
x∈X

{
sup

{∫
D

|x(t)|dt
/
D ⊂ R+,m(D) ≤ ε

}}}
. (3.1)

d(X) = lim
T→∞

{
sup

{∫ ∞
T

|x(t)|dt
/
x ∈ X

}}
. (3.2)

Si on pose :

µ(X) = c(X) + d(X), (3.3)

la fonction µ est une mesure de non compacité faible dans l'espace L1(R+)([4]).
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3.2 Théorème d'existence de solution d'une classe d'équa-

tion fonctionnelle-intégrale

Dans cette section, nous allons intéressé à un type d'équation fonctionnelle-intégrale

de la forme

x(t) = f1

(
t,

∫ t

0

k(t, s)f2(s, x(s))ds
)
, t ∈ R+ (3.4)

où f1, f2 : R+ × R → R sont deux fonctions satisfaisant les conditions de Carathéodory

qu'il existe deux fonctions a1, a2 ∈ L1(R+) et deux constantes b1, b2 > 0 telles que

|fi(t, x)| ≤ ai(t) + bi|x|, t ∈ R+, x ∈ R, i = 1, 2, (3.5)

la fonction k : R+ ×R+ → R véri�e aussi les conditions de Carathéodory où il existe une

fonction a3 ∈ L1(R+) et une constante b3 > 0 telles que

|k(t, x)| ≤ a3(t) + b3x, t ∈ R+, x ∈ R+ (3.6)

et l'opérateur intégral linéaire de Volterra

(Kx)(t) =

∫ t

0

k(t, s)x(s)ds, (3.7)

transforme l'espace L1(R+) en lui-même.

Finalement,

b1b2‖K‖ < 1, (3.8)

où ‖K‖ dénote la norme de l'opérateur K.

Remarque 3.2.1

Nous observons que l'équation (3.4) contient plusieurs types d'équations intégrales de Vol-

terra. Par exemple, l'équation intégrale non linéaire de type Volterra-Hammerstein :

x(t) = f(t) +

∫ t

0

k(t, s)g(s, x(s))ds,

et l'équation intégrale linéaire classique de Volterra :

x(t) = f(t) +

∫ t

0

k(t, s)x(s)ds.
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Théorème: 3.2.1 Sous les hypothèses ci-dessus, l'équation fonctionnelle-intégrale (3.4)

admet une solution x ∈ L1(R+).

Preuve.

La preuve se fait en trois étapes.

Étape1 : On pose

(Gx)(t) = f1

(
t,

∫ t

0

k(t, s)f2(s, x(s))ds
)
, t ∈ R+. (3.9)

L'opérateur G s'écrit sous la forme G = F1KF2 où K est l'opérateur intégral linéaire de

Volterra dé�ni dans (3.7) et Fi est l'opérateur de superposition généré par la fonction

fi, i = 1, 2. En outre, utilisant (3.5)-(3.7) et Théorème 3.1.1, on voit que si x ∈ L1(R+) on

a Gx ∈ L1(R+). Maintenant, utilisant (3.5), (3.7), (3.9) et la dé�nition F2, on obtient :

‖Gx‖1 =

∫ ∞
0

|(Gx)(t)|dt =

∫ ∞
0

∣∣∣f1

(
t,

∫ t

0

k(t, s)f2(s, x(s))ds
)∣∣∣dt

≤
∫ ∞

0

{
a1(t) + b1

∣∣∣ ∫ t

0

k(t, s)f2(s, x(s))ds
∣∣∣}dt

≤ ‖a1‖1 + b1‖KF2x‖1 ≤ ‖a1‖1 + b1‖K‖‖F2x‖1

= ‖a1‖1 + b1‖K‖
∫ ∞

0

|f2(t, x(t))|dt

≤ ‖a1‖1 + b1‖K‖
∫ ∞

0

(a2(t) + b2|x(t)|)dt

≤ ‖a1‖1 + b1‖K‖‖a2‖1 + b1b2‖K‖‖x‖1. (3.10)

En tenant compte de (3.8) et (3.10), on peut trouver une constante r = ‖a1‖1+b1‖a2‖1‖K‖
1−b1b2‖K‖

tel que l'opérateur G transforme la boule ouverte B(0, r) en lui-même. En e�et,

‖Gx‖1 < ‖a1‖1 + b1‖K‖‖a2‖1 + b1b2‖K‖‖x‖1.

Comme x ∈ Br alors

‖x‖1 <

[
‖a1‖1 + b1‖K‖‖a2‖1

]
(

1− b1b2‖K‖
) .
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Donc

‖Gx‖1 < ‖a1‖1 + b1‖K‖‖a2‖1 + b1b2‖K‖

[
‖a1‖1 + b1‖K‖‖a2‖1

]
(

1− b1b2‖K‖
)

<

[
‖a1‖1 + b1‖K‖‖a2‖1

]
(

1− b1b2‖K‖
)

< r.

Par ailleurs, grâce aux Théorème 3.1.1 et Lemme 3.1.1, l'opérateur G est continu (com-

posée d'opérateurs continus) car F1, F2 et K sont continus.

Maintenant, soient X un sous-ensemble non vide de B(0, r), un nombre réel ε > 0 et

D ⊂ R+ un sous-ensemble non vide tels que m(D) ≤ ε. Alors, pour tout x ∈ X, on

obtient en utilisant (3.5), (3.7), (3.9), la dé�nition de F2 et le fait que ai(t) ≥ 0 pour tous

t ∈ R+ et i = 1, 2 :∫
D

|(Gx)(t)|dt ≤
∫
D

a1(t)dt+ b1

∫
D

∣∣∣ ∫ t

0

k(t, s)f2(s, x(s))ds
∣∣∣dt

=

∫
D

a1(t)dt+ b1

∫
D

|(KF2x)(t)|dt

=

∫
D

a1(t)dt+ b1‖K(F2x)‖1,D

≤
∫
D

a1(t)dt+ b1‖K‖D‖F2x‖1,D

≤
∫
D

a1(t)dt+ b1‖K‖D
∫
D

|(F2x)(t)|dt

=

∫
D

a1(t)dt+ b1‖K‖D
∫
D

|f2(t, x(t))|dt

≤
∫
D

a1(t)dt+ b1‖K‖D
∫
D

(a2(t) + b2|x(t)|)dt

=

∫
D

a1(t)dt+ b1‖K‖D
∫
D

a2(t)dt+ b1b2‖K‖D
∫
D

|x(t)|dt (3.11)

où ‖K‖D (resp. ‖F2x‖1,D) dénote la norme de l'opérateur K : L1(D) → L1(D) (resp. la

fonction F2x) associée à l'espace L1(D).

Maintenant, en utilisant le Théorème 3.1.4 et le fait que l'ensemble contenant un seul

élément est faiblement compact, il vient

lim
ε→0

{
sup

{∫
D

ai(t)dt
/
D ⊂ R+, m(D) ≤ ε

}}
= 0, i = 1, 2. (3.12)
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En tenant compte de (3.1), (3.11) et (3.12), on a :

c(GX) = lim
ε→0

{
sup
x∈X

{
sup

{∫
D

|Gx(t)dt|
}}}

≤ lim
ε→0

{
sup
x∈X

{
sup

{∫
D

a1(t)dt+ b1‖K‖
∫
D

a2(t)dt+ b1b2‖K‖
∫
D

|x(t)|dx
}}}

≤ lim
ε→0

{
sup
x∈X

{
sup

∫
D

a1(t)dt+ b1‖K‖ sup

∫
D

a2(t)dt+ b1b2‖K‖
∫
D

sup | x(t) | dt
}}

≤ b1b2‖K‖ lim
ε→0

{
sup

{∫
D

|x(t)|dx
}}

≤ b1b2‖K‖c(X). (3.13)

Maintenant, soit T > 0 un nombre réel. Pour tout x ∈ X, on a∫ ∞
T

|(Gx)(t)|dt ≤
∫ ∞
T

a1(t)dt+ b1

∫ ∞
T

∣∣∣ ∫ t

0

k(t, s)f2(s, x(s))ds
∣∣∣dt

≤
∫ ∞
T

a1(t)dt+ b1

∫ ∞
T

|(KF2x)(t)|dt

≤
∫ ∞
T

a1(t)dt+ b1‖KF2x‖1,T

≤
∫ ∞
T

a1(t)dt+ b1‖K‖T‖F2x‖1,T

≤
∫ ∞
T

a1(t)dt+ b1‖K‖T
∫ ∞
T

|(F2x)(t)|dt

≤
∫ ∞
T

a1(t)dt+ b1‖K‖T
∫ ∞
T

a2(t)dt+ b1b2‖K‖T
∫ ∞
T

|x(t)|dt(3.14)

où ‖K‖T (resp. ‖F2x‖1,T ) dénote la norme de l'opérateur K : L1([T,∞)) → L1([T,∞))

(resp. la fonction F2x) associée à l'espace L1([T,∞)).

En tenant compte encore du fait que l'ensemble contenant un seul élément est faiblement

compact, on obtient en utilisant le Théorème 3.1.4 :

lim
T→∞

∫ ∞
T

ai(t)dt = 0, i = 1, 2. (3.15)
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Par conséquent, on déduit de (3.2), (3.15) et (3.14) que l'on a :

d(GX) = lim
T→∞

{
sup

{∫ ∞
T

|Gx(t)|
}}

6 lim
T→∞

{
sup

{∫ ∞
T

a1(t)dt+ b1‖K‖
∫ ∞
T

a2(t)dt+ b1b2‖K‖
∫ ∞
T

|x(t)|dt
}}

6 lim
T→∞

sup
{∫ ∞

T

a1(t)dt
}

+ b1‖K‖ lim
T→∞

sup
{∫ ∞

T

a2(t)dt
}

+ b1b2‖K‖ lim
T→∞

{
sup

{∫ ∞
T

|x(t)|dt
}}

6 b1b2‖K‖d(X). (3.16)

En combinant (3.3), (3.13) et (3.16), on obtient :

µ(GX) 6 b1b2‖K‖d(X) + b1b2‖K‖c(X)

6 b1b2‖K‖(d(X) + c(X))

6 b1b2‖K‖µ(X). (3.17)

Par la suite, on pose q = b1b2‖K‖. D'après (3.8), on voit que q < 1. Considérons la

suite d'ensembles {Bn
r }n∈N∗ où B1

r = co(GBr), B
2
r = co(GB1

r ), etc. Remarquons que

{Bn
r }n∈N∗ est décroissante, c-à-d, Bn+1

r ⊂ Bn
r pour tout n ∈ N∗. De plus, B1

r ⊂ Br(car

B1
r ⊂ GBr ⊂ Br ) et tout ensemble Bn

r est convexe et fermé (donc il est faiblement fermé).

D'ailleurs, en utilisant (3.17) et la condition 3 de la Dé�nition 3.1.2, on obtient :

µ(Bn
r ) = µ(co(GBn−1

r )) = µ(GBn−1
r )

6 qµ(Bn−1
r ) = qµ(co(GBn−2

r ))

6 q2µ(Bn−2
r ),

et par récurrence, on peut montrer que l'on a :

µ(Bn
r ) 6 qnµ(Br).

ce qui implique que l'on a lim
n→∞

µ(Bn
r ) = 0 car 0 ≤ q < 1. Par conséquent, grâce à 5 (voir

Dé�nition 3.1.2), l'ensemble Y =
∞⋂
n=1

Bn
r est non vide et d'après 2 de la Remarque 3.1.3,

µ(Y ) = 0. De plus, il est convexe, fermé, faiblement compact (d'après 1 de la Dé�nition
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3.1.2 et Y est faiblement fermé) et GY ⊂ Y (si z ∈ GY , il existe y ∈ Bn
r ⊂ Br ∀n ∈ N∗,

donc z ∈ GBr ⊂ co(GBr) = B1
r , et z ∈ GBn

r ⊂ co(GBn
r ) = Bn+1

r ∀n ∈ N∗, d'où

z ∈ GBn
r ∀n ∈ N∗, c-à-d : z ∈ Y )

Étape 2 : Montrons que GY est relativement compact dans L1(R+). Soient (yn)n∈N ⊂ Y

une suite et ε > 0 un nombre réel. Comme Y est faiblement compact et GY ⊂ Y , on

déduit du Théorème 3.1.4 qu'il existe T > 0 tel que pour tout n ∈ N, on a∫ ∞
T

|Gyn(t)|dt ≤ ε

4
. (3.18)

En outre, considérons la fonction fi(., x) sur [0, T ], i = 1, 2 et la fonction k(., .) sur

[0, T ]× [0, T ]. D'après le Théorème 3.1.2, il existe un ensemble fermé Dε ⊂ [0, T ] tel que

m(D′ε) ≤ ε oùD′ε = [0, T ]\Dε et les fonctions fi (i=1,2) et k sont continues respectivement

sur Dε × R et Dε × [0, T ]. Par conséquent, k est uniformément continue Dε × [0, T ] (car

Dε × [0, T ] est compact de R2).

Soit t1, t2 ∈ Dε. Sans perte de généralité, on suppose que t1 < t2. Pour tout n ∈ N, on a :

|(KF2yn)(t2)− (KF2yn)(t1)| =
∣∣∣ ∫ t2

0

k(t2, s)f2(s, yn(s))ds−
∫ t1

0

k(t1, s)f2(s, yn(s))ds
∣∣∣

=
∣∣ ∫ t2

0

k(t2, s)f2(s, yn(s))ds−
∫ t1

0

k(t2, s)f2(s, yn(s))ds

+

∫ t1

0

k(t2, s)f2(s, yn(s))ds−
∫ t1

0

k(t1, s)f2(s, yn(s))ds
∣∣

≤
∣∣∣ ∫ t1

0

k(t2, s)f2(s, yn(s))ds−
∫ t1

0

k(t1, s)f2(s, yn(s))ds
∣∣∣

+
∣∣∣ ∫ t2

t1

k(t2, s)f2(s, yn(s))ds
∣∣∣

≤
∫ t1

0

|k(t2, s)− k(t1, s)|(a2(s) + b2|yn(s)|)ds

+

∫ t2

t1

|k(t2, s)|(a2(s) + b2|yn(s)|)ds

≤ ωT (k, |t2 − t1|)
∫ t1

0

(a2(s) + b2|yn(s)|)ds

+ k

∫ t2

t1

(a2(s) + b2|yn(s)|)ds, (3.19)

où ωT (k, .) est le module de continuité de la fonction k sur Dε × [0, T ] et

k = max{|k(t, s)|/(t, s) ∈ Dε × [0, T ]}.
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Comme Y ⊂ Br, d'après (3.19) on a :

|(KF2yn)(t2)− (KF2yn)(t1)| ≤ ωT (k, t2 − t1)
{∫ ∞

0

a2(s)ds+ b2

∫ ∞
0

|yn(s)|ds
}

+ k

∫ t2

t1

a2(s)ds+ b2k

∫ t2

t1

|yn(s)|ds

≤ ωT (k, t2 − t1){‖a2‖1 + b2r}

+ k

∫ t2

t1

a2(s)ds+ b2k

∫ t2

t1

|yn(s)|ds. (3.20)

Comme (yn)n∈N faiblement compact, on déduit du Théorème 3.1.4 que l'on a :

∀n ∈ N :

∫ t2

t1

|yn(s)|ds→ 0 lorsque t2 − t1 → 0.

De la même manière, en tenant compte du fait que l'ensemble contenant un seul élément

est faiblement compact, on obtient en utilisant le Théorème 3.1.4 :∫ t2

t1

a2(s)ds→ 0 lorsque t2 − t1 → 0.

On pose ϕn(t) = (KF2yn)(t) pour tous t ∈ Dε et n ∈ N. On a :

∀t ∈ Dε : |ϕn(t)| =
∣∣∣ ∫ t

0

k(t, s)f2(s, yn(s))ds
∣∣∣

≤
∫ t

0

|k(t, s)|(a2(s) + b2|yn(s)|)ds

≤ k
{∫ t

0

a2(s)ds+ b2

∫ t

0

|yn(s)|ds
}

≤ k(‖a2‖1 + b2‖yn(s)‖1)

≤ k(‖a2‖1 + b2r), (3.21)

ce qui signi�e que la suite (ϕn)n∈N est uniformément bornée sur Dε. Par conséquent, il

résulte de (3.19) que la suite (ϕn)n∈N est équicontinue sur C(Dε).

Maintenant, on pose :

Q = sup{|ϕn(t)|/ t ∈ Dε, n ∈ N}.

D'après (3.21), la quantité Q est �nie. En outre, la fonction f1 est uniformément continue

sur Dε × [−Q,Q]. D'après la dé�nition de la suite (ϕn)n∈N, on a :

(Gyn)n∈N = (F1KF2yn)n∈N = (F1ϕn)n∈N
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qui est une suite équibornée et équicontinue dans C(Dε). Par conséquent, d'après le théo-

rème d'Arzéla-Ascoli,

l'ensemble (Gyn)n∈N est relativement compact dans C(Dε). (3.22)

On voit que (3.22) ne dépend pas de ε. Donc, on peut choisir une suite d'ensembles

fermés {D′p}p∈N ⊂ [0, T ] telle que m(D′p) → 0 lorsque p → ∞ et l'ensemble (Gyn)n∈N

est relativement compact dans C(Dp) pour tout p ∈ N. D'où, pour une sous-suite notée

encore n, (Gyn)n∈N est convergente dans C(Dp). Donc, elle est une suite de Cauchy dans

C(Dp), p ∈ N.

Dans ce qui suit, nous allons montrer que GY est relativement compact dans L1(R+). En

tenant compte du fait GY est faiblement compact, il existe un nombre δ > 0 véri�e que

pour tout ensemble fermé Dδ ⊂ [0, T ] tel que m(D′δ) ≤ δ on a :∫
D′δ

|(Gy)(t)|dt ≤ ε

4
, ∀y ∈ Y. (3.23)

Comme (Gyn)n∈N est une suite de Cauchy dans C(Dp), il existe p0 ∈ N tel quem(Dp0) > 0,

m(D′p0) ≤ δ et pour tous i, j ≥ p0 on a :

|(Gyi)(t)− (Gyj)(t)| ≤
ε

4m(Dp0)
, ∀t ∈ Dp0 . (3.24)

En utilisant (3.23)-(3.24), on obtient :∫ T

0

|(Gyi)(t)− (Gyj)(t)|dt =

∫
Dp0

|(Gyi)(t)− (Gyj)(t)|dt+

∫
D′p0

|(Gyi)(t)− (Gyj)(t)|dt

≤ εm(Dp0)

4m(Dp0)
+

∫
D′p0

|(Gyi)(t)|dt+

∫
D′p0

|(Gyj)(t)|dt

≤ 3

4
ε. (3.25)

En combinant (3.18) et (3.25), il vient :

‖(Gyi)(t)− (Gyj)(t)‖1 =

∫ ∞
0

|(Gyi)(t)− (Gyj)(t)|dt ≤ ε,

ce qui signi�e que (Gyn)n∈N est une suite de Cauchy dans L1(R+) qui est un espace

complet. On conclut que (Gyn)n∈N est convergente et GY est relativement compact dans
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L1(R+), d'où le résultat désiré.

Étape 3 : On pose Y0 =co(GY ). D'après le théorème de Mazur, l'ensemble Y0 est compact

dans L1(R+) car (GY ⊂ Y ⇒ co(GY ) ⊂ co(Y ) = Y (car Y convexe) ⇒ co(GY ) ⊂ Y ⇒

co(GY ) ⊂ Y , et Y est compact donc Y0 =co(GY ) est compact). En outre, comme GY ⊂ Y

on obtient Y0 =co(GY ) ⊂ co(Y ) = Y (car Y est convexe). Cela implique que l'on a

GY0 ⊂ GY . En passant à l'enveloppe convexe, il vient co(GY0) ⊂ co(GY ) = Y0, d'où

GY0 ⊂ co(GY0) ⊂ Y0. Finalement, comme G est continu, on déduit du théorème du point

�xe de Schauder que G qu'il existe x ∈ Y0 tel que Gx = x qui est une solution de l'équation

fonctionnelle-intégrale (3.4).

Exemple 3.2.1

Considérer l'équation intégrale Volterra suivante :

x(t) = t2e−t +

∫ t

0

(a(t) + s)(sin(ts))e−t
[ 1

s2 + 1
+

t

2s+ 1
x(s) sin(x(s))

]
dt (3.26)

Où t ∈ R+ et la fonction a : R+ → R est dé�nie par la formule suivante :

a(t) =


0 pour t rationnelle

t pour t irrationnelle.

Il est facile de voir que l'équation. (3.26) est un cas particulier d'équation. (3.4), où

f1(t, x) = t2e−t + x

K(t, s) = (a(t) + s)(sin(ts))e−t

f2(t, x) =
1

t2 + 1
+

t

2t+ 1
x sin(x)

Observer que la fonction k(t, s) est continue en s pour tout t ∈ R+ et mesurables en t

pour chaque s ∈ R+ . En outre, la �xer un élément s ∈ R+, on obtient :∫ ∞
s

|k(t, s)|dt =

∫ ∞
s

(a(t) + s)e−t| sin ts|dt

6
∫ ∞
s

(t+ s)e−tdt

= (2s+ 1)e−s.
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Par conséquent, on obtient :

sup
s>0

ess

∫ ∞
s

|k(t, s)|dt = 2/
√
e.

L'estimation ci-dessus et Théorème 3.1.3 impliquent que ‖K‖ 6 2/
√
e.

De plus, remarquons que les fonctions f1(t, x) et f2(t, x) satisfaisant l'hypothèse (3.5) du

Théorème 3.2.1 avec a1(t) = t2e−t, a2(t) = 1/(t2 + 1), b1 = 1, b2 = 1/2, de toute évidence,

a1, a2 ∈ L1.

En outre, on a que b1b2‖K‖ 6 1/
√
e < 1 En�n, d'après le Théorème 3.1.3 on déduit que

l'équation (3.26) admet au moins une solution dans l'espace L1(R+).

Exemple 3.2.2

Considéré l'équation fonctionnelle-intégrale suivante :

x(t) =
t

t3 + 1
+ arctan

( ∫ t

0

(t+ s)e−t
{
e−s

2
+

s

s2 + 8
[x(s) + ln(1 + x2(s))]

}
ds
)2

(3.27)

Où t ∈ R+. L'équation (3.27) est un cas particulier d'équation (3.4) avec

f1(t, x) =
t

t3 + 1
+ arctanx2

K(t, s) = (t+ s)e−t

f2(t, x) = e−t
2

+
t

t2 + 8
(x+ ln(1 + x2)).

Par conséquent, compte tenu de l'inégalité des arctanx2 6 2x pour x > 0 on obtient

que la fonction f1(t, x) satisfait à l'hypothèse (3.5) du Théorème 3.2.1 avec b1 = 2 et

a1(t) =
t

t3 + 1
.

De plus, en tenant compte de l'inégalité des ln(1 + x2) 6 x et en tenant compte du fait

que le maximum de la fonction z(t) =
t

t2 + 8
est égal à

√
2/8 on a que la fonction f2(t, ϕ)

satisfait l'hypothèse (3.5) avec b2 =
√

2/4 et a2(t) = e−t
2
.

De plus, on a le estimation suivant :∫ ∞
s

|k(t, s)|dt =

∫ ∞
s

(t+ s)e−tdt = (2s+ 1)e−s

Par conséquent, (de même que dans l'exemple 3.2.1) nous avons que ‖K‖ 6 2/
√
e ce que

implique b1b2‖K‖ 6
√

2/e < 1 maintenant, d'après Théorème 3.2.1, nous concluons que

l'équation (3.27) a au moins une solution dans l'espace des L1(R+).
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Conclusion

Ce travail a mis en évidence l'étude d'une classe d'équation fonctionnelle-intégrale non

linéaire dans l'espace de Lebesgue L1(R+) :

x(t) = f1

(
t,

∫ t

0

k(t, s)f2(s, x(s))ds
)
, t ∈ R+ (3.1)

où les fonctions f1; f2 et k satisfont aux conditions de Carathéodory. L'équation (3.1)

contient plusieurs types d'équations intégrales de Volterra. Par exemple, l'équation inté-

grale non linéaire de type Volterra-Hammerstein et l'équation intégrale linéaire classique

de Volterra. Cette étude a donc consisté à chercher une solution faible de (3.1) en utili-

sant la notion de la mesure de non compacité faible et le théorème du point de Schauder.

Nous observons que les solutions des équations intégrales de Volterra obtenues au Cha-

pitre 2 sont plus régulières (elles sont continues) que la solution faible de (3.1) obtenue

au Chapitre 3.
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 ملخص

 

 ملخص

للمعادلة التكاملية الدالية من    𝐿1(ℝ+) لوبيغضاء فتهدف هذه المذكرة إلى دراسة وجود الحل في 

   :  الشكل

𝑥(𝑡) = 𝑓1 (𝑡, ∫ 𝑘(𝑡, 𝑠)𝑓2

𝑡

0

(𝑠, 𝑥(𝑠))𝑑𝑠)               𝑡 ∈ ℝ+ 

, 𝑓1حيث الدوال من خلال النقطة الثابتة وباستخدام مفهوم القياس الضعيف لعدم التراص 𝑓2  و 𝑘  تحقق

  .كراتدوري  شروط

نواع من المعادلات التكاملية لفولتيرا على سبيل المثال المعادلة التكاملية أهذه المعادلة تحتوي على عدة 

.لفولتيرا  الخطية ة و المعادلة التكاملية الكلاسكية فولتيرا هامرستاين الغير خطي         

لعدم  الضعيف قياس، الالمعادلة التكاملية  لفولتيرا، المعادلة التكاملية الدالية : الكلمات المفتاحية  

.ةنظريات النقطة الثابت ، الحل،  التراص، الوجود  
 

Abstract 
This memory  aims to study the existence of a solution in the Lebesgue space  𝐿1(ℝ+)   of a type of  

functional -integral equation of the form : 

𝑥(𝑡) = 𝑓1 (𝑡, ∫ 𝑘(𝑡, 𝑠)𝑓2

𝑡

0

(𝑠, 𝑥(𝑠))𝑑𝑠)               𝑡 ∈ ℝ+ 

by the fixed-point method using the notion of the measure weak non-compactness  where the 

functions  𝑓1 , 𝑓2and  𝑘 satisfy the Carathéodory conditions. 

This equation contains a lot of special types Volterra integral  equations. For example, the non-linear 

integral equation Volterra-Hammerstein and  the classical linear Volterra  integral equation. 

Keywords: functional-integral equation, Volterra integral equation, the measure weak non-

compactness, fixed-point theorems, existence, solution. 

 

Résumé 
Ce mémoire a pour objectif d'étudier l'existence d'une solution dans l'espace de 

Lebesgue 𝐿1(ℝ+) d'un type d'équation fonctionnelle-intégrale de la forme : 

𝑥(𝑡) = 𝑓1 (𝑡, ∫ 𝑘(𝑡, 𝑠)𝑓2

𝑡

0

(𝑠, 𝑥(𝑠))𝑑𝑠)               𝑡 ∈ ℝ+ 

par la méthode du point fixe en utilisant la notion de la mesure de non compacité faible où 

les fonctions 𝑓1 , 𝑓2  et 𝑘 satisfont aux conditions de Carathéodory. 

Cette équation contient plusieurs types d'équations intégrales de Volterra. Par exemple, 

l'équation intégrale non linéaire de type Volterra-Hammerstein et l'équation intégrale 

linéaire classique de Volterra. 

Mots-clés: équation fonctionnelle-intégrale, équation intégrale  de Volterra, mesure de non 

compacité faible, théorèmes du point fixe, existence, solution. 
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