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INTRODUCTION GENERALE

La théorie des équations fonctionnelles-intégrales apparaissent dans la formulation
mathématique de nombreuses de problémes dans le domaine des équations différentielles
ordinaires et partielles, la physique mathématique, les problémes de contacts et de I’as-
trophysique. Elle peut étre formulée sous la forme d’une équation fonctionnelle intégrale.
C’est un domine de recherche actif d’un point de vue de la mathématiques appliquées et
la physique mathématique.

L’objectif de ce mémoire est d’étudier I'existence d’une solution dans I'espace de Le-

besgue L'(R,) d’un type d’équation fonctionnelle-intégrale de la forme

a:(t):f1<t7/Otk(t,s)fg(s,x(s))ds>, teR, (1)

ou les fonctions fi, fo et k satisfont aux conditions de Carathéodory. L’équation (1)
contient plusieurs types d’équations intégrales de Volterra. Par exemple, 1’équation inté-
grale non linéaire de type Volterra-Hammerstein et I’équation intégrale linéaire classique
de Volterra. La preuve utilisée pour avoir une solution de 'équation (1) est basée sur la
méthode du point fixe (théoréme du point fixe de Schauder) en utilisant la notion de la
mesure de non compacité faible.

Nous vous présentons dans ce document des définitions bien connues et quelques théorémes
importants d’existence et d’unicité des solutions des équations intégrales de Volterra. La
partie importante de ce travail consiste a étudier I'existence d’une solution d’une classe
d’équation fonctionnelle-intégrale (1) dans I'espace de Lebesgue L'(R). Nous avons ré-

parti ce mémoire en trois chapitres :
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Le premiére chapitre contient un rappelle sur certaines notions utilisées tout au long de ce
mémoire, comme les espaces fonctionnelle (I’espace de fonction continue, 'espace Banach,
les espaces de Lebesgue), quelques outils utilisés pour les opérateurs (opérateur contrac-
tant, ...). D’ailleurs, on énonce certains théorémes de point fixe, ce sont le principe de
contraction de Banach et le théoréme de Schauder.

Le deuxiéme chapitre est consacré a présenter une classification par la linéarité des équa-
tions intégrales de Volterra (linéaire et non linéaire), avec des exemples sur tous les types.
D’ailleurs, on introduit certains théorémes d’existence et d’unicité pour les cas linéaire
et non linéaire dans 'espace des fonctions continues C([0, a], R) et I'espace des fonctions
continues et bornées Cy(R,,R). Les différentes techniques utilisées pour prouver ’exis-
tence sont la méthode de la résolvante et le principe de contraction de Banach.
Finalement, le dernier chapitre de ce mémoire porte sur ’existence d’une solution dans
'espace de Lebesgue L'(R, ) de I'équation fonctionnelle-intégrale (1) ou les fonctions fi, fo
et k satisfont aux conditions de Carathéodory. Tout d’abord, on commence a introduire
quelques notions relatives a I'espace L' et aux fonctions de Carathéodory. Ensuite, on
voit la définition de la mesure de non compacité faible et les outils concernés dont deux
exemples trés important sur cette définition. Enfin, en appliquant le théoréme du point
fixe de Schauder et & l'aide de la notion de la mesure de non compacité faible, on peut
prouver lexistence d’une solution de (1). Nous donnons également un exemple qui peut

s’appliquer a cette équation fonctionnelle-intégrale.



Chapitre 1

Préeliminaires

Ce chapitre contient certaines notions et quelques outils utilisées tout au long de ce

mémoire concernant la topologie faible et I’analyse fonctionnelle.
1.1 Espaces fonctionnels

Dans tout le chapitre K représente le corps R ou C.

1.1.1 Espace vectoriel normé

Définition 1.1.1 (Espace vectoriel)
On définit sur un ensemble non vide X deux opérations, l'addition (+) des éléments X et

la multiplication (-) par un scalaire. Si les conditions suivantes vérifiées :
1. (X,+) est un groupe abelian,
2. V(r,y) e X x X, Vo, €K on a:
x a(r+vy) =ar+ ay,
x (a+ p)r = ax + Pz,
x a(f.r) = (af).z,
* l.x =z,
on dit que X est un espace vectoriel sur le corps K, et noté par (X, +,-).

3
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Définition 1.1.2 (La norme)

Soit X un espace vectoriel. Une norme sur X est une application de X dans R, habituel-
lement notée ||.| vérifiant pour tous x,y dans X et tout o dans K :

o |z =0 z=0,

o llaz| = la] lal| (homogéndite),

o x4yl < |z + |lyl| (inégalité triangulaire).

Définition 1.1.3 (Espace vectoriel normé)
Un espace vectoriel X muni d’une norme ||.||, noté (X, ||.||) sera appelé un espace vectoriel

norme.

Exemple 1.1.1
Soient [a,b] un intervalle de R et X = C([a,b],R) l'espace de toutes les fonctions réelles
continues sur [a,b]. L’application ||.|| : X — RT, g+— ||g|| = £§§1{|g(x)|exp(—Lx)}
telle que L > 0 est une norme sur X. En effet, on a :
*llgl =0 & max{lg(a)|exp(~La)} =0
& g(z)|exp(—Lx) =0, V€ |a,b
lg(x)] =0, Vz € la,b]

=
< g(x) =0, Vz€a,b]
=

o Mgl = max {Irg(e) exp(~La)}
= max {\lg(x) [ exp(~La) }
= Amax {|g(x)| exp(~La) |
= gl
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ollg+nl = max{lox) + h)|exp(~La) }
< max{(lo(a)] + k(o)) ) exp(~La) }
< _ _
< max{lo(e)| exp(~La) } + max { |h(a) exp(~La) |
< gl + Ial.
Donc, ||.|| est une norme sur X.

1.1.2 Espace de Banach

Définition 1.1.4 (Convergence simple de suite)
Soit (X, || - ||) un espace vectoriel normé. On dit qu’un suite (x,)neny C X convergente

simplement vers un élément x € X si et seulement si :
Ve>0, AN. €N, Vn>N.: ||z, —z| <e.

Définition 1.1.5 (Suite de Cauchy)

Soit X un espace vectoriel normé. Toute suite (x,)nen de X vérifiant :
Ve>0, dng €N, Vnom = ng: ||z, — znl|lx <e
est appelée suite de Cauchy.

Proposition 1.1.1

Toute suite convergente est une suite de Cauchy.

Preuve.

Soit {, }nen une suite converge vers [, cela veut dire que

Ve >0, IN. €N, Vn > N, : ||z, — || <

Y

DO | ™

donc

3

226.

€
Vn,m > Ne: ||ep — x| < |zn = U + 1 — 20| < 3 +

Par conséquent, {x, },en est une suite de Cauchy. m

5
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Définition 1.1.6 (Espace complet)

Un espace X est dit complet, si dans cet espace, toute suite de Cauchy est convergente.

Définition 1.1.7 (Espace de Banach)

Un espace de Banach est un espace vectoriel normé complel.

Exemple 1.1.2
(C([a,b],R), ||.|loc) est un espace de Banach.

1.1.3 Espace C*([a,b)])

Définition 1.1.8 (Fonction continue )
Soient f: (X, ].]lx) = (Y, ||.|ly) une application et y € X.

e On dit que f est continue en point y si :
Ve>0, 36(y,e) >0: [z —yllx <0 = [If(z) = f)lly <e

e On dit que f est continue sur X si et seulement si pour toute y € X, f est continue en

Y.

e On dit que f est uniformément continue sur X si et seulement si :
Ve >0, 3d(e) >0, tels que Ve,y € X : |z —yllx <9 = ||f(x)— f(y)|y <e.

Définition 1.1.9 (Fonction Lipschitzienne)
On dit que f est c-Lipschitzienne si :

Je>0tels queVe,y e X - ||f(z) — fy)lly < cllz—vylx-

Définition 1.1.10 (Famille équicontinue)
e Soit F une famille des fonctions continues sur un ensemble Q C R™. On dit que F est

équicontinue en point y € Q) si et seulement si pour tout € > 0, il existe 6 > 0 telle que :
VieF, VeeQ: lzr—yll<d = [f(z) - fyl <e.

e On dit que F est équicontinue sur € si et seulement sl est équicontinue en tout point

y € S
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Définition 1.1.11 (Module de continuité d’une fonction)
e Un module de continuité est une fonction w : [0,00[—> [0, 00| utilisée pour mesurer
quantitativement la continuité uniforme de fonctions.

e Une fonction f: I — R admet w pour module de continuité si et seulement si

Ve,yel: [f(y) = f@)] <w(f ly —xf),

ol

w(f,h) = max [f(y) — f(z)|, heRy.
ly—z|<h

Proposition 1.1.2

Pour h e Ry, on a }lliIT(l) w(f,h) =0, et h— w(f, h) est continue sur R,.
—

Remarque 1.1.1

e Une fonction est uniformément continue si et seulement si elle admet un module de
continuité.

e Le module w(t) = ct correspond auzx fonctions c-lipschitziennes.

Le module w(t) = ct* auzx fonctions héldériennes .

e Fn général, le role de w est de fizer une dépendance fonctionnelle explicite de € en ¢

dans la définition de la continuité uniforme.

Définition 1.1.12 (Espace C*([a,b]))
<f € C*(la, b])) & ( f est dérivable jusqu’a l'ordre k et sa dérivée d’ordre k est continue) ,

muni de la norme
k

= W ()].
il 2 max [F7(2)]

1.1.4 Espaces des Lebesgue L?((2)

Définition 1.1.13 Soient Q0 un ouvert de R", 1 < p < +oc.

LP(Q) est l’espace des classes des fonctions mesurables de puissance p-éme intégrable, i.e :
LP(Q) = {f : Q@ — R mesurable; / | f(z) [P dx < +oo} ,
Q

7
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muni de la norme :

1 Fllrey = (/Q |f(x)|pdx);.

L’espace L'(2) est un espace de toute le fonction intégrable sur €.

e Pourp=1:

e Pour p=+o00:

L>(Q) = {f : 0 — R mesurable tell que: I c¢>0|f(x)| <c pp sur Q}u

muni de la norme :

|l =it {e> 0 u({f(z) > a}) =0}

Théoréme: 1.1.1 (de Fischer-Riesz) (/6/)

Vp € [1,00], LP(Q2) est un espace de Banach.

1.2  Quelques éléments d’analyse fonctionnelle

1.2.1 Suites et séries des fonctions
1) Suites des fonctions

Définition 1.2.1 (Suite des fonctions uniformément bornée)
On dit qu’une suite des fonctions (f,) d’un espace normé X dans R (ou R, d € N) est

uniformément bornée s’il existe M > 0 tel que :
Vne N vreX, |ful@)l <M (ou[|fu(z)] < M).

Il est équivalent de dire que la suite des normes || f,. ()| est bornée par M ou bien que
les fonctions f, sont toules dans une boule B(0, M) de l'espace normé (B(X,R%), ||.||x)

des fonctions bornées sur X.

Convergence d’une suite des fonctions

Soit (fy)nen une suite des fonctions définies sur un intervalle I C R non vide.

8
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a) Convergence simple

(fn S;ﬁ f quand n — oo) — (Vm €l, lim f,(z)= f(;c))

n—too

b) Convergence uniforme

<fn S:Tu; f quand n — oo) <— ( lim sup|f.(z) — f(z)] = ()>.

n—too ger

2) Séries des fonctions

+oo
[| Soient I un intervalle de R, d’intérieur non vide, > f,, une suite des fonctions de
n=0

terme général f, et (S,) est des sommes partielles tel que S, : I — R (ou C) définie par

k=0

Convergence d’une série des fonctions

a) Convergence simple
+o00

On dit que la série de fonctions »_ f, converge simplement sur [ lorsque la suite de
n=0

fonctions (.S,) des sommes partielles converge simplement sur 1.

b) Convergence uniforme
+o0

On dit que la série de fonctions ) f,, converge uniformément sur I lorsque la suite de
n=0

fonctions (.S,) des sommes partielles converge uniformément sur 1.

c) Convergence normale
+oo

On dit que la série de fonctions ) f,, converge normalement sur I si la série numérique
n=0

+oo
a termes positifs > || fn]lco €St convergente.

n=0

Proposition 1.2.1

+o00 +00
Si > fn converge normalement sur I alors > f, converge uniformément sur I.

Corollaire 1.2.1

+oo +00
Soit une série numérique Y u, convergente et »_ f, une série de fonctions définies sur
n=0 n=0
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I C R telles que :

VneN, Ve el: |fu(z)| < uy,.

+o0o

Alors la série de fonctions Y f, est normalement convergente, donc elle est uniformément
n=0

convergente sur I.

1.2.2 Le conexcité et la compacité

Définition 1.2.2 (Convexe)

Un sous-ensemble U d’un espace vectoriel X est dit convexe si et seulement si :
V(z,y) € U, VA€ [0,1], e+ (1 — Ny € U.

Définition 1.2.3 (Compact)
Soit U un ensemble d’un espace normé X. On dit que U est compact si pour tout recou-
vrement de U par des ouverts de U on peut extraire un sous-recouvrement fini i.e.
VVi, 5 € J (ouwverts); U C |JV},IVmy, (k) =1,2,...,n tell que U C |J Vi)
j€J k=1
Théoréme: 1.2.1 (Bolzano-Weierstrass)
Un ensemble U d’un espace normé X est compact si et seulement si de toute suite d’élé-

ments de U, on peut extraire une sous-suite converge vers un élément de U.

Théoréme: 1.2.2 (Mazur) (/22])

Soit U un sous-ensemble d’un espace de Banach X, ['enveloppe conveze fermée, notée par
co(U), est lintersection de tous les sous-ensembles convezes fermés de X qui contenant
U. Ensuite, I’enveloppe conveze fermée d’un sous-ensemble compact U C X est également

compact.

Définition 1.2.4 (Relativement compact)
Soit U un ensemble d’un espace normé X. On dit que U est relativement compact si son

adhérence U est compact.

10
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Théoréme: 1.2.3 Tout ensemble borne d’un espace normé de dimension finie est relati-

vement compact.

Théoréme: 1.2.4 (Arzéla-Ascoli)
Soit (K, d) un espace métrique compact. Un sous-ensemble U de C'(K,R™) est relativement
compact si et seulement si les deux conditions sutvantes satisfait :

o U est borné c’est-a-dire :
Je>0: |f(x)|<c Vzelabd],feUl.
o U est équicontinue c’est-a-dire :

Ve>0,30>0 :|z—y|<d = |f(x)— fly)|<e VfeU =z,y¢€]lab.

1.3 Topologie faible

Pour les notions de la topologie faible on référe a ([6],[11]).

Définition 1.3.1 La topologie faible sur un Banach X est la topologie la moins fine (celle

qui a le moins d’ouverts) telle que toutes les formes linéaires du dual X' restent continues.

Définition 1.3.2 (Convergence faible de suite)

Soit (z,)nen une suite de X et soit © un élément de X, alors
(xn - (C’onverge faiblement)) — (EI fe X' tell que f(z,) — f(x) (C’omjerge simple)).

Théoréme: 1.3.1 (Eberlein-Smulian)
Soit X Banach et U C X faiblement compact. Alors de toute suite de U on peut extraire

une sous-suite fatblement convergente vers un élément de U.

Définition 1.3.3 (Ensemble faiblement relativement compact)
On dit qu’une partie U de X est faiblement relativement compact si et seulement si U est

faiblement compact.

11
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1.4 Notions sur les opérateurs

1.4.1 Les opérateurs linéaires continus

Définition 1.4.1 (Opérateur linéaire)

Soit T : (X, ]| - |lx) = (Y, || - ly) un opérateur. On dit que T est linéaire si :
Vu,v € X et a,f €K 1 T(au+ pv) =aTu+ Tv.

Proposition 1.4.1 Soit T € L(X,Y). Alors T est continu si et seulement s’il existe une

constante positive M telle que pour tout u € X on a ||Tully < M|ul/x.

Proposition 1.4.2 (/6])
SiT e L(X,Y), alors on a :

Tu
sup | Tully = sup  ||Tully = sup  ||Tuly-
wex—{ox} llullx  wex julx<1 weX Jlul| x=1

Ces quantités sont finies si et seulement si T est continu et on note alors ||T||z(xy). De

plus, Uapplication L(X,Y) > T +— ||T||z(x,y) définit une norme sur L(X,Y).

Proposition 1.4.3
Soient X et Y deux espaces normés, T : X — Y un opérateur linéaire et xqg € X. Les
propriétés suivantes sont équivalentes :

1) L’opérateur T' est continu sur X.

2) Lopérateur T est continu au point x.

3) 3IM>0,VreX: |Taly < Mz|x.

1.4.2 Opérateur compact

Soit T un opérateur d’un espace normé X dans un espace normé Y. On dit que T est
un opérateur compact s’il envoie tout ensemble borné dans X & un ensemble relativement

compact dans Y.

12
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1.4.3 Opérateur contractant

Soient X un espace vectoriel normé et T" un opérateur borné. L’opérateur T est dite

contractant s’il existe une constante L telle que 0 < L < 1 et

Vo, 00 € X0 ||[Tor — Tpa|| < L1 — 92|

1.4.4 Opérateur intégral

Définition 1.4.2 Soient [a,b] un intervalle de R, k(.,.) et ¢(.) deux fonctions mesurables
définies respectivement sur |a,b] X [a,b], [a,b]. Tout opérateur T admet une formulation

de la forme suivante (de facon formelle) :
b
To)@) = [ Katpdt, 2 ol
s’appelle opérateur intégral linéaire.

Noyau d’un opérateur

La fonction mesurable k est dite noyau de 'opérateur intégral 7'

1.4.5 Opérateur produit

Soient 77 et Ty deux opérateurs intégraux sur LP(X) avec des noyaux k; et ko respec-

tivement, opérateur produit noté T1T, envoie aussi LP(X) dans LP(X), ou
(I1T2)e = Ty(Tzp).

Si les noyaux k; et ko justifient l'inter changement de ’ordre d’intégration alors, on peut

déduire le noyau k du produit 7775 en fonction de k; et ks.

ﬂnm@:[Jﬂ%@Ajw@
— [ w2z [ ke

:A¢@@Ah@@@@ww
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D’ou 'opérateur TT5 est un opérateur intégral d’un noyau,

k:(x,y):/Xk:l(x,z)kg(z,y)dz.

Notons que si, on prend T} = T, = T, d'un noyau k; = ko = k, alors 'opérateur 11T, = T

admet un noyau ks(z,y) donné par :

ol ) = /X Kz, 2)k(z, y)dz,

par itération le noyau k,(z,y) de T,, est

kn(x,y):/Xk:(x,z)kn_l(z,y)dz.

1.5 Quelques théorémes du point fixe

Définition 1.5.1 (Point fixe)

Soit T : X — Y un opérateur. On dit que o € X est un point fize d’opérateur T si :

Ty = .

1.5.1 Principe de contraction de Banach

Théoréme: 1.5.1 Soit X un espace de Banach et T : X — X un opérateur contractant,

alors T admet une point fize unique.

Preuve.

Considérons la suite {¢, }nen telle que oo donné et ¢, = T(p,_1) pour n > 1. On a

H‘Pn - QOmH < ”9071 - ‘Pn—lH + ..t H%Dm—&-l - QOmH

= T(pn1) = T(pn2)ll + - + [T(m) = T(Pm-)ll

D’aprés le fait que T est contractant, on obtient :

ngn_@mH < LHQOTL—I_QOR—ZH+"‘+L||§0m_§0m—1“7
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Préliminaires

et par récurrence on a :

lon —@mll < L+ L2+ L+ L™ Yo — o
mel

<
1-L

||901 —900||'

Ce qui nous conduit a ||¢, — ¢m|| — 0. Donc {¢y }ren est une suite de Cauchy, et
n,m—-+oo

comme X est un espace de Banach, alors la suite {, },en est convergente, i.e :
J o € X, telle que v, — ¥o.
n—-+400
On va montrer que ¢, est un point fixe de I'opérateur 7'. En effet :
0 < [IT(p0) = @oll < [[T(0) = T(n)ll + lens1 — ol
< L lgo = enll + llen+1 = ol

dot [[T(o) — ol = lim L [lgo — @ull + l[¢n+1 — woll = 0. Done T(po) = ¢o.
Montrons I'unicité du point fixe :

On suppose que @ # 1y deux des points fixes de T on obtient :

o — voll = [T(¢0) — T(10)]|
< Lo — ol
< lpo = 2ol-

C’est une contradiction. Alors ¢y = ¢y. =

1.5.2 Théoréme du point fixe de Schauder ([12])

Théoréme: 1.5.2 (Théoréme du point fixe de Schauder généralisé )
Soit Q) un ensemble convexe et fermé dans un espace de Banach X et T : Q0 — € une

application continu tel que T(2) est relativement compact. Alors T admet une point fize.

Théoréme: 1.5.3 (Théoréme du point fixe de Schauder)
Suppose que ) un ensemble convexe et compact dans un espace de Banach X etT" : Q) — €

une application continue . Alors T admet une point fize.

15



Chapitre 2

Equations intégrales de Volterra :
Classification et quelques théorémes

d’existence et d’unicité

Dans ce chapitre, nous allons présenter une classification selon la linéarité des équations

intégrales de Volterra ainsi que quelques théoréemes d’existence et d’unicité.
2.1 Classification par linéarité des équations intégrales

de Volterra

2.1.1 Equations intégrales linéaires de Volterra

Définition 2.1.1 Soient [a,b] un intervalle de R, f une fonction d’une variable définie
sur [a,b], k une fonction de deux variables définie sur [a,b] X [a,b] et A\ un paramétre réel.

Toute équation & une inconnue ¢ : [a,b] — R de la forme :

oz) = £(z) +A/zk(x,t)<p(t)dt, 2 € [0l (2.1)

s’appelle équation intégrale linéaire de Volterra non homogéne de seconde espéce d’un

noyau k.
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Equations intégrales de Volterra : Classification et quelques théorémes
d’existence et d’unicité

Remarque 2.1.1

e Si f =0 léquation intégrale (2.1) doit prendre la forme :

o) = [ Katptdt, o elab
et s’appelle équation intégrale linéaire de Volterra homogéne de seconde espeéce.

e Si le noyau k(x,t) prend la forme de L(x — 1), ou L est une fonction définie sur R,

Uéquation (2.1) s’appelle aussi équation intégrale de Renwal.
Définition 2.1.2 Toute équation & une inconnue ¢ : [a,b] — R de la forme :
f(z) = /ﬂﬁ k(x,t)p(t)dt, x € [a,b]
a
est dite équation intégrale linéaire de Volterra de premiére espeéce.

Exemples 2.1.1

o(r) =1+ 22 +/ e o(t)dt.
0

“24cosw
=1 2 [ —————(t)dt.
¢ o) =) +2 [ TEE L0
. oz) =2 / (22 + 6)o(t) dt.
0
. “ coshx
e c”sin(x) —/0 p— (t)dt
2 1 T
e cos(z) — 1+ - —/ (z —t)%p(t)dt
2~ 2/,

2.1.2 Equations intégrales non linéaires de Volterra

Définition 2.1.3 Soit F : [a,b]*> x R — R une fonction non linéaire par rapport & troi-

sieme variable. Toute équation & une inconnue @(x) de la forme :
o) = f) 4+ [ Flatoplt)at,  w€lad 22)
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d’existence et d’unicité

s’appelle équation intégrale non linéaire de Volterra de seconde espéce non homogeéne.

Remarque 2.1.2

e Si f =0 l'équation (2.2) peut alors s’écrire comme suit :

o) =) [ Flatp)d, o€y
et dite équation intégrale non linéaire de Volterra de seconde espéce homogeéne.
o Si F(x,t,p(t) = k(z,t)g(t, (1)) ot g : [a,b] x R — R est une fonction non linéaire
par rapport o deuziéme variable, l'équation (2.2) s’appelle aussi équation intégrale de

Hammerstein .

Définition 2.1.4 Toule équation & une inconnue ¢ : [a,b] — R de la forme :
f(z) = /w F(z,t,¢(t))dt, x € [a,b]

s’appelle équation intégrale non linéaire de Volterra de premiere espéce.

Exemples 2.1.2

e () =x(l —eY) +/ e Vet
0

1 1 v
e —sinz — —xcosT = / sin(x — t)sin(p(t))dt.
2 2 ;
o o(t) =%+ /x(a(x) + t)sin(zt)e™” L + t o(t)sin(p(t)) | dt.
0 22+1 2t+1

2.2 Quelques théorémes d’existence et d’unicité d’un

solution des équations intégrales de Volterra

2.2.1 Equation intégrale linéaire de Volterra

Considérons 1’équation intégrale de Volterra de seconde espéce
P(o) = f(a) 4 [ klatolt)dr (2.9
0
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d’existence et d’unicité

ou k et f sont des fonctions continues respectivement sur [0, a] x [0, a] et [0, al.

Définition 2.2.1 (Résolvonte d’une équation intégrale)
On appelle résolvonte d’une équation intégrale, toute fonction R(x,t,\) que 'on définit

formellement comme suit :
R(z,t,\) Z/\ ki (z, 1),
0l (kp)nen sont les noyauz itérés définis par la relation de récurrence suivante :
ki(x,t) = k(x,t) et ky(z,t) = /z k(x, $)kn_1(s,t)ds, n>2.
t

Remarque 2.2.1

La résolvante R(x,t, \) vérifie formellement I’équation suivante :

R(x,t,\) = k(z,t) + )\/x k(x,s)R(s,t,\)ds.

En effet, on a k,(z,t) :/ k(x,s)K,_1(s,t)ds, et
t

R(z,t,\) = Z)\”kn+1(9:,t)

= ky(x,t) —i-/\/ z,s)ki(s tds+>\2/ k(x, s)ka(s, t)ds + ...
¢

— +/\/ k(x,s) /ﬁ (5,1) + Mka(s,t) + N2ks(s,t) + ...]ds

= —I—A/kmsZ)\anst
= +/\/k‘ R(s,t, \)ds

_ / R(s,t, \)ds.

Théoréme: 2.2.1
Soit k une fonction continue sur [0, a] x [0, a| et f une fonction continue sur [0, al. L’équa-

tion (2.3) admet une solution unique et continue dans [0, a], donnée par la formule :
o) = fa)+ [ Rt NF0)dr
0
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Remarque 2.2.2

SiA=0, p(x) = f(x) est une solution triviale, par la suit on suppose \ # 0.

Avant de démontrer ce théoréme on a besoin du lemme suivant.

Lemme 2.2.1 (Gronwall)
Soient f,g:]0,a] — [0,00[ deuzx fonctions continues et ¢ un nombre positif.

On suppose que

f(t) <c+ /Otg(s)f(s)ds 0<t<a. (2.4)

Alors on a :

f(t) < cexp /Otg(s)ds 0<t<a. (2.5)

Preuve.

On suppose que ¢ > 0. En divisant (2.4) par :
d
e+ [ o r)as
et en multipliant par g(¢), il vient :
F090)/le+ [ )15 < g0 (26)
En intégrant (2.6) sur [0, ], on obtient :
1 d < ds,
e+ [ o feaslf) < [ gl
alors
< ds < ds.
F0 < et [ grs < cesn [ glo)is

D’ou (2.5).
Montrons (2.5) pour ¢ =0 :

Comme g est une fonction continue sur un compact [0, o], alors

t
/ g(s)ds < o0,
0
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donc

t
lim cexp/ g(s)ds = 0.
c—0 0

Ce implique que f(t) < 0, comme f(t) > 0, on déduit que I'on a f(t) = 0 pour tout
tel0,al. m
Preuve du Théoréme 2.2.1.
1) Existence de la solution :
On cherche la solution de 'équation (2.3) sous la forme d’une série entiére suivant les
puissances de A comme :

p(z) =Y N (x).

n>0

On remplace formellement ¢ dans I’équation (2.3), on obtient :

o) = o) + Ap1(a) + Npa(z) + - 4+ Npp(a) + - - -

— f(z) +)\/Ozk(:c,t) (Z A”son(t)) dt

n=0

= flz)+A /Ox k(1) (o(t) + Apr(t) + Na(t) + -+ + A (t) + - - )dt.

En identifiant terme a terme les coefficients on trouve :

wo(z) = f(z)
e1(x) = /Oxk(:c,t)goo(t)dt:/Oxk(:c,t)f(t)dt
oo() = /Oxk(x,t)gol(t)dt:/jk(x,t) [/Otk(t,z)f(z)dz] dt

on(z) = /Oxk‘(ar,t)gonl(t)dt.

Maintenant, on prouve que la série des fonctions Z A", () est une solution de I’équation
n=0
(2.3). 1 suffit de montrer qu’elle est uniformément convergente.
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[po()] = [f@)] < F

on(@)] < / k(. t)go(t)|dt < MFa
0
z 1
o) < / K pa(n)ldt < AP Fa?,
0

et par récurrence, on peut montrer que 1’on a :

on(7)] < /]k(a:,t)gpn_l(tﬂdtgFM"x—', ¥ > 1
0 n!
ol
M = max |k(z,t)|
(z,t)€[0,a]?
F = max |f(x)].
z€(0,a]

Ainsi la série de terme général Ny, () converge normalement, ce implique qu’elle est

converge uniforme pour toute valeur de A sur I'intervalle [0, a]. En effet :

EXPM™
sup [N'g(@)| < o sup |a”|
xz€([0,a] n: z€(0,a]
EXTM™
< ———|a"].
n!
On pose :
EXTM™
U, = la"|
n!
Utilisant la régle d’Alembert, il vient
F)\nJrl MnJrlanJrl
Un+1 . (n + 1)'
u, EX"M™a™
n!
AM
= N < 1.

n n——+oo
Alors la solution de I’équation intégrale (2.3) existe.
2) Unicité de la solution :

On suppose qu'il existe deux solution p; et o de 'équation (2.3). Si on pose :
U(z) =pi(z) —p2(z), Vze(0,q]
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on obtient :
U(x) = )\/x k(x,t)W(t)dt, V€ [0,a]
0
ce qui implique que 1'on a :
¥(a) [< N [ o
D’aprés le Lemme 2.2.1 (de Gronwall) :
|W(z)| =0, Vz € [0,al.
D’ou
V() = p1(x) —pa(x) =0, Ve e[0,q]
ou bien
v1(x) = @a(x), Vz € [0, al.
On conclut que I’équation intégrale (2.3) admet une solution unique. m
Théoréme: 2.2.2 Soit [’équation intégrale linéaire de Volterra de premiere espéce :
f(z) = /0 k(e 0p(0)dt, (2.7)

ot [ est une fonction de classe C'([0,a]) et f(0) = 0, k est une fonction continue et

dérivable sur [0,a] et k, est continue sur [0,a] et
k(x,x) #0, Yz €[0,al.
Alors Uéquation (2.7) admet une solution unique et continue sur [0, a.

Pour prouver ce théoréme on rappelons d’abord tout régle de Leibniz.

Proposition 2.2.1 (Régle de Leibniz) /25/

Considérons

B(x)
I(2) = / o t)dt,

(z)
o f(.,.),a(.) et 5(.) sont supposées étre différentiables. Alors

ol B A=) of (x,t) 0B (x) da(x)
e M e
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Preuve du Théoréme 2.2.2.
L’équation (2.7) peut étre transformée en une équation de Volterra de deuxiéme espéce.

Premiérement, on dérive I’équation (2.7) on trouver que :

N
F@) = 55 | ke 2.5)
On applique la régle de Leibniz, il vient :
o [ e = [ ke bene@) 5 kw000 5 29)
r Jo 0 9z 9z,
=1 =0
= k(m,x)@(a:)+/ k. (x,t)p(t)dt.
0
Donc

Fa) = hla.0)pla) + [ ale el
comme k(z,x) # 0, alors

olx) = k{;% - /0 ’ ’Z(f;}) (1)t (2.10)

Inversement, soit ¢ une solution de I’équation (2.8). En utilisant le fait que f(0) = 0 et
en intégrant (2.8) sur [0, x], on voit que ¢ est une solution de (2.7).
[’équation (2.10) est une équation de Volterra de deuxiéme espéce, et par le Théoréme

2.2.1 on obtient 'existence et 'unicité de la solution de (2.7). m

2.2.2 Equation intégrale de Volterra non linéaire

Théoréme: 2.2.3 Soient [0,a] un intervalle borné et fermé de R, k : [0,a] x [0,a] — R

continue et satisfait la condition de Lipschitz suivante avec la constante ¢ > 0 :
|k(x,t,21) — k(z,t,20)| < ¢ |21 — 22| VY(x,y) €[0,a] x [0,a] et 21,20 €R.  (2.11)
Donc pour toute f € C([0,al,R) ’équation :
o(x) = f(z)+ /Ow k(x,t, o(t))dt, z € [0, d] (2.12)
admet une solution unique p € C([0,a],R).
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Preuve.

Soit X = C([0, a], R) muni de la norme :

lollx = max {a(x)| exp(~cz) |

Soit l'opérateur T : X — X, o — T'p ol

o)) = f@)+ | katiol)dr, e fo.dl
0
D’abord on va montrer que 7" est bien définie : Comme f, k sont continues, alors T'¢ est

continu sur [0, a.

Maintenant montrons que 7' est contractant. Pour ¢,9 € X, On a :

ITe = Tollx = max {|(T)(x) - <Tw><x>|exp<—cx>}

z€0,a)

< max exp( cx/| (xz,t,0(t)) — k(x, t,1(t))|dt.

z€[0,qa]

Utilisons (2.11), on obtient :
1T —Tollx < e guax eap(—ea) [ lol0) = o)l
<z<a 0
Ce qui implique que l'on a :

T —TY||x < ¢ maxexp(—c )/Ox exp(ct)exp(—ct)|p(t) — ¥ (t)|dt

0<z<a

N

xr
|l — | x max exp(—cx)/ exp(ct)dt
0<z<a 0

) exp(cr) — 1

= cllo = ¥llx max exp(- .

= Jlp = vllx max (1 - eap(—cr)

< (1= eap(—ca))llg - vllx.
Comme 0 < 1 — exp(—cx) < 1 pour tout = € [0, a], Popérateur T" est contractant. Donc
d’aprés le principe de Banach Uopérateur 7" admet un point fixe unique ¢ € C([0, al), qui

est 'unique solution de (2.12). m

Dans la suite on considéré X = Cy(Ry,R) muni de la norme ||| = sup|e(t)].

=

Maintenant, soit I’équation intégrale du forme Hammerstein suivante :
o) = 5@ - [ ko0l pO)d, o€, (213)
0
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ol on supposons que f, k, et g sont fonctions continues.

Théoréme: 2.2.4
On supposons que :

e g est une fonction satisfait les deux propriétés suivantes :
9(x,0) =0,

et g est Lipschitzienne par rapport & deuxieme variable i.e :

3¢ >0 telleque ¥(x,y,2) € Ry x R xR, |g(z,y) —g(z,2)| < c |y — z|.

e f est une fonction bornée i.e :
IM >0 VreR,: |f(x) <M,
et

Ja>0: Supc/ |k(x,t)|dt < a < 1.
0

x>0

Alors Uéquation (2.13) admet une solution unique.

Preuve.

Pour toute ¢ € X, on définit 7" : X — X, p— Tp o :

(Te)(x) = f(z) / " K (e, 0glt, ()t x> 0.

Tout d’abord, montrons que 7" est bien définie. Pour tout z € R,, on a :

(Te)@) = |f(@) - / "k, gt ()t
< @)+ 0w|K<x,t>||g<t, 1))t

Utilisant (2.14), on obtient :

(To)@)| < |f()] + / k(e gl (1)) — glt,0)]dt.
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D’aprés (2.15), il vient :

(o) < If@+e [ kel
Enfin, utilisant (2.16) et (2.17), on trouve :

Ve e Ry : [(To)(z)] < M+ a|¢e

< 0oQ.

En outre, comme f, g et k sont des fonctions continues, alors T'¢ est continue sur R, . on
conclut que T'p € X.

Montrons que 7' est contractant. Pour toutes p,1 € X :

Vo € Ry : |(To)(z) — (Ty)(z)] = ] /O k(z,t) (g(w(t)) - g(tw(t)))dt]
< [ Ikt 0l pte) — ot vio) i
Utilisons (2.15), on obtient :
Vo€ Ry (To)o) — @)@ < e [ Ik Blloo) - v
< llo= vl [ kol
D’aprés (2.17), on obtient :
1T~ Tl < allg Yl

Comme a < 1, alors d’aprés le principe de Banach 'opérateur T est contractant, donc
I'équation (2.13) admet une solution unique ¢ € X. m
Maintenant, soit g une fonction s’écrit sous la forme g(z,y) = y + h(x,y), ou h est

une fonction satisfait le deux conditions suivants :
h(z,0) =0, (2.18)
et

>0, V(z,y,2) ERT xRxR : |h(z,y) — h(z,2)| <cly— 2| (2.19)
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Donc I'équation (2.13) devient :

WV
o

o) = f(z) - / K (e 0)lolt) + h(tp()d, a (2.20)

Supposons que la résolvante R(x,t) satisfait (Remarque 2.2.1) :

R(z,t) = k(x,t) — /tz R(z,2)k(z,t)dz

Théoréme: 2.2.5 On suppose que h est une fonction continue satisfait (2.18) et (2.19),

[ satisfait (2.16), R est continue et

sup ¢ / R(z,t)dt < a < 1. (2.21)
0

x>0

Alors Uéquation (2.20) admet une solution unique ¢ € X, donnée par :

o) = f(z) - / "R, O + ), x>0,

Preuve.

On définit V'opérateur T': X — X, o —> T'p ou :

(Te)(x) = flx) - / RO + bt p®ld, 130,

D’abord, montrons que 'opérateur T bien définie.
Comme les fonctions f, R et h sont continues sur R alors T'¢ est continu. On outre, Tp

est borné. En effet pour tout z € R, on a :
(o] = 1)~ [ ROl + A ool
< 1@+ [ IR OO+ [ RE Ol ool
Utilisant (2.18), on obtient :
@A@] < |+ [ RGO+ [ R0l o) - i 0l
et d’aprés (2.19), il vient :
(@I < 1) |+ [ Rl 0+ e [ RGOl
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En utilisant (2.21) et (2.16), trouve :

(Te)(@)] < M+ oM+ alllw

< o0.

Alors I'opérateur T est bien définie.

Montrons que 71" est contractant. Pour toutes ¢,9 € X, on a :

(@ - T = | [ Rleolf)+ el - [ R[50 + b o)
- | /0 B0 bt o(0) — At v(0)]d
< [ IR oln o) v

En utilisant (2.19), on obtient :
(Te)(z) = (TY)(x)] < C/j |R(x, D)lp(t) — (t)]dt
< ¢ [ IR@.Blitle - vl
D’on d’aprés (2.21), il vient :
1T = TY[lo < allp — Yo

Alors T est contractant. Donc 1'équation (2.20) admet une solution unique bornée et
continue, d’aprés le principe de Banach. m

Maintenant, soit ’équation (2.20). On suppose que f'(x) et k, sont existent et conti-
nues.

On dérive I’équation (2.20) par rapport a x, on obtient :

0

¢ @)= @)= 5 [ (K lote) + bt ple)]) e

On applique la régle de Leibniz sur a%/ (k:(:zc, t)p(t) + h(t, gp(t))])dt on trouve :
0

2 x
ox J,

(K t)iote) + hitoo) it = [ S (kDo) + it (o))
+ k(z,z)p(x) + k(z, z)h(z, p(x)).

29
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@(@) = f'@) - ( / ol Ol(0) + bt ()t + k(. 2)p(x) + (. 2)h(a, o(z) ).

Considérons 1’équation suivant :

P@) = —h(x2)p(x) - ;kx(x,t)w(t)dt
@)~ ke, )b, p(a)) - / "o, R (L, (1)) dt (2.22)
00)=f(0)=fo

Léquation (2.22) est une équation différentielle de premiére ordre de la forme :

¢'(x) + pla)p(z) = q(@),

telle que :

ou

avec ¢ une constante de R.

D’ou

90(33) — Ce—fozk(t,t)dt+/ q(z)e—f:k(ut)dtdz’
0
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ce qui implique 1'on a :

o(x) = @(0) e Jo ktDdt 4 / e S RN £ (2.23)
0

B / e_f;k(t,t)dt/ k.(z,t)o(t)dtdz
0 0

B / e RO (2 Vh(z, p(2))dz
0

B /e_f;k(t,t)dy/ k.(z,t)h(t, o(t))dtdz
0 0

= f(o) e fox k(t,t)dt + /x e~ I k(t,t)dtf/(z)dz

0

B /Ox o= JZ Kt b)dt /z k.(z,1) ((}0('[;) + h(t, gp(t)))dtdz

0
B / e~ 7RO (2 2Vh(z, 0(2))dz.
0

ou f,k,k, et h sont des fonctions continues.

Théoréme: 2.2.6 Soient les hypothéses suivantes :
e h est une fonction satisfait (2.18) et (2.19),
o f'(x) est une fonction bornée,

T

li = 2.24
m i k(t,t)dt = +oo, (2.24)
/ e~ oD g < o, (2.25)
0
et
Sup(c+1)/ e_fzzk(t’t)dt/ |k.(2,t)|dtdz (2.26)
0 0

+c/ e RN k(2 ) |dz < a < 1.
0

Donc Uéquation (2.23) admet une solution unique bornée et continue.
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Preuve.

Soit 'opérateur 1" définit sur X comme :

(Tgo)(m) _ foe—fo””k(m)dt_i_/ e—fjk(t,t)dtf/(z)dz
0

B /OZ o~ [ k(tDdt /Z k.(z,t) <¢(t) + h(t, gp(t)))dtdz

0

_ /e—f:k(tvt)dtk(z7z)h(z,gp(z))dz, x>0
0

Premiérement, on va montre que 7'¢ borné et continu.
Comme f, h,k et k, sont des fonctions continues alors Ty est continu, et pour toute ¢

dans X, on a :

(Te) ()| = |fole Jo KED 4 / e~ 2 RN £ g

0

= [ et [ e (o) + bt ote)) dea
0 0

B / e~ 2 RO (2 h(z, 0(2))d2|
0

< ]f0|e_ Jo k(t,t)dt + / e 7 k(t,t)dt|f/(z)|dz

0

n /OI o JE k(e /Oz k. (2,1)] (](p(t)| + |h(t, gp(t))])dtdz

N / e STHEDM (2, 2) |z, p(2)) | de.
0

En utilisant (2.18), on obtient :

(Te)@)| < |fole™ T DU 4 / e RN f1(2) | dz
0

" / o7 kit / )1 (I ()] + (2. 0(0) — b2, 0)] ) ded
" / e ST (2 ) h(z, 0(2)) — h(z, 0)|dz.

Ainsi, d’aprés (2.19), il vient :

(T (@) < |fole I k0 4 / e 2 e £1(2)|
0
s [emenn [ o) (jeo)] + o)) did:
0 0
b / e RO (2 | (2)|dz
0
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(T)()| < |fole™ I Hend 4 / e SR p1(2)
s [Cer et [P ole+ gl
0 0
Lo / T SR ) (=)
< |f0|6_f01k(t,t)dt+/$ e—f:k(t,t)dt|f/(z>|dz
0
. [(CH)/OI e /Oz\kz(z,t)]dtdz

N C/ e_fzzk(t,t)dt|k(z7z)|dz] |2 0
0

Remarque 2.2.3 Le terme | fole™ o *0% est borné d’apres la condition (2.24), en effet :

VA>0, 3R>0: Vx>R:>/ k(t,t)dt > A.
0

Pour A fizé :
JR>0tel que : Vx> R / k(t, t)dt > A
0

Ve >R : e Jo kndt - o=A

En outre,

IM >0, Ve e[0,R] : e Joktnd <y

Conclusion : Vx € Ry : e~ Jo 0D < max (M, e=4), et fy est une constante.

Par conséquent, on déduit de (2.24), (2.25), (2.26) et le fait que f'(z) bornée que l'on a :
[(T'o) ()] < oo

Alors 'opérateur T' bien définit de X dans X.

Montrons que 7T contractant. Pour toutes ¢, de X, on a :

(Te)@) = (TV)@)] < | /0 e fr ko /0 (s, 2) [o(t) = w(t) + bt 9(0)) = hit, ()] at|
+ ‘ /0 S TR 2y [h(t, go(t))—h(t,w(t))]dz‘
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et d’aprés (2.19), il vient :

(o)) - @) < | [T oo )| [lo - v+ dete) - viol]a
w | [Cerong e, [dot) - v a:
< e+ /0 " 7 ke / k(e t)dtd
b [T O ke | 2]l — bl

Alors

T =Tlle < allp =l

Comme a < 1, Popérateur T est contractant, donc ’équation (2.23) admet une solution

unique borné.

Comme (2.23) est équivalent a (2.20) ( car ¢(0) = £(0)), (2.20) admet une solution unique

bornée et continue. m
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Chapitre 3

Fxistence d’une solution d’une classe

d’équation fonctionnelle-intégrale

Dans ce chapitre, nous énoncons et prouvons un théoréme d’existence d'une solution
d’une classe d’équation fonctionnelle-intégrale. On introduit tout d’abord quelques nota-

tions concernant 'espace de Lebesgue L' et la mesure de non compacité faible.

3.1 Préliminaires

3.1.1 Quelques notions relatives a ’espace L!

Soit I un intervalle de R.

Définition 3.1.1 On dit que f : I x R — R est fonction de Carathéodory si f(.,x) est

mesurable pour tout x € R et f(t,.) est continue pour presque tout t € I.

Remarque 3.1.1 (/8])

e Soit f une fonction de Carathéodory. Pour toute fonction x mesurable sur I, la fonction
(Fx)(t) = f(t,x(t)) t €I est aussi mesurable sur I.

o Lopérateur F défini ci-dessus est appelé opérateur de superposition ou opérateur de

Nemytsky généré par la fonction f.
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Théoréme: 3.1.1 Soit F' un opérateur de superposition généré par une fonction f. Alors,
F(LYI)) c LMI) et F: LY(I) — LY(I) est continu si et seulement si il existe a € L*(I)

et une constante b > 0 telles que |f(t, )| < a(t) + b|z| pour toust € I et z € R.

Ce théoréme a été prouvé par Krasnosel’skii ([16]) dans le cas ou I est borné. Une géné-
ralisation au cas d’un intervalle non borné a été obtenue par Appell et Zabrejko ([1]).
Le théoréme suivant donne une caractérisation des fonctions de Carathéodory dans le cas

ol I est borné.

Théoréme: 3.1.2 Soient I un intervalle borné de R et f: I x R — R une fonction de
Carathéodory. Alors, pour tout ¢ > 0 il existe un sous-ensemble fermé D. C I tel que

m(I\D.) < e et f est continue sur D, x R.

Enfin nous présentons quelques résultats concernant 'opérateur intégral de Volterra
linéaire dans I'espace de Lebesgue L'(R,).

On dénote par A le triangle :
A ={(t,s)/ 0<s<t}

et supposons donnée une fonction mesurable &k : A — R. Ensuite, pour toute fonction

r € LY(R,), on pose :

(Kz)(t) = /O k(t, )z (s)ds, ¢ € R,.

L’opérateur K s’appelle opérateur intégral linéaire de Volterra.

Le lemme suivant donne une propriété fondamentale de I'opérateur intégral linéaire de

Volterra ([17], [21]).

Lemme 3.1.1 Si l'opérateur intégral de Volterra K transforme l'espace L'(R.) en lui-

méme, alors il est continu.

Finalement, nous avons le théoréme suivant :
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Existence d’une solution d’une classe d’équation fonctionnelle-intégrale

Théoréme: 3.1.3 (/3/)

Soit k une fonction mesurable sur /\ telle que :

sup ess/ |k(t, s)|dt < oco.

s>0
Alors, Uopérateur intégral de Volterra K généré par la fonction k satisfait K(L'(R,)) C
L'(Ry) et K: LY (Ry) — LY (R,) est continu. De plus,

K| < sup_ess [ k(t.o)
SZO S
ot || K|| dénote la norme de l'opérateur K.

Remarque 3.1.2

Nous observons que si D un sous-ensemble de R, , on peul considérer [’opérateur intégral
linéaire de Volterra associé a l'espace L'(D). En effet, si x € L*(D), on la prolonge hors
de D par 0, c-a-d, x(t) = 0 si t € R.\D, ce qui nous permet de traiter l'opérateur K

d’une facon équivalente.

3.1.2 Mesure de non compacité faible

Soit E un espace de Banach de dimension infini, muni d’une norme ||.||. On dénote
par mp la famille de tous les sous-ensembles non vides bornés de E et par R}¥ ensemble

des parties faiblement relativement compacts dans F.

Définition 3.1.2 ([5])

On dit qu’une fonction pu : mg — R, est une mesure de non compacité faible si les
conditions suivantes sont satisfaites :

1. L’ensemble Kerpy={X € mg/ u(X) = 0} est non vide et Kerp C RY.

2.X CY = uX) < ulY).

3. pu(coX) = pu(X).

4. pAX + (1 =N)Y) < Au(X) + (1 = Nu(Y) pour tout X € [0,1].

5 851 X, emg, X, = Y,VLV et Xpi1 C X, pour tout n € N* et si lim u(X,,) = 0, alors

n—00
n=1
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Remarque 3.1.3

1. L’ensemble Kerpu, décrit ci-dessous, est dil le noyau de la mesure de non compacité
faible p.

2.0n voit que l'intersection X dans la condition 5 de Définition 3.1.2 appartient Ker p.
En effet, comme 0 < pu(X) < (X)) pour tout n, on obtient (X ) = 0. Cette observa-

tion sera importante a nos considérations ultérieures.

On peut construire une mesure de non compacité faible dans I'espace L'(Ry) ([4]). La

construction de cette mesure est basée sur le critére suivant pour la non compacité faible

(190)-

Théoréme: 3.1.4 ([10])

Soit X un sous ensemble L'(R,). Alors, X est faiblement relativement compact dans
LY (R,) si et seulement si les conditions suivantes sont satisfaites :

(a) Pour tout € > 0 il existe 6 > 0 tel que : si m(D) <6 on a / |z(t)|dt < e pour tout
x € X., x est application ’

o0

(b) Pour tout € > 0 il existe T > 0 tel que / |z(t)|dt < e pour tout x € X.
T

Maintenant, pour tout sous-ensemble X non vide et borné de L'(R.), on définit

oX) = lim{sup{sup{/D|x(t)]dt/D CRy,m(D) < 5}}} (3.1)

e=0  ex

o

d(X) = Tlijl;o{sup{/T |x(t)|dt/x€X}}. (3.2)

St on pose :
n(X) = c(X) 4 d(X), (3.3)

la fonction p est une mesure de non compacité faible dans Uespace L'(Ry)([4]).
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3.2 Théoréme d’existence de solution d’une classe d’équa-
tion fonctionnelle-intégrale

Dans cette section, nous allons intéressé a un type d’équation fonctionnelle-intégrale

de la forme

v(t) = fi(t /0 "kt s) Fals. 2(9))ds), teR, (3.4)

ou fi1, fo : Ry x R — R sont deux fonctions satisfaisant les conditions de Carathéodory

qu’il existe deux fonctions aq,as € Ll(R+) et deux constantes by, by > 0 telles que
|fl<t7x)| §a1<t>+bz‘x|7 teRJru xeR? i:1727 (35)

la fonction k£ : Ry x Ry — R vérifie aussi les conditions de Carathéodory ot il existe une

fonction az € L'(R,) et une constante b3 > 0 telles que
|k(t,x)| < as(t) +bsx, teR,, zeRy (3.6)
et I'opérateur intégral linéaire de Volterra

(Ka:)(t):/o k(t,s)x(s)ds, (3.7)

transforme I'espace L'(Ry) en lui-méme.

Finalement,
bibo|| K| < 1, (3.8)
ou || K| dénote la norme de 'opérateur K.

Remarque 3.2.1
Nous observons que l’équation (3.4) contient plusieurs types d’équations intégrales de Vol-

terra. Par exemple, [’équation intégrale non linéaire de type Volterra-Hammerstein :

ot) = F(t) + / K(t,5)g(s, 2(s))ds,

et ’équation intégrale lincaire classique de Volterra :
t
z(t) = f(¢) +/ k(t, s)z(s)ds.
0
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Théoréme: 3.2.1 Sous les hypothéses ci-dessus, [’équation fonctionnelle-intégrale (3.4)

admet une solution v € L'(R.).

Preuve.
La preuve se fait en trois étapes.
Etapel : On pose
t

(@) = (1 /0 (L) fals. 2())ds), € Ry (3.9)
L’opérateur G s’écrit sous la forme G = Fy1 K Fy ou K est opérateur intégral linéaire de
Volterra défini dans (3.7) et F; est 'opérateur de superposition généré par la fonction
fi,i =1,2. En outre, utilisant (3.5)-(3.7) et Théoréme 3.1.1, on voit que si z € L'(Ry) on

a Gr € L'(R,). Maintenant, utilisant (3.5), (3.7), (3.9) et la définition F», on obtient :

Gt = [T i@ni= [~ [a (e [ bt aon)

o] t

< / {al(t)erl/k(t,s)ﬁ(s,x(s))ds‘}dt
0 0

< lalh + bi[[KFoxlly < [lanly + bu | K[[[ Fox|[y

laalls + 0a | K / (ot 2(t)) |t

dt

< s+ blK] [ as(t) + bala(ol)at
0
< laalls + buf[ K[ llazlly + bubo | K[| (3.10)
En tenant compte de (3.8) et (3.10), on peut trouver une constante r = ||a1||11jbbll;‘2a‘f]@1“|m||

tel que Popérateur G transforme la boule ouverte B(0,r) en lui-méme. En effet,
Gl < llaslls + boll K [[laz|[y + bubol | K[[]]]s.

Comme x € B, alors

el + bl Kz | |
)

[l <
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Donc

(el + bl Kz |1 |
)

1Gzlly < lax|ly + b1 || K|[|laz]|s + bibo|| K|

(el + bl Kz | |
)

<
< T

Par ailleurs, grace aux Théoréme 3.1.1 et Lemme 3.1.1, 'opérateur G est continu (com-
posée d’opérateurs continus) car Fy, Fy et K sont continus.

Maintenant, soient X un sous-ensemble non vide de B(0,7), un nombre réel ¢ > 0 et
D C R, un sous-ensemble non vide tels que m(D) < e. Alors, pour tout * € X, on
obtient en utilisant (3.5), (3.7), (3.9), la définition de F; et le fait que a;(t) > 0 pour tous

tER, eti=1,2:

/D](Gx)(t)|dt < /Dal(t)dt—l—bl/D‘/Otk(t,s)fz(s,:c(s))ds i
a1 (1)dt + by /D (K Fox)(1)|dt
ar(t)dt + by || K (Fox)|l1,p
ar(B)dt + by | Ko Foz 1.0
)it + bl [ [(Par)(olat
()it + Ko [ |falt,a(0)li

al(t)dt+b1||K||D/D(a2(t)+b2|x(t)|)dt

IN
S e S S

al(t)dt—l—blﬂKHD/ aQ(t)dt+blb2]\K]\D/ o (t)]dt (3.11)
D D

ou ||K||p (resp. ||Foz||1,p) dénote la norme de l'opérateur K : L'(D) — L'(D) (resp. la
fonction Fyx) associée a lespace L(D).
Maintenant, en utilisant le Théoréme 3.1.4 et le fait que I'ensemble contenant un seul

élément est faiblement compact, il vient

lim{sup { /Dai(t)dt/ DCcR,, m(D) < e}} —0, i=12 (3.12)

e—0
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En tenant compte de (3.1), (3.11) et (3.12), on a :

c(GX) = lim sup sup /]G:L’ dt\

6—>0 zeX

o

< g%{igg{sup{/Da1<t)dt+b1HKy|/Daz(t)dt+b1b21|m|/D\x(t)\dx}}}

< nm{sup{sup/ al(t)dt—i-blHKHsup/ aQ(t)dt+blbz||KH/sup|a:(t)]dt}}
e—0 zeX D D D

3 |

< blb2y|Ky|l%{sup{/D\x(t)mx}}

< buballKe(X). (313

Maintenant, soit 7" > 0 un nombre réel. Pour tout x € X, on a

/Tooy(c;x)(mdt < /TOO dt+b1/ (/ (1, 8) fols, 2(s))ds|dt

h ()dt+b1/T (K Fyr) (8)|dt

al(t)dt + b1||KF2[E||1’T

8

IN

IA
ﬂ\ﬂ\%\gﬂ\%\

ay(t)dt + bi[| K|| || Fax |17

o o0

al(t)dt+b1||K||T/T (Fyr) (1) dt

o0 o0

al(t)dterlHKHT/ ag(t)dt—i—blbgHKHT/ 2 (1)]d€3.14)
T T

<

oL

ot |K||7 (resp. ||Fax|l1r) dénote la norme de lopérateur K : L'([T,00)) — L*([T, 0))
(resp. la fonction Fyx) associée a Pespace L'([T, 00)).
En tenant compte encore du fait que ’ensemble contenant un seul élément est faiblement
compact, on obtient en utilisant le Théoréme 3.1.4 :

o0

lim [ a(t)dt=0, i=1,2 (3.15)

T—o0 T
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Par conséquent, on déduit de (3.2), (3.15) et (3.14) que l'on a :

d(GX) = Tlggo{sup{/oom(t)y}}
:Aii%o{sup{/T dt+b1||K||/ dt+blbgl|K||/ oy

N

<

< Jim sup { [ " an(oyde} + bl Jim sup { / J(t)dt}

+ b162||K||Tlggo{sup{/T |x(t)|dt}}

< bubo | KJld(Y). (3.16)

En combinant (3.3), (3.13) et (3.16), on obtient :

GX) < bibof[K[d(X) + babel| Ke(X)
bibo| K|(d(X) + ¢(X)

bibs || K[| (X)) (3.17)

Par la suite, on pose g = biby||K||. D’aprés (3.8), on voit que ¢ < 1. Considérons la
suite d’ensembles {B"},cn+ ou B! = co(GB,), B? = co(GB}), etc. Remarquons que
{B!"}nen+ est décroissante, c-a-d, B"*' C B pour tout n € N*. De plus, B} C B,(car

B! C GB, C B, ) et tout ensemble B" est convexe et fermé (donc il est faiblement fermé).

D’ailleurs, en utilisant (3.17) et la condition 3 de la Définition 3.1.2, on obtient :

u(BY) = p(co(GBIY)) = w(GBr™)

N

qu(B}~") = qu(co(GBI?))

< @B,

et par récurrence, on peut montrer que ’on a :

w(B') < ¢"u(B;).

ce qui implique que 'on a lim pu(B*) = 0 car 0 < ¢ < 1. Par conséquent, grace a 5 (voir
n—0o0

Définition 3.1.2), I'ensemble Y = (] B! est non vide et d’aprés 2 de la Remarque 3.1.3,
n=1
u(Y) = 0. De plus, il est convexe, fermé, faiblement compact (d’aprés 1 de la Définition
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3.1.2 et Y est faiblement fermé) et GY C Y (si z € GY, il existe y € B C B, Vn € N,
donc z € GB, C co(GB,) = B}, et z € GB" C co(GB") = B! ¥n € N*, d’ou
z€GB!VneN* ca-d:z€Y)

Etape 2 : Montrons que GY est relativement compact dans L'(R.). Soient (y,)neny C Y
une suite et € > 0 un nombre réel. Comme Y est faiblement compact et GY C Y, on

déduit du Théoréme 3.1.4 qu’il existe T" > 0 tel que pour tout n € N, on a

Afm%@mgz. (3.18)
En outre, considérons la fonction f;(.,z) sur [0,7], i = 1,2 et la fonction k(.,.) sur
[0,7] x [0,T]. D’aprés le Théoréme 3.1.2, il existe un ensemble fermé D. C [0, 7] tel que
m(DL) < eou D. =[0,T]\D:. et les fonctions f; (i=1,2) et k sont continues respectivement
sur D. x R et D, x [0,T]. Par conséquent, k est uniformément continue D, x [0, 7] (car
D, x [0,T] est compact de R?).

Soit tq,ts € D.. Sans perte de généralité, on suppose que t; < tg. Pour tout n € N, on a :

Wﬁww%%%KB%WQ|:‘/' (. ) fa(o. 3 (4))do
:‘/ K(t2, 5) fa(5,ya(s))ds
+(/ k(ta, 8) fa(5, yn(s))ds —
S‘/ k(t2, ) fa(s yn(s))ds
+ | / k(tz,s>f2<s,yn<s>>ds\

< / Ikt 5) — (tr, 5)] (2(5) + balyn(s))ds

k(1,9 oo, (5))ds|

c\c\

k(tz, s) f2(s, yn(s))ds

t

-

k(tla )f2(3 yn dS’

NO\A

k(1,9 oo, (5))ds|

+—/1MM$WM$+®MEW$

t1

< Wk |ty — 1) / (as(s) + balyn(s))ds
+E / (as(s) + balya(s))ds, (3.19)

t1

ot wl'(k,.) est le module de continuité de la fonction k sur D, x [0, 7] et

k = max{|k(t,s)|/(t,s) € D. x [0,T]}.
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Comme Y C B,, d’aprés (3.19) on a :
(K Fa) (1) ~ (KFan) ()] < 'Ot =t [ aal)ds 0o [ (o)1)
0 0
to to
+ E/ 2(s)ds + bok / |yn(s)|ds

t1 t1

< w'(k,t2 — t){llazlls + bor}

+ E/2 2(s)ds + bok /2|yn( )|ds. (3.20)

t1 t1
Comme (y,)nen faiblement compact, on déduit du Théoréme 3.1.4 que l'on a :
to
Vn e N: / lyn(s)|ds — 0 lorsque ty —t; — 0.
t1
De la méme maniére, en tenant compte du fait que ’ensemble contenant un seul élément
est faiblement compact, on obtient en utilisant le Théoréme 3.1.4 :
to
/ asz(s)ds — 0 lorsque to —t; — 0.
t1

On pose ¢, (t) = (KFyy,)(t) pour tous t € D. et n € N. On a :

weD.: Il = | /tk(tas)ﬁ(s,yn(S))dS
< [ ) 0a(s) + el
< E{/OQQ( ds+b2/ a()lds}
< Fllass + bolya(s)l)
< Fllalh + o). (321)

ce qui signifie que la suite (@, ),en est uniformément bornée sur D.. Par conséquent, il
résulte de (3.19) que la suite (p,)nen est équicontinue sur C'(D,).

Maintenant, on pose :
Q = sup{|en(t)|/ t € D., n € N}.

D’aprés (3.21), la quantité @ est finie. En outre, la fonction f; est uniformément continue

sur D, x [—Q, Q]. D’aprés la définition de la suite (¢;,)nen, On a :

(Gyn)nEN - (FIKFQyn)nEN = (Flgpn)neN
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qui est une suite équibornée et équicontinue dans C'(D.). Par conséquent, d’aprés le théo-

réme d’Arzéla-Ascoli,
I'ensemble (Gy,)nen est relativement compact dans C(D,). (3.22)

On voit que (3.22) ne dépend pas de . Donc, on peut choisir une suite d’ensembles
fermés {D)},en C [0,7T] telle que m(D;) — 0 lorsque p — oo et I'ensemble (Gyp)nen
est relativement compact dans C(D,) pour tout p € N. D’ou, pour une sous-suite notée
encore n, (Gyy,)nen est convergente dans C(D,). Donc, elle est une suite de Cauchy dans
C(D,), pe N

Dans ce qui suit, nous allons montrer que GY est relativement compact dans L'(R, ). En
tenant compte du fait GY est faiblement compact, il existe un nombre § > 0 vérifie que

pour tout ensemble fermé Dy C [0, 7] tel que m(D5) <6 on a :

[ 1@<, wey (323)

’
8

1 ™

Comme (GYp)nen est une suite de Cauchy dans C'(D,), il existe pg € N tel que m(D,,) > 0,

m(D,,) < et pour tous i,j > po on a :

|(Gyi)(1) — (Gy;) ()] < VL€ Dy,. (3.24)

€
4m(Dp0) 7

En utilisant (3.23)-(3.24), on obtient :

/O\(Gyi)(t)—(Gyj)(t)!dt = /D !(Gyi)(t)—(Gyj)(t)\dtJr/ |(Gya)(t) = (Gy;)(1)]dt

- % - [ NG+ / lGno
) %5' (3.25)

En combinant (3.18) et (3.25), il vient :

Gy () = (Gy) )L = /OOO!(GyZ-)(t)—(Gyj)(t)\dtée,

ce qui signifie que (G, )nen est une suite de Cauchy dans L'(R,) qui est un espace

complet. On conclut que (G, )nen €st convergente et GY est relativement compact dans

46
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L'(Ry), d’ou le résultat désiré.

Etape 3 : On pose Y =co(GY). D’aprés le théoréme de Mazur, I'ensemble Y| est compact
dans L'(R,) car (GY CY = co(GY) C co(Y) =Y (car Y convexe) = co(GY) CY =
co(GY) C Y, et Y est compact donc Yy =co(GY) est compact). En outre, comme GY C Y
on obtient Yy =co(GY) C co(Y) = Y (car Y est convexe). Cela implique que l'on a
GY, C GY. En passant a enveloppe convexe, il vient co(GYy) C co(GY) = Y,, d’ou
GYy C co(GYp) C Yp. Finalement, comme G est continu, on déduit du théoréme du point
fixe de Schauder que G qu’il existe x € Yj tel que Gx = x qui est une solution de I’équation

fonctionnelle-intégrale (3.4). =

Exemple 3.2.1

Considérer [’équation intégrale Volterra suivante :

1 t

1 + 55 & 1x(s) sin(z(s)) |dt (3.26)

t
w(t) = t?e" +/ (a(t) + s)(sin(ts))e™

0
Out e R, et la fonction a: Ry — R est définie par la formule suivante :

0 pour t rationnelle
a(t) =

t pour t irrationnelle.

Il est facile de voir que l’équation. (3.26) est un cas particulier d’équation. (3.4), ou

filt,x) = e+

K(t,s) = (a(t)+ s)(sin(ts))e”

1 t .
folt,x) = oS + ST 1xsm(m)

Observer que la fonction k(t,s) est continue en s pour tout t € Ry et mesurables en t

pour chaque s € R, . En outre, la fixer un élément s € R, on obtient :

/OO |k(t,s)|dt = /Oo(a(t) + s)e”"| sints|dt

< / (t+s)e "dt
= (2s+1)e .
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Par conséquent, on obtient :

sup ess/ |k(t, s)|dt = 2/+/e.

s=>0

Lestimation ci-dessus et Théoréme 3.1.3 impliquent que | K| < 2/+/e.

De plus, remarquons que les fonctions fi1(t,x) et fo(t,x) satisfaisant Uhypothese (3.5) du
Théoreme 3.2.1 avec ay(t) = t*e¢~t as(t) = 1/(t* +1),by = 1,by = 1/2, de toute évidence,
aj,as € L'.

En outre, on a que bibs|| K| < 1/y/e <1 Enfin, d’apreés le Théoréme 3.1.3 on déduit que

Uéquation (3.26) admet au moins une solution dans l'espace L'(R.).

Exemple 3.2.2
Considéré ’équation fonctionnelle-intégrale suivante :

x(t)

=53 j_ ] -+ arctan (/0 (t+s)e? {682 + 2 j_ 8[m(s) +1In(1 + ZL‘2(S))]} ds)2 (3.27)

Ou t € Ry. L'équation (3.27) est un cas particulier d’équation (3.4) avec

t
filt,x) = PES] + arctan 2?

K(t,s) = (t+s)e’

2

fg(t,x) = € +

R S(x + In(1 + 2%)).

Par conséquent, compte tenu de l'inégalité des arctanx? < 2x pour x > 0 on obtient

que la fonction fi(t,z) satisfait & Uhypotheése (3.5) du Théoréeme 3.2.1 avec by = 2 et
t

ai(t) = ——.

1®) B4+ 1

De plus, en tenant compte de 'inégalité des In(1 + x?) < x et en tenant compte du fait

que le mazimum de la fonction z(t) = est égal a \/2/8 on a que la fonction fo(t, )

t
1248
satisfait Uhypothese (3.5) avec by = \/2/4 et ay(t) = e .

De plus, on a le estimation suivant :
/ |k(t, s)|dt = / (t+s)e 'dt = (2s+1)e*
Par conséquent, (de méme que dans l'exemple 3.2.1) nous avons que | K|| < 2/+/e ce que

implique bibs|| K || < v/2/e < 1 maintenant, d’aprés Théoréme 3.2.1, nous concluons que

Uéquation (3.27) a au moins une solution dans l’espace des L*(R™).
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CONCLUSION

Ce travail a mis en évidence I'é¢tude d’une classe d’équation fonctionnelle-intégrale non

linéaire dans I'espace de Lebesgue L'(R,) :

x(t):f1<t,/0tk(t,s)fg(s,x(s))ds), LER, (3.1)

ou les fonctions fi; fo et k satisfont aux conditions de Carathéodory. L’équation (3.1)
contient plusieurs types d’équations intégrales de Volterra. Par exemple, I’équation inté-
grale non linéaire de type Volterra-Hammerstein et 1’équation intégrale linéaire classique
de Volterra. Cette étude a donc consisté a chercher une solution faible de (3.1) en utili-
sant la notion de la mesure de non compacité faible et le théoréme du point de Schauder.
Nous observons que les solutions des équations intégrales de Volterra obtenues au Cha-
pitre 2 sont plus réguliéres (elles sont continues) que la solution faible de (3.1) obtenue

au Chapitre 3.
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Abstract

This memory aims to study the existence of a solution in the Lebesgue space L* (R,) of atype of
functional -integral equation of the form :

x(t) = fi (t,f k(t,s)f, (s,x(s))ds) t e R,
0

by the fixed-point method using the notion of the measure weak non-compactness where the
functions f;, foand k satisfy the Carathéodory conditions.

This equation contains a lot of special types Volterra integral equations. For example, the non-linear
integral equation Volterra-Hammerstein and the classical linear Volterra integral equation.

Keywords: functional-integral equation, Volterra integral equation, the measure weak non-

compactness, fixed-point theorems, existence, solution.

Résumé

Ce mémoire a pour objectif d'étudier I'existence d'une solution dans I'espace de
Lebesgue L (R, ) d'un type d'équation fonctionnelle-intégrale de la forme :

x(t) = fi <t,f k(t,s)f, (s,x(s))ds) teR,

par la méthode du point fixe en utilisant la notion de la mesure de non compacité faible ou
les fonctions f; , f, et k satisfont aux conditions de Carathéodory.

Cette équation contient plusieurs types d'équations intégrales de Volterra. Par exemple,
I'équation intégrale non linéaire de type Volterra-Hammerstein et I'équation intégrale
linéaire classique de Volterra.

Mots-clés: équation fonctionnelle-intégrale, équation intégrale de Volterra, mesure de non
compacité faible, théorémes du point fixe, existence, solution.
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