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Notations générales

un flot.

un champ de vecteurs.

la dérivée de X par rapport a t.
I’ensemble w-limite de T'.
I’ensemble a-limite de I'.
trajectoire passant par xg.

la matrice Jacobienne de la fonction f.
les valeurs propres de la matrice Jy.
la fonction de Lyapunov.

polynoéme caractéristique.

signe de w.

le systéme hamiltonien.

la carte de Poincaré.

un voisinage de xg.

la variété locale stable.

la variété locale instable.

la variété globale stable.

la variété globale instable.
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Introduction générale

L’une des théories qui peut étre considérée bien ancienne que nouvelle et qui gagne
actuellement une popularité considérable parmi les chercheurs et les mathématiciens dans
la science comme la mécanique est la théorie de la perturbation.

En mécanique quantique, la théorie de la perturbation, ou théorie des perturbations, est
un ensemble de schémas d’approximations liée & une perturbation mathématique utilisée
pour décrire un systéme quantique complexe de facon simplifiée. L’idée est de partir d'un
systéme simple et d’appliquer graduellement un hamiltonien « perturbant » qui représente
un écart léger par rapport a 1’équilibre du systéme (perturbation). Si la perturbation n’est
pas trop importante, les différentes quantités physiques associées avec le systéme perturbé
(comme ses niveaux d’énergie et états propres) seront générés de maniére continue a partir
de ceux du systéme simple. Cette perturbation peut nous conduire aux notion de bifurcation.

La théorie des bifurcations, en mathématiques et en physique est I'étude de certains
aspects des systémes dynamiques. Une bifurcation intervient lorsqu’un petit changement
d’un parameétre physique produit un changement majeur dans 'organisation du systéme.
Dans la théorie des bifurcations, une bifurcation de Hopf ou de Poincaré-Andronov—Hopf,
des noms de Henri Poincaré, Eberhard Hopf, et Aleksandr Andronov, est une bifurcation
locale dans laquelle un point fixe d’un systéme dynamique perd sa stabilité tandis qu’une
paire de valeurs propres complexes conjuguées de la linéarisation autour du point fixe,
franchissent 1’axe imaginaire du plan complexe.

L’un des principaux outils pour déterminer 'existence (ou la non-existence) du chaos
dans un systéeme hamiltonien perturbé est la théorie de Melnikov. Dans cette théorie, la
distance entre les variétés stables et instables du systéeme perturbé est calculée jusqu’au

terme du premier ordre.



Introduction générale

Ce travail est divisés en trois chapitres.
e Le premier chapitre est consacré aux notions de base et outils fonctionnels concernant

les systémes dynamiques et la théorie de la perturbation utilisés dans ce travail.

e Dans le deuxieme chapitre, nous donnons les notions et les propriétés préliminaires

de bifurcation et leurs types avec des exemples de base.

e Dans le dernier chapitre, nous donnons les notions et les propriétés préliminaires uti-
lisées pour définir et étudier la méthode de Melnikov, leurs applications et quelques

résultats de la théorie de Melnikov.



Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre, nous introduisons quelques notions fondamentales sur les systémes
dynamiques, la théorie de la stabilité et la théorie de perturbation que nous utiliserons dans

les chapitres 2 et 3.

1.1 Définitions générales du systéme dynamique

On considére un espace topologique M (c’est-a-dire un ensemble de points muni d’une

topologie) [15].

Définition 1.1.1. /3] Une carte de dimension n sur M est un couple (U, p) formé de
e un ouwvert U C M
e un homéomorphisme ¢ : U — o(U) C R™ (un homéomorphisme est une application
continue et inversible dont l'inverse est continue).
L’ouvert U est le domaine de la carte. Pour p € U, p(p) = (z'(p), ...,z"(p)) € R™ : ¢ est ce
que ’on appelle une fonction coordonnées.

Un point de M peut appartenir a deuxr domaines différents correspondants a deux cartes
(U, ) et (V. ¢).
Définition 1.1.2. Un systeme dynamique sur E est une carte C*

¢ RxE—E

(t,2) — o(t, @),



Définitions générale de systéme dynamique

ou E est un sous-ensemble ouvert de R" et si ¢y(x) = ¢(t,x), alors ¢, satisfait :
1. ¢o(x) = pour tout x € E.
2. ¢ o ¢s(x) = Pyrs(x) pour tout s,t e R et x € E.

Remarque 1.1.1. On dit que ¢; est une flot s’il satisfait les propriétés 1 et 2
de la définition 1.1.2.

1.1.1 Représentations mathématiques des systémes dynamiques

Le systéme dynamique défini par le systéme non linéaire d’équations différentielles
ordinaires est donné par
X = £(x), (1.1)
tels que f: E — R™ (F est un sous-ensemble ouvert de R™) est une fonction vectorielle et

day
v _dX _ *
dt ||

dzy
dt

ou f(xy,...,xn) = (filz1, ..y xn)y .oy fulzr, .. x,)) et

dditl = fl('xl)"'axn)a

Clz;—tn = fn(xb . ,.’L‘n).

1.1.2 Linéarisation de systéme dynamique

Considérons le systéme dynamique non linéaire définit par (1.1) et soit Xy un point
d’équilibre de ce systéme.
Supposons qu’une petit perturbation y(t¢) soit applique au voisinage du point d’équilibre.

La fonction f peut étre développée en série de Taylor au voisinage de point Xy comme suit :

() + Xo = f(Xo+y(t) =~ f(Xo) + Jp(Xo)y(t), (1.2)
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avec Jy(Xp) est la matrice Jacobienne de la fonction f définit par :

oh  Of o
311 612 e Oxn
J(Xo)=1|... ... ... .. : (1.3)
Ofn  Ofn Ofn
oxry Oxe 7 Oxp X=X,

Comme f(Xy) = X, alors 'équation (1.2) devient :

y(t) = Jp(Xo)y(t). (1.4)

L’écriture (1.4) veut dire que le systéme (1.1) est linéarisé. Ce systéme peut étre écrit sous

la forme matricielle

X = AX, (1.5)

oll A est une matrice n X n.

La solution du systéme linéaire (1.5) avec la condition initiale X (0) = X est donnée par

X(t) = e X,, (1.6)

ot e est une fonction matricielle n x n.
Géométriquement, le systéme dynamique décrit le mouvement des points dans I'espace des

phases le long des courbes de la solution définies par le systéme des équations différentielles.

Remarque 1.1.2. Pour le systéme (1.1), la fonction f : E — R™ spécifie la vitesse a chaque

point de [’espace de phase E ; on l’appelle un champ de vecteurs.

Exemple 1.1.1. Considérons maintenant le systeme linéaire découplé

€Ty = —I1,

(1.7)

i’g = 21‘2.

Ce systeme peut étre écrit sous la forme matricielle
X = AX, (1.8)
ot
-1 0
A —
0 2
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La solution générale du systeme linéaire ci-dessus est donnée par

x1(t) = e
(1.9)
To(t) = coe?t.
Ou d’une maniére équivalente par
et 0
X(t) = C, (1.10)
0 €2t

ou C'= X(0).
Le systéme dynamique défini par le systéme linéaire (1.8) dans cet exemple est simplement
la carte ¢ : R x R? — R? défini par la solution X (t,C) donnée par (1.10); c’est-a-dire que

le systeme dynamique pour cet exemple est donné par

snor= 1" e (1.11)

0 €2t

1.1.3 Portrait de phase

Définition 1.1.3. Le portrait de phase d’un systeme dynamique est une représentation
graphique de plusieurs trajectoires représentatives dans lespace de phase. Etant donné un
systéme dynamique X = f(X,t), sans résoudre les équations on peut toujours a un instant
t donné représenter graphiquement (o Uaide des fleches) le champ des X (le chamyp des
vitesses si X sont des coordonnées). La lecture de cette représentation graphique sera trés

utile pour se faire une idée du comportement du systéeme.

1.1.4 Point d’équilibre

Définition 1.1.4. Le point xo € R™ est appelé point d’équilibre ou point critique de (1.1) si

Exemple 1.1.2. Soit le systéme différentiel suivant :

(1.12)
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Déterminons les points d’équilibres :

Ji(zo,40) = 0,

fa(zo,90) = 0,

(1.13)

y:()@—x—x2:0(:>$€{0,—1}7

donc les points d’équilibres sont : (zo,y0) = {(0,0); (—=1,0)}.

1.1.5 Trajectoire et orbite périodique

Définition 1.1.5. On appelle trajectoire de (1.1) passant par xo € E (E est un ensemble
de R™) défini par

Iy ={z € E\z=0¢(tx0),t €cR} =T} UL, (1.14)
avec
Iy ={zeE\z=9¢(t 20),t >0} et 'y ={z € E\x=¢(t )t <0},
o ¢(t,xo) solution de (1.1).
Définition 1.1.6. Cycle ou orbite périodique de (1.1) est une courbe de solution fermée de

(1.1) qui n’est pas un point d’équilibre de (1.1).

1.1.6 Ensemble invariant

Définition 1.1.7. Soit E un sous-ensemble ouvert de R™, soit f € C*(E), et soit ¢, : E —
E le flot de ’équation différentielle (1.1) définie pour tout t € R. Alors un ensemble S C E

est appelé invariant par rapport au flot ¢, si ¢,(S) C S pour tout t € R.



Stabilité

FIGURE 1.1 — Trajectoire de I’ensemble invariant.

Remarque 1.1.3. Tout orbite est un ensemble invariant.

1.1.7 Ensembles de limite et le cycle limite

Définition 1.1.8. le point p € E ou E est un sous-ensemble ouvert de R™. est un point

w-limite de la trajectoire ¢(.,x) du systéme (1.1) s’il y a une suite t, — +oo telle que
n—-+o0o

lim ¢(tn7x) =P

n—+oo

De méme, sil y a une suite t,, — —o0 tel que
n—-+00

lim o¢(t,, x) = q,

n—-+o0o

et le point q € E, alors le point q est appelé point a-limite de la trajectoire ¢(.,x) de (1.1).
L’ensemble de tous les points w-limites d’une trajectoire I' est appelé [’ensemble w-limite
de T' et il est noté w(I'). L’ensemble de tous les points a-limites d’une trajectoire T est
appelé lensemble a-limite de T' et il est noté a(I"). L’ensemble de tous les points limites de

I a(T) Uw(T) est appelé 'ensemble de limites de T'.

Propriétés des ensembles w(zy) et a(xg)

Les limites w(xg) et a(xy) sont :
e Invariants.
o fermés.

o VzeT,,,w(z)=w(x).

Définition 1.1.9. Le cycle limite T' d’un systéme planaire est un cycle de (1.1) qui est

lensemble a ou w-limite d’une trajectoire de (1.1) autre que T.
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1.2 Stabilité

1.2.1 Définitions
considérons la classe des systémes non linéaires décrits par 1’équation dynamique :

&= f(x(t),1),

x(ty) = o.

(1.15)

Nous désignons par zp un point d’équilibre de (1.15)
e [’origine est un point d’équilibre stable si :

Ve > 0,30 > 0: ||z(to) — z|| < = ||z(t, 2(ty)) — wol| < e, Vt > 1. (1.16)

e [’origine est instable dans le cas contraire.

e [’origine est un point d’équilibre asymptotiquement stable si :
36> 0: [|z(ty) —z|| < §d = tli_1>noo |lx(t, z(to)) — zo|| = 0. (1.17)
e [’origine est un point d’équilibre exponentiellement stable si :
Ve >0,90 >0, >0 et >0 tel que

|z(to) — z|| < 6 = ||z(t, z(to)) — zo|| < allx(to) — z|| exp(—pt), Vt > to.

1.2.2 Classification des points d’équilibres

Il s’agit de distinguer ces points d’équilibres par la nature des valeurs propres de la
matrice jacobienne (1.3) du systéme linéarisé (1.4) associé au systéme différentiel initial
(1.1) en ce point.

Pour cette raison on va supposer que les valeurs propres de la matrice (1.3) sont définies
par :

N=aj+ifjet \j=a;—iB;,j=1,2,...,n.
O les valeurs propres sont complexes distinctes et elles apparaissent dans des paires conju-
guées complexes.
Remarque 1.2.1. Lorsque a; # 0 pour j = 1,2,...,n le point d’équilibre est dit hyper-
bolique.
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Cas de la dimension 2

L’étude de la dimension 2 va nous permettre de définir les différents cas d’équilibres et
la généraliser pour les systémes d’équations différentielles non linéaire de dimension quel-
conque. Le point (0,0) est un solution et un point d’équilibre du systéme. On va voir
comment se comportent les trajectoires autour de ce point dans le portrait de phase selon
les des deux valeurs propres de la matrice du systéme.

A1 et )y sont réelles non nulles et distinctes :

1. Si 0 < Ay < Ay alors le point d’équilibre est instable.

On dit que le point est un "noeud instable".
2. Si A1 < 0 < Ay alors on dit que le point est un col "point selle"

3. A1 < Ay < 0 alors le point d’équilibre est asymptotiquement stable.

On dit que le point est un "noeud stable".

noeud instable
noeud stable

K

(@) 0<A1<A2 ® A1<o<A2 © A<A2<0

FIGURE 1.2 — Valeurs propres réelles, non nulles et distinctes.

A1 et Ay sont complexes :

1. Si a < 0 alors le point d’équilibre est asymptotiquement stable.

On dit que le point est un puits en spirale "foyer stable".
2. Si a = 0 alors on dit que le point est un "centre".

3. Si a > 0 alors le point est instable.

On dit que le point est une source en spirale "foyer instable".

10
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-

foyer stable foyer instable

center

FIGURE 1.3 — Valeurs propres complexes.

A1 et A\ sont égaux :

dans ce cas A\ et Ay sont réels. On a tel que w € R

A
0

Jr =

on a donc les cas suivants :
Le cas w=0":

1. Si A > 0 alors on dit que le point est une "source en étoile".

2. Si A < 0 alors on dit que le point est un "puits en étoile".

(a) A>0 (b) A<o

FIGURE 1.4 — Valeurs propres égales avec w = 0.

Le cas w # 0 :
1. Si A > 0 alors on dit que le point est une "source".

2. Si A < 0 alors on dit que le point est un "puits".

3. Si A = 0 alors tous les points de la droite kv sont des points d’équilibre.

11
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© A=0

FIGURE 1.5 — Valeurs propres égales avec w # 0.

Cas de la dimension n

1. Si toutes les valeurs propres de J¢(Xy) ont leur parties réelles strictement négatives,

alors les solutions vérifient : lim y(¢) = 0 et l'origine est un puits.
n—>- +00

2. Si toutes les valeurs propres de J;(Xp) ont leur parties réelles strictement positives,

alors les solutions vérifient : lim y(¢) = 0 et l'origine est une source.
n—-—oo

3. S’il n’y a pas de valeur propre nulle, on a un point selle.

1.2.3 Stabilité au sens de Lyapunov

La stabilité au sens de Lyapunov est une théorie générale valable pour toute équation
différentielle. Cette notion signifie que la solution d’une équation différentielle initialisée au

voisinage d'un point d’équilibre en reste suffisamment proche.

Premiére méthode de Lyapunov (méthode indirecte)

La méthode indirecte de Lyapunov utilise la linéarisation du systéme et peut dans cer-
tains cas, apporter une réponse au probléme de stabilité locale.

Le systéme (1.15) est linéarisé autour de X, en utilisant un développement en série :
X = Jp(X0)X + R(X), (1.18)

ot R(X) contient les termes en X, d’ordre supérieur a 2.

Le systéme linéarisé que 1'on utilise est alors :

X = Jp(Xo)X = AX. (1.19)

12
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Théoréme 1.2.1. [17]
e Si toute les valeurs propres de la matrice jacobienne ont une partie réelle strictement
négative (Vi; Re(Ni(J¢(Xo)) < 0), Xo est exponentiellement stable.
e Si la matrice jacobienne posséde au moins une valeur propre a une partie réelle stric-

tement positive (Vi; Re(\;(J;(Xo)) > 0), Xo est instable.

Remarque 1.2.2. Si toute les valeurs propres de la matrice jacobienne ont une partie réelle

strictement négative (Vi; Re(Ni(Jr(Xo)) <0), Xy est stable.

Seconde méthode de Lyapunov (méthode directe)

Comme on a vue, la premiére méthode de Lyapunov est simple a appliquer mais elle ne
permet d’analyser la stabilité des équilibres que trés partiellement. La seconde méthode est
plus difficile & mettre en oeuvre mais, en contrepartie, elle est d'une portée beaucoup plus
générale. Elle est basée sur la définition d’une fonction particuliére, notée V' (z) et appelée
fonction Lyapunov, qui est décroissante le long des trajectoire du systéme. Ce théoréme va

résumer cette méthode.

Théoréme 1.2.2. [17] Le point de d’équilibre xo du systéme 1.15 est stable s’elle existe une

fonction V(x) : D — R continuellement différentiable ayant les propriétés suivantes :
1. D est un ouvert de R" et zg € D.
2. V(x) > V(xg) Ya # zo dans D.
3. V(z) <0 Vx # zo dans D.

o 5 V(x) < 0 Vx # x9 dans D, alors V est une fonction de Lyapunov stricte.

Remarque 1.2.3. 5% le point d’équilibre xoy admet une fonction de Lyapunov, alors c’est un
point d’équilibre stable. Si le point d’équilibre xo admet une fonction de Lyapunov stricte,

alors c’est un point d’équilibre asymptotiquement stable.
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Théorie des perturbations

Dans la section suivante on introduit et on définit quelques notions concernant la théorie

des perturbations.

1.3 Théorie des perturbations

1.3.1 Introduction a la théorie des perturbations

Le développement de la théorie de 'influence des petites perturbations sur les solutions
des équations différentielles a commencé au XVIIle siécle. Etant donné que la théorie des
perturbations de Poincaré (vers 1900) est de plus en plus florissante avec de nouvelles idées
et des applications fondamentales importantes.

Tout d’abord, nous donnons quelques exemples de problémes de perturbations.

1.3.2 Quelques exemples

Exemple 1.3.1. Un exemple simple d’une perturbation naturelle. Considérons une oscilla-

tion harmonique, décrite par l’équation
i+x=0, (1.20)

Ueffet du frottement a été négligé (en pratique la friction sera toujours présente). Si l’oscil-
lateur tel que le frottement est petit, un modele amélioré pour les oscillations est donné par
[’équation

T+ex+z=0. (1.21)
Le terme ex s’appelle " terme de frottement” ou "terme d’amortissement” et cette forme
simple particuliere du terme de frottement a été basé sur certaines hypothéses concernant la
mécanique du frottement. Le parametre € est assez petit i.e 0 < e << 1. Si on met e = 0 dans
Uéquation (1.21), on récupére l’équation originale (1.20); nous appelons l’équation (1.20) "
probleme non perturbé .
L’introduction de petites perturbations déclenche qualitativement et comportement quantitatif

des solutions qui divergent énormément du comportement des solutions du probleme non

perturbé. On peut ['observer déja dans [’ezemple simple de oscillateur amorti décrit par

Iéquation (1.21).
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Théorie des perturbations

Exemple 1.3.2. Considérez le probléeme de la valeur initiale :
t=—-x+e€ 2(0)=1L1 (1.22)
La solution est x (t) = e + (1 — €) e'. Le probléme impassible (imperturbable) est
y=-y, y(0)=1 (1.23)
La solution est y(t) = e~*. Il est clair que
lz(t)—y(t)=c—ee " <e t>0. (1.24)
L’erreur apparaissant dans l'approximation de x (t) par y (t) n'est jamais plus grande que €.
Exemple 1.3.3. La situation est trés différente pour ce probléme :
t=xz+e¢ x(0)=1. (1.25)
La solution est x (t) = —e + (1 +€) €. Le probleme impassible (imperturbable) est
j=+y, y(0)=1. (1.26)
La solution est y (t) = e'. On trouve
|:1:(t)—y(t)|:e|1—et‘. (1.27)

Sur Uintervalle 0 < t < 1, Uerreur provoquée par l'approzimation de x (t) par y(t) est de
Uordre de grandeur €. Ce n’est plus vrai pour t > 0, ot la différence augmente sans limites

(non bornée).

1.3.3 Matériel de base

Considérons la fonction vectorielle f : RxR" xR — R", la fonction f (¢, z, €) est continue
dans les variables t € R et x € D C R, € est un petit parameétre.

La fonction f a une développement de Taylor par rapport a €, nous avons

ftze)=f(t,z,0)+efi (t,z)+Efa(tx)+- -+ fo(tx) +..0, (1.28)
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Théorie des perturbations

avec les coefficients fi, fo,... dépendent de ¢t et z. Les expression €, ¢€2,...,€", ... sont

appelés les fonctions d’ordre.
Le plus souvent, nous ne connaissons pas explicitement la fonction vectorielle, par exemple
car elle a été défini implicitement comme la solution d’une équation avec des conditions

(initiales).

Remarque 1.3.1. Tres souvent, nous chercherons une développement de la forme

N
fFltoe) = 6.(e) fultiz)+..., (1.29)

n=0
dans lequel 6, () ,n =10,1,2,... sont des fonctions d’ordre (i.e la fonction 0 (€) est continue

et positive dans (0,¢,] et elle a la propriété que liwgé (€) existe alors que 6 (€) diminue de
e—

maniére monotone tandis que € tends vers z€éro).

1.3.4 Développement simple
Considérez le probléme de la valeur initiale
&= f(t,z,e), x(0)donne,

out>0, xreDCR™

Si nous pouvons développer f (¢, z,€) dans une série de Taylor par rapport a e
f(t,z €)= fo(t,x) +efi(t,x)+e* ...,
alors on pourrait supposer qu’il existe une expansion similaire pour la solution
z(t)=x0(t) +exy (t) +€*. ...

Il semble naturel de s’attendre a ce que I’expansion formelle représente une approximation
asymptotique de la solution. Nous montrerons que c’est correct, mais seulement dans un

sens trés restreint. D’abord, on donne un exemple simple.

Exemple 1.3.4. Considérons [’oscillation avec amortissement

4 2ei 42 =0, (1.30)
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Théorie des perturbations

avec les valeurs initiales x (0) = a, @ (0) = 0.

La solution du probléme de la valeur initiale est

a
z (t) = ae" cos (\/1 — 6225) + ——¢ “sin ( 1-— €2t) . 1.31
" vimas ol (30
La solution explicite et on la remplacons par
x () =0 () +exy (t) + €. ..
Les coefficients équivauz des puissances égales de €, on trouve

T (t) +ea (t) + €+ 26 (Tg (t) + ey (1) +€ ... ) +ao(t) +ex () + €2+ =0

= (3 (t) + 20 (1)) + € (&1 (t) + 220 (t) + 21 (1) + 2+~ =0,

donc

To+x9 =0,

.CZ.T'O—FQZ'n:—Qil'?n,l, TL:LQ,....
Les valeurs initiales ne dépendent pas de €, donc il est naturel de mettre

l’o(O):a, 9&0:0,

r,(0)=a, &,=0, n=1,2,...,.
Résolvant les équations et appliquant les conditions initiales, nous obtenons

xo (t) = acost,
x1(t) = asint —atcost,....
L’expansion formelle est
2

z(t) =acost+ae(sint —tcost) + e ....

L’expansion que nous avons obtenue est une approrimation asymptotique de la solution.
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Chapitre 2

Théorie de la bifurcation

Dans ce chapitre, nous discuterons les changements de la nature des points critiques et
de la bifurcation des solutions quand un paramétre passe par une certaine valeur, tout cela

s’appelle la théorie de la bifurcation.

2.1 Introduction

Considérons I’équation suivante :

i':f(xnu)’ (2'1)

ou f € CYE x J), E est un ensemble ouvert dans R™ et J C R.

On dit qu'un systéme d’équations différentielles (2.1) a une bifurcation a la valeur p = .,
s’il y a un changement de structure de trajectoire comme le paramétre p passe par la valeur
e Autrement dit, il y a un changement dans le nombre et / ou la stabilité des équilibres

du systéme & la valeur de la bifurcation.

Définition 2.1.1. [19] Considérons [’équation (2.1) avec f(0,pn) =0 (solution z =0). La
valeur du parametre p = p. est appelée la valeur de la bifurcation s’il existe une solution

non triviale dans chaque voisinage de (0, p.) dans R x R™.

Exemple 2.1.1. Considérons [’équation

i=1-2(1+p)x+2° (2.2)
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Bifurcation de noeud de selle

L’équation 1 —2(1 + p)x + 22 = 0 a des solutions uniques x(u) st —2(1 + p) +2x # 0 ou si
z # 1+ p. Léquation (2.2) a les solutions d’équilibre 1 + pn + (2u + p2)2 pour p < —2 et
> 0. La bifurcation peut avoir liew si 1 +p =14+ p+ (2u + ,uQ)%, c’est-a-dire pour p =0
et u=—2.

Définition 2.1.2. Un diagramme de bifurcation fait partie de [’espace des parametres sur

lequel sont représentés tous les points de la bifurcation.

Nous traiterons par la suite quelques types de bifurcations

2.2 Bifurcation de noeud de selle

Considérons 1’équation suivante :

T = f(z,c), (2.3)

ot f: R xR — R est une fonction suffisamment réguliére avec f(0,0) = 0, %(O7 0)=0

(c-a-d que (0,0) est un point d’équilibre non-hyperbolique) et %(O, 0)#0.

Par un développement limité au voisinage du point d’équilibre on trouve :

. of of 2 0% f
:13—f(O,O)—I—x&E(O,O)+cac(0,0)+ 5 &UQ(O,O)—I—...
= Ac + Bz?,
avec
of 10%f
A=— B=-— .
9% (0,0) et 5 972 (0,0)
Posons :
B B
U:Zx,,uzzc,T:At.
U:%';
B
:Z(Ac~|—Bw2)
2
:Bc+%x2
B B? ,
= A(p+U?%)
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Bifurcation de noeud de selle

Ona % =9V ~ A(+U)

Uﬁ 2

La derniére équation dite forme normale de le bifurcation selle-noeud.
Exemple 2.2.1. Considérez l’équation
&= p— (2.4)

a. Sip >0, 1y a deur équilibres x* = £./j1. La dérivée du coté droit est D f(x, ) =
—2x. En compensant les points d’équilibre, nous obtenons ce qui suit : Df(\/t, 1) =
—2/11 < 0, ce qui implique que [’équilibre x* = \/ji est stable; et Df(—\/l, ) =
2\/p > 0 ce qui signifie que [’équilibre x* = —, /i est instable.

b. Sipu <0, il ny a pas d’équilibre.

c. Quand p = 0, le systéme n’a qu’un seul point d’équilibre, x* = 0. Dans ce cas, le
point d’équilibre est non hyperbolique, puisque D f(0,0) = 0, et nous ne pouvons pas
utiliser la linéarisation pour analyser sa stabilité. Un portrait de phase, cependant,

peut nous aider dans ce cas.

FIGURE 2.1 — Portrait de phase pour I'exemple 2.2.1.

Nous concluons que le point d’équilibre x* = 0 est un noeud de selle instable. Ce systéme

a une bifurcation de noeud de selle a p = 0.
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Bifurcation transcritique

FIGURE 2.2 — Diagramme de bifurcation pour I'exemple 2.2.1.

2.3 Bifurcation transcritique

Considérons toujours I’équation
j;‘ = f(x7 C)?
ol f:RXR — R.
Supposons que f(0, 0) =0et ﬁ(0 0) = 0 et on ajoute une troisiéme condition %(O, 0)=0
avec 24(0,0) # 0 et 24(0,0) # 0.

Par un développement limité au voisinage de (0,0) on obtient :

flz.e) = £(0,0) —i—xg—f(() 0) + ?(0 0) + ;%m 0) + aa;afcm,m o
Posons :
A= ;gl’;(o 0) 40,
et

L’équation devient donc :

flx,c) ~

21
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Bifurcation transcritique

Effectuons les changements :

B
U:—etT:AQtet,u:A—;
Alors :
. T
V=73
~$2+B—C$
o A
= A?U? + BUc
ou oUoT
T L A4 B
o “arar S AU T BUC
oT
— =U*+uU.
:>6t +u

La derniére équation dite forme normale de la bifurcation transcritique .
Exemple 2.3.1. Considérez l’équation
i = px — . (2.5)

Cette équation a deux points d’équilibre x* = 0 et x* = p. La dérivée du coté droit est
Df(x,p) = p—2x.

Nous composons la valeur de z* = 0 nous obtenons Df(0,u) = u, ce qui signifie que
l’équilibre est stable si p < 0 et instable si p > 0.

Aussi Df(u, ) = —p ce qui implique que x* = u est stable si > 0 et instable si p < 0.
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Bifurcation de fourche ou "pitchfork"

FIGURE 2.3 — Diagramme de la bifurcation pour I'’exemple 2.3.1.

Maintenant, si p = 0, le systéme a un point d’équilibre x* = 0. puisque D f(0,0) = 0,
I’équilibre x* = 0 est non hyperbolique. Comme précédemment, nous utilisons un portrait de
phase pour l’analyse de stabilité. Il se trouve que le portrait de phase pour ce cas est le méme
que celui représenté sur la figure 2.1. Ainsi, I’équilibre x* = 0 est une selle, donc instable,
quand = 0. Dans ce cas, on dit que le systéeme a une bifurcation transcritique a la valeur
du parametre = 0. Les équilibres du systeme échangent la stabilité lorsque le paramétre p

passe la valeur p = 0.

2.4 Bifurcation de fourche ou "pitchfork"

Reprenons l'équation & = f(z,c) avec x € R, ¢ € R, en prenant cette fois-ci : f(0,0) =

af . of 0*f B 82f af B3f
08(00> 03(00) 082(0’0)_082(00) 088(00)7&0 5(0,0) # 0.
Par un développement limité au voisinage de 1’origine on trouve :
B af af 2?2 0% f 02 f
f(x,c) = f(0,0) +xa—(0 0)+c 8_<O 0) +?@(0’0)+x08x80(0’0)
262]0 383
+5W(0’0) 5 8 3( 0) +
02f x 0*f
T o (0, 0)+Ea—(0,0)+...
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Bifurcation de fourche ou "pitchfork"

Posons :
103f
A=-—2-(0,0 1
6 amg( Y ) # )
o*f
B = 0,0 0.
Notre équation devient :
i~ Az + Bze.

Effectuons les changements suivants :
x

V=13

Be
etT:A3tet,u:$.

Ce qui conduit & :
. T
V=73
~ a4 56,
o A
= A’U® + BUc.
Par suite :
oU_ ouor
ot 0T ot
oT
— — =U"+ul.
ot G

La derniére équation dite forme normale de la bifurcation fourche.

~ A*U® + BUc

Exemple 2.4.1. Considérez ’équation
&= px — 2’ (2.6)
a. Si p > 0, cette équation a trois points d’équilibre : v* = 0, v* = £/u, Df(x,pu) =
p—3x2, alors Df(0, 1) = pu > 0, ce qui implique que le point fize x* = 0 est instable.

Df(E£/1t, 1) = —2p < 0 donc les points d’équilibre x* = /1t sont tous les deux

stables.

b. Sipu <0, le seul point d’équilibre est x* =0 et Df(0, ) = u < 0, donc ’équilibre est
stable.

c. Sip =0, encore, le seul équilibre est x* = 0. Puisque, Df(0,0) = 0, l’équilibre est
non hyperbolique. Comme précédemment, nous regardons le portrait de phase de la

figure 2.4
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Bifurcation de fourche ou "pitchfork"

FIGURE 2.4 — Portrait de phase pour I'exemple 2.4.1.

Nous pouvons voir que [’équilibre dans ce cas est stable. Le systéme a ce que ['on appelle

une bifurcation de fourche a la valeur du parameétre p = 0.

FIGURE 2.5 — Diagramme de bifurcation pour I'exemple 2.4.1.
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Bifurcation de Hopf

2.5 Bifurcation de Hopf

Le bifurcation de Hopf est 'apparition ot la disparition d’une solution périodique, d'un
point d’équilibre quand le paramétre passe par une valeur critique p*. Ceci sa produit quand
la paire des valeurs propres conjuguées du systéme linéarisé au point d’équilibre deviennent
imaginaires pures. Ceci implique que la bifurcation de Hopf est pour les systémes de dimen-
sion n > 2.

Pour un tour d’horizon plus général sur les bifurcations de Hopf et leurs applications no-

tamment en Physique et en électronique, voir |6, 7, 4, 9]

Théoréme 2.5.1. [1, 8] Considérons le systéme planaire :

&= Jul®,9), (2.7)

Y = gulz,y).
Ou o est un parameétre.
Supposons que (xo,yo) est un point d’équilibre de (2.7) qui peut dépendre de p.
Mp), M) = afp) £iB(u), les valeurs propres du systéme linéarisé au point d’équilibre
(70, Yo)-

Supposons que pour une certain valeur de i : p = po les conditions suivantes sont satisfaites :

1. alpo) = 0, B(p10) = w # 0 0l sgn(w) = sgn[(F2) L=, (0, %0)]-
2. d‘fj—if) | == d # 0. (condition de transversalité)

3. a#0ota= 1_16[fzvxx + foyy + Goay + gyyy] + me[(fxy(fm + fyy) — Gy (Goa + gyy)) -
fxxgzx + fyygyy]
avec fr, = (%) L= (%0, Y0), etc (condition de généricité ).
Alors
e [l y a une seule orbite périodique qui bifurque de l’origine pour pu > g si ad < 0 ou

1< o stad > 0.

e Le point d’équilibre (xo,yo) est stable pour p > pg(resp p < pg) et instable point
d’équilibre pour p < pgo (resp p > po) sid <0 (resp d > 0).
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Bifurcation de Hopf

e La solution périodique est stable (resp instable) si le point d’équilibre est instable (resp

stable), du coté p = po ot la solution périodique existe.

o L’amplitude de l'orbite périodique est /(1 — o).

o La période de lorbite périodique est T = 2=

|w]

Exemple 2.5.1. Considérons l’équation de Van Der Pol
i—(u—ai+z=0.
On peut d’écrit I’équation de Van Der Pol sous le systéme suivant :

T =y,

y=—x+(p—2")y.

Le point d’équilibre (zo,yo) = (0,0).

La matrice jacobienne du systéeme calculée a 'origine est :

1
Jf(0,0) =
—1 pu
Calculer les valeurs propres :
—-A 1 )
P;(\) = =AMA—p)+1=X—pA+1=0.
-1 p—=A

A=p*—4<0, weE]— 2,2,

=A =24 — ).

Alors
= W+ i\/4 — p?
D E—
o kA

Donc les valeurs propres de la matrice J f(0,0) sont

M) Mp) = %(u +iy/4 - p2).
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Bifurcation de Hopf

1. a(p) =0 = s =0= py =0, sgn(w) = sgn(%% li=0 (0,0)) = sgn(—1) = —1
- ﬁ(,uo) =—-1=w.

2. Bl | =3 =d#0.
3.
1
a= E |:fx:cac + fxyy + Grzy + gyyy]
1
_6 [(fmy(fzz + fyy) gmy(gm + 9yy>> — feaGzz + fyygyy :

ray = x2ay |u=0(0,0) = =2

% = —2x
= Gzy = axay’u 0(0,0) =0
=2
= Gpw = am2|u 0(0,0)=0

On remplace dans a on obtenons :

1ﬂmﬂ+m—om+0»—0xo+0xﬂ

a=-—1040-— 2—|—0} 16

1

Puis que ad = — i < 0=l y a une solution périodique pour p > 0.

1
82 —
e Puis que a = % > 0, le point d’équilibre (0,0) est stable pour pu < 0 et instable pour

w>0.

La solution périodique pour p > 0 est stable et instable pour pu < 0.
L’amplitude \/p.

La périodicitée T = 2m.
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Bifurcation de Hopf
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FIGURE 2.6 — Portrait de phase pour I’équation de Van Der Pol avec u < 0. L’origine est

un foyer stable.

FIGURE 2.7 — Portrait de phase pour I’équation de Van Der Pol avec p > 0. L’origine est

un foyer instable et il y a une orbite périodique stable.

29



Bifurcation de Hopf

Remarque 2.5.1. 1. Il existe trois cas de bifurcations de Hopf possibles :

(a) Bifurcation de Hopf dégénérée :Si une des conditions du théoréeme de la Bi-
furcation de Hopf n’est pas satisfaite, on peut avoir bifurcation de solution pério-

diques, on dit que la bifurcation est dégénérée.

(b) Bifurcation de Hopf super critique :
e La bifurcation est dite super critique (super critical) si l’orbite périodique est
stable.
e Sia < 0 alors la bifurcation est super critique ce qui signifie que [’orbite

périodique est stable.

(c) Bifurcation de Hopf sous-critique :
e Flle est sous critique (subcritical) si l'orbite périodique est instable.
e Sia > 0 alors la bifurcation est sous-critique ce qui signifie que l’orbite pério-

dique est instable.

2. Pour une bifurcation super critique au sous critique, le point d’équilibre (x(p*), y(u*))

est un foyer.

3. Quand p* est une valeur telle que a(p*) = 0 et f(p*) # 0, le point d’équilibre

(x(pr),y(p*)) correspond & un centre.
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Bifurcation de Hopf

e

.-

L

A

(a) supercritique (b) Sous-critique

FIGURE 2.8 — Les portraits de phase et une famille des orbites périodiques & un parameétre

pour la bifurcation de Hopf.

31



Bifurcation de Hopf

(a) (b)

FIGURE 2.9 — Diagrammes de bifurcation pour (a) le cas super critiques et (b) le cas sous-

critiques.

2.5.1 Bifurcation de Hopf dégénérée
Exemple 2.5.2. Considérons [’équation de Van Der Pol
i+ p(z? =i +2=0.

On peut d’écrit I’équation de Van Der Pol comme le systéme suivant :

Le systéme linéarisé en (0,0) est

T =y,
y=—r+py.

La matrice jacobienne du systeme calculée a ['origine est :

1
J£(0,0) =

-1 u
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Bifurcation de Hopf

On a
A 1
P(\) = =—-Ap—XN)+1
-1 A—p
= A+ A+ 1,
donc si
weEl—2,2|,
alors
A=p? —4<0.

Les valeurs propres de la matrice J sont donc complexes conjuguées et égales a

Puis que a = 0 donc la condition a # 0 n’est pas vérifiait, on dit dans ce cas que le bifurcation

est dégénérée.

2.5.2 Bifurcation de Hopf super critique

La bifurcation de Hopf super critique est la déstabilisation de la partie foyer stable quand
les valeurs propres complexes conjuguées associées a cette partie traversent I’axe imaginaire
pur pour la transformer en une partie foyer instable. Cette déstabilisation s’accompagne de

la naissance d’un cycle limite stable.

Exemple 2.5.3. Considérons le systeme dynamique non linéaire suivant :

& = pr —y —a(z” +y°),

W=+ py—y@® +y°).
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Bifurcation de Hopf

On remarque que l'origine (0,0) est un point d’équilibre du systéme.

La matrice jacobienne du systeme calculée a [’origine est :

A—p  —1 )
Py(A) = N =A—p)?+1
—

Les valeurs propres de la matrice J sont donc complexes conjuguées et égales a A\ o = pt £ 1.

1. sgn(w) sgn(%’:i lu=0 (0,0)) =1,w=1.

2. Bl | _o=1=d>0

3 a=1 [fm + foyy + Gaay + gyyy:| +16 [(fxy(fm + fyy) = 9oy(Goz + 94y)) = FaaGaw + FonGuy| -
fraz = G5k lum0(0,0) = —6,
Fewy = 303z lu=0(0,0) = =2,
Jrzy = %g:(/’u:o(()’()) = -2,
yyy = g_;]’uﬁ(oao) = —6.
On remplace dans a on obtenons : a = 15[—6 —2—2—6] = —1.

o Puis que ad = —1.1 = —1 < 0 = il y a une solution périodique pour p > 0.

e Puis que d =1 > 0, le point d’équilibre (0,0) est stable pour p < 0 et instable pour
> 0.

o Puis que a = —1 < 0 alors la bifurcation est super critique ce qui signifie que [’orbite
périodique est stable

o L’amplitude \/p.

e La périodicitée T' = 2.

2.5.3 Bifurcation de Hopf sous-critique

La bifurcation sous-critique est une déstabilisation de la partie foyer accompagnée de la

naissance d'un cycle limite instable.
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Bifurcation de Hopf

Exemple 2.5.4. On considére cette fois le systéme dynamique non linéaire suivant :

& — i —y+x(2® +y?),

L =a+py+yr®+y°).

On remarque que l'origine (0,0) est un point d’équilibre du systéme.

La matrice jacobienne du systeme calculée a l'origine est :

PyA) = — AL
1 A—p

Les valeurs propres de la matrice J sont donc complexes conjuguées et égales a Ay o = pu%1.

1. sgn(w) = sgn(%i; lu=0 (0,0)) =1,w=1.

2. Bl | _=1=d>0

1 1
3' a = 1_6 [fzw:v + fa:yy + gxxy + gyyy} +E [(fa:y(fx;v + fyy) - ga:y(g:vw + gyy)) - fzzgx;c + fyygyy °

froz = Sh|u=0(0,0) = 6,
fayy = %afyzb:o(o, 0) =2,
Gazy = 52e%|u=0(0,0) = 2,
Gyyy = g_zg|u:0(0,0) = 6.

On remplace dans a on obtenons : a = 15[6 + 2+ 2+ 6] = 1.

o Puis que ad =1.1=1> 0= il y a une solution périodique pour u < 0.

e Puis que d =1 > 0, le point d’équilibre (0,0) est stable pour p < 0 et instable pour

w>0.

o Puis que a = 1 > 0 alors la bifurcation est sous-critique ce qui signifie que ['orbite

pértodique est instable.
o L’amplitude \/qi.
e La périodicité T' = 2.
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Chapitre 3

Méthode de Melnikov

Dans ce chapitre, Nous étudions la méthode de Melnikov sur la carte de Poincaré pour
un systéme dynamique perturbé, nous donnons quelques applications sur cette méthode.
De plus, nous présentons ensuite quelques résultats simples de la théorie de Melnikov. Pour

plus de détails nous référons a [5] et [15].

3.1 Introduction

La méthode de Melnikov donne un outil analytique pour établir I'existence de points
homoclines transverses de la carte de Poincaré pour une orbite périodique. Il peut aussi étre
utilisé pour établir I'existence d’orbites périodiques subharmoniques. En outre, il peut étre
utilisé pour montrer ’existence de cycles limites et de cycles séparatrix, tout cela est pour

les systéme dynamiques perturbés sous la forme
X = f(X) +eg(X), (3.1)

avec X € R" et f,g € CY(R").
Nous commencons par un résultat pour les systémes planaires périodiquement perturbés
sous la forme

X = f(X) +eg(X, 1), (3.2)
ou X € R? et ¢ sont périodiques de période T dans t. Notez que ce systéme peut étre écrit

comme un systéme autonome dans R? en définissant x3 = t. Nous supposons que f € C 1(RQ)
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et que g € C'(R% R).

3.2 Quelques définitions de base

Dans cette partie, nous introduisons quelques définitions que nous utiliserons apreés [15].

e Point homocline : Le point ¢ est appelé point homocline si ¢ € W#(p) N W*"(p), tel
que p est un point d’équilibre hyperbolique.

e Cycle séparatrix : Le flot sur la courbe fermée simple déterminée par 'union de

cette orbite homocline et le point d’équilibre & 'origine s’appelle un cycle séparatrix.

e Systéme hamiltonien : Soit E un sous-ensemble ouvert de R? et soit H € C?*(E)

ou H = H(z,y) avec z,y € R. Un systéme sous la forme

_OH
S
o
YT 0

est appelé un systéme hamiltonien.

e Systéme autonome [14] : Lorsque la variable libre ¢ n’apparait pas explicitement
dans lexpression de f dans le systéme (1.1) qui en définit dans le premier chapitre,
le systéeme est dit autonome.

e Carte de Poincaré : Soient E étre un sous-ensemble ouvert de R? et f € C'(F).
Supposons que ¢;(x) est une solution périodique du systéme (1.1) qui en définit dans

le premier chapitre de période T et que le cycle
I={zeR?|2=¢y10),0 <t <T}
est contenu dans E. Soit X I’hyperplan orthogonal & I' en xq; ¢’est-a-dire
Y ={r €R?*| (z — x0).f(x0) = 0}.

Alors il y a un § > 0 et une fonction unique 7(x), définie et continuellement différen-
tiable pour x € Ns(zo) = {z € R"| |z — x| < 0} tels que 7(x) = T et ¢r(ge)(20) € X
pour toute x € Ns(xp).

Donc, sous ces hypothéses et pour toute z € Ns(zo) N X, la fonction

P(x) = ¢r(zy)(T)
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Quelques définitions de base

est appelée la carte de Poincaré pour I' en x.

FIGURE 3.1 — La carte de Poincaré.

e équivalence topologique [14] : Deux flot
(VoI A — A,

et
Yy B— B,

sont équivalents s’il existe un homéomorphisme
h:A— B,

qui dessine les orbites de ¢ sur les orbites de 1 et préserve la direction du temps.
Autrement dit, il y a une carte 7 : A x R — R qui est monotone augmentant avec ¢

et
h(er(z,)(x)) = ¢u(h(z)).
e Cycle limite multiple : Soient P(s) la carte de Poincaré pour un cycle I' d'un

systéme analytique planaire (1.1) et

d(0) =d (0) = ... = d* 1 (0) = 0 et d¥(0) # 0,

I est appelé un cycle limite multiple de multiplicité k. Si k = 1 alors I' est appelé un

cycle limite simple.
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e Croisent transversalement : Soit p un point dans R"™. On dit que deux variétés
différentiable M et N dans R" se croisent transversalement & p € M NN si T,M @
T,N =R"ouT,M et T,N désignent les espaces tangentes de M et /N respectivement
en p. On dit que M et N se croisent transversalement s’ils se croisent transversalement
a chaque point p € M N N.

e Variétés stables et instables : Les orbites périodiques ont des variétés stables et
instables, tout comme les points d’équilibre; Soit I' une orbite périodique (hyper-
bolique) et soit N un voisinage de I'. Les variétés locales stables et instables de I’

respectivement sont données par

S(T) ={z € N|d(¢(z),I') — 0 quand t — oo et ¢(x) € N pour t > 0}
et

UT)={z e N|d¢(z),I') — 0 quand t — —o0 et ¢(z) € N pour t < 0}

Les variétés globales stables et instables de I' respectivement sont alors définies par

et

e Difféomorphisme [14] : Une application f : U — V tels que U C E,V C F et
E| F : espaces vectorielles normés, est un difféeomorphisme de classe C™ avec r > 1
si:

1. f bijective.
2. f de classe C".
3. f~! de classe C".

e Ensemble dénombrable : Un ensemble est dit dénombrable s’il est équipotent a
(en bijection avec) ’ensemble (ou un sous ensemble) des entiers N.

e Cantor : Soit 'application
¢ :lab) — C

t— @(t) = u(t) + iv(t),
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ouu,v: [a.b] — R, a,b € R et  continue sur [a.b]. On appelle Cantor si p(a) = ¢(b)
e Itérée de fonction : Soit I'application f : X — X tel que X un ensemble non
vide. Pour n € N la n™¢ itérée de f est la composé f* = fo fo---o f (n fois).
e La fonction sous-harmonique : La fonction f de classe C? sur U ot U est un

ouvert borné, est sous-harmonique dans U si et seulement si Af < 0.

3.3 Méthode de Melnikov

La méthode de Melnikov est basée sur les hypotheses suivantes :

(A.1) Pour € =0 le systéme (3.2) a une orbite homoclinique
FQZX:’Yo(t), —o00 < t < 00,

a un point de selle hyperbolique Xj.

(A.2) Pour € = 0 le systéme (3.2) a une famille d’orbites périodiques & un paramétre 7, ()

de période T, a l'intérieur de I'y avec 0v,(0)/0a # 0.

La fonction Melnikov M (to) est alors définie par

M (ty) = / T SO0 o (6) A g(o(t), -+ o), (3.3)

ol le produit de coin de deux vecteurs u et v € R? est défini par u A v = u1ve — ViU,
On notera que la fonction Melnikov M (to) est proportionnelle & la dérivée de la carte de
Poincaré par rapport au parameétre ¢ dans un voisinage intérieur du cycle séparatrix I'y (ou
au voisinage d’un cycle).

Avant d’énoncer le résultat principal, établi par Melnikov, concernant l’existence de
points homoclines transversaux de la carte de Poincaré, nous avons besoin du lemme suivant
qui établit I'existence d’une orbite périodique v.(¢) de (3.2), et donc 'existence de la carte

de Poincaré P., pour (3.2) avec un ¢ suffisamment petit.

Lemme 3.3.1. [15] Sous les hypothéses (A.1) et (A.2), pour € suffisamment petit, (3.2) a
une orbite périodique hyperbolique unique v-(t) = Xo+O(e) de la période T'. En conséquence,
la carte de Poincaré P. a un point fize hyperbolique unique de type selle X. = Xo + O(e).
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Méthode de Melnikov

FIGURE 3.2 — Le portrait de phase du systéme (3.2) sous les hypothéses (A.1) et (A.2).

Théoréme 3.3.1. [5] Sous les hypothéses (A.1) et (A.2), sila fonction de Melnikov M (to)
défini par (3.3) a un zéro simple dans [0,T] alors pour tout € # 0 suffisamment petit les
variétés stables et instables W*(X.) et W"(X,) de la carte Poincaré P. se croisent trans-

versalement c’est-a-dire que P. a un point transversal homoclinique et si M(ty) > 0 (ou

M(ty) < 0) pour tout t alors W*(X.) N W*(X,) = 0.

Remarque 3.3.1. Le théoréeme 3.5.1 est un résultat important car il établit existence d’un

point homocline transverse pour P-.

Théoréme homoclinique de Smale-Birkhoff

Il existe d’'un ensemble invariant étrange A pour certains itérés, F., de P. et le méme
type de dynamique perturbée pour (3.2) que pour la carte en fer a cheval de Smale,(voir le
chapitre 2 dans [20] ou le chapitre 5 dans [5]), selon le théoréme suivant
Théoréme (Théoréme homoclinique de Smale-Birkhoff).[20] Soit P : R — R™ un
difféeomorphisme tel que P a un point fixe hyperbolique de type selle p, et un point homocli-
nique transversal ¢ € W*(p) N W*(p).

Alors il existe un entier N tel que F' = Py ait un ensemble de Cantor invariant compact
hyperbolique A sur lequel F' est topologiquement équivalent & une carte de décalage sur des

séquences bi-infinies de zéros et de uns. L’ensemble invariant A

(1) contient un ensemble dénombrable d’orbites périodiques de F' de durées arbitrairement

longues,

(i1) contient un ensemble non dénombrable d’orbites non périodiques bornées, et
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X, . 2,
s
w ()&(ﬂ X
1 ;
| L wu
e® 1w /S
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> - e - <
P - -
t
X
0 2

FIGURE 3.3 — Le point fixe hyperbolique z. de la carte de Poincaré P. dans la section ¥ a

t = 0 qui est identifié & la section a ¢t =1T.

(i1i) contient une orbite dense.

Le théoréme suivant contient un autre résultat important de la théorie de Melnikov, qui

établit I'existence d’un point homoclinique de tangence dans W*(X.) N W*(X,).

Théoréme 3.3.2. [5] Supposons que (A.1) et (A.2) sont valides pour le systéme
X = f(X) +eg(X,t,p), (3.4)

en fonction d’un paramétre i € R, cela g est T-périodique en t, que f € CY(R?) et que
g € CY(R* xR xR). Si la fonction Melnikov M (ty, ) définie par (3.3) a un zéro quadratique
a (to, o) € [0, T] xR, c’est-a-dire si M(to, po) = %(to,uo) =0, 6827%4(750,/10) #0 et %—l]\f #0,
alors pour tout € # 0 suffisamment petit il y a une valeur de bifurcation u. = py + O(e) ou

Ws(X,) et W*(X,) se croisent tangentiellement.

Remarque 3.3.2. Si poure =0, (3.2) ou (3.4) sont des systémes hamiltoniens, ¢’est-a-dire
St
OH OH
f = (_7 __)T7
oy ox

alors V.f =0 et la fonction de Melnikov a la forme la plus simple

M(t0) = [ ) A glault)t + to)e 35)
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Preuve. Si X = f(X) est hamiltonien, alors f = (H,,—H,) pour X € R? et donc Vf =
0H,/0x — 0H,/dy = 0 pour X € R% O

Nous ne voudrions pas s’attendre a ce que la structure non hyperbolique a I'intérieur du
cycle de séparatrix Iy soit préservée sous de petites perturbations comme dans (3.2). Cepen-
dant, dans certaines conditions, certaines des orbites périodiques v, (t) dont les périodes T,

sont des multiples rationnels de la période T de la fonction de perturbation g, c’est-a-dire,
m
T,=—T,
n

sont conservés sous de petites perturbations. Nous supposons que f(z) est un champ vectoriel
hamiltonien sur R? qu'il y a une famille d’orbites périodiques & un paramétre v,(t) a

I'intérieur du cycle de séparatrix I'y, et que I’hypothése suivante
(A.3) §f= # 0 ol he = H(7a(t)).

Théoréme 3.3.3. [5] Si dans l’équation (3.2) f est un champ vectoriel hamiltonien, alors

sous hypothéses (A.1) - (A.3), si la fonction sous-harmonique de Melnikov

mT

My (o) = i f(1a(t)) A g(1a(t), t +to)dt, (3.6)

le long d’une orbite périodique sous-harmonique 7, (t), de période mT /n, a un zéro simple
dans [0, mT] alors pour tout € # 0 suffisamment petit, le systeme (3.2) a une orbite pério-

dique sous-harmonique de période mT dans un e voisinage de v4(t).

Remarque 3.3.3. Des résultats aux théoréemes 3.3.1 - 3.3.3 sont donnés pour les systémes
hamiltoniens o deux degrés, ce n’est pas nécessaire si nous utilisons l’équation (3.3) pour la

fonction de Melnikov.

3.4 Applications de la théorie de Melnikov

3.4.1 Equation de Duffing

Considérons I’équation de Duffing perturbée périodiquement

i —x+2® —e(pcoswt — &) = 0. (3.7)
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On peut d’écrit I’équation de Duffing comme le systéme suivant :

T =y,
y = —2° + e(pcoswt — Jy).

Ou lamplitude de la force pu, la fréquence w et 'amortissement § sont des paramétres
variables et € est un petit paramétre (d’échelle).
Pour € = 0 nous avons un systéme hamiltonien suivant :

2 2 (L’4

xZ
H =L 4+

Pour ¢ = 0 il y a une selle hyperbolique a (0,0), les centres & (z,y) = (£1,0) et deux

homoclines orbites

TE:yF = +(V2sech(t), —v/2sech(t) tanh t)T

FIGURE 3.4 — Le portrait de phase de ’équation de Duffing avec € = 0.

Nous allons calculer la fonction de Melnikov pour 74 (¢); (le calcul pour —v; (t) est

identique)

+o0
M(to) = | wn(O)cosw(t + to) ~ duo(0)

00
“+oo

+o00
= _\/QM/ sech(t) tanht cosw(t + to)dt — 2,u/ sech?(t) tanh® tdt.

o0 —00

Calcul de I = fj;o sech(t) tanht cosw(t + to)dt par la méthode des résidus.
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Le premiére étape : On utilisons 'intégration par parties
On pose : u = cosw(t + tp), du = —wsinw(t + to)
dv = sech(t) tanh tdt,v = —sech(t) donc

+o0o
I= / sech(t) tanht cos w(t + to)dt

[e.e]

+oo +o0
=— [cosw(t + to)sech(t)} - w/ sinw(t + to)sech(t)dt

- —00

+o0
= —w / [sin wt cos wty + cos wt sin wto} sech(t)dt

0o
—+00

+o00
= —wcosty / sech(t) sinwtdt — w sin wty / sech(t) cos wtdt

o0 —00

et puis puisque sinwtsech(t) est une fonction impaire, il s’ensuit que

+o0
I = —wsinwty / sech(t) cos wtdt.

[e.9]

Ccoswz
cosh z

La deuxiéme étape : Soit z =t +i7, f(2) = sech(z) coswz = et soit C' désigne

le contour.

Ensuite, par le théoréeme des résidus

]{ f(2)dz = 2miRes,—iz/2f(2).
c

Puisque cosh z a un zéro simple & z = iw/2 et f(z) a un pole simple a z = iw/2 et

pas d’autres singularités a l'intérieur ou sur C'.
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Ainsi, le résidu de f(2) = g(z)/h(z) & z =i /2,

Resf(z2) = g(im/2) /1 (in/2)
= cos(iwem/2)/ sinh(im/2)

= cosh(wym/2)/i
= —i cosh(wm/2).
Donc
Res.—iz/2f(2) = —icosh(wm/2).
La troisiéme étape : Pour z = fa+itet 0 <7 <, [9202] < e‘“% et de ce fait
) 1 + eww)
™ cosw(ta+it) < —a (
0 cosh(+a+ir) dT‘ > me (1 _ 6—2(1)’
qui se rapproche de zéro a — 0.
Et pour z =t +imr = —u +iw
a—im Y cosw(—u+1
/ f(2)dz :/ ( ,W)du
a+im a COSh(-U + Zﬂ-)
* coswu
= coshmr/ du,
_g COshu
depuis cosh(—u+im) = — coshu, cosw(—u+im) = cos wu coshwm + sin wu sinh wr et

sinwu/ cosh u est une fonction individuelle.

La quatriéme étape : Nous avons ensuite

jl{ f(2)dz = 2miRes —iz )2 f(2)
C

¢ coswt T cosw(a + iT) T cosw(—a +iT)
=(1 dt ————2d dr.
(1+coswr) /_a cosnt ™ /0 cosh(a + i7) ! /0 cosh(—a + i) ’

Et enfin, nous faisons a — oo et en utilisant les résultats des étapes de 1 & 3 nous

avons

/“ coswt , 2miRes.—ir/2f(2)
Jcosht (1 +coswr)
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Alors

¢ coswt
I =—w sinwto/ dt
. cosht

2miRes —izj2f(2)
(14 coswm)
_ —wsinwit2m cosh(wm/2)
(1 + coswm)

= —wsin wty

= —qwsinwtsech(wr/2),

depuis 2 cosh?(wm/2) = (1 4 cosw).
Ainsi on a

+o0 2
/ sech?(t) tanh® tdt = 3

[e.9]

Nous avons donc

40
M(to) = V2unw sinwtosech(%) -3
W . 4 cosh(T
= \/§5ﬁwsech(7) [% sin wty — 3\/5(#5 )] :

Si on défini Ky(w) = 4?\8/}%(7%) c’est a dire

M(ty) = ﬂéﬂwsech(%) [’g sin wtg — Ko(w)] :
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0< Ko(w) < p/o

Ko(w) > p/d >0

FIGURE 3.5 — La fonction u/d sinwty — Ko(w).
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Alors

o Si Ko(w) < &, M(ty) aun zéro simple et d’aprés le théoreme 3.3.1, W*(X,) et W*(X,)
se croisent transversalement pour ¢ suffisamment petit.

e Si Ko(w) > &, M(to) n’a pas de zéros et donc par le théoréme 3.3.1,
Ws(X.) UW*(X,) =0.

e Si Ko(w) = & alors M(ty) a un zéro quadratique et par le théoréme 3.3.2, il y a une
intersection tangentielle de W*(X.) et W*(X.) & un certain u = Ky(w)d + O(e).

Ceci est confirmé par les cartes de Poincaré pour ’équation de Diffing perturbée avec e = 0.1,

Comme le montre la figure 3.6 ci-dessous
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o \

3 |

(c)

for

FIGURE 3.6 — Cartes de Poincaré pour I’équation perturbée de Duffing, montrant des variétés
stables et instables du point de selle prés de (0, 0), avec € = 0.1,0 = 2.5 et (a) ep = 0.11,
(b) en = 0.19, et (c) en = 0.3.
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3.4.2 Equation du pendule

Considérons le mouvement d’un pendule amorti dont le pivot est soumis a une force
d’excitation périodique

&+ Bi+ (1 — Asint)sinz. (3.8)
En posant & =y, A = ca, B = ¢b le systéme s’écrit
T =1y,
gy = —sinz + e(asintsinx — by).

Lorsque € = 0, le systéme est hamiltonien avec

2

H(z,y) = %+1—cosx.

Pour ¢ = 0 il y a une centre a (0,0), les selles hyperboliques a (x,y) = (£m,0) et deux

homoclines orbites

I'T : 45 = (+2arctan(sinh t), +2sech(t)), —00 <t < 0.

FIGURE 3.7 — Le portrait de phase de I’équation du pendule non amorti.
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La fonction de Melnikov avec 7o(t) = 7 (t) donne

> 2sech(t) 0
M(ty) = / A dt.
—oo \ —sin(2arctan(sinh t)) asin(t + to) sin(2 arctan(sinh t)) — 2bsech(t)

Puisque sin(2 arctan(sinh ¢)) = 2 sinh tsech?(t) donc

> 2sech(t) 0
M(ty) = / A dt
—co \ —2sinhtsech?(t) 2asin(t + to) sinh tsech?(t) — 2bsech(t)
= 4a/ sinh tsech®(t)(sint cost + costosint)dt — 2b/ sech?(t)dt

(e}

= 4asinty / sinh tsech®(t) cost + 4a cost / sinh tsech®(t) sint — Qb/ sech?(t)dt.

—00 —0o0 —0o0

o

Le premier terme étant nul vu que 1’on intégre une fonction impaire de t. L’intégrale restante

peut s’évaluer par la méthode des résidus et 1’on trouve finalement

2am
M(ty) = ——— to — 8b
(o) = Sangr/2) © 10
— 2am 4b sinh(ﬂ'/2):|
"~ sinh(7/2) [COS fo = ""ar '

Si on défini Ky = Zlbsm:ﬂ c’est a dire

2am Ko

M(to) = smh( /2) [COS to = T] '
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Ky<a

Ky>a

Ko

a

FIGURE 3.8 — La fonction costy —
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Alors
e Si Ky < a, M(ty) a un zéro simple et d’apres le théoréme 3.3.1, W*(X,) et W*(X,)
se croisent transversalement pour ¢ suffisamment petit.
e Si Ky > a, M(ty) n’a pas de zéros et donc par le théoréme 3.3.1,
Ws(X.) UW*(X,) =0.
e Si Ky = a alors M(ty) a un zéro quadratique et par le théoréme 3.3.2, il y a une

intersection tangentielle de W*(X.) et W*(X.) & un certain a. = Ky + O(e).

3.5 Quelques résultats simples de la théorie de Melnikov

Nous présentons ensuite quelques résultats simples de la théorie de Melnikov pour les

systémes planaires perturbés de la forme
X = f(X) +eg(X, ), (3.9)
avec f € C1(R?) et g € C'(R* x R™).

Théoréme 3.5.1. [5] Sous I’hypothese (A.1), s’il existe un py € R™ tel que la fonction

Aﬂm=i[”ﬂ%@»Am%ume,

satisfaut

M(po) =0 et Myi(po) # 0.
Alors pour tout € # 0 suffisamment petit il y a un p. = po+0(e) tel que le systéme (3.9) avec
W= iz, a une orbite homoclinique unique dans un voisinage O(g) de ’orbite homoclinique
Lo. De plus, si M (o) # 0 alors pour tout € # 0 et |u— uo| suffisamment petits , le systéme
(3.9) n'a pas de cycle de séparatriz dans un voisinage O(e) de I'o U {zo}.

Exemple 3.5.1. Considérons l’équation perturbée de Duffing

T =y,
Y= x—x3+5[ay+ﬁx2y].

Pour e =0, 1l s’agit d’un systéme hamiltonien avec hamiltonien

2 2 4
Y T x
Hey) =55+
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Quelques résultats simples de la théorie de Melnikov

Le portrait de phase de ce systéme avec € = 0 est donné a la figure 3.4. La courbe graphique
Ly U{0}UT] représentée sur la figure 3.4 correspond a H(z,y) = 0; c’est-a-dire qu’il est

représenté par des mouvements sur les courbes définies par

4
2 2 X
=g - —.
y 2

Nous calculons la fonction de Melnikov dans le théoréeme 3.5.1 pour ce systéme en utilisant

le fait que le long des trajectoires de l’équation de Duffing dt = dx/x = dx/y. Nous calculons

seulement M (z) le long de la séparatrice de droite T ; le calcul le long de Ty est identique.
“+o0o

M(p) = FOd ) Aglyg (), p)dt

- /+oo yo(t)[oyo(t) + Bag(t)yo(t)]dt

—00

+o0o
~ [l sl
V2
:2/ o1 = 22)2(a + Ba?)da
' V2 V2
:2@/ :1:\/1—3:2/2d:v+26/ zy/1 — 22 /22°dx
0 0

4 16

Nous voyons que M(u) = 0 si et seulement si 5 = —ba/4. Ainsi, d’aprés le théoréeme 3.5.1,
pour tout € # 0 suffisamment petit, il existe un p. = a1, —5/4)T + O(e) tel que le systéeme
de ce exemple avec p = ., c’est-a-dire avec f = —5a /4 4+ O(¢), a deux orbites homoclines

[T a la selle a lorigine dans un voisinage O(e) de Tz

Théoréme 3.5.2. [5] Sous Uhypothese (A.2), s’il existe un point (po, ) € R™ ! tel que la

fonction
Ta

M(p, o) = F(va(t)) A g(va(t), p)dt,

0

satisfait
M (o, c0) =0 et My (10, ) # 0.

Alors pour tout € # 0 suffisamment petit, le systéme (3.9) avec p = po a un cycle limite

hyperbolique unique dans un voisinage O(g) du cycle vq,(t).

%)



Quelques résultats simples de la théorie de Melnikov

Si M (1o, ) # 0, alors pour e # 0 suffisamment petit le systeme (3.6) avec u = po n'a pas

de cycle dans un voisinage O(e) du cycle Yo, (t).

Remarque 3.5.1. Sous l’hypothése (A.2), on peut montrer que s’il existe un point (po, o) €
R™* tel que

M(Mo, 040) = Ma(lubo,Oéo) =0,
Maa<,u0,040) 7£ O et Mu1<,u0,040) 7é 0

Alors pour tout € # 0 suffisamment petit il existe un p. = po+ O(€) tel que le systéme (3.9)

avec pn = o a un cycle limite unique de multiplicité deuz dans un voisinage O(g) du cycle

Yoo (t>

Exemple 3.5.2. Considérons l’équation de Lienard

&=y — [+ pPa® + pza’],

Y= —x.

Avec H= (:ulalu%,u?))T'

Le systeme non perturbé avec € = 0 a un centre a l'origine avec une famille des orbites
périodiques a un paramétre v, (t) = (acost, —asint)? de période T, = 2.
Nous calculons la fonction de Melnikov dans le théoréeme 3.5.2

To

M(p, o) = i F(al(t) A g(valt), 1)

21
_ / Ca(®)lnta + 1222 + 2]
0

2
= / (p1a? cos® t + p?a® cos® t + pzat cost
0

p 3
= —2ra?[EL 4 e,
wa[2 +8u3a]

On voit que l’équation M (u, ) = 0 a une solution si et seulement si pipus < 0. Il résulte du
théoreme 3.5.2 que si pips < 0 alors pour tout € # 0 suffisamment petit le systéme Lienard

aura une limite unique cycle qui est approximativement un cercle de rayon
4
a= Alpa] + O(e).
3| s
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Résumé

Ce travail est consacré a I'étude de I'application de la théorie des perturbations,
a savoir la théorie de la bifurcation de Hopf, leur définition, des caractéristiques
et applications. Nous avons d'abord introduit toutes les propriétés et concepts
de base utilisées dans notre étude, puis nous avons étudié la méthode de
Melnikov , considérée comme l'un des principaux outils pour déterminer
I'existence (ou I'absence) du chaos dans le systéme de Hamilton. Nous avons
appliqué ces concepts pour résoudre des exemples de base.

Mots clés: Théorie des perturbations, bifurcation de Hopf, méthode de
Melnikov, systeme de Hamilton.

Absract

This work is devoted to the study of the application of the perturbation theory,
namely the theory of the bifurcation of Hopf, their definition, characteristics
and applications. We first introduced all the basic properties and concepts used
in our study, then we studied Melnikov's method as one of the main tools for
determining the existence (or absence) of chaos in the Hamilton system. We
have applied these concepts to solve basic examples.

Key words: Perturbation theory, bifurcation of Hopf, Melnikov method,

Hamilton system.
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