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Notations générales

H1, H
1

0 , H
2, H4,W P ,W P

0 Espaces de Sobolev,

〈·, ·〉 Produit scalaire,

i.e C’est à dire,

∂ L’opérateur de différentiation partielle,

D (A) , R(A) Domaine et image de l’opérateur A,

ρ (A) Ensemble résolvant de l’opérateur A,

σ (A) Le spectre de l’opérateur A,

σp Le specter ponctielle (le valeur propre),

|·| La norme euclidienne sur Rd,

‖·‖X La norme sur l’espace X,

L (E,F ) Espace des opérateur bornés et linéairs de E dans F,

Re〈·, ·〉 La partie réelle de produit scalaire,

Im〈·, ·〉 La partie imaginaire de produit scalaire,

C∞0 Espace des fonctions tests,

Cm
c (Ω) Espace des fonctions de classe Cm à support compact dans Ω,

{T (t), t > 0} Semigroupe à un paramètre ,

BE La boule unité de E,

K(E,F ) L’espace des opérateurs linéaires et compacts de E dans F,

K(E) L’espace des opérateur linéaire et compact de E dans F,

KerA Noyau de l’opérateurA.
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Introduction générale
Un intérêt croissant s’est donné ces dernières années à la détermination du comportement

asymptotique des solutions de plusieurs problèmes en thermoélasticité. L’intérêt provient du

fait qu’une structure thermo-mécanique est exponentiellement stable si les variations dues

a une perturbation sont très faible et peut négligées après une courte période de temps, par

contre une structure est faiblement stable si l’effet d’une perturbation est appréciés dans le

système après un certain période du temps.

Notons qu’une solution U(t) engendrée par un semigroupe est exponentiellement stable

s’il existe deux constantes positives γ,w telles que

‖U(t)‖ ≤ U(0)γ e−wt, ∀t ≥ 0.

Dans la théorie d’élasticité classique la déformation est donnée par la formule suivante

F = ∇Xx =

[
∂xi
∂Xj

]
= I +∇u,

où X, x et u = x −X sont respectivement les positions initiale et finale et le déplacement

d’un point matériel M dans la configuration d’un corps déformable. En général ceci suffit

pour décrire les changements de forme et les rotations globales du corps.

Pour certaines qualités des matériaux la négligence de la réponse de la structure in-

terne des matériaux à l’excitation externe conduit à défaillance du model, ce qui conduit

à introduire des dérivées d’ordre supérieures dans la définition de la déformation, par suite

l’apparence des dérivées d’ordre 3 et 4 des fonctions inconnues u et ϕ, ces matériaux sont

appelés matériaux non-simple.

Plusieurs publications ont apparu dont le sujet et l’étude de la stabilité des systèmes en

non-simple thermoélasticité, citons par exemple les travaux de Quintanilla et ses co-auteurs

Magaña et Liu et les travaux de Aouadi.

Dans ce mémoire nous allons considérer des systèmes des équations aux dérivées partielles

modélisent des matériaux non-simple et nous allons étudier l’existence, l’unicité et la stabilité

exponentielle des solutions de ces systèmes.
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Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre on va donner quelques notions générales de l’analyse fonctionnelle qui

seront utiles dans les chapitres qui suivent.

1.1 Espaces fonctionnels

1.1.1 Espace de Hilbert

Définition 1.1.1. [1] Un espace de Hilbert est un espace vectoriel muni d’un produit scalaire

〈·, ·〉 et qui est complet par rapport à la norme |u| = 〈u, u〉
1
2 .

Définition 1.1.2. [1] Ω est un ensemble ouvert de Rn.

1) Soit p ∈ R avec 1 ≤ p <∞ ; on pose

Lp(Ω) =

{
f : Ω→ R; f mesurable et

∫
Ω

|f(x)|pdx <∞
}
.

C’est un espace de Banach par rapport à la norme

‖f‖Lp =

(∫
Ω

|f(x)|pdx
) 1

p

,

et pour p = 2 c’est un espace de Hilbert réel (ou complexe) muni du produit scalaire

〈u, v〉 =

∫
Ω

uvdx.

2) Pour p =∞ on définit

L∞(Ω) = {f : Ω→ R; f mesurable ; ∃C > 0telle que |f(x)| ≤ C p.p. sur Ω} ,

2



c’est un espace de Banach pour la norme

‖f‖L∞ = Inf {C; |f(x)| ≤ C p.p. sur Ω} .

1.1.2 Espaces de Sobolev

Définition 1.1.3. [1] Pour 1 ≤ p ≤ ∞ on définit l’espace W 1,p(Ω) par

W 1,p(Ω) =

{
u ∈ Lp(Ω); ∃g ∈ Lp(Ω) telle que

∫
Ω

uϕ′ = −
∫

Ω

gϕ, ∀ϕ ∈ C1
0(Ω)

}
,

pour p = 2 on note

H1 (Ω) = W 1,2(Ω).

Pour u ∈ W 1,p(Ω) on note g = u′ et on l’appelle la dérivée faible (où au sens des

distributions) de u .

Notations

L’espace W 1,p est muni de la norme

‖u‖W 1,p = ‖u‖Lp + ‖u′‖Lp ,

(ou parfois, si 1 < p < ∞, de la norme équivalente [‖u‖pLp + ‖u′‖pLp ]
1
p ). L’espace H1 est

muni du produit scalaire

(u, v)H1 = (u, v)L2 + (u′, v′)L2 ;

la norme associée est

‖u‖H1 = (‖u‖2
L2 + ‖u′‖2

L2)
1
2 .

Pour 1 ≤ p <∞, on désigne par W 1,p
0 (Ω) la fermeture de C1

c (Ω) dans W l,p(Ω). On note

H1
0 (Ω) = W 1,2

0 (Ω). W 1,p
0 (Ω) est muni par la norme induite de W 1,p (Ω). H1

0 (Ω) est muni

du produit scalaire induit par celui de H1 (Ω).

Définition 1.1.4. [6] L’espace de Sobolev Hm(Ω)

Pour tout entier m > 1, on définit l’espace

Hm(Ω) =
{
v ∈ L2(Ω), ∂αv ∈ L2(Ω), |α| ≤ m

}
.
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On munit Hm(Ω) du produit scalaire

〈u, v〉m,Ω =

∫
Ω

{∑
α≤m

∂αu∂αv

}
dx,

et on note par

‖v‖m,Ω = 〈v, v〉
1
2
m,Ω,

la norme correspondante.

1.2 Quelques inégalités utiles

Les inégalités suivantes sont d’une grande importance

Inégalité de Young

Soient p et q deux réels conjugués : 1
p

+ 1
q

= 1.

Alors,

∀ (a, b) ∈ R2
+ |ab| ≤

ap

p
+
bq

q
.

En particulier si u, v ∈ L2 (Ω) on a∫
Ω

|uv| ≤ ε

∫
Ω

|u|2 +
1

4ε

∫
Ω

|v|2 , ∀ε > 0.

Inégalité de Cauchy-Schwarz

Soit H un espace de Hilbert muni du produit scalaire 〈·, ·〉, alors,

|〈u, v〉| ≤ 〈u, u〉
1
2 〈v, v〉

1
2 ∀u, v ∈ H.

Inégalité de Poincaré

Soit Ω un domaine borné dans Rn et u ∈ H1
0 (Ω). Alors, il existe une constante positive

C ne depend que de mes (Ω) et n tel que

‖u‖L2(Ω) ≤ C‖ 5 u‖L2(Ω), ∀u ∈ H1
0 (Ω).

Définition 1.2.1. [1] On dit qu’une forme bilinéaire

a(·, ·) : H×H → R,

est :

4



1. Continue, s’il existe une constante C > 0 telle que

|a (u, v)| ≤ C |u| |v| ∀u, v ∈ H,

2. Coercive, s’il existe une constante α > 0 telle que

a(v, v) ≥ α |v|2 ∀v ∈ H.

Théorème 1.2.1. [1] [Lax-Milgram]

Soit H un espace de Hilbert, a(u, v) une forme bilinéaire continue et coercive sur H, et

L une forme linéaire continue. Alors, il existe u ∈ H solution unique du problème tel que :

a(u, v) = L (v) , ∀v ∈ H.

1.3 Opérateurs linéaires bornés

Définition 1.3.1. [7] Soit E et F deux espaces vectoriels normés sur le même champ de

scalaire K, un opérateur linéaire A : E → F est dit borné s’il existe une constante C > 0

telle que

‖Ax‖ ≤ C‖x‖, ∀ x ∈ E.

L’espace des opérateurs linéaires bornés de E dans F sera noté L (E,F ), et L (E,E) =

L (E).

Théorème 1.3.1. [7]

Soit E et F deux espaces normés, l’application ‖.‖ : L (E,F )→ R définie par :

‖A‖ = sup {‖Ax‖ : ‖x‖ ≤ 1} ,

est une norme sur L (E,F ).

Définition 1.3.2. [1] On dit qu’un opérateur A ∈ L (E,F ) est compact si A(BE) est

relativement compact pour la topologie forte de F , où BE est la boule unité de E. On désigne

par K(E,F ) le sous-espace des opérateurs compacts de E dans F, on pose K(E) = K(E,E).
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Proposition 1.3.1. [7] Soit E et F des espaces vectoriels normés. Un opérateur linéaire

A est compact, si pour toute suite bornée (xn) de E, la suite (Axn) possède une sous-suite

convergente dans F .

Définition 1.3.3. [1] Soit A ∈ L (E). L’ensemble résolvant de A est

ρ(A) = {λ ∈ R; (A− λI) est inversible } =
{
λ ∈ R; (A− λI)−1 ∈ L (E)

}
.

Le spectre σ(A) est le complémentaire de l’ensemble résolvant, σ(A) = C\ρ(A). On dit

que λ est une valeur propre de A et on note λ ∈ σP (A) si

ker(A− λI) 6= {0} ;

Théorème 1.3.2. [1] Soit A ∈ K(H) avec dim (H) =∞ Alors, on a

1. 0 ∈ σ(A),

2. σ(A)\{0} = σp(A)\{0}.

Théorème 1.3.3. [7] Soit E un espace de Banach. Si A ∈ L (E) est un operateur et

‖A‖ < 1 alors I −A est un inversible et l’inverse est donné par

(I −A)−1 =
∞∑
n=0

An.

Preuve. Puisque E est un espace de Banach ,alors L (E) est un espace de Banach.

Comme ‖A‖ < 1, la série
∑∞

n=0 ‖A‖n converge dans R.

Notons que ‖An‖ ≤ ‖A‖n pour tout n ∈ N, donc la série
∑∞

n=0 ‖An‖ est convergente, et

par suite
∑∞

n=0An est normalement convergente.

Soient S =
∑∞

n=0An et Sk =
∑k

n=0An, alors, Sk converge vers S dans L (E).

Nous avons

‖(I −A)Sk − I‖ = ‖I −Ak+1 − I‖ = ‖ − Ak+1‖ ≤ ‖A‖k+1 −→ 0.

En on déduit que

lim
k→∞

(I −A)Sk = I.

Par conséquent

(I −A)S = (I −A) lim
k→∞

Sk = lim
k→∞

(I −A)Sk = I,

6



De la même manière en montre que S(I −A) = I alors I −A est inversible et

(I −A)−1 = S.

1.4 Semigroupe fortement continu

Définition 1.4.1. [4]

Une famille {T (t), 0 ≤ t <∞} d’opérateurs linéaires bornés dans un espace de Banach

E est appelée semigroupe fortement continu (où, un C0 -semigroupe) si

1. T (t+ s) = T (t)T (s) ∀t, s > 0,

2. T (0) = I,

3. Pour chaque x ∈ E, T (·)x : [0,+∞[ −→ E est continue.

Le semigroupe est dit uniformément continu si au lieu de 3. on a

lim
t→0
‖T (t)− I‖ = 0.

Le générateur infinitésimal de {T (t) , t ≥ 0} est l’opérateur linéaire A de domaine

D(A) =

{
x ∈ E : lim

t→0+

T (t)x− x
t

existe

}
et est défini par

Ax = lim
t→0

T (t)x− x
t

=
d+T (t)x

dt
|t=0 pour x ∈ D(A).

1.4.1 Théorème de Hille-Yosida

Théorème 1.4.1. [8] Soient H espace de Hilbert et A : D(A) ⊂ H → H, le générateur

infinitésimal d’un semigroupe fortement continu T (t) et x ∈ D(A), alors, pour tout t ≥ 0 la

fonction
[0,+∞[ −→ H

t −→ T (t)x

est de classe C1 et vérifie
d

dt
(T (t)x) = AT (t)x.

7



Remarque 1.4.1. [8] Du théorème précedent on remarque que u(t) = T (t)x est la solution

du problème de Cauchy abstrait  ut = Au,

u0 = x.

Théorème 1.4.2 (Hille-Yosida). [4]

Un opérateur linéaire borné A est le générateur infinitésimal d’un C0-semigroupe de

contractions {T (t), t > 0}, si et seulement si

I. A est fermé de domaine dense, D(A) = H,

II. L’ensemble résolvant ρ(A) contient R+ et pour chaque λ > 0,

‖(λI −A)−1‖ ≤ 1

λ
.

1.4.2 Théorème de Lumer-Phillips

Définition 1.4.2. [4] Soit H un espace de Hilbert muni d’un produit scalaire 〈·, ·〉 et soit

|·| la norme associée. Un opérateur A de domaine dense est dit dissipatif, si pour tout

x ∈ D(A), on a

Re 〈Ax, x〉 6 0.

Théorème 1.4.3. [4] Soit A un opérateur linéaire de domaine D(A) dense dans un espace

de Hilbert H.

Si A est dissipatif et il existe λ0 > 0 tel que R(λ0I −A) = H, alors, A est le générateur

infinitésimal d’un C0-semigroupe de contractions sur H.

Comme corollaire de ce théorème, on a le résultat suivant :

Théorème 1.4.4. [4] Soit A un opérateur linéaire de domaine D(A) dense dans un espace

de Hilbert H. Si A est dissipatif et 0 ∈ ρ(A), A est le générateur infinitésimal d’un C0-

semigroupe de contractions sur H.

Preuve. Par l’hypothèse 0 ∈ p(A), A est inversible et A−1 est un opérateur linéair et

borné. Par le théorème 1.3.3, de l’application contractile, il est facile de voir que l’opérateur

Iλ − A = A(λA−1 − I) est inversible pour 0 < λ < ‖A−1‖. Par conséquent, D’après le

théorème de Lumer-Phillips on obtient :A est le générateur infinitésimal d’un C0-semigroupe

des contractions sur H. Ainsi la preuve est termine.
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1.5 Stabilité exponentielle

Définition 1.5.1. [2] Un semigroupe T (t) est dit exponentiellement stable s’il existe deux

constantes positives α et M > 0 telle que :

‖T (t) ‖ ≤Me−αt, ∀t > 0.

Théorème 1.5.1. (Gearhart) [4]

Soit S(t) = eAt un C0-semigroupe de contractions dans un espace de Hilbert.

S(t) est exponentiellement stable si et seulement si :

ρ(A) ⊇ {iβ, β ∈ R} ≡ iR

et

lim
|β|→∞

‖(iβI −A)−1‖ <∞.

Théorème 1.5.2. Soient I un interval borné de R et m > j, alors, l’injection de Hm (I)

dans Hj (I) est compacte.

9



Chapitre 2

Stabilité exponentielle d’une barre

thermoélastique avec élasticité

non-simple

Dans ce chapitre, nous allons montrer la stabilité exponentielle d’un systéme en non-

simples-thermoélasticité.

Considérons le systéme suivant : ρutt = µuxx − αuxxxx + βθx dans (0,∞)× (0, L),

c θt = κθxx + βuxt dans (0,∞)× (0, L),
(2.1)

où u est le deplacement transversal, θ la difference de température et ρ, µ, α, β, c, κ sont des

constantes constitutives positives.

Ce système modélise les variations produitent sur le déplacement transversal u et la dif-

férence du température θ d’un corps élastique non-sipmle. Notons que la second équation

est obtenue à l’aide de la loi de Fourier q + κθx = 0, où q est le flux de la chaleur et θ

est la différence de température. On suppose que u, θ satisfont les conditions initiales et les

conditions aux bords suivantes : u(0, x) = u0(x), ut(0, x) = u1(x), θ(0, x) = θ0(x) x ∈ (0, L),

u(t, 0) = u(t, L) = uxx(t, 0) = uxx(t, L) = θx(t, 0) = θx(t, L) = 0 dans (0,∞),
(2.2)
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ou  u(0, x) = u0(x), ut(0, x) = u1(x), θ(0, x) = θ0(x) x ∈ (0, L),

u(t, 0) = u(t, L) = ux(t, 0) = ux(t, L) = θx(t, 0) = θx(t, L) = 0 dans (0,∞).
(2.3)

On considère selon le cas soit l’espace de Hilbert

H1 :=
(
H2(0, L) ∩H1

0 (0, L)
)
× L2(0, L)× L2

∗(0, L),

soit

H2 := H2
0 (0, L)× L2(0, L)× L2

∗(0, L),

tel que

L2
∗(0, L) :=

{
ϕ ∈ L2(0, L);

∫ L

0

ϕdx = 0

}
.

On munit l’espace H du produit scalaire

〈U,U∗〉H =

∫ L

0

[
ρvv∗ + µuxu

∗
x + αuxxu

∗
xx + cθθ

∗
]
dx,

où U = (u, v, θ)T , U∗ = (u∗, v∗, θ∗)T ∈ H.

Remarque 2.0.1. En multipliant (2.1)1 par ut et (2.1)2 par θ dans L2 puis on additionne,

et on intègre par partie on obtient :

ρ

∫ L

0

uttutdx+ µ

∫ π

0

uxuxtdx+ α

∫ L

0

uxxuxxtdx+ c

∫ L

0

θtθdx

= β

∫ L

0

θxutdx− β
∫ L

0

utθxdx− κ
∫ L

0

θxθxdx,

cela implique

1

2

d

dt

∫ L

0

[ρ|ut|2 + µ|ux|2 + α|uxx|2 + c|θ|2]dx = −κ
∫ L

0

|θx|2dx+ β

∫ L

0

θxutdx− β
∫ L

0

utθxdx,

alors, l’énergie

E(t) :=
1

2

∫ L

0

[ρ|ut|2 + µ|ux|2 + α|uxx|2 + c|θ|2]dx,

satisfait l’estimation,

dE

dt
(t) = −κ

∫ L

0

|θx|2dx+ β

∫ L

0

θxutdx− β
∫ L

0

utθxdx.
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2.1 Existence et unicité

Pour écrire notre problème dans le cadre de le théorie de semigroupe en introduit le

nouveau variable v = ut alors, le système (2.1) s’écrit :
ut = v,

vt =
1

ρ
(µuxx − αuxxxx + βθx) ,

θt =
1

c
(κθxx + βvx) ,

ce qu’on peut écrire sous la forme  Ut = AU,

U (0) = U0,

où U = (u, v, θ) et A est l’opérateur différentiel donné par

A =


0 I 0

µ

ρ
∂xx −

α

ρ
∂xxxx 0

β

ρ
∂x

0
β

c
∂x

κ

c
∂xx

 (2.4)

où I est l’opérateur identité.

Le domaine de A dans H1 est

D1 (A) =
(
H4(0, L) ∩H1

0 (0, L)
)
×
(
H2(0, L) ∩H1

0 (0, L)
)
×H2

∗ (0, L),

et dans H2 est

D2 (A) =
(
H4(0, L) ∩H2

0 (0, L)
)
×H2

0 (0, L)×H2
∗ (0, L),

où

H2
∗ (0, L) :=

{
ϕ ∈ H2(0, L);

∫ L

0

ϕdx = 0

}
.

Pour établir l’existence et l’unicité de la solution du système (2.1) on applique le théorème

de Lumer-Phillips, on va montrer alors, que A est

1) dissipatif

〈AU,U〉H = µ

∫ L

0

uxxvdx− α
∫ L

0

uxxxxvdx+ β

∫ L

0

θxvdx+ µ

∫ L

0

vxuxdx

+ α

∫ L

0

vxxuxxdx+ β

∫ L

0

vxθdx+ κ

∫ L

0

θxxθdx,
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Une intégration par partie donne

〈AU,U〉H = −µ
∫ L

0

uxvxdx− α
∫ L

0

uxxvxxdx+ β

∫ L

0

θxvdx+ µ

∫ L

0

vxuxdx

+ α

∫ L

0

vxxuxxdx− β
∫ L

0

vθxdx− κ
∫ L

0

θxθxdx,

〈AU,U〉H = i2 Im (µ〈ux, vx〉+ α〈uxx, vxx〉+ β〈θx, v〉)− κ
∫ L

0

|θx|2dx,

Re 〈AU,U〉H = −κ
∫ L

0

|θx|2dx ≤ 0.

Donc A est dissipatif.

Pour simplifier les notations, tout ce qui suit C désigne une constante générique positive.

2) A est maximal.

Montrons tout d’abord que 0 ∈ ρ (A) .

On prend F = (f, h, q)T ∈ H, et on cherche U = (u, v, θ)T ∈ D(A) solution de AU = F,

ceci s’écrit en termes de composantes
v = f,

µuxx − αuxxxx + βθx = ρh,

κθxx + βvx = cq,

(2.5)

d’après (2.5)1

v = f ∈ H2(0, L) ∩H1
0 (0, L),

(
resp v = f ∈ H2

0 (0, L)
)
.

En substituant la valeur de v de (2.5)1 dans (2.5)3 on arrive à

θxx =
1

κ

[
− βfx + cq

]
∈ L2 (0, L) .

La théorie classique des équations élliptiques, entraine l’existence d’une solution

θ ∈ H2 (0, L) .

L’équation (2.5)2 s’écrit alors,

− µuxx + αuxxxx = ϕ, (2.6)
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avec

ϕ = βθx − ρh ∈ L2(0, L).

Pour prouver que l’équation (2.6) admet une solution unique dans H2 (0, L) ∩ H1
0 (0, L)

(resp (H2
0 (0, L))) on applique le théorème de Lax-Milgram.

On définit l’espace W1 = H2(0, L) ∩ H1
0 (0, L), (resp (W2 = H2

0 (0, L))) , et on prend le

produit scalaire de la dernière équation dans L2(0, L) par une fonction u∗ ∈ C∞0 (0, L) , on

obtient :

−µ
∫ L

0

uxxu
∗dx+ α

∫ L

0

uxxxxu
∗dx =

∫ L

0

ϕu∗dx ∀u∗ ∈ L2 (0, L) ,

ce qui implique que

µ

∫ L

0

uxu
∗
xdx+ α

∫ L

0

uxxu
∗
xxdx =

∫ L

0

ϕu∗dx u∗ ∈ L2 (0, L) .

Pour (u, u∗) on définit une forme bilinéaire a(·, ·) et une forme linéaire L(·) par

a(u, u∗) = µ

∫ L

0

uxu
∗
xdx+ α

∫ L

0

uxxu
∗
xxdx.

L(u∗) =

∫ L

0

ϕu∗dx.

On montre que a(·, ·) est continue, coercive et L(·) est continue :

1) Continuité de a(·, ·) : en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz on obtient :

|a(u, u∗)| ≤ µ‖ux‖L2‖u∗x‖L2 + α‖uxx‖L2‖u∗xx‖L2 ,

≤ max(µ, α) (‖ux‖L2‖u∗x‖L2 + ‖uxx‖L2‖u∗xx‖L2) ,

≤ C (‖ux‖L2 + ‖uxx‖L2) (‖u∗x‖L2 + ‖u∗xx‖L2) ,

≤ C‖u‖Wi
‖u∗‖Wi

.

où i = 1; 2. Donc a(·, ·) est continue.
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2) Coercivité de a(·, ·)

a(u, u) = µ

∫ L

0

uxuxdx+ α

∫ L

0

uxxuxxdx,

= µ

∫ L

0

|ux|2dx+ α

∫ L

0

|uxx|2dx,

≥ min(µ, α)(‖ux‖2
L2 + ‖uxx‖2

L2),

≥ C0‖u‖2
Wi
,

où i = 1; 2.

Donc a(·, ·) est coercive.

a(·, ·) bilinéaire, continue et coercive sur Wi (i=1 ou 2) et L(·) est linéaire et continue

sur Wi. On conclut qu’il existe une solution unique u∗ ∈ W1 = H2(0, L) ∩ H1
0 (0, L) resp

(u∗ ∈ W2 = H2
0 (0, L)) , de plus on a∫ L

0

αuxxu
∗
xxdx =

∫ L

0

(ϕ+ µuxx)u
∗dx,

ce qui signifie que

uxx ∈ H2(0, L),

donc

u ∈ H4(0, L) ∩H1
0 (0, L),

(
resp u ∈ H4(0, L) ∩H2

0 (0, L)
)
.

On a donc (u, v, θ)T ∈ D(A) solution de AU = F pour tout F ∈ H, d’où 0 ∈ ρ (A) .

En utilisant le théorème 1.4.4, du premier chapitre on constate que A est le généra-

teur infinitésimal d’un C0−semigroupe de contractions, donc en utilisant la théorème 1.4.1,

l’équation Ut = AU admet une solution unique, ce qui termine la démonstration.

2.2 Stabilité exponentielle

Théorème 2.2.1. Pour tout (u0, v0, θ0) ∈ D(A), il existe deux constantes positives γ et w

telles que, l’énergie associée à la solution (u, v, θ) satisfait

E(t) ≤ γe−wt ∀t ≥ 0.

La démonstration de ce théorème se fait à l’aide du théorème de Gearhart-Prüss, donc

on doit montrer les deux lemmes suivant
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Lemme 2.2.1. Soit A l’opérateur défini en (2.4), alors,

iR = {iλ;λ ∈ R} ⊂ ρ(A).

Preuve. Montrons tout d’abord A−1 est compact.

Soit (Fn) est une suite bornée dans Hi (i=1 ou 2) et (Un) une suite dans D(A) telle que :

Fn = AUn et Un = (un, vn, θn).

On sait que : A−1 ∈ L (H) alors ‖A−1‖ ≤ C1.

Puisque (Fn) est bornée on a

‖Fn‖ ≤ C2,

alors,

‖Un‖ = ‖A−1Fn‖ ≤ ‖A−1‖‖Fn‖ ≤ C1C2,

donc Un = (un, vn, θn) est bornée dans D(A).

Sachant que l’injection de Hm(0, L) dans Hj(0, L) est compacte pour m > j alors, il existe

une sous suite Ur = (ur, vr, θr) et une fonction U = (u, v, θ) telle que :

(ur, vr, θr)
H−→ (u, v, θ)

alors la sous suite Ur = A−1Fr converge dans H.

Supposons qu’il existe λ ∈ R, λ 6= 0 tel que : iλ ∈ σ(A), d’après le théoreme 1.3.2, iλ

est une valeur propre de A i.e (AU = iλU),
iλu− v = 0,

iλρv − µuxx + αuxxxx − βθx = 0,

iλcθ − βvx − κθxx = 0,

(2.7)

〈iλI −AU,U〉H = 0,

〈(iλI −A)U,U〉H =〈iλU −AU,U〉H,

=iλ‖U‖2
H − 〈AU,U〉H,

par conséquent on obtient :

Re〈(iλI −A)U,U〉H =Re
(
iλ‖U‖2

H − 〈AU,U〉H
)

= −Re〈AU,U〉H,
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Donc

Re 〈(iλI −A)U,U〉H = κ

∫ L

0

|θx|2dx = 0,

i.e

‖θx‖L2 = 0,

l’inégalité de Poincaré donne

‖θ‖L2 = 0.

En substituant θ = 0 dans (2.7)3 et par intégration sur (0, x) on obtient

−βv − κθx = 0,

en substituant θx = 0 dans l’équation précédante on arrive à

v = 0,

En substituant v = 0 dans l’équation (2.7)1 on arrive à

u = 0.

C’est une contradiction donc

iR ⊂ ρ(A).

Lemme 2.2.2. L’opérateur A défini dans (2.4) satisfait :

lim
|λ|→∞

sup
∥∥(iλI −A)−1

∥∥
L (H)

<∞.

Preuve. Soit λ ∈ R et F = (f, h, q) ∈ H, il existe U = (u, v, θ) unique de D(A),

tel que (iλI −A)U = F, ce que s’écrit en terme des composantes,
iλu− v = f,

iλρv − µuxx + αuxxxx − βθx = ρh,

iλcθ − βvx − κθxx = cq.

(2.8)

On a

Re〈F,U〉H = κ

∫ L

0

|θx|2dx ≤ |〈F,U〉H| ≤ ‖F‖H‖U‖H
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cela signifie que ∫ L

0

|θx|2dx ≤ C‖F‖H‖U‖H. (2.9)

En multipliant l’équation (2.8)2 par u dans L2(0, L), en utilisant l’intégration par partie, et

en substituant la valeur de iλu obtenue de (2.8)1 on obtient

µ

∫ L

0

|ux|2dx+α

∫ L

0

|uxx|2dx = β

∫ L

0

θxudx+ρ

∫ L

0

|v|2dx+ρ

∫ L

0

vfdx+ρ

∫ L

0

hudx. (2.10)

On applique l’inégalité de Cauchy-Schwarz on aura

µ

∫ L

0

|ux|2dx+ α

∫ L

0

|uxx|2dx ≤ β‖θx‖L2‖u‖L2 + ρ‖v‖2
L2 + ρ‖v‖L2‖f‖L2

+ρ‖h‖L2‖u‖L2 ,

≤ β‖θx‖L2‖u‖L2 + ρ‖v‖2
L2 + 2ρ‖F‖H‖U‖H.

(2.11)

On applique l’inégalité de Young sur β‖θx‖L2‖u‖L2 on obtient :

β‖θx‖L2‖u‖L2 ≤ ε‖u‖2
L2 +

β2

4ε
‖θx‖2

L2 . (2.12)

On applique l’inégalité de Poincaré sur ‖u‖2
L2 et en substituant (2.9) dans (2.12) on arrive a

β‖θx‖L2‖u‖L2 ≤ εC‖ux‖2
L2 +

β2

4ε
C‖F‖H‖U‖H. (2.13)

En substituant (2.13) dans (2.11) on arrive a

µ

∫ L

0

|ux|2dx− εC
∫ L

0

|ux|2dx+α

∫ L

0

|uxx|2dx ≤
β2

4ε
C‖F‖H‖U‖H+ ρ‖v‖2

L2 + 2ρ‖F‖H‖U‖H.

On prend ε =
µ

2C
on obtient

µ

2

∫ L

0

|ux|2dx+ α

∫ L

0

|uxx|2dx ≤ ρ‖v‖2
L2 + C‖U‖H‖F‖H. (2.14)

La prochaine étape consiste à estimer ‖v‖L2 on définit le fonction φ ,w, z et y comme

solutions des problèmes suivants

−φxx = v dans [0, L] avec φx(0) = φx(L) = 0,

−wxx = θ dans [0, L] avec wx(0) = wx(L) = 0,

−zxx = q dans [0, L] avec z(0) = z(L) = 0,

−yxx = g dans [0, L] avec y(0) = y(L) = 0.

(2.15)
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En multipliant l’équation de système (2.15)3 par z dans L2(0, L) ,on obtient∫ L

0

−zxxzdx =

∫ L

0

qzdx.

En utilisant l’intégration par partie, on trouve

‖zx‖2
L2 =

∫ L

0

qzdx.

On applique les inégalités de Cauchy-Schwartz et Poincaré, on trouve

‖zx‖L2 ≤ Cp‖q‖L2 . (2.16)

De la même manière on trouve

‖yx‖L2 ≤ Cp‖h‖L2 . (2.17)

En multipliant l’équation du système (2.8)3 par φx dans L2(0, L) on obtient

iλc〈θ, φx〉L2 − κ〈θxx, φx〉L2 − β〈vx, φx〉L2 = c〈q, φx〉L2 . (2.18)

Maintenant, nous estimons terme par terme

I1 = iλc〈θ, φx〉L2 = −iλc〈wxx, φx〉L2 ,

= iλc〈wx, φxx〉L2 ,

= c〈wx, iλv〉L2 .

On remplace la valeur de −iλv obtenue de (2.8)2 on obtient

I1 =
cµ

ρ
〈wx, uxx〉L2 − cα

ρ
〈wx, uxxxx〉L2 +

cβ

ρ
〈wx, θx〉L2 + c〈wx, h〉L2 ,

une intégration par partie donne

I1 = −cµ
ρ
〈wxx, ux〉L2 +

cα

ρ
〈wxx, uxxx〉L2 − cβ

ρ
〈wxx, θ〉L2 − c〈wx, yxx〉L2 ,

=
cµ

ρ
〈θ, ux〉L2 − cα

ρ
〈θ, uxxx〉L2 +

cβ

ρ
〈θ, θ〉L2 + c〈wxx, yx〉L2 ,

=
cµ

ρ
〈θ, ux〉L2 − cα

ρ
|θuxx|L0 +

cα

ρ
〈θx, uxx〉L2 +

cβ

ρ
‖θ‖2

L2 − c〈θ, yx〉L2 .

(2.19)

En utilisant (2.15)1, en conclut que :

I2 = −κ〈θxx, φx〉L2 = κ〈θx, φxx〉L2 = −κ〈θx, v〉L2 , (2.20)

19



et

I3 = −β〈vx, φx)〉L2 = β〈v, φxx〉L2 = −β‖v‖2
L2 . (2.21)

Enfin, en utilisant (2.15)3, on obtient :

I4 = c〈q, φx〉L2 = −c〈zxx, φx〉L2 = c〈zx, φxx〉L2 = −c〈zx, v〉L2 , (2.22)

puis, en substituant les estimations (2.19) - (2.22) dans l’équation (2.18) on arrive à

cµ

ρ
〈θ, ux〉L2 − cα

ρ
|θuxx|L0 +

cα

ρ
〈θxuxx〉L2 +

cβ

ρ
‖θ‖2

L2

−c〈θ, yx〉L2 − κ〈θx, v〉L2 − β‖v‖2
L2 = −c〈zx, v〉L2 ,

d’où

β‖v‖2
L2 =

cµ

ρ
〈θ, ux〉L2−cα

ρ
|θuxx|L0 +

cα

ρ
〈θxuxx〉L2+

cβ

ρ
‖θ‖2

L2−c〈θ, yx〉L2−κ〈θx, v〉L2+c〈zx, v〉L2 .

(2.23)

On pose

J1 =
cµ

ρ
〈θ, ux〉L2 , J2 =

cα

ρ
〈θx, uxx〉L2 , J3 =

cβ

ρ
‖θ‖2

L2 ,

J4 = −c〈θ, yx〉L2 , J5 = κ〈θx, v〉L2 , J6 = c〈zx, v〉L2 ,

J7 =
cα

ρ
|θuxx|L0 ,

A ce point là on va éstimer Les fonctionnelles J1-J7.

On applique les inégalités de Young et de Poincaré on obtient :

|J1| ≤
cµ

ρ

∫ L

0

|θux|L2dx,

≤ ε1cµ

ρ
Cp‖θx‖2

L2 +
cµ

ρ4ε1

‖ux‖2
L2 ,

≤ ε1cµ

ρ
CpC‖F‖H‖U‖H +

cµ

ρ4ε1

‖ux‖2
L2 .

On prend ε1 =
12c

β
on obtient :

|J1| ≤ C‖F‖H‖U‖H +
µβ

48ρ
‖ux‖2

L2 .

De la même manière,

|J2| ≤
ε2cα

ρ
C‖F‖H‖U‖H +

cα

ρ4ε2

‖uxx‖2
L2 ,
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on prend ε2 =
6c

β
on obtient

|J2| ≤ C‖F‖H‖U‖H +
αβ

32ρ
‖uxx‖2

L2 ,

et

|J3| ≤ C‖F‖H‖U‖H,

|J4| ≤ Cp‖F‖H‖U‖H,

|J5| ≤ ε3‖v‖2
L2 +

κ2

4ε3

C‖F‖H‖U‖H,

on prend ε3 =
β

2
on obtient

|J5| ≤
β

2
‖v‖2

L2 + C‖F‖H‖U‖H,

|J6| ≤ Cp‖F‖H‖U‖H,

|J7| ≤ ε4|uxx(0)|2 + ε4|uxx(L)|2 +
1

2ε4

CpC‖F‖H‖U‖H.

En fin, on substitue ces estimations dans l’expression (2.23), et on multiplie par
6

β
on arrive

à

3‖v‖2
L2 ≤Cε‖U‖H‖F‖H +

µ

8ρ
‖ux‖2

L2 +
α

4ρ
‖uxx‖2

L2 + ε4|uxx(0)|2 + ε4|uxx(L)|2. (2.24)

Considérons tout d’abord le cas des conditions (2.2), alors,

ε4|uxx(0)|2 + ε4|uxx(L)|2 = 0,

en multipliant (2.24) par ρ, et (2.9) par c et on utilise l’inégalité de Poincaré, puis on

additionne ces deux inégalités avec (2.14) on obtient

3

8
‖U‖2

H ≤ c‖θ‖L2 + 2ρ‖v‖2
L2 +

3µ

8
‖ux‖2

L2 +
3α

4
‖uxx‖2

L2 ≤ C‖U‖H‖F‖H.
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Dans le cas des conditions (2.3) on a

ε4|uxx(0)|2 + ε4|uxx(L)|2 6= 0,

Pour éliminer ce terme on procède comme suit

on définie la fonction

q(x) = − 2

L
x+ 1, ∀x ∈ [0, L]. (2.25)

En multipliant l’équation (2.8)2 par q(x)ux dans L2(0, L) on obtient

iλρ〈v, qux〉L2 − µ〈uxx, qux〉L2 + α〈uxxxx, qux〉L2 − β〈θx, qux〉L2 = ρ〈h, qux〉L2 . (2.26)

On pose

K1 = iλρ〈v, qux〉L2 , K2 = −µ〈uxx, qux〉L2 , K3 = α〈uxxxx, qux〉L2 .

On va calculer les parties réelles de ces fonctionnelles

1. On remplace la valeur de iλux obtenue de (2.8)1 on obtient

ReK1 = −ρRe〈v, qvx〉L2 − ρRe〈v, qfx〉L2 ,

on calcule −ρRe〈v, qvx〉L2 par une intégration par partie

−ρ〈v, qvx〉L2 = ρ〈(qv)x, v〉L2 ,

= ρ〈qxv, v〉L2 + ρ〈qvx, v〉L2 ,

ce qui implique que

−ρ[〈v, qvx〉L2 + 〈v, qvx〉L2 ] = ρ〈qxv, v〉L2 ,

en utilisant la définition de q(x), on obtient

−ρRe(v, qvx)L2 = − ρ
L
‖v‖2

L2 ,

alors,

Re(K1) = − ρ
L
‖v‖2

L2 − ρRe(v, qfx)L2 . (2.27)
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2. Calcul de K2 : En utilisant l’intégration par partie on obtient

K2 = µ〈ux, qxux〉L2 + µ〈ux, quxx〉L2 ,

l’utilisation la définition de q(x), conduit à

−µ〈qux, uxx〉L2 − µ〈qux, uxx〉L2 = −µ 2

L
〈ux, ux〉L2 ,

−µRe〈qux, uxx〉L2 = −µ
L
‖ux‖2

L2 ,

Re(K2) = −µ
L
‖ux‖2

L2 . (2.28)

3. Calcul de K3 :

K3 = −α〈uxxx, qxux〉L2 − α〈uxxx, quxx〉L2 ,

alors,

ReK3 = −αRe〈uxxx, qxux〉L2 − αRe〈uxxx, quxx〉L2 , (2.29)

et on aura

−α〈uxxx, qxux〉L2 = −α |qxuxuxx|L0 + α〈uxx, qxuxx〉L2 + α〈uxx, qxxux〉L2 .

En utilisant la définition de q(x), on obtient :

− αRe〈uxxx, qxux〉L2 = −2α

L
‖uxx‖2

L2 . (2.30)

En utilisant l’intégration par partie, pour calculer −αRe〈uxxx, quxx〉L2 on obtient

−α〈uxxx, quxx〉L2 − α〈uxx, quxxx〉L2 = −
∣∣αq|uxx|2∣∣L0 + α〈uxx, qxuxx〉L2 .

En utilisant la définition de q(x), on obtient :

− αRe〈uxxx, quxx〉L2 =
α

2
|uxx(L)|2 +

α

2
|uxx(0)|2 − α

L
‖uxx‖2

L2 , (2.31)

En substituant (2.30) et (2.31) dans (2.29) on trouve

ReK3 =
α

2
|uxx(L)|2 +

α

2
|uxx(0)|2 − 3α

L
‖uxx‖2

L2 . (2.32)
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En substituant l’équation (2.27), (2.28) et (2.32) dans (2.26) on trouve

α

2
|uxx(L)|2 +

α

2
|uxx(0)|2 =

ρ

L
‖v‖2

L2 −
µ

L
‖ux‖2

L2 +
3α

L
‖uxx‖2

L2 + ρRe(v, qfx)L2

+βRe〈θx, qux〉L2 + ρRe〈h, qux)L2 .

On applique l’inégalité de Cauchy Schwartz, puis Yuong on obtient

|uxx(L)|2 + |uxx(0)|2 ≤ 2ρ

αL
‖v‖2

L2 +
2µ

αL
‖ux‖2

L2 +
6

αL
‖uxx‖2

L2 +
2ρ

α
‖v‖L2‖q‖L2‖fx‖L2

+
2β

α
‖θx‖L2‖q‖L2‖ux‖L2 +

2ρ

α
‖h‖L2‖q‖L2‖ux‖L2 ,

|uxx(L)|2 + |uxx(0)|2 ≤ 2ρ

αL
‖v‖2

L2 +
2µ

αL
‖ux‖2

L2 +
6

αL
‖uxx‖2

L2 + C‖U‖H‖F‖H

+
2β

α

(
1

4
‖θx‖2

L2 + ‖q‖2
L2‖ux‖2

L2

)
,

Nous avons ‖q‖2
L2 =

L

3
, alors,

|uxx(L)|2 + |uxx(0)|2 ≤ 2ρ

αL
‖v‖2

L2 +

(
2µ

αL
+

2β

3αL

)
‖ux‖2

L2 +
6

αL
‖uxx‖2

L2 + C‖F‖H‖U‖H,

donc

|uxx(L)|2 + |uxx(0)|2 ≤ C1

(
‖v‖2

L2 + ‖ux‖2
L2 + ‖uxx‖2

L2

)
+ C‖U‖H‖F‖H, (2.33)

en substituant (2.33) dans (2.24) on obtient

3‖v‖2
L2 ≤C1ε4‖v‖2

L2 +

(
C1ε4 +

µ

8ρ

)
‖ux‖2

L2 +

(
C1ε4 +

α

4ρ

)
‖uxx‖2

L2 + Cε‖U‖H‖F‖H,

on prend ε4 = min

{
1

C1

,
µ

8ρC1

,
α

4ρC1

}
on obtient

2‖v‖2
L2 ≤

µ

4ρ
‖ux‖2

L2 +
α

2ρ
‖uxx‖2

L2 + C‖U‖H‖F‖H, (2.34)

Les mêmes démarches que dans le cas des conditions (2.2) on obtient

1

4
‖U‖2

H ≤ c‖θ‖2
L2 + ρ‖v‖2

L2 +
µ

4
‖ux‖2

L2 +
α

2
‖uxx‖2

L2 ≤ C‖U‖H‖F‖H.

Alors, il existe M > 0 tel que

‖U‖H ≤M‖F‖H.
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d’où ‖(iλI −A)−1F‖ ≤M‖F‖ est par suite

‖(iλI −A)−1F‖
‖F‖

≤M

et

lim
|λ|−→∞

‖(iλI −A)−1‖ ≤M,

ce qui termine la démonstration.

25



Chapitre 3

Stabilité exponentielle d’un système en

non-simple thermoélasticité de type III

Dans le chapitre précedent l’équation de la chaleur est construite à partir de la loi de

Fourier

q + κθx = 0,

et l’équation constitutive

θt + γ div q + δ div ut = 0.

Cette équation signifie qu’un changement de température en un point a un effet sponta-

nément à un point à l’infini ce qui est physiquement faux. Pour corriger ce fait plusieurs

propositions sont faites, parmi eux on note la th’eorie de Green et Naghdi qui ont proposé

d’introduire une nouvelle variable appelée déplacement thermique et de remplacer l’inégalité

de l’entropie par une égalité, deux nouveaux type de thermoélasticité ont apparus qui sont

appelés Thermoélasticité de type II et de type III. Dans ce chapitre on va étudier la stabilité

d’un système en thermoélasticité non simple avec thermoélasticité de type III.

3.1 Cas régulier

Considèrons tout d’abord le système suivant
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 ρutt = µuxx − γuxxxx + βαtx − δαxxx, dans (0,∞)× (0, π)

a αtt = καxx +mαtxx + βutx + δuxxx dans (0,∞)× (0, π)
(3.1)

où u, α sont respectivement, le déplacement transversal et le déplacement thérmique qui est

définie par

α (·, t) = α (·, 0) +

∫ t

0

θ (·, s) ds,

où θ est la différence de température et ρ, µ, γ, a,m sont des constantes constitutives positives

et γκ > δ2. Ces constantes ont des significations physique bien determinées. On suppose de

plus que u, α satisfont les conditions initiales et les conditions aux bords suivantes u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), α(x, 0) = α0(x), αt(x, 0) = α1(x) x ∈ (0, π)

u(0, t) = u(π, t) = uxx(0, t) = uxx(π, t) = αx(0, t) = αx(π, t) = 0 dans (0,∞).

(3.2)

L’espace d’énergie associé à ce système est l’espace de Hilbert

H :=
(
H2(0, π) ∩H1

0 (0, π)
)
× L2(0, π)×H1

∗ (0, π)× L2
∗(0, π),

où

Hm
∗ (0, π) :=

{
ϕ ∈ Hm(0, π);

∫ π

0

ϕdx = 0

}
,m = 0, 1 etH0 = L2.

On munit H du produit scalaire

〈U,U∗〉H =

∫ π

0

[
ρvv∗ + aθθ

∗
+ µuxu

∗
x + γuxxu

∗
xx + καxα

∗
x + δαxu

∗
xx + δuxxα

∗
x

]
dx,

où U = (u, v, α, θ)T , U∗ = (u∗, v∗, α∗, θ∗)T ∈ H.

Remarque 3.1.1. En multipliant (3.1)1 par ut et (3.1)2 par αt dans L2 puis on additionne,

et on intègre par partie on obtient

ρ

∫ π

0

uttutdx+ µ

∫ π

0

uxuxtdx+ γ

∫ π

0

uxxuxxtdx+ δ

∫ π

0

αxuxxtdx+ a

∫ π

0

αttαtdx

+κ

∫ π

0

αxαxtdx+ δ

∫ π

0

uxxαxtdx = −m
∫ π

0

αxtαxtdx− β
∫ π

0

αtuxtdx+ β

∫ π

0

uxtαtdx,

cela implique

1

2

d

dt

∫ π

0

[ρ|ut|2 + a|αt|2 + µ|ux|2 + γ|uxx|2 + κ|αx|2 + 2δαxuxx]dx = −m
∫ π

0

αxtαxtdx

−β
∫ π

0

αtuxtdx+ β

∫ π

0

uxtαtdx,
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alors, l’énergie

E(t) :=
1

2

∫ π

0

[ρ|ut|2 + a|αt|2 + µ|ux|2 + γ|uxx|2 + κ|αx|2 + 2δαxuxx]dx,

satisfait l’estimation,

dE

dt
(t) := −m

∫ π

0

|αxt|2dx− β
∫ π

0

αtuxtdx+ β

∫ π

0

uxtαtdx.

3.1.1 Existence et unicité

Pour écrire notre problème dans le cadre de le théorie des semigroupes on introduit les

nouveaux variables v = ut et θ = αt, alors, le système (3.1) s’écrit :

ut = v,

vt =
1

ρ
(µuxx − γuxxxx + βθx − δαxxx) ,

αt = θ,

θt =
1

a
(καxx +mθxx + βvx + δuxxx) ,

ce qu’on peut écrire sous la forme Ut = AU,

U (0) = U0,

où U = (u, v, α, θ) et A est l’opérateur différentiel donné par

A =



0 I 0 0
µ

ρ
D2 − γ

ρ
D4 0 −δ

ρ
D3 β

ρ
D

0 0 0 I
δ

a
D3 β

a
D

κ

a
D2 m

a
D2


(3.3)

et I est l’opérateur identité.

Le domaine de A est

D (A) := {U ∈ H : u ∈ H3(0, π), v ∈ H2(0, π) ∩H1
0 (0, π), α ∈ H2(0, π), θ ∈ H1

∗ (0, π),

γux + δα ∈ H3(0, π), κα + δux ∈ H2(0, π)} .

Pour établir l’existence et l’unicité d’une solution au système (3.1) on applique le théorème

de Lumer-Phillips, il suffit donc de vérifier que D (A) est dense et que A est dissipatif et

maximal.
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1) A est dissipatif

〈AU,U〉H = µ

∫ π

0

uxxvdx− γ
∫ π

0

uxxxxvdx+ β

∫ π

0

θxvdx− δ
∫ π

0

αxxxvdx+ κ

∫ π

0

αxxθdx

+m

∫ π

0

θxxθdx+ β

∫ π

0

vxθdx+ δ

∫ π

0

uxxxθdx+ µ

∫ π

0

vxuxdx+ γ

∫ π

0

vxxuxxdx

+ κ

∫ π

0

θxαxdx+ δ

∫ π

0

θxuxxdx+ δ

∫ π

0

vxxαxdx,

une intégration par partie donne

〈AU,U〉H = −µ
∫ π

0

uxvxdx− γ
∫ π

0

uxxvxxdx+ β

∫ π

0

θxvdx+ δ

∫ π

0

αxxvxdx− κ
∫ π

0

αxθxdx

−m
∫ π

0

θxθxdx− β
∫ π

0

vθxdx− δ
∫ π

0

uxxθxdx+ µ

∫ π

0

vxuxdx+ γ

∫ π

0

vxxuxxdx

+ κ

∫ π

0

θxαxdx+ δ

∫ π

0

θxuxxdx− δ
∫ π

0

vxαxxdx,

donc

〈AU,U〉H = 2i Im (µ〈ux, vx〉L2 + γ〈uxx, vxx〉L2 + δ〈αxx, vx〉L2 + β〈θx, v〉L2

+κ〈αx, θx〉L2 + δ〈θx, uxx〉L2)−m
∫ π

0

|θx|2dx,

et par suite

Re 〈AU,U〉H = −m
∫ π

0

|θx|2dx ≤ 0,

donc A est dissipatif.

2) A est maximal.

Montrons tout d’abord que 0 ∈ ρ (A) .

Soit F = (f1, f2, f3, f4)T ∈ H, et cherchons U = (u, v, α, θ)T ∈ D(A) solution de

AU = F, ceci s’écrit en termes de composantes

v = f1,

µuxx − γuxxxx + βθx − δαxxx = ρf2,

θ = f3,

καxx +mθxx + βvx + δuxxx = af4,

(3.4)

d’après (3.4)1 et (3.4)3 on a

v = f1 ∈ H2(0, π) ∩H1
0 (0, π), θ = f3 ∈ H1

∗ (0, π).
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En substituant les valeurs de v et θ dans (3.4)2 et (3.4)4 on arrive a µuxx − γuxxxx − δαxxx = ρf2 − βf3x,

καxx + δuxxx = af4 −mf3xx − βf1x.
(3.5)

Rappelons que L2 est séparable et que {sin(nx), n ∈ N} et {cos(nx), n ∈ N} sont des bases

orthonormales et complétes pour L2, donc en développant fi, i ∈ {1, ..., 4} , u et α en séries

comme suit
f1 =

∑∞
n=1 an sin(nx), f2 =

∑∞
n=1 bn sin(nx),

f3 =
∑∞

n=1 cn cos(nx), f4 =
∑∞

n=1 dn cos(nx),

u =
∑∞

n=1 un sin(nx), α =
∑∞

n=1 αn cos(nx),

et en utilisant les conditions sur fi, i ∈ {1, ..., 4} on a
∞∑
n=1

n4|an|2 <∞,
∞∑
n=1

|bn|2 <∞,
∞∑
n=1

n2|cn|2 <∞,
∞∑
n=1

|dn|2 <∞.

La substitution dans (3.5) donne −n2 (µ+ δn2)un − δn3αn = ρbn + βncn,

−δn3un − κn2αn = adn +mn2cn − βnan,

donc

un =
−ann2βδ − bnκρ+ cn(n3δ − nβκ) + dnnaδ

n4(γκ− δ2) + κµn2
,

et

αn =
ann(µ+ δn2)β + bnnδρ− cnn2(m(µ+ δn2)− βδ)− dn(µ+ δn2)a

n4(γκ− δ2) + κµn2
.

En multipliant l’équation (3.5)1 par une fonction u∗ ∈ C∞0 et l’équation (3.5)2 par α∗ ∈ C∞0
dans L2[0, π], on obtient

γ

∫ π

0

uxxxxu
∗dx+ δ

∫ π

0

αxxxu
∗dx =

∫ π

0

ϕ1u
∗dx,

κ

∫ π

0

αxxα
∗dx+ δ

∫ π

0

uxxxα
∗dx =

∫ π

0

ϕ2α
∗dx,

où

ϕ1 = µuxx − ρf2 + βf3x et ϕ2 = af4 −mf3xx − βf1x,

une intégration par partie donne
∫ π

0

(γuxx + δαx)u
∗
xxdx =

∫ π

0

ϕ1u
∗dx,∫ π

0

(κα + δux)α
∗
xxdx =

∫ π

0

ϕ2α
∗dx,
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ce qui signifie que  γuxx + δαx ∈ H2(0, π),

κα + δux ∈ H2(0, π),

donc  γux + δα ∈ H3(0, π),

κα + δux ∈ H2(0, π).
(3.6)

En multipliant l’équation (3.6)1 par δ et l’équation (3.6)2 par γ puis on soustraire, on obtient

α ∈ H2(0, π).

De la même manière on trouve

u ∈ H3(0, π).

On a donc (u, v, α, θ)T ∈ D(A) solution de AU = F pour tout F ∈ H, donc 0 ∈ ρ (A) .

En utilisant le théorème 1.4.4, du premier chapitre on constate que A est le généra-

teur infinitésimal d’un C0− semigroupe de contraction, donc en utilisant la théorème 1.4.1,

l’équation Ut = AU admet une solution unique, ce qui termine la démonstration.

3.1.2 Stabilité exponentielle

Théorème 3.1.1. Pour tout (u0, u1, α0, α1) ∈ D(A), il existe deux constantes positives γ

et w telles que, l’énergie associée à la solution (u, v, α, θ) satisfait

E(t) ≤ γe−wt, ∀t ≥ 0.

La démonstration de ce théorème se fait à l’aide du théorème de Gearhart-Prüss, donc

on doit montrer les deux lemmes suivants

Lemme 3.1.1. Soit A l’opérateur défini en (3.3), alors,

iR = {iλ;λ ∈ R} ⊂ ρ(A).

Preuve. Pour montrer le lemme on procède en trois étapes comme suit

I) la première étape :

Soit λ ∈ R, alors,

iλI −A = A
(
iλA−1 − I

)
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est inversible si A et (iλA−1 − I) sont inversibles,

1. A inversible puisque 0 ∈ ρ(A) et

2. (iλA−1 − I) est inversible si ‖iλA−1‖ < 1 (d’aprés le théorème 1.3.3, de l’appli-

cation contractile), c’est à dire pour |λ| < 1

‖A−1‖
,

donc (iλA−1 − I) inversible si λ ∈]− ‖A−1‖−1, ‖A−1‖−1[ et on a

{
iλ, λ ∈]− ‖A−1‖−1, ‖A−1‖−1[

}
⊂ ρ(A),

II) La deuxième étape :

Si

sup
{
‖(iλI −A)−1‖, |λ| < ‖A‖−1

}
= M <∞,

on a pour λ ∈ R et |λ0| < ‖A−1‖−1,

iλI −A =iλI −A+ iλ0I − iλ0I,

= (iλ0I −A) + (iλ− iλ0),

= (iλ0I −A)
(
I + i(λ− λ0) (iλ0I −A)−1) ,

alors (iλI −A) est inversible si (iλ0I −A) et
(
I + i(λ− λ0) (iλ0I −A)−1) sont inver-

sibles.

1. (iλ0I −A) inversible puisque |λ0| < ‖A−1‖−1 et

2.
(
I + i(λ− λ0) (iλ0I −A)−1) est inversible si ‖

(
i(λ− λ0) (iλ0I −A)−1) ‖ < 1,

c’est à dire

|λ− λ0|‖ (iλ0I −A)−1 ‖ < 1,

par suite

|λ− λ0| sup ‖ (iλ0I −A)−1 ‖ < 1,

|λ| − |λ0| ≤ |λ− λ0| <
1

M
.

On choisit |λ0| très proche
1

‖A−1‖
on obtient

|λ| < 1

M
+

1

‖A−1‖
,
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donc
(
I + i(λ− λ0) (iλ0I −A)−1) est inversible pour

λ ∈]−M−1 − ‖A−1‖−1,M−1 + ‖A−1‖−1[ et on a

{
iλ, λ ∈]−M−1 − ‖A−1‖−1,M−1 + ‖A−1‖−1[

}
⊂ ρ(A).

L’intervalle ]‖A−1‖−1, ‖A−1‖−1[ est prolongeable chaque fois où

sup
{
‖(iλI −A)−1‖, |λ| < ‖A‖−1

}
= M <∞.

III) la Troisième étape :

Supposer que sup {‖(iλI −A‖, |λ| <‖ A−1 ‖−1} = ∞, alors, il existe un nombre réel

σ 6= 0 avec ‖ A−1 ‖−1≤ |σ| <∞ et {iλ, |λ| <| σ |} ⊂ ρ(A) et

sup {‖(iλI −A)−1‖, |λ| <| σ |} = ∞, dans ce cas, nous pouvons trouver une suite

de nombres réels λn λn → σ, et une suite Un = (un, vn, αn, θn) ∈ D(A) telle que

‖Un‖H = 1 et ‖(iλnI −A)Un‖H → 0, ceci s’écrit

iλnun − vn → 0, dansH2 . (3.7)

iλnvn −
1

ρ
(µD2un − γD4un + βDθn − σD3αn) −→ 0, dans L2. (3.8)

iλnαn − θn −→ 0, dansH1. (3.9)

iλnθn −
1

a
(κD2αn +mD2θn + βDvn + δD3un) −→ 0, dans L2. (3.10)

en multipliant (iλnI −AUn) par Un dans H, on trouve

〈(iλnI −A)Un, Un〉H = iλn〈Un, Un〉H − 〈AUn, Un〉H,

= iλn‖Un‖2
H − 〈AUn, Un〉H −→ 0,

prenant la partie réelle, on trouve

Re〈(iλnI −A)Un, Un〉H = Re iλn‖Un‖2
H − Re〈AUn, Un〉H,

= −Re〈AUn, Un〉H,

= m

∫ π

0

|Dθn|2dx −→ 0.

Donc

‖Dθn‖2
L2 −→ 0, (3.11)
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l’inégalité de Poincaré donne

‖θn‖L2 → 0, (3.12)

d’après (3.9) on a  iλnαn − θn −→ 0, dans L2,

iλnDαn −Dθn −→ 0, dans L2.
(3.13)

En substituant la valeurs de θn dans (3.13)1 et Dθn dans (3.13)2, on obtient

‖αn‖L2 → 0, ‖Dαn‖L2 → 0.

En multipliant (3.10) par Dun (qui est borné) dans L2(0, π), et en utilisant intégration

par partie, on obtient

iλn〈θn, Dun〉L2 +
κ

a
〈Dαn, D2un〉L2 +

m

a
〈Dθn, D2un〉L2

−β
a
〈Dvn, Dun〉L2 +

δ

a
〈D2un, D

2un〉L2 −→ 0.

Comme θn, Dθn, Dαn −→ 0 et Dun, D2un sont bornés on a

〈θn, Dun〉L2 +
κ

a
〈Dαn, D2un〉L2 +

m

a
〈Dθn, D2un〉L2 −→ 0,

par suite

−β
a
〈Dvn, Dun〉L2 +

δ

a
‖D2un‖2

L2 −→ 0,

en utilisant (3.7), on arrive à

−iλn
β

a
〈Dun, Dun〉L2 +

δ

a
‖D2un‖2

L2 −→ 0,

i.e

−iλnβ‖Dun‖2
L2 + δ‖D2un‖2

L2 −→ 0,

donc  ‖Dun‖L2 −→ 0,

‖D2un‖L2 −→ 0.
(3.14)

On applique l’inégalité de Poincaré on conclut que

‖un‖L2 −→ 0, (3.15)
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et (3.7) donne directement

‖vn‖L2 −→ 0. (3.16)

En combinant (3.11),(3.12),(3.14),(3.15),(3.16) on conclut que ‖Un‖H → 0, ce qui

contredit le fait que donc ‖Un‖H = 1.

Lemme 3.1.2. l’opérateur A défini dans (3.3) satisfait

lim
|λ|→∞

sup
∥∥(iλI −A)−1

∥∥
L (H)

<∞.

Preuve. Supposons que ceci n’est pas vrai, c’est à dire

lim
|λ|→∞

sup
∥∥(iλI −A)−1

∥∥
L (H)

=∞,

alors, il existe une suite (λn)n∈N et suite de vecteurs unitaires Un = (un, vn, αn, θn), telles

que |λn| −→ +∞ et ‖(iλnI −A)Un‖H −→ 0,

ce qui s’écrit par les convergence (3.7)-(3.10).

En utilisant des procédures similaires de celles qu’on a utilisé dans le lemme précedent

on obtient

‖Dθn‖L2 −→ 0, ‖θn‖L2 −→ 0.

En divisant (3.9) par λn et en utilisant le fait que λn −→∞, on obtient ‖αn‖L2 −→ 0,

‖Dαn‖L2 −→ 0.

Puisque (iλnun − vn) est convergente et (vn) bornée alors, (λnun)n∈N est bornée.

Prenant le produit scalaire dans L2 de (3.7), (3.10) par Dθn et Dun respectivement, et

on utilise l’intégration par partie, on trouve

〈iλnun, Dθn〉L2 −→ 0,

et

〈iλnθn, Dun〉L2 +
κ

a
〈Dαn, D2un〉L2 +

m

a
〈Dθn, D2un〉L2
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−β
a
〈Dvn, Dun〉L2 +

δ

a
〈D2un, D

2un〉L2 −→ 0,

par conséquent,

−β
a
〈Dvn, Dun〉L2 +

δ

a
〈D2un, D

2un〉L2 −→ 0,

ce qui donne, en utilisant (3.7),

−iβ〈λnDun, Dun〉L2 + δ〈D2un, D
2un〉L2 −→ 0,

donc

−iβλn ‖Dun‖2
L2 + δ

∥∥D2un
∥∥2

L2 −→ 0,

cela signifie que

‖Dun‖L2 , ‖D2un‖L2 −→ 0.

En multipliant (3.8) par vn dans L2 on obtient

〈iλnvn, vn〉L2 − µ

ρ
〈D2un, vn〉L2 +

γ

ρ
〈D4un, vn〉L2 − β

ρ
〈Dθn, vn〉L2 +

δ

ρ
〈D3αn, vn〉L2 −→ 0.

sachant que

〈D2un, vn〉L2 −→ 0, 〈Dθn, vn〉L2 −→ 0,

on a

iλn〈vn, vn〉L2 +
γ

ρ
〈D4un, vn〉L2 +

δ

ρ
〈D3αn, vn〉L2 −→ 0.

En divisant par vn on trouve

i〈vn, vn〉L2 +
γ

ρ
〈D4un,

vn
λn
〉L2 +

δ

ρ
〈D3αn,

vn
λn
〉L2 −→ 0.

Comme vn ∼ iλnun on peut remplacer vn par iλnun, on intègre par partie on aura

i‖vn‖2
L2 − i

γ

ρ
‖D2un‖2

L2 − i
δ

ρ
〈Dαn, D2un〉L2 −→ 0.

Puisque

γ‖D2un‖2
L2 + δ〈Dαn, D2un〉L2 −→ 0,

alors,

‖vn‖L2 −→ 0.

En combinant tous ces résultats on conclut que ‖Un‖H → 0, ce qui contredit le fait que

‖Un‖H = 1.
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3.2 Cas limite β 6= 0 et δ = 0

Supposant maintenant que δ = 0, le système (3.1) se réduit à : ρutt = µuxx − γuxxxx + βαtx, dans (0,∞)× (0, π),

aαtt = καxx +mαtxx + βutx dans (0,∞)× (0, π).
(3.17)

En utilisant les mêmes conditions aux limites et conditions initiales que dans le cas normal.

On considère le même espace de Hilbert que dans le cas général et on le munit par le produit

scalaire

〈U,U∗〉H =

∫ π

0

[
ρvv∗ + aθθ

∗
+ µuxu

∗
x + γuxxu

∗
xx + καxα

∗
x

]
dx.

Au système (3.1) est associée l’énergie suivante

E(t) :=
1

2

∫ π

0

[ρ|ut|2 + a|αt|2 + µ|ux|2 + γ|uxx|2 + κ|αx|2]dx. (3.18)

Remarque 3.2.1. L’énergie E(t) satisfait l’estimation,

dE

dt
(t) := −m

∫ π

0

|αxt|2dx− β
∫ π

0

αtuxtdx+ β

∫ π

0

uxtαtdx.

3.2.1 Existence et unicité

Introduisant les nouveaux variables v = ut et θ = αt alors, le système (3.17) s’écrit

ut = v,

vt =
1

ρ
(µuxx − γuxxxx + βθx) ,

αt = θ,

θt =
1

a
(καxx +mθxx + βvx) ,

ce qu’on peut écrire sous la forme  Ut = AU,

U (0) = U0,

avec A est l’opérateur différentiel donné par

A =



0 I 0 0
µ

ρ
D2 − γ

ρ
D4 0 0

β

ρ
D

0 0 0 I

0
β

a
D

κ

a
D2 m

a
D2


(3.19)
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de domaine

D (A) =
(
H4(0, π) ∩H1

0 (0, π)
)
×
(
H2(0, π) ∩H1

0 (0, π)
)
×H2(0, π)×H1

∗ (0, π)

où

H1
∗ (0, π) :=

{
ϕ ∈ H1(0, π);

∫ π

0

ϕdx = 0

}
Pour établir l’existence et l’unicité de la solution du système (3.17) on applique le théorème

de Lumer-Phillips, il suffit donc de vérifier que D(A) est dense et que A est dissipatif

et maximal. La densité de D (A) dans H est due au densité de C∞c (0, π) dans tous les

Hm (0, π) ce qui donne la densité de (H4(0, π) ∩H1
0 (0, π)) dans (H2(0, π) ∩H1

0 (0, π)) et de

(H2(0, π) ∩H1
0 (0, π)) dans L2 (0, π) .

1) A est dissipatif :

Re 〈AU,U〉H = −m
∫ π

0

|θx|2dx ≤ 0. (3.20)

Donc A est dissipatif

2) A est maximal.

Montrons tout d’abord que 0 ∈ ρ (A) .

Soit F = (f1, f2, f3, f4) ∈ H, et on cherche U = (u, v, α, θ)T ∈ D(A) solution de AU = F,

ceci s’écrit en termes de composantes

v = f1,

µuxx − γuxxxx + βθx = ρf2,

θ = f3,

καxx +mθxx + βvx = af4,

(3.21)

d’après (3.21)1 et (3.21)3 on a

v = f1 ∈ H2(0, π) ∩H1
0 (0, π), θ = f3 ∈ H1

∗ (0, π).

En substituant les valeurs de v et θ dans les équation (3.21)2 et (3.21)4 on arrive a µuxx − γuxxxx = ρf2 − βf3x,

καxx = af4 −mf3xx − βf1x,
(3.22)
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Pour prouver que l’équation (3.22) admet une solution unique dans (H2(0, π) ∩H1
0 (0, π))×

H1
∗ (0, π) en applique le théorème de Lax-Milgram.

On définit l’espace W = (H2(0, π) ∩H1
0 (0, π))×H1

∗ (0, π).

En multipliant les équations (3.22)1 et (3.22)2 respectivement par des fonctions u∗ ∈ C∞0 et

α∗ ∈ C∞0 dans L2[0, π] on obtient :
−µ
∫ π

0

uxxu
∗dx+ γ

∫ π

0

uxxxxu
∗dx =

∫ π

0

ϕ1u
∗dx,

−κ
∫ π

0

αxxα
∗dx =

∫ π

0

ϕ2α
∗dx,

où

ϕ1 = −ρf2 + βf3x et ϕ2 = −af4 +mf3xx + βf1x,

une intégration par partie nous conduit à :
µ

∫ π

0

uxu
∗
xdx+ γ

∫ π

0

uxxu
∗
xxdx =

∫ π

0

ϕ1u
∗dx,

κ

∫ π

0

αxα
∗
xdx =

∫ π

0

ϕ2α
∗dx.

(3.23)

On additionne (3.23)1 et (3.23)2, on trouve :

µ

∫ π

0

uxu
∗
xdx+ γ

∫ π

0

uxxu
∗
xxdx+ κ

∫ π

0

αxα
∗
xdx =

∫ π

0

ϕ1u
∗dx+

∫ π

0

ϕ2α
∗dx.

Pour (U,U∗) on définit une forme bilinéaire a(·, ·) et une forme linéaire L(·) par

a(U,U∗) = µ

∫ π

0

uxu
∗
xdx+ γ

∫ π

0

uxxu
∗
xxdx+ κ

∫ π

0

αxα
∗
xdx.

L(U∗) =

∫ π

0

ϕ1u
∗dx+

∫ π

0

ϕ2α
∗dx,

où U = (u, α) et U∗ = (u∗, α∗).

On montre que a(·, ·) est continue, coercive et L(·) est continue

1) Continuité de a(·, ·) :

|a(U,U∗)| =

∣∣∣∣µ ∫ π

0

uxu
∗
xdx+ γ

∫ π

0

uxxu
∗
xxdx+ κ

∫ π

0

αxα
∗
x

∣∣∣∣ ,
≤ µ

∫ π

0

|uxu∗x|dx+ γ

∫ π

0

|uxxu∗xx| dx+ κ

∫ π

0

|αxα∗x| dx,

≤ µ ‖ux‖L2 ‖u∗x‖L2 + γ ‖uxx‖L2 ‖u∗xx‖L2 + κ ‖αx‖L2 ‖α∗x‖L2 ,
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alors,
|a(U,U∗)| ≤ max(µ, γ, κ)

[
‖uxx‖L2‖u∗‖L2 + ‖uxx‖L2‖u∗xx‖L2

+‖αx‖L2‖α∗x‖L2

]
,

en on déduit

|a(U,U∗)| ≤ C
(
‖uxx‖L2 + ‖ux‖L2 + ‖u‖L2 + ‖αxx‖L2 + ‖αx‖L2 + ‖α‖L2

)
×
(
‖u∗‖L2 + ‖u∗x‖L2 + ‖u∗xx‖L2 + ‖α∗xx‖L2 + ‖α∗x‖L2 + ‖α∗‖L2

)
,

on conclut que :

|a(U,U∗)| ≤ C‖U‖W‖U∗‖W .

2) Continuité de L(·) :

|L(U∗)| =

∣∣∣∣∫ π

0

ϕ1u
∗dx+

∫ π

0

ϕ2α
∗dx

∣∣∣∣ ,
≤ ‖ϕ1‖L2‖u∗‖L2 + ‖ϕ2‖‖α∗‖L2 ,

≤ max(‖ϕ1‖L2 , ‖ϕ2‖L2)(‖u∗‖L2 + ‖α∗‖L2),

≤ C‖U∗‖W .

2)Coercivité de a(·, ·) :

a(U,U) = µ

∫ π

0

uxuxdx+ γ

∫ π

0

uxxuxxdx+ κ

∫ π

0

αxαxdx,

= µ

∫ π

0

|ux|2dx+ γ

∫ π

0

|uxx|2dx+ κ

∫ π

0

|αx|2dx,

≥ min(µ, γ, κ)
[
‖ux‖2 + ‖uxx‖2 + ‖αx‖2

]
,

> C0 ‖ U ‖2
W .

a(·, ·) bilinéaire, continue et coercive sur W et L(·) est linéaire et continue sur W , on

conclut qu’il existe une solution unique U∗ ∈ W = (H2(0, π) ∩H1
0 (0, π)) × H1

∗ (0, π) telle

que :

µ

∫ π

0

uxu
∗
xdx+ γ

∫ π

0

uxxu
∗
xxdx+ κ

∫ π

0

αxα
∗
xdx =

∫ π

0

ϕ1u
∗dx+

∫ π

0

ϕ2α
∗dx.

En substituant (u∗, α∗) = (u∗, 0) et (u∗, α∗) = (0, α∗) respectivement on obtient :
∫ π

0

uxxu
∗
xxdx =

1

γ

∫ π

0

(µuxx + ϕ1)u∗dx,∫ π

0

αα∗xxdx =
1

κ

∫ π

0

ϕ2α
∗dx,
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et comme µuxx + ϕ1, ϕ2 ∈ L2 on conclut que uxx ∈ H2(0, π),

α ∈ H2(0, π),

par suite donc  u ∈ H4(0, π),

α ∈ H2(0, π).

On a donc (u, v, α, θ)T ∈ D(A) solution de AU = F pour tout F ∈ H, donc 0 ∈ ρ (A)

et comme ‖A‖ < 1 la théorie des opérateurs confirme que (I −A) est inversible d’où la

maximalité de A. Le théoème de Lumer-Phillips assure que A est générateur infinitésimal

d’un C0-semigroupe de contraction. Le théoème de Hille-Yosida assure l’existence et l’unicité

d’une solution de systéme, ce qui termine la démonstration.

3.2.2 Stabilité exponentielle

On montre que la solution de (3.17) satisfait le résultat du théorème 3.1.1, ceci se fait

en démontrant les deux lemmes qui suivent

Lemme 3.2.1. Soit A l’opérateur défini en (3.19), alors,

iR = {iλ;λ ∈ R} ⊂ ρ(A).

Preuve. Pour montrer le lemme on procède en trois étapes

Les deux premières étapes se font comme ci-dessus. Nous passons donc directement à :

III) La Troisième étape :

Supposer que sup {‖(iλI −A‖, |λ| <‖ A−1 ‖−1} = ∞ alors, il existe un nombre réel

σ 6= 0 avec ‖ A−1 ‖−1≤ |σ| <∞ et {iλ, |λ| <| σ |} ⊂ ρ(A) et

sup {‖(iλI −A)−1‖, |λ| <| σ |} = ∞, dans ce cas, nous pouvons trouver une suite

de nombres réels (λn), avec λn → σ, et une suite des vecteurs unitaires Un = (un,

vn, αn, θn) du domaine D(A) telle que ‖(iλnI −A)Un‖H −→ 0, ceci s’écrit

iλnun − vn → 0 dans H2. (3.24)

iλnvn −
1

ρ
(µD2un − γD4un + βDθn)→ 0 dans L2. (3.25)
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iλnαn − θn → 0 dans L2. (3.26)

iλnθn −
1

a
(κD2αn +mD2θn + βDvn)→ 0 dans L2. (3.27)

En multipliant (iλI −AUn) par Un dans H, on trouve :

〈(iλnI −A)Un, Un〉H = iλn‖Un‖2
H − 〈AUn, Un〉H → 0.

Prenant sa partie réelle, on trouve :

Re〈(iλnI −A)Un, Un〉H = −Re〈AUn, Un〉H.

En utilisant l’équation (3.20), on trouve :

Re〈(iλnI −A)Un, Un〉H = m

∫ π

0

|Dθn|2dx −→ 0. (3.28)

Donc

‖Dθn‖L2 −→ 0,

l’inégalité de Poincaré donne

‖θn‖L2 −→ 0.

D’après (3.24)  iλnαn − θn −→ 0,

iλnDαn −Dθn −→ 0,
(3.29)

En substituant la valeurs de θn et Dθn dans (3.29)1 et (3.29)2, on obtient :

‖αn‖L2 , ‖Dαn‖L2 −→ 0,

En multipliant (3.27) par Dun dans L2(0, π), ce qui est borné, et en utilisant l’inté-

gration par partie, on obtient :

iλn〈θn, Dun〉L2 +
κ

a
〈Dαn, D2un〉L2 +

m

a
〈Dθn, D2un〉L2 − β

a
〈Dvn, Dun〉L2 −→ 0.

Comme θn, Dαn, Dθn → 0 et Dun, D2un sont bornés on a

iλn〈θn, Dun〉L2 +
κ

a
〈Dαn, D2un〉L2 +

m

a
〈Dθn, D2un〉L2 −→ 0,

par suite

−β
a
〈Dvn, Dun〉L2 −→ 0,
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en utilisant (3.24), on arrive à :

−iλnβ‖Dun‖2
L2 −→ 0,

alors

‖Dun‖L2 −→ 0.

En applique l’inégalité de Poincaré on conclut que :

‖un‖L2 −→ 0,

En combinant tous ces résultats on conclut que ‖Un‖H → 0, ce qui contredit le fait

que ‖Un‖H = 1.

Lemme 3.2.2. l’opérateur A défini dans (3.19) satisfait :

lim
|λ|→∞

sup
∥∥(iλI −A)−1

∥∥
L (H)

<∞.

Preuve. Supposons que

lim
|λ|→∞

sup
∥∥(iλI −A)−1

∥∥
L (H)

=∞.

Alors, il existe une suite (λn)n∈N et suite de vecteurs Un = (un, vn, αn, θn), telles que

|λn| −→
n→+∞

+∞ et ‖Un‖H = 1, ‖(iλnI −A)Un‖H −→
n→+∞

0.

Cela implique que

iλnun − vn −→ 0 dans H2 (3.30)

iλnvn −
1

ρ
(µD2un − γD4un + βDθn) −→ 0 dans L2 (3.31)

iλnαn − θn −→ 0 dans H1 (3.32)

iλnθn −
1

a
(κD2αn +mD2θn + βDvn) −→ 0 dans L2. (3.33)

Les mêmes manipulations utilisées dans le cas précédent nous donne

‖Dθn‖L2 , ‖θn‖L2 −→ 0,

‖αn‖L2 , ‖Dαn‖L2 −→ 0,
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‖Dun‖L2 , ‖un‖L2 −→ 0.

Il reste montrer que (vn)n et (D2un)n tendent vers 0.

Pour ce faire, On définit les suites : φn =
∫ x

0
vn(y)dy et ξn =

∫ x
0
θn(y)dy.

Se sont des suites bornées dans L2, en effet

‖φn‖2
L2 =

∫ π

0

(∫ x

0

vn(y)dy

)2

dx ≤
∫ π

0

∫ x

0

dy

∫ x

0

v2
n(y)dy ≤ π

∫ π

0

∫ π

0

v2
n(y)dy ≤ π2,

d’où

‖φn‖L2(0,π) ≤ π.

de la même manière on aura

‖ξn‖L2(0,π) ≤ π.

En multipliant (3.33) par φn dans L2, et on intègre par partie on arrive à

〈iλnθn, φn〉L2 +
κ

a
〈Dαn, Dφn〉L2 +

m

a
〈Dθn, Dφn〉L2 − β

a
〈Dvn, φn〉L2 −→ 0. (3.34)

D’autre part on a

〈iλnθn, φn〉 = iλn
∫ π

0
θnφndx,

= iλn
∫ π

0
θnφndx+ iλn

∫ π
0
ξnvndx− iλn

∫ π
0
ξnvndx,

=
∫ π

0

d

dx
(ξniλnφn)dx− iλn

∫ π
0
ξnvndx,

=
[
ξniλnφn

]π
0
− iλn

∫ π
0
ξnvndx = −iλn

∫ π
0
ξnvndx.

(3.35)

En remplaçant iλnvn par
1

ρ
(µD2un − γD4un) de (3.31), on obtient

〈ξn, iλnv〉L2 = 〈ξn,
1

ρ
(µD2un − γD4un)〉L2 = 〈ξn,

µ

ρ
D2un〉L2 − 〈ξn,

γ

ρ
D4un〉L2 ,

en intégrant par partie on arrive à

〈ξn, iλnv〉L2 = −〈θn,
µ

ρ
Dun〉L2 − 〈Dθn,

γ

ρ
D2un〉L2 ,

puisque (Dθn)n,(θn)n tendent vers zéro et (Dun), (D2un) sont bornées, on obtient

〈iλnθn, φn〉L2 −→ 0. (3.36)
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En substituant (3.36) dans (3.34), on arrive à :

−κ
a
〈Dαn, Dφn〉L2 − m

a
〈Dθn, Dφn〉L2 − β

a
〈Dvn, φn〉L2 −→ 0,

en substituant la valeurs de φn, on obtient

κ〈Dαn, vn〉L2 +m〈Dθn, vn〉L2 + β〈vn, vn〉L2 −→ 0. (3.37)

Puisque Dαn, Dθn → 0 et vn sont bornées, on a

κ〈Dαn, vn〉L2 +m〈Dθn, vn〉L2 −→ 0,

en substituant dans (3.37), on obtient

‖vn‖L2 −→ 0.

En multipliant maintenant(3.31) par un, on trouvé

〈iλnvn, un〉L2 − µ

ρ
〈D2un, un〉L2 +

γ

ρ
〈D4un, un〉L2 − β

ρ
〈Dθn, un〉L2 −→ 0.

Sachant que un est bornée et Dθn −→ 0, cela implique

−β
ρ
〈Dθn, un〉L2 −→ 0.

L’équation devient comme suit

〈iλnvn, un〉L2 − µ

ρ
〈D2un, un〉L2 +

γ

ρ
〈D4un, un〉L2 −→ 0. (3.38)

D’abord, nous avons

〈iλnvn, un〉L2 = −〈vn, iλnun〉L2 ,

et vn −→ 0 et iλnun sont bornées, de ce qui précède, on conclut que :

〈iλnvn, un〉L2 = −〈vn, iλnun〉L2 −→ 0.

En substituant dans (3.38), et on intégre par partie on arrive à

µ

ρ
〈Dun, Dun〉L2 +

γ

ρ
〈D2un, D

2un〉L2 −→ 0.

puisque Dun −→ 0 on obtient

‖D2un‖L2 −→ 0.

En combinant tous ces résultats on conclut que ‖Un‖H −→ 0, ce qui contredit le fait que

‖Un‖H = 1. Alors, d’après le théorème de Gearhart-Prüss la solution est exponentiellement

stable, ce qui termine la démonstration.
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Résumé  

Dans ce mémoire on a étudié l’existence, l’unicité et  la stabilité asymptotique de quelques systèmes 

en théorie de thermoélasticité avec élasticité non-simple.  

Le premier système est un couplage entre une équation hyperbolique du déplacement est une équation 

parabolique de la chaleur, on a montré l’existence, l’unicité et la stabilité exponentielle de la solution 

en deux cas des conditions aux bords.  

Le second système est un système en théormoélasticite de type III dont l’équation de chaleur est 

remplacé par une équation hyperbolique avec une nouvelle variable représente le déplacement 

thermique. On a montré la stabilité exponentielle de ce système. 

La méthode utilisée pour l’obtention de ces résultats et le théorème de Hille-Yosida basé sur la théorie 

des semigroupes et théorème de Gearhart-Prüss basé sur la théorie spectrale des opérateurs. 

Mots clés :  Stabilité exponentielle, thérmoélasticité de type III, théorème de Gearhart-Prüss, 

semigroupes des contractions. 

 

Abstract 

In this dissertation we studied some systems in non-simple thermoelasticity and prove the well-

posedness and exponential stability results. 

The first system is a coupling between the hyperbolic equation of the displacement and the parabolic 

equation of the heat, we prove the well-posedness and that the solution decays exponentially in two 

case of boundary conditions. 

 For the second system we deal with a type III thermoelasticity where the heat equation is replaced by 

a hyperbolic equation with a new variable α called thermal displacement, we prove that the solution 

decays exponentially.  

The method used to obtain these results is Hille-Yosida theorem based on semigroups theory and 

Gearhart-Prüss  theorem based on spectral theory. 

Key words:  Exponential stability,  thermoelasticity of type III ,  Gearhart-Prüss theorem, contraction 

semigroups. 

 

لخصم  

 في نظرية الحرارة المرنة مع مرونة غير بسيطة. جملعدة الأسي ل ستقرارلإاوجود ووحدانية الحل و  في هذه المذكرة قمنا بدراسة

الاستقرار وجود ووحدانية الحل و للحرارة لقد أظهرنا النظام الأول هو تزاوج بين المعادلة الزائدية للإزاحة  ومعادلة القطع المكافئ 

 في حالتين من الحالات الشروط الحدودية.وذلك للحل لهذا  الأسي 

بمتغير  ، حيث يتم استبدال المعادلة الحرارية بمعادلة زائديةالذي أبتكره قرين ونقدي لنوع الثالث للحرارةالنظام الثاني هو نظام من ا

 ، وقد تم إظهار الاستقرار الأسي للنظام. جديد يسمى  حركة الحرارة

المعتمدة على   Gearhart-Prüssونظرية  أشباه الزمر نظريةالمعتمدة على     Hille-Yosidaنظرية استعملنا  الأعمالفي كل هذه 

 .طيفية للمؤثرات.نظرية الال

 من التقلصات. Gearhart-Prüss   , semigroupنظرية  , IIIسي, الحرارة المرونية من النوع الأ الاستقرار :الكلمات المفتاحية


