N° d’ordre :
N° de série :

République Algérienne Démocratique et Populaire

Ministére de ’Enseignement Supérieur et de

TR TN
Solgd] - il a0 dunbendl 42l

ot aahea .50 la Recherche Scientifique

UNIVERSITE ECHAHID HAMMA LAKHDAR EL OUED
FACULTE DES SCIENCES EXACTES

Mémoire de fin d’étude

MASTER ACADEMIQUE

Domaine: Mathématiques et Informatique
Filiere: Mathématiques
Speécialite: Mathematigues fondamentales et appliguées

Theme

/Stabilité exponentielle de quelques systémes
en thermoelasticité
avec elasticité non-simple

Présenté par: Aicha Nemsi
Afaf Ahmima

Soutenu publiqguement devant le jury composé de

Président Lamine Guedda M.C.B Univ. El Oued
Rapporteur Abdelfeteh Fareh M.C.A Univ. El Oued
Examinateur Nadjet Doudi M.AA Univ. El Oued

Année universitaire 2017 — 2018



Dédicace

Au nom du dieu le clément et le miséricordieux louange & ALLAH le tout puissant.

Je dédie ce travail dont le grand plaisir leurs revient en premier lieu pour, a la lumiére
de mes jours, la source de mes efforts, la flamme de mon cceur, ma vie et mon bonheur ,
maman Milouda que j’adore.

A I’homme de ma vie, mon exemple éternel, mon soutien moral et source de joie et de
bonheur, celui qui s’est toujours sacrifié pour me voir réussir, que dieu te garde dans son
vaste paradis, a toi mon pére Khalifa.

Aux personnes dont j’ai bien aimé la présence dans ce jour, & tous mes fréres Ali,
Oukacha, Samire, Ahmed, Hicham et mes sceurs Djehad, Heddi.

A toute ma famille et toute la famille AHMIMA.

Aux personnes qui m’ont toujours aidé et encouragé, qui étaient toujours & mes cotés,
mes aimables amis, collégues d’étude, et fréres de ceeur, toi Fatma , Hanan et Ali.

A mon bindéme Aicha.

Et a tous ceux qui ont contribué de prés ou de loin pour que ce projet soit possible, je

vous dis merci.

AFAF



Dédicace

Je dédie ce modeste mémoire de master. A celui qui réside dans mon ceeur et esprit c’est
grace a lui que j’ai terminé mes études a mon amoureux mari Youcef.

A la source de tendresse et d’amour & suer source de force an grand coeur mer chére mére
Farida.

A celui qui m’a accompagné durant mon cursus scientifique qui a beaucoup sacrifié pour
que je puisse étudier & mon cher petit enfant Quaiss.

A celle de bon cceur et pure esprit qui était & coté de moi avec son aide précieux a ma
meére que je n’ai pas eu, ma belle-mére Mariem.

A celui est pleur de dignité que j’ai son nom avec fierté a mon pére Abdel Aziz.

A mes sceurs qui m’ont encouragé et m’ont soutenu a mes esprits Asma, Nour, Fatma
et Hana. A mes fréres qui m’ont le coeur Abde Rahmen et Omor.

A mes sceurs que je n’ai pas eu mes généreuses amies qu’ont ’esprit de solidarité Afaf

et Zohra.

AICHA

1



Remerciements

Avant tout, nous remercions DIEU le tout puissant de nous avoir donné la volonté
d’accomplir et d’achever ce mémoire.

Tout d’abord, nous tenons a remercier le Dr. Abdelfeteh Fareh, pour la disponibilité,
la confiance, les conseils, ’encadrement tout au long la période de recherche.

Nos remerciements s’adressent s’adressent au Dr Nisse Lamine pour son aide pratique
et son soutien moral et ses encouragements.

Nous tenons également a remercier messieurs les membres de jury pour ’honneur qu’ils
nous ont fait en acceptant de juger notre travail.

D’ailleurs, nous remercions chaleureusement tous les membres de nos familles surtout
nos parents pour leur effort et leur fatigue.

Nos remerciements s’adressent également a tous nos professeurs pour leurs générosités
et la grande patience dont ils ont su faire preuve malgré leurs charges académiques et
professionnelles.

Nos profonds remerciements & toute personne ayant contribué de prées ou de loin a la

réalisation de ce travail.

111



Notations générales

H' H,,H? H*, WP WF Espaces de Sobolev,

() Produit scalaire,

i.e C’est a dire,

0 L’opérateur de différentiation partielle,
D (A),R(A) Domaine et image de 'opérateur A,
p(A) Ensemble résolvant de opérateur A,

o (A) Le spectre de l'opérateur A,

ap Le specter ponctielle (le valeur propre),

|| La norme euclidienne sur R¢,

-1l La norme sur I'espace X,
Z(E,F) Espace des opérateur bornés et linéairs de E dans F,
Re(-, ) La partie réelle de produit scalaire,
Im(-,-) La partie imaginaire de produit scalaire,
5° Espace des fonctions tests,
cm(Q) Espace des fonctions de classe C™ a support compact dans €2,
{T(t),t >0} Semigroupe & un parameétre ,
Bg La boule unité de E,
K(E,F) L’espace des opérateurs linéaires et compacts de E dans F,
K(E) L’espace des opérateur linéaire et compact de E dans F,
KerA Noyau de I'opérateurA.
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Introduction générale

Un intérét croissant s’est donné ces derniéres années a la détermination du comportement
asymptotique des solutions de plusieurs problémes en thermoélasticité. L’intérét provient du
fait qu’une structure thermo-mécanique est exponentiellement stable si les variations dues
a une perturbation sont trés faible et peut négligées aprés une courte période de temps, par
contre une structure est faiblement stable si I'effet d’une perturbation est appréciés dans le
systéme apres un certain période du temps.

Notons qu’une solution U (t) engendrée par un semigroupe est exponentiellement stable

s’il existe deux constantes positives v,w telles que

U@ <U0)ye ™, Vt>0.

Dans la théorie d’élasticité classique la déformation est donnée par la formule suivante

ém
F pu— = pu— ]
le‘ [8X]:| + Vu,

ou X,z et u =z — X sont respectivement les positions initiale et finale et le déplacement
d’un point matériel M dans la configuration d’un corps déformable. En général ceci suffit
pour décrire les changements de forme et les rotations globales du corps.

Pour certaines qualités des matériaux la négligence de la réponse de la structure in-
terne des matériaux a 'excitation externe conduit a défaillance du model, ce qui conduit
a introduire des dérivées d’ordre supérieures dans la définition de la déformation, par suite
I’apparence des dérivées d’ordre 3 et 4 des fonctions inconnues u et ¢, ces matériaux sont
appelés matériaux non-simple.

Plusieurs publications ont apparu dont le sujet et I’étude de la stabilité des systémes en
non-simple thermoélasticité, citons par exemple les travaux de Quintanilla et ses co-auteurs
Magana et Liu et les travaux de Aouadi.

Dans ce mémoire nous allons considérer des systémes des équations aux dérivées partielles
modélisent des matériaux non-simple et nous allons étudier ’existence, I'unicité et la stabilité

exponentielle des solutions de ces systémes.



Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre on va donner quelques notions générales de ’analyse fonctionnelle qui

seront utiles dans les chapitres qui suivent.

1.1 Espaces fonctionnels

1.1.1 Espace de Hilbert

Définition 1.1.1. /1] Un espace de Hilbert est un espace vectoriel muni d’un produit scalaire

(-,-) et qui est complet par rapport a la norme |u| = (u, u>%.

Définition 1.1.2. [1]/ Q est un ensemble ouvert de R".
1) Soit p € R avec 1 < p < 00 ; on pose

LP(Q) = {f : Q= R; f mesurable et /Q|f(x)|pdx < oo}

C’est un espace de Banach par rapport a la norme

1= ( |f<x>rpdx)‘l’,

et pour p =2 c’est un espace de Hilbert réel (ou complexe) muni du produit scalaire
(u,v) = / uvdzx.
Q
2) Pour p = oo on définit

L) ={f: Q—=R; f mesurable; 3C > Otelle que |f(x)| < C p.p. sur Q},



c’est un espace de Banach pour la norme

|fllze = Inf {C; |f(x)| < C p.p. surQ}.

1.1.2 Espaces de Sobolev

Définition 1.1.3. [1/ Pour 1 < p < oo on définit l'espace WP(Q) par

Whr(Q) = {u € LP(Q); g € LP(Q) telle que /ugo’ = —/ggp, Vo € C’é(Q)} )
Q Q
pour p = 2 on note
H'(Q) = W2(Q).

Pour w € W'(Q) on note g = u et on Uappelle la dérivée faible (ot au sens des

distributions) de u .

Notations

L’espace WP est muni de la norme
[ullwre = llulle + (||| s,

(ou parfois, si 1 < p < 00, de la norme équivalente [||ulf, + ||u’||1£p]%) L’espace H' est
muni du produit scalaire

w, ) = (u,v) 2 + (W, 0) 2;
(u, v) (w,v)p2 + (W, 0) 12

la norme associée est

1
[uller = (full7z + [lv/][72).

Pour 1 < p < oo, on désigne par Wy (Q) la fermeture de C1(Q) dans W(Q). On note
HY(Q) = W, 2(Q). WyP (Q) est muni par la norme induite de W (Q). H} (Q) est muni
du produit scalaire induit par celui de H* ().

Définition 1.1.4. [6] L’espace de Sobolev H™((2)

Pour tout entier m > 1, on définit I'espace

H™(Q) = {v € L2(Q),0"v € L2(Q), |a| < m}.



On munit H™(2) du produit scalaire

(U, V) g = /Q {Z aaua%} dr,

a<m
et on note par
1
[vllm.a = (0, 0) 5 0

la norme correspondante.

1.2 Quelques inégalités utiles

Les inégalités suivantes sont d’une grande importance
Inégalité de Young
=1.

Soient p et ¢ deux réels conjugués : = +

Alors,

D=
Q=

a? b
V(a,b) € R? |ab] < — 4+ —.
(a,b) € R |abl e

En particulier si u, v € L*(Q2) on a

1
/|uv|§6/|u|2+—/|v|2, Ve > 0.
Q Q de Jo

Inégalité de Cauchy-Schwarz

Soit H un espace de Hilbert muni du produit scalaire (-, -), alors,
[(u,0)] < {u,u)? (0,0)% Vu,v € H.

Inégalité de Poincaré
Soit © un domaine borné dans R™ et v € H}(Q). Alors, il existe une constante positive

C' ne depend que de mes (£2) et n tel que
fullszey < Ol Vu € HI).
Définition 1.2.1. [1] On dit qu’une forme bilinéaire
a(+,-) : HxH—R,

est :



1. Continue, s’il existe une constante C' > 0 telle que
la (u,v)| < Clul|v] Yu,v e H,
2. Coercive, s’il existe une constante o > 0 telle que
a(v,v) > alv)® YueH.

Théoréme 1.2.1. [1]/ [Laz-Milgram/

Soit H un espace de Hilbert, a(u,v) une forme bilinéaire continue et coercive sur H, et

L une forme linéaire continue. Alors, il existe u € H solution unique du probléme tel que :

a(u,v) = L(v), YveH.

1.3 Opérateurs linéaires bornés

Définition 1.3.1. [7] Soit E et F deuz espaces vectoriels normés sur le méme champ de
scalaire K, un opérateur linéaire A : E — F est dit borné s’il existe une constante C > 0
telle que

|Az|| < C|z||, Vazxe€E.

L’espace des opérateurs linéaires bornés de E dans F sera noté L (E,F), et Z(E,FE) =

Théoréme 1.3.1. [7/
Soit E et F' deuz espaces normés, Uapplication ||.|| : ZL(E, F) — R définie par :

[All = sup {[lAz]| - [[«]| <1},
est une norme sur Z(E, F).

Définition 1.3.2. [1] On dit qu’un opérateur A € L (FE,F) est compact si A(Bg) est
relativement compact pour la topologie forte de F', ot B est la boule unité de E. On désigne

par KC(E, F) le sous-espace des opérateurs compacts de E dans F, on pose K(FE) = K(E, E).



Proposition 1.3.1. [7] Soit E et F des espaces vectoriels normés. Un opérateur linéaire
A est compact, si pour toute suite bornée (x,) de E, la suite (Az,) posséde une sous-suite

convergente dans F'.

Définition 1.3.3. [1] Soit A € Z(E). L’ensemble résolvant de A est
p(A) ={NeR; (A—X) estinversible } = {NeR; (A-X)"'eZ(E)}.

Le spectre o(A) est le complémentaire de 'ensemble résolvant, o(A) = C\p(.A). On dit

que A est une valeur propre de A et on note A € op(A) si
ker(A — AI) # {0} ;

Théoréme 1.3.2. [1] Soit A € K(H) avec dim (H) = oo Alors, on a
1. 0 eo(A),
2. o(A)\{0} = a,(A)\{0}.

Théoréme 1.3.3. [7] Soit E un espace de Banach. Si A € ZL(E) est un operateur et

|A|l < 1 alors I — A est un inversible et l'inverse est donné par
(I-A)"=) A
n=0

Preuve. Puisque E est un espace de Banach ,alors Z(FE) est un espace de Banach.
Comme ||A]| < 1, la série Y~ || A||" converge dans R.
Notons que [|A™|| < | A||" pour tout n € N, donc la série Y || A"|| est convergente, et
par suite y A" est normalement convergente.
Soient S =3~ A" et S = ZZ:O A" alors, Sy, converge vers S dans Z(F).

Nous avons
(= A)S, = 1] = [T = A5 = 1] = || = A < A+ — 0.

En on déduit que
lim (I - A)Sk =1

k—oo

Par conséquent

(I—-—A)S=({—-A) lim S, = lim(/ —A)S, =1,

k—o0 k—o0



De la méme maniére en montre que S(I —.A) = I alors I — A est inversible et

(I-A)'=85.

1.4 Semigroupe fortement continu

Définition 1.4.1. [}/
Une famille {T'(t), 0 <t < oo} d’opérateurs linéaires bornés dans un espace de Banach

E est appelée semigroupe fortement continu (ow, un Cy -semigroupe) si
1. T(t+s)=Tt)T(s) Vt,s>0,
2. T(0)=1,
3. Pour chaque =z € E,T(-)z :[0,4+00] — E est continue.

Le semigroupe est dit uniformément continu si au lieu de 3. on a

lim || T(t) — I]| = 0.

t—0
Le générateur infinitésimal de {7 (t),t > 0} est 'opérateur linéaire A de domaine

T(t)r —
D(A) = {x € E: lim M)z -z e:m'ste}
t—0t t
et est défini par
Tt —x d'T(t)x

Az = E}% ; = lieo  pour x € D(A).

1.4.1 Théoréme de Hille-Yosida

Théoréme 1.4.1. [8] Soient H espace de Hilbert et A : D(A) C H — H, le générateur
infinitésimal d’un semigroupe fortement continu T'(t) et x € D(A), alors, pour tout t > 0 la
fonction
0,400 — H
t — T(t)x
est de classe C* et vérifie ]

H(T(t)x) = AT ().



Remarque 1.4.1. [8] Du théoréme précedent on remarque que u(t) = T(t)x est la solution
du probleme de Cauchy abstrait

uy = Au,

Uy = .

Théoréme 1.4.2 (Hille-Yosida). [4/

Un opérateur linéaire borné A est le générateur infinitésimal d’'un Cy-semigroupe de

contractions {T'(t),t > 0}, si et seulement si

I. A est fermé de domaine dense, D(A) = H,

II. L’ensemble résolvant p(.A) contient Rt et pour chaque A > 0,

1
j— _1 —_—
1AL = A =+

1.4.2 Théoréme de Lumer-Phillips

Définition 1.4.2. [/] Soit H un espace de Hilbert muni d’un produit scalaire (-,-) et soit
|| la norme associée. Un opérateur A de domaine dense est dit dissipatif, si pour tout
x € D(A), on a

Re (Ax,z) < 0.

Théoréme 1.4.3. [}/ Soit A un opérateur linéaire de domaine D(A) dense dans un espace
de Hilbert H.
Si A est dissipatif et il existe Ao > 0 tel que R(Aol — A) = H, alors, A est le générateur

infinitésimal d’un Cy-semigroupe de contractions sur H.
Comme corollaire de ce théoréme, on a le résultat suivant :

Théoréme 1.4.4. [4] Soit A un opérateur linéaire de domaine D(A) dense dans un espace
de Hilbert H. Si A est dissipatif et 0 € p(A), A est le générateur infinitésimal d’un Cy-

semigroupe de contractions sur H.

Preuve. Par I'hypothese 0 € p(A), A est inversible et A~! est un opérateur linéair et
borné. Par le théoréme 1.3.3, de I’application contractile, il est facile de voir que 'opérateur
IN—A = AAA! — I) est inversible pour 0 < X\ < ||A7Y||. Par conséquent, D’aprés le
théoréme de Lumer-Phillips on obtient : A est le générateur infinitésimal d’'un Cy-semigroupe

des contractions sur H. Ainsi la preuve est termine. O



1.5 Stabilité exponentielle

Définition 1.5.1. /2] Un semigroupe T (t) est dit exponentiellement stable s’il existe deux

constantes positives o et M > 0 telle que :
|7 (t) | < Me™, vt >0.

Théoréme 1.5.1. (Gearhart) [4]

Soit S(t) = e* un Cy-semigroupe de contractions dans un espace de Hilbert.

S(t) est exponentiellement stable si et seulement si :
p(A) D {if, B € R} =R

et
lim ||(iB] —A)7| < oo.
[B]—00

Théoréme 1.5.2. Soient I un interval borné de R et m > j, alors, injection de H™ (I)

dans H’ (I) est compacte.



Chapitre 2

Stabilité exponentielle d’une barre
thermoélastique avec élasticité

non-simple

Dans ce chapitre, nous allons montrer la stabilité exponentielle d'un systéme en non-
simples-thermoélasticité.

Considérons le systéme suivant :

PUyy = [Uze — QUgere + B0, dans (0,00) x (0, L),

(2.1)
c 0y = Kby + Bugy dans (0,00) x (0, L),

ou u est le deplacement transversal, ¢ la difference de température et p, u, o, 3, ¢, k sont des
constantes constitutives positives.

Ce systeme modélise les variations produitent sur le déplacement transversal u et la dif-
férence du température 0 d’un corps élastique non-sipmle. Notons que la second équation
est obtenue a l'aide de la loi de Fourier ¢ + kf#, = 0, o ¢ est le flux de la chaleur et 0
est la différence de température. On suppose que u, 6 satisfont les conditions initiales et les

conditions aux bords suivantes :

u(0,z) = up(x), u(0, ) = uy(x),0(0, ) = Oy(z) z e (0,L),

(2.2)
u(t,0) = u(t, L) = s (t,0) = uye(t, L) = 0,(t,0) = 0,(t,L) =0 dans (0,00),

10



ou

u(0,z) = up(x), u (0, ) = uy(x),0(0, ) = Oy(z) z e (0,L),

(2.3)
u(t,0) = u(t, L) = u,(t,0) = u,(t, L) = 0,(t,0) = 0,(t,L) =0 dans (0,00).

On considére selon le cas soit ’espace de Hilbert
Hy = (H?(0,L) N Hy(0,L)) x L*(0,L) x L2(0, L),

soit

Ho = H3(0, L) x L*(0,L) x L2(0, L),
1
tel que .
L2(0, L) := {gp € LQ(O,L);/ wdr = 0} .
0
On munit l'espace H du produit scalaire
L —x
(U, U"),, = / [pv@* + pu, ) + auga,, + ch6 } dx,
0
onlU = (u,v,@)T, U* = (u*,v*,@*)T eH.

Remarque 2.0.1. En multipliant (2.1)1 par u; et (2.1)y par @ dans L? puis on additionne,

et on intégre par partie on obtient :

L ™ L L
p / U dT + [ / UpUge dT + / Uy Ut AT + € / 0,0dx
0 0

0 0 L 3 L
= / 0, u.dx — ﬂ/ w0 dr — /i/ 0,.0.dzx,
0 0 0

cela implique

1d [* 2 2 2 2 b e . Lo
5 | ol + plual” + alues|* + el )de = =k [ 10:"de + 5 | Oudr — 5 | wb.dr,
2dt Jy 0 0 0

alors, l’énergie

1 L
B(t) = 5/ [plucl? + pluaf? + ol + 6]z,
0

satisfait ’estimation,

dE L L L
—(t) = —KZ/ |0, > dx + B/ 0, u,dr — B/ w,0,dz.
dt 0 0 0

11



2.1 Existence et unicité

Pour écrire notre probléme dans le cadre de le théorie de semigroupe en introduit le

nouveau variable v = u; alors, le systéme (2.1) s’écrit :

Uy =0,
1

Vg = — (,uuxx — QUgggr + ﬁex) 5
1

Qt - E (’f@mx + va) )
ce qu’on peut écrire sous la forme

Ut :AU,
U (0) = Uy,

ou U = (u,v,0) et A est I'opérateur différentiel donné par

0 1 0
0 5
p 8 K
0 —(93: _amm
C &

ou [ est I'opérateur identité.

Le domaine de A dans H; est
Dy (A) = (H*(0,L) N Hy(0,L)) x (H*(0,L) N Hy(0,L)) x HZ(0, L),
et dans Hoy est
D, (A) = (H*(0,L)N Hg(0,L)) x Hg(0,L) x HZ(0, L),

ou
L
HZ(0,L) = {gp € HQ(O,L);/ pdr = O} :
0

Pour établir I'existence et 'unicité de la solution du systéme (2.1) on applique le théoréme
de Lumer-Phillips, on va montrer alors, que A est

1) dissipatif
L L L L
(AU U), = / Uga VAT — v / Upgrzs VAT + 3 / 0, vdx + / VplUpdx
0 0 0 0

L L L
+ a/ Vg U AT + 6/ v0dx + /{/ 0,.0dz,
0 0 0

12



Une intégration par partie donne

L L L L
(AU U),, = —u/ Uy UpdT — a/ Uy Vg AT + ﬁ/ 0, vdx + u/ VU dx
0 0 0 0

L L L
+ 04/ Vg U AT — B/ v0,dx — /@/ 0,.0.dz,
0 0 0

L
<AMUM:ﬁﬂm@m%ag+M%mm@+m@m»—m/|@&m
0

L
Re (AU, U),, = —li/ |0,|%dz < 0.
0

Donc A est dissipatif.
Pour simplifier les notations, tout ce qui suit C' désigne une constante générique positive.
2) A est maximal.

Montrons tout d’abord que 0 € p(A) .

On prend F' = (f, h, q)T € H, et on cherche U = (u,v, 9)T € D(A) solution de AU = F,

ceci s’écrit en termes de composantes

v=f,
mgmz + ﬁvz = cq,

d’apres (2.5);
v=fe€H0,L)NH;(0,L), (resp v=fe€H;0,L)).
En substituant la valeur de v de (2.5); dans (2.5)3 on arrive a
1 2

Orr = | = Bfo+cq| € L2 (0,L).

La théorie classique des équations élliptiques, entraine I'existence d’une solution
6c H*(0,L).

L’équation (2.5)y s’écrit alors,
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avec

¢ = B0, —ph € L*(0,L).

Pour prouver que I’équation (2.6) admet une solution unique dans H? (0, L) N H} (0, L)
(resp (HZ(0, L))) on applique le théoréeme de Lax-Milgram.

On définit espace Wy = H?(0,L) N H{(0, L), (resp (Wo = HZ(0,L))), et on prend le
produit scalaire de la derniére équation dans L?(0, L) par une fonction u* € C5°(0,L), on

obtient :
L L L
—,u/ umﬂ*da:—l—oz/ Uppre U AT :/ ou*dr Yu* € L*(0,L),
0 0 0
ce qui implique que
L L L
u/ uxﬂ;dx—i—a/ Ugy Uy, A :/ outdr  u* € L*(0,L).
0 0 0

Pour (u,u*) on définit une forme bilinéaire a(-, ) et une forme linéaire L(-) par
L L
a(u,u*) = ﬂ/ uxﬂ;dx—i—@/ Uy Uy, AT
0 0

L
L(u*) = / pu*de.
0
On montre que a(-,-) est continue, coercive et L(-) est continue :

1) Continuité de a(-,-) : en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz on obtient :

|au, )| < pllue| 2 l[uz |l 2 + allvee | 2 [luz, ]l 22,
< max(p, @) (luall2lluzllze + lluael 22l wg, [ 22)
< C(ualle2 + Nluaellz2) (gl 22 + luzellz2)

< Cllu|

u*

ot i = 1;2. Donc af(+,-) est continue.
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2) Coercivité de af-,-)

L L
a(u,u) = ,u/ Uy U dT + a/ UpaUgprde,
0 0

L L
= ,u/ |, |*dx + a/ U |2 d,
0 0

> min(p, o)(||ue |22 + |t Z2),
> Collullfy,,
ot i =1;2.
Donc a(-, -) est coercive.
a(-,-) bilinéaire, continue et coercive sur W; (i=1 ou 2) et L(-) est linéaire et continue
sur W;. On conclut qu'il existe une solution unique u* € Wy = H?(0,L) N H}(0, L) resp
(u* € Wy = H2(0,L)), de plus on a

L L
/ AUy, W AT = / (o + pug,) w*de,
0 0

ce qui signifie que

Uyy € H2(O, L),

donc

we HY0,L)NHy(0,L), (resp ue H*(0,L)NH0,L)).

On a donc (u,v,0)" € D(A) solution de AU = F pour tout F € H, d’ou 0 € p(A).
En utilisant le théoréme 1.4.4, du premier chapitre on constate que A est le généra-
teur infinitésimal d’'un Cy—semigroupe de contractions, donc en utilisant la théoréeme 1.4.1,

I’équation U; = AU admet une solution unique, ce qui termine la démonstration.

2.2 Stabilité exponentielle

Théoréme 2.2.1. Pour tout (ug,vo,6y) € D(A), il existe deux constantes positives vy et w

telles que, l’énergie associée a la solution (u,v,0) satisfait
E(t) <~ye ™ Vt>0.

La démonstration de ce théoréme se fait a I'aide du théoréme de Gearhart-Priiss, donc

on doit montrer les deux lemmes suivant
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Lemme 2.2.1. Soit A lopérateur défini en (2.4), alors,
iR = {i\; A € R} C p(A).

Preuve. Montrons tout d’abord A~! est compact.

Soit (F},) est une suite bornée dans H; (i=1 ou 2) et (U,) une suite dans D(.A) telle que :
F, = AU, et U, = (up, vy, 0,).

On sait que : A™! € Z(H) alors || A7 < C.

Puisque (F,,) est bornée on a

0]l < Ca,

alors,

1Uall = AT Foll < JATH[|Fall < CLCo,

donc U,, = (uy, vy, 0,,) est bornée dans D(A).
Sachant que I'injection de H™(0, L) dans H’(0, L) est compacte pour m > j alors, il existe

une sous suite U, = (u,, v, 0,) et une fonction U = (u, v, ) telle que :
(r, 07, 6) 2 (u,0,6)

alors la sous suite U, = A~'F, converge dans H.
Supposons qu’il existe A € R, A # 0 tel que : i\ € o(A), d’apreés le théoreme 1.3.2, i\
est une valeur propre de A i.e (AU =i\U),

tAu —v =0,
1Al — Bu, — KO, =0,

(M — AU, U)y = 0,

((iX[ — AU, Uy =(iNU — AU, U)y,
=iA|U13, — (AU, U)y,

par conséquent on obtient :

Re((i\ — A)U,U)y =Re (iX|U|l5, — (AU, U)y) = —Re(AU, U),
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Donc I
Re ((iM — A)U,U),, = m/ 10,2z = 0,
0
i.e
1021l = 0,

I'inégalité de Poincaré donne

||9||L2 - 0

En substituant § = 0 dans (2.7)3 et par intégration sur (0,z) on obtient
—fBv — kb, =0,
en substituant 6, = 0 dans I’équation précédante on arrive a
v =20,

En substituant v = 0 dans I’équation (2.7); on arrive a

u = 0.
C’est une contradiction donc
iR C p(A).
m

Lemme 2.2.2. L’opérateur A défini dans (2.4) satisfait :

. . ~1

|/\l‘zgloo sup ||(iA] — A) ||Z(H) < 0.

Preuve. Soit A € Ret F'= (f, h,q) € H, il existe U = (u,v,0) unique de D(A),
tel que (1A — A)U = F, ce que s’écrit en terme des composantes,

Ay —v = f,

iAch — Bu, — kb, = cq.

L
Re(F, Uy = r / 0,Pde < [(F, U] < IIF x| Ull

0
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cela signifie que .
| e < CUFU (29)

En multipliant ’équation (2.8), par u dans L*(0, L), en utilisant I'intégration par partie, et

en substituant la valeur de iAu obtenue de (2.8); on obtient

L L L L L N L
u/ ]ux\zdaﬂ—a/ \um!2dx:ﬁ/ Gxﬂdx—i—p/ \v\zda:er/ vfda:+p/ hudz. (2.10)
0 0 0 0 0 0

On applique l'inégalité de Cauchy-Schwarz on aura

L L
" / g 2z + a / uaePdz < BU0zellullze + pllolZe + pllollzel
0 0

a2l 2, 21)
< Bl 2 llull 2 + pllvllz> + 20l F llael U I3
On applique 'inégalité de Young sur S0, 12||u|| 2 on obtient :
1B llzs < <l + 2216, 212

On applique l'inégalité de Poincaré sur [[u||7, et en substituant (2.9) dans (2.12) on arrive a
2
BllOullzzllullze < eCllualze + ZZCIE o Ul (2.13)

En substituant (2.13) dans (2.11) on arrive a
L L L 2

p [ luPdo-<C [CuPdera [ e < ORI+ ool + 20l Ul
0 0 0

On prend ¢ = % on obtient

L L

i

b [ e+ a [ e < ol + CIUI F (214)
0 0

La prochaine étape consiste & estimer ||v||z2 on définit le fonction ¢ ,w, z et y comme

solutions des problémes suivants

—¢z. =v dans [0,L] avec ¢.(0) = ¢,(L) =0,
—wW,, =0 dans [0,L] avec w,(0)=w,(L) =0,
0,1 (0) = (D) -
—Zzze =q dans [0,L] avec z(0)=z(L)=0,
—Yze =g dans [0,L] avec y(0)=y(L)=0.
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En multipliant Péquation de systéme (2.15)3 par z dans L?(0, L) ,on obtient

L L
/ —Zgp2dr = / qzdzx.
0 0

En utilisant I'intégration par partie, on trouve

L
||zx||%2:/ qzdx.
0

On applique les inégalités de Cauchy-Schwartz et Poincaré, on trouve

|22l 22 < Cpllgl| 2

De la méme maniére on trouve

1Yzllz2 < Cpl[hl|z2-

En multipliant 'équation du systéme (2.8)3 par ¢, dans L*(0, L) on obtient
iAC(0, Gr) 12 — KOz, Pu) 12 — BV, ) 12 = €(q, ba) L2
Maintenant, nous estimons terme par terme
I = iAc(0, ¢z) 2 = —iAAWes, P )12,

= i>\c<wwa ¢x:c>L27

= Wy, IAV) 2.

On remplace la valeur de —iAv obtenue de (2.8), on obtient

cl ca

C
[1 = _<wxa uzx>L2 - 7<wx:u:mmz>L2 + 7(1096, 9x>L2 + C<wx7 h>L27

une intégration par partie donne

]1 - _%<wxm7ux>L2 + @<wxm Uacacac>L2 - %<wmx7 9>L2 - C<U)x, yac;t>L2a
P
C CY C
= f(ea ux>L2 - 7<9a u:v:ca:>L2 + ?(‘97 0>L2 + C<w:ca:7yz>L2a

cp co c

co
= —(0,uz)p2 — — \9um|é + — Oy, Ugy) 12 + —BHQH%Q — 0,y 2.

P P P P

En utilisant (2.15);, en conclut que :

12 = _’i<9;m:7¢ac>L2 - K<0$;¢mx>L2 - _H<0m>v>L2>
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et
Iy = —B(vg, o))z = B, buz) 12 = =072 (2.21)
Enfin, en utilisant (2.15)3, on obtient :
Iy = C< ¢x>L2 = <Zacac7 ¢x>L2 - C<Zac7 ¢mx>L2 = _C<Z:L’a U>L2a (222)

puis, en substituant les estimations (2.19) - (2.22) dans I’équation (2.18) on arrive a

cl ca I
— (0, uy)r2 — — |Ougy 0 Uy 2—|——9
p< )L pl lo + p< )L 10]]7
_C<9’yaz>L2 - ’{<0$7U>L2 - ﬁ”UH%Q - _C<Z$7U>L27
d’ou
c ca
Bllolls = g“w,uxm—; Otz | o+ 5 — (0. Um:>L2+ ||9||L2 (0, yo) 2 — k{0, V) L2 +c(22, V) 2.
(2.23)
On pose
c ca
To=L0u) e T = 0 uen) 2, S nww
P P
J4 = _C<87ya¢>L2; J5 = H<9x,U>L2, Jﬁ = C(Zx, >L27

CcQxx
J7 - |9uxx|§a
P

A ce point 1a on va éstimer Les fonctionnelles J;-J;.

On applique les inégalités de Young et de Poincaré on obtient :

L
)< & / 0| d,
P Jo

E1CU
< ; Cyl|0z HL2+p4 [z ]|72,

e1cp 9
CoC|| F||%||U ——||uz||72-
LN IVl + e

<

c
On prend € = —— on obtient :

us

Ji| S C||Fl|x||U
I < CIP U+ 4

[
De la méme manieére,

€9CQ co

DA, ||um||L2a

| Jo| < —=Cl[Fl#/|Uls + ——
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6c
on prend €9 = — on obtient

B
af
| Ja| < C[F[l][Ul[3 + —SQPH%LmH%z,
et

S| < CE ]| Ul34,

[Jal < Cpll Ella|U I3,

2
K
|51 < esllollze + —ClIF Ul
€3
_b -
on prend e3 = 5 on obtient

B
|J5] < §||U||2L2 + C|F |l U ||,
| Js| < Cpl| Fl|||U (|9,

1
|7 < ealuaa(0)* + eafuaa (L) + 2—€40pC|IF||H||UHH-

6
En fin, on substitue ces estimations dans 'expression (2.23), et on multiplie par B on arrive

a
Bllvllze <CellU el Flla + ;—pHumHia + prumHiQ +Ealuaz (0)]° + ealuaa (L) (2:24)
Considérons tout d’abord le cas des conditions (2.2), alors,
4]tz (0))* + 4luse (L))* = 0,

en multipliant (2.24) par p, et (2.9) par ¢ et on utilise I'inégalité de Poincaré, puis on

additionne ces deux inégalités avec (2.14) on obtient

3 3 3av
U < ellbllez +2pl0lze + = lluallze + lltaellze < CHUIIE o
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Dans le cas des conditions (2.3) on a
£4[tt (0)* + eafuze (L)[* # 0,

Pour éliminer ce terme on procéde comme suit

on définie la fonction

2
q(x) = —7%+ 1, Vxelo, L]

En multipliant équation (2.8) par q(x)u, dans L?(0, L) on obtient

MP@% qux>L2 - ,U<uxx7 qux>L2 + 04<umcmz> quw>L2 - B(em qu:t>L2 = p<h7 qux>L2'

On pose

Ky = idp(v, qug) 12, Ko = —pu(Upe, quz)r2, K3 = aUppps, QUz)12-
On va calculer les parties réelles de ces fonctionnelles

1. On remplace la valeur de iAu, obtenue de (2.8); on obtient
Re K1 = —pRe(v, qu) 12 — pRe(v, qfs) L2,
on calcule —p Re(v, qu, )2 par une intégration par partie

—p(v, que) 2 = p{(qV)a; V) L2,

= p<qrvva U>L2 + p<qvx7 U>L27

ce qui implique que

_IOKU: qv$>L2 + <U7 qu>L2] = p<QIU7 U>L27
en utilisant la définition de ¢(x), on obtient
Py
~pRe(v,qv.)s2 =~ o]l

alors,

Re(K1) = — 2 [[v]?2 — pRe(v, ¢f,) 1.
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2. Calcul de K5 : En utilisant I'intégration par partie on obtient

KQ - ,U/<uxa q:cux>L2 + ,LL<UI, qu:ﬁx)LQa

'utilisation la définition de ¢(x), conduit &

S 2
_/jl<qu:v7 uzx>L2 - ,u<qux7 ux:]c>L2 == _Nz<uxa uz>L27
o 2
_MR6<QU:C’U:B$>L2 = _z||utc||L27
Re(Ky) = = ju[f2. (2.28)
3. Calcul de K3 :
KS == _a<u:1:xxa qgvux>L2 - a<ua:mc7 qumz>L27
alors,
ReKs3 = —aRe{Ugpe, @utiz) 12 — @RE(Uppe, QUaz) 12, (2.29)
et on aura
_a<uxx:c> qux>L2 = -« ’qgcu:cumc‘g + a<u:m:a qgﬁuxa:>L2 + a<u:c:r:7 qgcxu:r:>L2'
En utilisant la définition de ¢(z), on obtient :
200 9
— aRe(Upps, Quliz) 12 = —fHumHLg. (2.30)

En utilisant I'intégration par partie, pour calculer —aRe(ty ., @y, )2 on obtient
— 0 Uggs QUaz) 12 — O(Usz; QUzae) 2 = — |aq\um|2|§ + Uy Grllia) 12-
En utilisant la définition de ¢(z), on obtient :
— aRe{ttggr, quzs) 12 = G ltae(D)P + Fhea(OF = Fllusel 2. (231

En substituant (2.30) et (2.31) dans (2.29) on trouve

3a

(0% (6%
ReK3 = §|um(L)|2 + §|um(0)|2 - THUMH%? (2-32)
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En substituant 1'équation (2.27), (2.28) et (2.32) dans (2.26) on trouve

« o p 7 B1e"
§|um([’)|2 + §‘umr(0)|2 = EHUH%Z - EHU:B|’%2 + THUMHQH + pRe(U,qu)p

+BRe(0,, quy )2 + pRelh, quy) 2.

On applique I'inégalité de Cauchy Schwartz, puis Yuong on obtient

6 2p
[t (D) + 112 (0)]* < || 172 + ||uz||Lz t7 ||um||Lz —lvllzzllgllz2 fell 22

+ —||9z||L2||q|IL2||ux|IL2 + —||h||L2IIQ||L2||ux||L2,
« «

2p 21 6
e (D + 1 (O < 22 ol 4 2 o2+ sl + CIU o F
al al
25
( 1602 + ||q||m||u$||m) ,

L
Nous avons ||¢|7. = 3 alors,

2p 24 26
D+ O < 20l + (24 2 ) Bl + 5 tals + CIF I Ul

donc
[t (L) + [t (0)* < C (01|72 + luzlZ2 + luzallZ2) + CNU [ F I, (2.33)
en substituant (2.33) dans (2.24) on obtient
SIblls <Ciealols + (G + Sﬂp) ol + ozt 15 ) Mool + CoIU Tl Pl

N

on prend €4 = min {

2wll3e < Ellus2: + pllumlliz + CIU3 M F I3, (2.34)

~dp
Les mémes démarches que dans le cas des conditions (2.2) on obtient

_HUH’H < cllfllZ: + pllvllz: + 5 Huxlle +5 Hume < ClU el [
Alors, il existe M > 0 tel que

[Tl < M|[F|l3.
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d’ot |(iM — A)7LF|| < M||F|| est par suite

(AT = AT F
1]

<M

et
lim ||(iM — A)7Y < M,

[A]—r00

ce qui termine la démonstration.
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Chapitre 3

Stabilité exponentielle d’un systéme en

non-simple thermoélasticité de type 111

Dans le chapitre précedent 1’équation de la chaleur est construite a partir de la loi de
Fourier

q + kb, =0,

et I’équation constitutive

0; + ~vdivg+ ddivu, = 0.

Cette équation signifie qu'un changement de température en un point a un effet sponta-
nément a un point a 'infini ce qui est physiquement faux. Pour corriger ce fait plusieurs
propositions sont faites, parmi eux on note la th’eorie de Green et Naghdi qui ont proposé
d’introduire une nouvelle variable appelée déplacement thermique et de remplacer 'inégalité
de I’entropie par une égalité, deux nouveaux type de thermoélasticité ont apparus qui sont
appelés Thermoélasticité de type II et de type III. Dans ce chapitre on va étudier la stabilité

d’un systéme en thermoélasticité non simple avec thermoélasticité de type III.

3.1 Cas régulier

Consideérons tout d’abord le systéme suivant
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Putt - ,uuxac - ’Yuac;rza: + ﬁatx - 5amxwa dans (07 OO) X (07 7T) (3 1)
a Qg = KOlzy + Mgy + Plpy + OUze,  dans (0,00) x (0,7) .

ol u, o sont respectivement, le déplacement transversal et le déplacement thérmique qui est
définie par
t
@) =al.0)+ [ 6(.9ds
0
ou 0 est la différence de température et p, 14, 7y, a, m sont des constantes constitutives positives

et vk > §%. Ces constantes ont des significations physique bien determinées. On suppose de

plus que u, a satisfont les conditions initiales et les conditions aux bords suivantes

u(z,0) = ug(x), ur(z,0) = uy(x), a(z,0) = ap(z), s (x,0) = ay(z) z € (0,7)

w(0,t) = u(m, t) = Upe(0, ) = ugp(m,t) = az(0,t) = ay(m,t) =0  dans (0, 00).
(3.2)

L’espace d’énergie associé a ce systéme est ’espace de Hilbert
H = (H*(0,7) N Hy(0,7)) x L*(0,7) x H(0,7) x L2(0, ),
ou
H™0,m) = {<p € Hm(O,W);/7r odr = 0} om=0,1let H® = L%
0
On munit H du produit scalaire
(U, U, = / ’ [va* 400" + [T + VUga Ty, + KOTE, + 00T, + 5uma;';] dz,
0
ouU = (u,v,a,Q)T, U* = (u*,v*,a*,@*)T e H.

Remarque 3.1.1. En multipliant (3.1); par u; et (3.1)s par o dans L* puis on additionne,

et on integre par partie on obtient

p/ uttﬂtdx + ﬂ/ uftﬂxtd'x + 7/ uzxﬂxxtdz + 5/ Oéa:ﬂxmtdx + Cl/ attatdx

0 s 0 ™ 0 ™ 0 ™ 0 ™

+K / Oy dr + 0 / Uy OprdT = —M / Oyt Oy dx — 3 / i Ugedr + / Ugripdix,
0 0 0 0 0

cela implique

1d [”

5% [plut|2+a|at|2+ﬂ|ux|2+7|ux:v|2+I{|aac|2+26a:vumx]dm = _m/ O‘ztaxtdl‘
0 0

3 / I / word,
0 0
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alors, l’énergie
1 ™
E(t) =5 / [olud|* + ala]? + plug” + 7|uee* + Klaw® + 20a,u,,]dr,
0

satisfait ’estimation,

E ™ ™ ™
Czl_t(t) = —m/ |ty | d — B/ U dr + 5/ Uy O dT.
0 0 0

3.1.1 Existence et unicité

Pour écrire notre probléme dans le cadre de le théorie des semigroupes on introduit les

nouveaux variables v = u; et 6 = ay, alors, le systéme (3.1) s’écrit :

;
U = 0,

1
Uy = ; (,uuwm — YUgzza + ﬁex - 6amzx) )

Oétze,

1
(915 - - (’iaxm + mewx + Bvx + 5uxxm) y
a

\

ce qu’on peut écrire sous la forme

Ut - .AU,
U (O) - Uo,

ou U = (u,v,q,6) et A est 'opérateur différentiel donné par

0 I 0 0
5
Ppe_Opt o —2ps Pp
A=]| » p p p (3.3)
0 0 0 I
0 ps Bp Epe Mp
a a a a

et I est 'opérateur identité.
Le domaine de A est
D(A):={UeH: ue H3}0,7m),ve H*0,7) N H}0,7),a € H*0,7),0 € H(0, ),
Yug + 0o € H3(0, ), kv + duy, € H?(0,m)}.
Pour établir 'existence et 'unicité d’une solution au systéme (3.1) on applique le théoréme
de Lumer-Phillips, il suffit donc de vérifier que D (\A) est dense et que A est dissipatif et

maximal.
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1) A est dissipatif

(AU, U)y = / Uy OdT — 7y / Ugzpe VAT + 3 / 0, vdx — 0 / Oy VAT + K / QprOdx
0 0 0 0 0
+m / 0,.0dx + 3 / v0dx + & / umx@daz—i—u / VU dx + 7y / Vg U AT
0 0 0 0 0

/1/ Qxaxdx+5/ Qzﬂmdxjté/ Vpe Qpd,
0 0 0

une intégration par partie donne

(AU, U),, = ,u/ ugﬁxdac—y/ Uga Vapadx + 3 9 de+5/ ozmvmdx—/i/ a,0,dz

0 0

—m/ 0,0 da:—ﬁ/ v0,dr — 6 / umeggdm—l—u/ vzﬂxdx+’y/ Vg Uz AT
0 0
—|-I<L/ onzzdm—i—é/ 0,0y dr — 6/ Vyp Qg dix,
0 0 0

donc

(AU, U)y, = 2iIm (p1(ua, Va) 12 + Y (Ugas Vaz) 12 + 0(0ag, V) 12 + B0z, V) 12

+r(ay, 0p) 2 + 004, Upz)12) — m/ |9z|2dx,
0

et par suite

Re (AU, U),, :—m/ |0, ?dxz <0,

donc A est dissipatif.

2) A est maximal.

Montrons tout d’abord que 0 € p(A) .

Soit F' = (f1, fo, 3, f4)T € H, et cherchons U = (u,v,a,@)T € D(.A) solution de
AU = F, ceci s’écrit en termes de composantes

(

V= fla
Ugy — Vlgzze + ex - 5amzx = )
1 gl g pf (3.4)
0= fs,
KOz + m‘gacac + Bvx + 6ua:acm = le4,

\

d’aprés (3.4); et (3.4)3 on a

v=f1€ H*0,7) N Hy(0,7), § = fs € H;(0,).
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En substituant les valeurs de v et 6 dans (3.4); et (3.4), on arrive a

HUgy — YUggoz — 50%:1::1: = Pf? - /Bfoa

KOl + 5“1:0:1: = af4 - mf?)mm - Bflx

(3.5)

Rappelons que L? est séparable et que {sin(nz),n € N} et {cos(nz),n € N} sont des bases
orthonormales et complétes pour L?, donc en développant f;,i € {1,....,4} ,u et a en séries
comme suit

=" aysin(nz), fo=> 7, b,sin(nz),

f3=> " cocos(nx), fi=>", d,cos(n),

u=> " uysin(nz), a=>y " a,cos(nz),

et en utilisant les conditions sur f;,i € {1,...,4} on a

&9] oo oo o
> nflan® <00, > bal* <00, nfen]’ < 00, Y |dnl* < o0
n=1 n=1 n=1 n=1

La substitution dans (3.5) donne
—n? (i + on?) u, — onda,, = pb, + fncy,
—ondu,, — knloy, = ad, +mn’c, — fnan,,

donc
—a,n?B0 — bykp + cy(n35 — nBk) + d,nad

nt(yk — 62) + kun?

Up = )

et

ann(p + 6n?)B + byndp — cyn®(m(p + on?) — B6) — dn(p + on?)a

A = nt(yk — 62) + Kun?

En multipliant I’équation (3.5); par une fonction u* € C§° et I'équation (3.5), par a* € C§°

dans L?[0, 7|, on obtient

7/ uwzxxﬂ*dx‘i‘d/ gz U dx :/ U d,
0 P

™ D
K / gz dr + 0 / Upgr O AT = / podx,
0 0 0

P1 = fUge — pfo+ Bfsz, et oy =afs—mfs,, — Bfi,

ou

une intégration par partie donne

/ (Ve + d0ty) Wy dw = / prutde,
O 70
/ (ko + duy) @ dox = / poa*dx,

0 0
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ce qui signifie que
Vige + 0ty € H*(0, ),
ko + du, € H?*(0,7),

donc

Uy + 6 € H3(0, ),
v (0, ) (3.6)
ko + du, € H?(0, 7).

En multipliant I’équation (3.6); par § et I’équation (3.6), par 7 puis on soustraire, on obtient
a € H*(0,7).

De la méme maniére on trouve
u € H*(0, ).

On a donc (u,v,,0)" € D(A) solution de AU = F pour tout F € H, donc 0 € p(A).
En utilisant le théoréme 1.4.4, du premier chapitre on constate que A est le généra-
teur infinitésimal d’'un Cy— semigroupe de contraction, donc en utilisant la théoréeme 1.4.1,

I’équation U, = AU admet une solution unique, ce qui termine la démonstration.

3.1.2 Stabilité exponentielle

Théoréme 3.1.1. Pour tout (ug, u1, g, 1) € D(A), il existe deux constantes positives

et w telles que, l’énergie associée a la solution (u,v,a, ) satisfait
E(t) < ~ye ™ vt > 0.

La démonstration de ce théoréme se fait a l'aide du théoréeme de Gearhart-Priiss, donc

on doit montrer les deux lemmes suivants

Lemme 3.1.1. Soit A lopérateur défini en (3.3), alors,
iR={i\;\ € R} C p(A).
Preuve. Pour montrer le lemme on procéde en trois étapes comme suit

I) la premiére étape :
Soit A € R, alors,

i —A=A(NAT - 1)
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est inversible si A et (1AA~ — I) sont inversibles,

1. A inversible puisque 0 € p(A) et

2. (iIMNATY = I) est inversible si [iAAT!|| < 1 (d’aprés le théoréme 1.3.3, de I'appli-

1
cation contractile), c’est & dire pour |A| < AT
donc (1AA~! — I) inversible si A €] — ||A7Y|71 AT 7Y et on a

{id A el = AT AT € p(A),

II) La deuxiéme étape :
Si
: -1 —1y _
sup {[|(IAL — A) 7 AT < AT} = M < oo,

on a pour A € Ret |\g| < || A7Y| 71,

i — A=IN — A+ iXg] —iXo],
= (iAol — A) + (1A — i),
= (iXod — A) (I +i(A = X) (ixI — A7),
alors (iA] — A) est inversible si (iAI — A) et (1 +i(A— Xo) (iXo] — A)fl) sont inver-
sibles.
1. (iAol — A) inversible puisque [N\o| < [|[A7||7! et
2. (I +i(A— o) (1Mol — A)™") est inversible si || (i(A — Ao) (iINd —A) ") || < 1,
c’est a dire
A= ol (iAol = A) M < 1,
par suite

IA = No|sup || (ixo] — A) 7| < 1,

1
Al = Aol < A= Aof < e

1
On choisit |Ag| trés proche TAT] on obtient
1 1
Al <+ =
M AT
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donc (I +i(X\— Xo) (iAo — A)~") est inversible pour
ANe|— M — AT, M+ JATY | et on a

{inAel =M = AT M AT € p(A).
L’intervalle ||| A7Y| 7%, |A7||7[ est prolongeable chaque fois ot
sup { [| (AT — A) 7ML Al < AT} = M < 0.

III) la Troisiéme étape :
Supposer que sup {||(iA] — A||, |A| <|| A™! ||7'} = oo, alors, il existe un nombre réel
o #0avec || A7 ||7I< o] < o0 et {iN, [N <| o |} C p(A) et
sup {||iAI — A)7Y||,|\| <] ¢ |} = oo, dans ce cas, nous pouvons trouver une suite
de nombres réels A\, A\, — o, et une suite U,, = (u,,vp, an,0,) € D(A) telle que

[Unllze =1 et [[(iAn] — A)Upnll3 — 0, ceci s’écrit

iAgln — Uy — 0, dans H? . (3.7)
1
iAUn — —(uD?*u, — yD*u, + 3DO, — 0 D*a,)) — 0, dans L2 (3.8)
p
idn — 0, — 0, dans H'. (3.9)
1
iAbn — —(kD*ay, + mD?0,, + BDv,, + §D*u,,) — 0, dans L*. (3.10)
a

en multipliant (i\,/ — AU, ) par U,, dans H, on trouve

<<Z>\n[ - -A>Un; Un>% = Z)\n<Un7 Un>7—[ - <AUn7 Un>H7
= MU 13, — (AU, Uy — 0,

prenant la partie réelle, on trouve

Re((iA — A)U,,, Uy = Rei), ||U, |3, — Re(AU,, Uy )4,
= - R6<AUna Un>'H7

= m/ |DO,|*dx — 0.
0

Donc

1D8,][7. — 0, (3.11)
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I'inégalité de Poincaré donne

16l 2 — O, (3.12)

d’apres (3.9) on a
IOy — 0, — 0, dans L?,

(3.13)
i\nDoy, — DO, — 0, dans L?.

En substituant la valeurs de 6,, dans (3.13); et D,, dans (3.13), on obtient
||O{7'L||L2 — O) ||Dan||L2 — 0

En multipliant (3.10) par Du,, (qui est borné) dans L?(0, ), et en utilisant intégration

par partie, on obtient
iAn (O, Duy) g2 + — (Dan,D Up) 2 + — (D@n,D2un>

J
—§<Dvn, Duy)rz + —(D*u,, D*uy,) 2 — 0.
a a

Comme 6,,, D0,,, Doy, — 0 et Du,,, D?u,, sont bornés on a
(0, Dup)rz + — (Dozn,D Up)r2 + — (DGmD Up)p2 — 0,

par suite

b
—§<Dvn, Duy) 2 + —||D*uy, |32 — 0,
a a

en utilisant (3.7), on arrive a

)
—in 2 (Dun, D) + 211D 22 — 0,
a a

ie
—iAB|| D ||32 + 0] Dty |32 — 0,

donc

Du,, — 0,

1Dl -

| D%yl 2 — 0.
On applique 'inégalité de Poincaré on conclut que

[tnll e — 0, (3.15)
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et (3.7) donne directement

[vall L2 — 0. (3.16)

En combinant (3.11),(3.12),(3.14),(3.15),(3.16) on conclut que ||U,||% — 0, ce qui

contredit le fait que donc ||Uy||,, = 1.

Lemme 3.1.2. l'opérateur A défini dans (3.3) satisfait

. . -1
|,\1|1an sup || (iA] — A) ”.Z(H) < 00.

Preuve. Supposons que ceci n’est pas vrai, c’est a dire
lim sup ||(iA] — A7t 2y = %0

[A]—=o00

alors, il existe une suite (A, )nen €t suite de vecteurs unitaires U, = (up, Up, i, 05,), telles
que | A,| — 400 et [|(iAI — A)U, |l — 0,
ce qui s’écrit par les convergence (3.7)-(3.10).

En utilisant des procédures similaires de celles qu’on a utilisé dans le lemme précedent
on obtient

||D9n||L2 — 07 ||9nHL2 — 0.

En divisant (3.9) par A, et en utilisant le fait que \,, — oo, on obtient

lanll 2 — 0,

| Do, |- — 0.

Puisque (iA\,u, — v,) est convergente et (v,) bornée alors, (Anup), oy st bornée.

Prenant le produit scalaire dans L? de (3.7), (3.10) par D@, et Du,, respectivement, et

on utilise 'intégration par partie, on trouve
<i/\nun, D0n>L2 — O,
et

(X, Dun) 2 + 2 (Dav, D?un) 2 + (D, D?up) 12
a a
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p

)
——(Duvy, Duy) 2 + —(D2un, D2un>L2 — 0,
a a

par conséquent,

)
é(Dvn, Duy) 2 + —(D*uy, D*uy) 2 — 0,
a a
(

ce qui donne, en utilisant (3.7),
_Zﬁ<>\nDuna Z)un>L2 + 5<D2una lDQUn)L2 — 0,
donc
—iBAn | D[22 + 8 || D2y |70 — 0,

cela signifie que

| Dty || 12, [| Dt || 2 — O.
En multipliant (3.8) par v, dans L? on obtient
)
(Mt 00} 12 — (Dt )12 + LD a0} 12 — DBy )12 + (Do, )2 — 0.

p p p P

sachant que
(D?up, vp) g2 — 0, (DO, v,) 2 — 0,
on a
. TR 0, 3
Z>‘n<vnavn>L2 + _<D unavn>L2 + _<D Qs Un>L2 — 0.
p p

En divisant par v, on trouve

n (S n
i(Un, Un) 2 + %(D‘lun, ;)\_n>L2 + ;(D?’an, ;)\_n>L2 — 0.

Comme v,, ~ i\, u, on peut remplacer v, par i\,u,, on intégre par partie on aura
- 2 T in2,, 112 0 2
illvnllze — i [ D7unl[z2 — i (Dag, D7un) 2 — 0.
P P
Puisque
YID*up |32 + 0(Davy, D*uy) g2 — 0,

alors,

HUnHL2 — 0.

En combinant tous ces résultats on conclut que ||U,|ly — 0, ce qui contredit le fait que

|Unll, = 1. ]
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3.2 Cas limite 8 #0et § =0

Supposant maintenant que 6 = 0, le systéme (3.1) se réduit a :

PUt = HUge — VUgzax + 6atx7 dans (07 OO) X (07 7T)7 <3 17)

Aty = KQipy + MOy, + Puy,  dans (0,00) X (0, 7).
En utilisant les mémes conditions aux limites et conditions initiales que dans le cas normal.
On consideére le méme espace de Hilbert que dans le cas général et on le munit par le produit
scalaire

T —
(U,U"), = / [pvﬁ* +abl + pu,a, + yugu,, + /@ag@;] dx.
0

Au systéme (3.1) est associée I’énergie suivante

1 s
B(r) = / [pluel? + alanf? + plua? + Vgl + slaaf?lde. (3.18)
0

Remarque 3.2.1. L’énergie E(t) satisfait l’estimation,

—(t) := —m/ v d$—ﬁ/ atumdm—l—B/ Ugr O dax.

3.2.1 Existence et unicité

Introduisant les nouveaux variables v = u; et 6 = «; alors, le systéme (3.17) s’écrit
(
Uy = 0,
1
Uy = ; (,uu:c;t — VUgzaz + ﬂex) )

Oétzg,

1
Qt - - (ﬁaxx + mezz + va) ’
a

\

ce qu’on peut écrire sous la forme

= AU,
U (O) - Uo,
avec A est 'opérateur différentiel donné par
0 I 0 0
Fp:_Ipt o o PIp
A=1 P p p (3.19)
0 0 0 1
0 Pp fpe Mpa
a a a
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de domaine
D (A) = (H*(0,7) N Hy(0,)) x (H*(0,7) N Hy(0,7)) x H*(0,7) x H(0, )

ou
H0,7) := {cp € H'(0,7); /OTr odr = 0}
Pour établir I'existence et l'unicité de la solution du systéme (3.17) on applique le théoréme
de Lumer-Phillips, il suffit donc de vérifier que D(A) est dense et que A est dissipatif
et maximal. La densité de D (A) dans H est due au densité de C'2° (0, 7) dans tous les
H™ (0,7) ce qui donne la densité de (H*(0,7) N HJ(0,7)) dans (H?(0,7) N H}(0,7)) et de
(H?(0,m) N H}(0,)) dans L? (0, 7).
1) A est dissipatif :

Re (AU, U),, = —m/ |0,|%dx < 0. (3.20)
0

Donc A est dissipatif
2) A est maximal.

Montrons tout d’abord que 0 € p (A).

Soit F' = (f1, fo, f3, f1) € H, et on cherche U = (u,v, «, «9)T € D(A) solution de AU = F,
ceci s’écrit en termes de composantes

’

v = f17
Upy — VUzzzs + B0z = ’
I gl B0, = pf (3.21)
0= fs,
\ FOzx +mby, + Bvx = CLf4,
d’aprés (3.21); et (3.21)3 on a
v = fy € HA0,m) N HL(0,7),0 = f3 € HX(0,7)
En substituant les valeurs de v et 6 dans les équation (3.21) et (3.21)4 on arrive a
Ugpr — VUgrzr = - T
p g pf2—Bfs (3.22)

KQzy = afy —mf3,, — Bfia,
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Pour prouver que I'équation (3.22) admet une solution unique dans (H2(0,7) N H(0, 7)) x

H!(0,7) en applique le théoréme de Lax-Milgram.

On définit Pespace W = (H?(0,7) N H (0, 7)) x H(0, 7).
En multipliant les équations (3.22); et (3.22), respectivement par des fonctions u* € C§° et

a* € C§° dans L]0, 7] on obtient :

—,u/ umﬂ*dx—i—fy/ ummﬂ*dx:/ putde,
0. 0 0

—/-z/ Qe dr = / o dr,
0 0
ou
o1 =—pfa+ Bfs, et 2= —afs+mfs,, + B,
une intégration par partie nous conduit & :

,u/ uxﬂ;dquy/ umﬂ;zdm:/ prutde,
0 9 0 (3.23)

™
k[ aga,dr = poa"dx.
0 0

On additionne (3.23); et (3.23)9, on trouve :

u/ uxﬂ;dxjtfy/ umﬂ;xdw+fi/ axa;dx—/ golﬂ*dx+/ o d.
0 0 0 0 0

Pour (U, U*) on définit une forme bilinéaire a(-, ) et une forme linéaire L(-) par
a(U,U*) = ,u/ u$ﬂ;dx+7/ Uy U AT + H/ agadr.
0 0 0

™ ™
L(U") = / o utde +/ poodz,
0 0
ou U = (u,a) et U* = (u*, ).
On montre que a(-,-) est continue, coercive et L(-) est continue

1) Continuité de a(-,-) :

?

la(U,U*)| :’u/ uxﬂ;dx—l—”y/ umﬂ;xdas—%/ﬁ/ .,
0 0

™ ™

0
™
0 0 0

< pfluall e gl o+ el g2 03]l 2 + el g2 gl 2
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alors,
a(U,U)] < max(ye, . ) a2 0”122 + ot 12z 2
ezl 2.

en on déduit
a(U,U) < C(uaallze + ez + sz + oz + e llzz + llallz2)
x (e + ez + s llee + logallee + llagllze + la*llsz ).

on conclut que :

(U, U)] < CIUwl[U|lw-

/wlﬂ*dx—i-/ ot dx
0 0

< lleallzzllullze + o2l 22,
< maz(|eallzz, lallz2) (w22 + lla*(lz2),
< U lw-

2) Continuité de L(-) :

LU =

)l

2)Coercivité de af(-, ) :

a(U,U) :,u/ uzﬂxdx—l—fy/ umﬂmd:ﬁ—l—ﬁ/ a0 dr,

—u/\wﬁm+v/lwﬁm+ﬁ/!%hm

> min(ye, v, 6) [ tall? + ot + Nl 2]
>Co U I -

a(+,-) bilinéaire, continue et coercive sur W et L(-) est linéaire et continue sur W, on

conclut qu'il existe une solution unique U* € W = (H?*(0,7) N H}(0,7)) x H(0,7) telle

u/ uxﬂjcda:jt'y/ umﬂ;‘;zdaz~l—/€/ axaj;da::/ golﬂ*d:c+/ poad*d.
0 0 0 0 0

En substituant (u*, a*) = (u*,0) et (u*, a*) = (0, a*) respectivement on obtient :

T 1 v
/ Uy Uy AT = —/ (Utlgy + 1) U dz,
0 Y Jo

s 1 s
/ aa,, dr = — / po"d,
0 kJo
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et comme fitl,, + @1, 92 € L? on conclut que

Uge € H?(0,7),

a € H?*(0,m),
par suite donc

u e HY0,7),

a € H*0, ).
On a donc (u,v,a,0)" € D(A) solution de AU = F pour tout F € #, donc 0 € p(A)
et comme ||A| < 1 la théorie des opérateurs confirme que (I — .A) est inversible d’ou la
maximalité de A. Le théoéme de Lumer-Phillips assure que A est générateur infinitésimal

d’un Cy-semigroupe de contraction. Le théoéme de Hille-Yosida assure I’existence et I'unicité

d’une solution de systéme, ce qui termine la démonstration.
y ) q

3.2.2 Stabilité exponentielle

On montre que la solution de (3.17) satisfait le résultat du théoréme 3.1.1, ceci se fait

en démontrant les deux lemmes qui suivent

Lemme 3.2.1. Soit A lopérateur défini en (3.19), alors,
iR = {i\; A € R} C p(A).
Preuve. Pour montrer le lemme on procéde en trois étapes

Les deux premiéres étapes se font comme ci-dessus. Nous passons donc directement a :

III) La Troisiéme étape :
Supposer que sup {||(iA] — Al|, |\ <|] A7 [T} = oo alors, il existe un nombre réel
o#0avee || A7 ||7I< |o] < 0o et {iX [N <| o |} C p(A) et
sup {||GiAI — A)7!||,|\| <] o |} = oo, dans ce cas, nous pouvons trouver une suite
de nombres réels ()\,), avec A, — o, et une suite des vecteurs unitaires U,, = (u,,

U, O, 0,) du domaine D(A) telle que || (1A, — A)U, |l — 0, ceci s’écrit
iy, — v, — 0 dans H. (3.24)

1
iAUp — —(uD*u, — yD*u, + 3D0,) — 0 dans L*. (3.25)
p
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iy, — 0, — 0 dans L2 (3.26)
iAnOy — %(/@DQ% +mD?0, + $Dv,) — 0 dans L>. (3.27)
En multipliant (¢AI — AU,,) par U,, dans H, on trouve :
((iIM — AU, Uy = i\ || U3, — (AU, Uy gy — 0.
Prenant sa partie réelle, on trouve :
Re((iA I — A)U,, Up)y = — Re(AU,,, Uy)n.
En utilisant I’équation (3.20), on trouve :
Re((iA] — AUy, Uy = m /0 " 1D6, 2dr — 0. (3.28)

Donc

| D0, ||z2 — 0,

I'inégalité de Poincaré donne

10n]l L2 — 0.
D’apreés (3.24)
iAo, — 6, — 0,
iN,Day,, — DO,, — 0,

(3.29)

En substituant la valeurs de 6,, et D6,, dans (3.29); et (3.29), on obtient :
lan]| 2, [[Dan | 2 — 0,

En multipliant (3.27) par Du,, dans L?(0, ), ce qui est borné, et en utilisant I'inté-

gration par partie, on obtient :
iMy(On, Dup)p2 + — <Dan,D Up)p2 + — <D9n,D Un)r2 — é(Dvn,Dun>Lz — 0.
Comme 6,,, Do, DO,, — 0 et Du,,, D*u,, sont bornés on a
iA(On, Dup)r2 + — (Dan,D Un)r2 + — (DHH,D Up)pz — 0,
par suite

—E(Dvn, Duy)p2 — 0,

a
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en utilisant (3.24), on arrive a :
—iX\, B|| Dug |72 — 0,

alors

||Duy||rz — 0.

En applique l'inégalité de Poincaré on conclut que :
||tn]| L2 — O,

En combinant tous ces résultats on conclut que ||U,|l — 0, ce qui contredit le fait

que ||Uy]l,, = 1.
]
Lemme 3.2.2. ['opérateur A défini dans (3.19) satisfait :
. . 1
|/\l|21}noo sup || (iA] — A) ”.Z(H) < 00.
Preuve. Supposons que
. . 1
|){|Z—T>noo sup || (iA] — A) 2 =
Alors, il existe une suite (A\,)nen et suite de vecteurs U, = (un,Vn,an,6,), telles que
An| — Fooet |Unlln =1, (AT — A)Upll — 0.
n—-+00 n—-+o0o
Cela implique que
iy, — v, — 0 dans H? (3.30)
1
iMUp — —(puD*u,, — yD*u, + 3D0,) — 0 dans L? (3.31)
P
idn — 0, — 0 dans H* (3.32)
1
iy — —(kD*ay, +mD?*6, + BDv,) — 0 dans L. (3.33)
a

Les mémes manipulations utilisées dans le cas précédent nous donne
1Dl 22, (0] L2 — 0,

||an||L2v HDan”L2 — 0,

43



”Dun”LQa ”unHL2 — 0.

Il reste montrer que (v,), et (DQun)n tendent vers 0.
Pour ce faire, On définit les suites : ¢, = [ va(y)dy et & = [0

Se sont des suites bornées dans Lz, en effet

ol = ([ onto dy) we [ [an [“iwa < [ [ i<

d’ou
|énll L2007 < .
de la méme maniére on aura

||§n||L2(o,7r) <.

En multipliant (3.33) par ¢, dans L?, et on intégre par partie on arrive &

<Z/\ Qn, ¢n>L2 + — <DOén, D¢n>L2 + — <D¢9n, D¢n>L2 — é<.D1Jn, ¢n>L2 — 0. (334)
D’autre part on a

(iAabn, dn) = iN, [ 0,0, dx,
=i\, foﬂ 0,0, dx + i\, foﬂ EaUndx — i\, foﬂ U, d,

d _ _ (3.35)
= foﬂ d—(fni)\n¢n)dx — i\, fo Enpd,
x
= [&idn®y ]y — idn [y Ealndr = —id,, [ &unda.
1
En remplagant i\,v, par —(uD?u, —yD",) de (3.31), on obtient
p
- 1 2 4 H 2 7 4
<£naz>\n'U>L2 = <€n7 ;([LD Up — ’YD un)>L2 = <£n> ;D un>L2 - <€n7 ;D un>L2
en intégrant par partie on arrive a
(€nsiAn0) 2 = — (0, “Duy) 2 — (DO, L D) 12
P P
puisque (D6,,),,(0,), tendent vers zéro et (Du,), (D?u,,) sont bornées, on obtient
(MO, b)) 12— 0. (3.36)
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En substituant (3.36) dans (3.34), on arrive a :
—E(Day, Do) 12 = (DO, Déu)is = 2 (D 60) 12— 0,
a a a
en substituant la valeurs de ¢,,, on obtient
K(Da,, vp) 2 +m(DO,,v,) 12 + B{vp, vy) 2 — 0. (3.37)
Puisque Da,, DO, — 0 et v,, sont bornées, on a
K(Daun, vy) 12 +m(D0,, v,) 2 — 0,
en substituant dans (3.37), on obtient
||UTLHL2 — 0.
En multipliant maintenant(3.31) par u,, on trouvé
- 2 Ry B
(tAp U, Up ) 2 — = (D up, up) 12 + — (D Uy, Uy )2 — = (DO, up) 2 — 0.
P P P
Sachant que u,, est bornée et Df,, — 0, cela implique
s

——<D9n, un>L2 — 0.

p
L’équation devient comme suit

(iM Uy U ) 2 — E(D2un, Up)r2 + z(D4un, Up)rz — 0. (3.38)
P P
D’abord, nous avons
<i>\nvn7 un>L2 = _<Un; Z‘)\nun>L27
et v, — 0 et i\, u, sont bornées, de ce qui précede, on conclut que :
<i)\nvna un>L2 = _<Um Z')\nun>L2 — 0.

En substituant dans (3.38), et on intégre par partie on arrive a

H(Dun, Duy)re + 1<D2un, D?uy) 2 — 0.
p p

puisque Du,, — 0 on obtient
| D?up || 2 — 0.

En combinant tous ces résultats on conclut que ||U,|lx — 0, ce qui contredit le fait que
Ul = 1. Alors, d’apreés le théoréme de Gearhart-Priiss la solution est exponentiellement

stable, ce qui termine la démonstration. O
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Résumé

Dans ce mémoire on a étudié I’existence, 1’unicité et la stabilité asymptotique de quelques systémes
en théorie de thermoélasticité avec élasticité non-simple.

Le premier systéme est un couplage entre une équation hyperbolique du déplacement est une équation
parabolique de la chaleur, on a montré I’existence, ’unicité et la stabilité exponentielle de la solution
en deux cas des conditions aux bords.

Le second systéeme est un systeme en théormoélasticite de type Ill dont 1’équation de chaleur est
remplacé par une équation hyperbolique avec une nouvelle variable représente le déplacement
thermique. On a montré la stabilité exponentielle de ce systéme.

La méthode utilisée pour I’obtention de ces résultats et le théoréme de Hille-Yosida basé sur la théorie
des semigroupes et théoréme de Gearhart-Priiss basé sur la théorie spectrale des opérateurs.

Mots clés : Stabilité exponentielle, thérmoélasticité de type IlI, théoreme de Gearhart-Priss,
semigroupes des contractions.

Abstract

In this dissertation we studied some systems in non-simple thermoelasticity and prove the well-
posedness and exponential stability results.

The first system is a coupling between the hyperbolic equation of the displacement and the parabolic
equation of the heat, we prove the well-posedness and that the solution decays exponentially in two
case of boundary conditions.

For the second system we deal with a type Il thermoelasticity where the heat equation is replaced by
a hyperbolic equation with a new variable o called thermal displacement, we prove that the solution
decays exponentially.

The method used to obtain these results is Hille-Yosida theorem based on semigroups theory and
Gearhart-Priiss theorem based on spectral theory.

Key words: Exponential stability, thermoelasticity of type 11l , Gearhart-Priiss theorem, contraction
semigroups.
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