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Introduction générale

Depuis les temps lointains, I’homme s’est intéressé aux problemes de contact entre deux
corps. Ces probléemes de contact, avec ou sans frottement, entre deux corps élastique ou
entre un corps élastique et une fondation rigide, abondent en industrie et dans la vie de tous
les jours. Le simple contact du sabot de frein avec la roue, d'une roue de voiture avec la
route, du piston avec la chemise, ’enfoncement progressif dans un pouf ou un fauteuil lors
d’une posture assise, les multiples frottements entre plaques tectoniques ou encore 1’écou-
lement de la lave lors d'une éruption volcanique, ne sont que quelques exemples qui font
partie d’une liste non exhaustive de problemes de contact. Vu I'importance du phénomene,
des éfforts considérables ont été consacrés a la modélisation, ’analyse des processus phy-
siques provenant des contacts avec frottement entre des corps élastiques. Par conséquent,
une théorie mathématique générale de la mécanique du contact (Mathematical Theory of
Contact Mechanics : MTCM) a fait récemment un progres impréssionant, voir par exemple
[[13], [15], [9]] et les références qui y’a sont incluses.

Les phénomenes de contact impliquant des corps déformables abondent dans I'indus-
trie, notamment dans les structures mécaniques : ils sont variés, fortement non linéaires et
complexes. La problematique du contact est essentiellement de savoir comment réagissent
les structures lorsqu’elles subissent ces forces. Le caractére de ce contact peut jouer un role
fondamental dans le comportement de la structure : sa élastiquent, son mouvement...Les
problemes de contact étant non linéaires, la modélisation des phénomeénes de contact pose
des difficultés.

Notre but dans ce mémoire est d’étudier théoriquement le probleme de contact avec frot-

tement entre deux corps élastiques, ce probleme connu sous le nom de probléme de Signiorin.



Notre objet ici est ’étude de ce méme probleme pour des matériaux ayant une loi de

comportement élastique non linéaire de la forme :

Ou of, u’ et e(u’) représentent respectivement le champ des contraintes, le champ des dé-
placements et le tenseur des déformations linéarisé, on suppose que la frontiere de Qf est
constituée de trois parties disjointes deux a deux I'' = T{ UTSUTE TiNTY = @, Vi # j.
On suppose que les parties T'Y, TS, T'Y sont mesurables au sens de Lebesgue de N — 1 dimen-
sionnelle. La formulation classique du probleme mécanique sera notée par P. Ce mémoire se

divise en deux chapitres.

Dans le premier chapitre, le but est d’introduire les éléments nécessaires pour une bonne
compréhension de la suite du probleme traité. Nous commencons par décrir le cadre phy-
sique dans lequel nous travaillons ainsi que le modele mathématique correspondant, tout en
donnant la loi de comportement et conditions aux limites qui apparaissent dans mémoire.
Ensuite, nous aborderons le cadre fonctionnel permettant ’analyse mathématique des pro-
blemes ainsi considérés. Nous terminerons ce chapitre en passant en revue quelques résultats
fondamentaux d’analyse non linéaire, concernant les inéquations variationnelles, les équa-

tions d’évolution.

Dans le deuxieme chapitre, en premier lieu on considere le probleme mécanique P dans
le cas ou la loi de comportement est non linéaire. En utilisant la formule de Green, ainsi
que l'inégalité de Korn, on propose deux formulations variationnelles P; et P;. Le probleme
P, est la formulation variationnelle qui dépend uniquement de I'inconnue «‘, tandis que le
probléme P, ne dépend que de of. En utilisant le théoréme de Stampachia concernant les
inéquations variationnelles elliptiques, ainsi que des hypotheses de régularité qu’on imposera
par la suite, on démontre que IP; possede une solution unique. Par le méme résultat que dans

le cas du probleme P, nous prouvons l’existence et I'unicité d’une solution du probleme Ps.
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Notations générales

Ensembles des nombres réels.

Ensembles des entiers naturels.

Constante réelle strictement positive.

C’est a dire.

Gradient de I'application ¥ : VU = (0¥, ..., On V).
Divergence de I'application ¥ : Div¥ = 01V + ... + Oy V.
Sous-différentiel de I'application W.

Paire d'un espace produit X x Y.

Espace des tenseurs d’ordre deux symétrique sur RV,
Produit scalaire sur RY ou Sy.

La norme euclidienne sur RY ou Sy.

La norme sur 'espace X.

Le produit scalaire sur ’espace X.

Espace dual topologique de I'espace X'.

Le produit dual entre X' et X.

Presque partout.

Ouvert de RY (N = 1,2,3), parfois domaine Lipchitzien.
L’adhérence de Q.

La frontiere de Q°.

Les parties de frontiere 'Y,

Mesure de Lebesgue (N-1) dimensionnelle de T%.
Mesure superficielle sur I'¢.

Normale extérieure unitaire a I'¢.



D'(€Y)
L*(QY)
-l 22y
L>=(Q9)

-3 e

<., .>V(QZ)
(v
Qo2
KRN

Les composantes normales et tangentielles du champ vectoriel ¢ défini sur Q.
L’espace des fonctions réelles continiment différentiables sur Q.

L’espace des fonctions réelles indéfiniment différentiables et a support compact
contenu dans .

Espace des distributions sur 2.

L

Espace des fonctions u® mesurables sur Q¢ telles que Jo [ufPdz < o0

La norme de L2(Q) définie par [|u|| 2(r) = (fo [u![2dQ0)>.

* mesurables sur QF telles que

Espace des fonctions u
de>0: [uf] <0, p.psur Q.

L’espace (L?(Q%))V.

L’espace (H*(Q))V.

L’espace (L2(Q4))Y*N.

L’espace (H'(Q¢))5 V.

Espace de Sobolev d’ordre % sur It

Lespace (Hz(D%))N.

L’espace dual de Hz(I').

L'espace dual de Hye, i.e HL., = (H 2 (%))

Le produit de dualité entre H~2(I'Y) et H2(T'Y).

e

(¥, ¢)
sup

11
La norme de H_%(FZ) dfiniepar ||\I’||H—%(F4) - —

Le produit scalaire sur V(Q) défini par : (v°,w")yqr) = (e(vY), e(w’)) e
Le produit scalaire sur V défini par : (v,w)y = (', w')y @) + (V% w0?*)v 2.
Les domaines occupés par les corps déformables.

Les parties de T = W

L’interface de contact entre les corps Q!, Q2.

Vecteurs des déplacements dans le domaine Qf, on écrit u}

les composantes du vecteur dans la base canonique.

Tenseur des contraintes correspondant au déplacement u® on écrit o

les composantes du tenseur dans la base canonique.

Valeurs des potentiels électriques dans le domaine Q.

Tenseur linéarisé des déformations : (g(u));; = 3(9;u; + Oju;).



o'u’ Produit tensoriel (matriciel) de u* par o* : (0*.uf); = of ;.uf.
O'f; Composante normale des contraintes a la frontiere du domaine : O'f; = (o))"

ol 1’ est la normale unitaire sortante sur le bord du domaine QF.

ot Vecteur composante tangentielle des contraintes a la frontiere du domaine.

uf7 Composante normale du déplacement u’ sur le bord du domaine : uf; = utnt.
uf;.ne Vecteur composante normale du déplacement u’ : (ufi.ng)i = ufl.nf .

ut Vecteur composante tangentielle du déplacement u’ : uf = u’ — uj.n".



Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Formulation mathématique d’un probleme de contact

avec frottement

1.1.1 Contraintes, déformations :

On considére un corps déformable occupant un domaine 2 de RY (N = 2, 3) de fronticre
I' supposée assez réguliére, rapporté a un systéme d’axes orthonormés Oz;(i = 1, N), I'objet
du probleme, du point de vue mécanique, est d’étudier le nouvel état d’équilibre du corps
matériel, résultant de I'application des forces volumiques sur €2 et des forces de traction sur
une partie de la frontiere I'. Les inconnues du probléme sont le champ des déplacements
u:Q — RY et le champ des contraintes o : Q) — Sy.

La loi fondamentale de la mécanique des milieux continus exprimant 1’équivalence du
torseur des efforts extérieurs et du torseur des accélérations pour un systemes matériel

quelconque, conduit a [’équation d’équilibre :
Divo+ f =0 dans (. (1.1)

O f: Q — RY représente la densité des forces volumiques sur et Divo est la divergence
du tenseur o.
L’équation(1.1) équivaut a N relations scalaires, il est évident du simple point de vue

mathématique que cette équation ne suffit pas a modéliser le probleme d’équilibre d’un corps



élastique car, par exemple, les N composantes u; du champ des déplacements ne figurent pas
dans cette équation. Du point de vue physique par ailleurs, il faut remarquer que 1’équation
(1.1) exprime une loi universelle valable pour tous les solides. Si donc cette équation suffisait
a déterminer tous les parametres, cela signifierait que, soumis a des conditions identiques,
les divers milieux continus auraient des comportements identiques. Ceci est naturellement
absurde.
L’équation (1.1) est donc insuffisante, a elle seule, a décrire I’équilibre des corps matériels,
elle doit étre complétée par d’autres relations que l'on désigne sous le vocable général de
lois de comportement, caractérisant le comportement de chaque type de solide.

Dans la suite, on considérera que des solides élastiques dans 1’hypothése des petites
transformations, dans ce cas, la loi de comportement est exprimée par une relation entre le

champ des contraintes et le champ des déformations linéarités ¢ : 2 — Sy défini par :
1
e = (87;]'), Eij = i(duj + @ul) dans Q, (12)

ou 0; et 0; représentent les opérateurs de dérivation partielle respectivement par rapport
aux variables z; et x;. Dans la suite, on va appeler ¢ champ des deformations, pour tout
x € Q) le tenseur (z) € Sy s’appelle tenseur des déformations en z. Des fois, pour marquer
la dépendance du champ u par rapport au champ des déplacements u on va noter £(u) au

lieu de «.

1.1.2 Loi de comportement élastique.

C’est une lois de comportement de la forme
o= F(e(u)). (1.3)

Ou F' : Sy — Sy est une application linéaire ou non linéaire. Cette loi peut modeler quelques
propriétés mises en évidence par les expériences de chargement monotone : linéarité de la
courbe o0 = o(e) (suivant que F soit linéaire ou non), durcissement ou adoucissement de
la courbe 0 = o(e) (suivant que F soit monotone ou non). Par contre, ni le fluage, ni
la relaxation ne peuvent étre décrits par la loi (1.3). En effet, si par exemple a U'instant

t =0 on ae(0) = &g et on maintient la déformation constante e(t) = g9 V¢t > 0 il résulte



o(t) = F(eg), Vt > 0. Par conséquent le modele (1.3) ne peut pas décrire le phénomene
de relaxation mis en évidence par les essais expérimentaux. De méme, pour I’équation (1.3)
les courbes charge-décharge ¢ = o(e) coincident. Ce modele ne peut donc pas décrire les
déformations résiduelles ce qui justifie I'introduction d’autre lois constitutives capables de

modeler ces phénomenes.

1.1.3 Conditions aux limites

a) Conditions aux limites de déplacement-traction :

Supposons maintenant que la frontiere du domaine est constituée de trois parties dis-
jointes deux a deux : ' = 'y UT, U3, I NT'; = @ pour ¢ # j. Soit n = (n;) le vecteur
unitaire extérieur a I'. Pour simplifier, nous nous plagons dans le cas statique et par consé-
quent le temps n’interviendra pas par la suite . Nous considérons les conditions aux limites

suivantes

u=¢ sur Ty (1.4)
on=g sur I. (1.5)

La condition (1.4) est appelée condition aux limites de déplacement, sa signification consiste
en ce que le champ des déplacements est imposé sur la partie I'y de la frontiere I', la fonction
¢ étant une donnée du probleme, (par exemple, ¢ = 0 le solide est encastré sur la partie I'; de
sa frontiere). La condition(1.5) est appelée condition aux limites de traction . Elle signifie
que le vecteur des contraintes de Cauchy on est imposé sur la partie I's de la frontiere,
g représentant la densité des forces appliquées de surface et constituant une donnée du
probleme. I'y = & le probleme aux limites est un probleme de traction pure et si I'y = @
et probléeme aux limites est un probleme de déplacement pur. Si le parties I'y et I's sont
toutes les deux de mesure de Lebesgue N-1 dimensionnelle strictement positive, le probleme

considéré est un probleme mixte déplacementtraction.

b) Condition aux limites de contact avec frottement de coulomb :
On suppose maintenant la contact entre deux corps élastiques occupant les domaines
O 02 c RY et pose I's la partie de contact . Nous considérons les conditions aux limites

suivantes :



On définit le déplacement normal relatif d’un corps par rapport a ’autre sur la zone de
contact T's par [u,] = u; +u2 ot 7)° est la normale unitaire extérieure a Q.

On définit le déplacement tangentiel relatif d'un corps par rapport a ’autre sur la zone
de contact 'y par [u,] = ul — u2.

La continuité des contraintes sur l'interfaces I's se traduit par :

r=0
sur T'. (1.6)

=0,

RN

Puisque les deux corps Q',Q? représentent deux corps élastiques, cette propriété se

traduit mathématiquement par l'inégalité :
[uy] <0 sur I (1.7)

Dans les pointes de I's tels que [u,] < 0, il n’existe pas de contact entre Q' et Q* donc

le vecteur des contraintes de Cauchy s’annule, on a
[u,] <0=0,=0 sur I (1.8)
Aux points de I's tels que [u,] = 0, le contact entre Q', Q? se produit , on a
un]=0=0,<0 sur I (1.9)

Alors, Les conditions sur la partie limite I'3 contrainte par les conditions de contact unila-

térales de friction de Coulomb integrent les conditions de Signorini :
[Un] S 07 Oy S Oa On[un} - 07 (110)

o7 < —poy  si fur ] =0

" 111
o, = uan&uj‘ st [u;] #0 (L11)

ou o0, et o, est la composante normale et tangentielle, respectivement, de la contrainte
limite, et [u,] représente le saut des déplacements dans la direction normale : soit le contact
(a.i. [u,] = 0) ou séparation (a.i. [u,] < 0) sont autorisés. En d’autre formule ([u,] < 0) est

la condition de non-pénétration, [u,| représente le saut des déplacements dans la direction



tangentielle et © > 0 est le coefficient de frottement. Il s’agit d’une version statique de la
loi de Coulomb et doit étre considérée soit comme un modele mécanique adapté au cas
des chargements proportionnels, soit comme une premiere approximation d’un modele plus
réaliste basé sur une loi de frottement u', u? (voir par exemple Shillor et Sofonea (1997),
Rochdi (1998)). La loi de frottement (1.11) stipule que le cisaillement tangentiel ne peut
pas dépasser la résistance de friction maximale —puo, Ensuite, si I'inégalité est vérifiée, les
surfaces adheérent et sont appelées «état de collagey, et 1'égalité tient pour un glissement
relatif, ce que l'on appelle I’état de glissement. Par conséquent, la surface de contact I's
est divisée en trois zones : la zone de baton, la zone de glissement et la zone de séparation
dans laquelle [u,] < 0, i.e, il n’y a pas de contact. Les borns de ces zones sont des frontiéres
libres puisqu’elles sont a priori inconnues, et font partie du probleme. Il n’y a pratiquement
aucune littérature traitant de ces frontieres libres.

Pour résumer, les conditions de contact avec frottement (1.6), (1.10) et (1.11) s’écrivent

d’une maniere combinée de la facon suivante :

)
Il
|

Q

sur Is. (1.12)

)
\‘
VAN
|
=
)
33

’UT’ <_ILLO-77 :>[u7_]:0

o | =—po, =3IN>0, o, =—-Au,]

1.1.4 Formulation mathématique d’un probleme de contact avec

frottement

On considere ici le probleme mécanique qu’on va étudier dans le chapitre 2.

1

Probléme P :pour ¢ = 1,2. Trouver les champs des déplacements v = (u',u?) avec u’ :

10



0f — RN et les champs des contraintes o = (0!, 02) avec of : QY — Sy, tels que :
ol = Ft(e(ut)) dans Qf
Divo + f* =0 dans Qf
u' =0 sur I

on =g sur Fé

(
(
( sur Is.
(
(
(

1.2 Rappels d’analyse

1.2.1 Rappels sur les espaces de Hilbert

Soit H un espace vectoriel réel et (.,.)y un produit scalaire sur H c’est-a-dire (., .)y :

H x H — R est une application bilinéaire symétrique et définie positive.

On note par || . ||g application de H — R, définie par :
I = (), (113
et on rappelle que || . ||z est une norme sur H qui vérifie 'inégalité de Cauchy-Schwartz :
(u,vyg <|| v l||gll v ||g, Vu,veH. (1.14)

On dit que H est un espace de Hilbert si H est complet pour la norme défnie par (1.13).
Soit H' I'espace dual de H c’est-a-dire ’espace des fonctionnelles linéaires et continues sur

H muni de la norme :

= sup V2D
ver—{0y |Vl

ou (.,.)grxpy représente la dualité entre H' et H.

11



Théoréme 1.1. [12/(Théoréme de représentation de Riesz-Fréchet) : Soit H un
espace de Hilbert et soit H' son espace dual. Alors, pour tout ¢ € H' il existe f € H unique

tel que
(0, V)< = (f,v)m Vv e H.
De plus

1@l = |1 f |-

L’importance de ce théoréme est que toute forme linéaire continue sur H peut se repré-
senter a l'aide du produit scalaire. L’application ¢ — [ est un isomorphisme isométrique

qui permet d’identifier H et H'.

1.2.2 Espaces de Sobolev

On commence par un bref rappel de quelques résultats sur l'espace de Sobolev H!(Q)
défini par :
HY(Q)={uc L*Q)| omwecL*Q) i=1,...d}.

D’abord, on note par Vu le vecteur de composante d;u. On a V € L*(Q)? pour tout u €
HL(Q).

On sait qui H(€) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire :
(U, V) i) = (U, V) r2(0) + (Oiu, O;v) 120,
et la norme associée :

l .
| w @)= (U, u) f ), et on éerit || u 7=l w 1720 + | Vi 1220 -

On a les résultats suivants :

C'(Q) est dense dans H'(Q)
Théoréme 1.2. (Rellich)

HY(Q) c L*(Q) avec injection compacte.

12



Théoréme 1.3. [2] (trace de Sobolev)
11 existe une application linéaire et continue 6 : H*(Q)) — L*(Q) telle que du = ulr pour tout

u € CHQ).

Rémarque 1.1. L’espase L*(T") ci-dessus represénte l'espace de fonctions réelles sur T’
qui sont L? pour la mesure super-cielle dU. L’applications § s’appelle application de trace,

elle est définie comme le pronlongement par densite de lapplication u — ulr définir pour

u e CY(Q).

Rémarque 1.2. On note que lapplication de trase 6 : H'(Q) — L*(T') est un opérateur

compacte.

1.2.3 Espaces fonctionnels

On introduit dans cette section les espaces de type Sobolev utilisés en mécanique et
associés aux opérateurs divergence et déformation, on montre leurs principales propriétés,
notamment les théoremes de trace. On rappelle aussi quelques espaces de fonctions définies
sur un intervalle réel et a valeurs dans 'espace de Hilbert. Toutes les notations ainsi que
les espaces fonctionnels utilisés dans ce memoire sont introduits dans cette section. Nous
désignons par Sy lespace des tenseurs symétriques d’ordre deux sur RY, ou de maniére
équivalente, ’espace des matrices symétriques d’ordre N. Les produits internes et les normes

correspondantes sur R et Sy sont

u' =l |V = (I/Z,VZ)% vul, vt € RY
1
olrt = O'fj.Té-, | 78 |l= (75,792 Vo', 7% € Sy

Ici et ci-dessous 7,5 = 1,2, ..., N, et la convention de sommation sur les indices répétés est
adoptée. Soit deux domaines bornes Qf, [ = 1,2 de l'espace RY (N=2,3) Il y a domaine borne
avec une frontiére Libshitz I'* et soient n° = (n?) le vecteur normale extérieure unitaire a I'*.

Introduisons les espaces de Hilbert suivants, associés aux inconnues mécaniques u’ et o :

13



H' = {u’ = (uf) Juf € L2(Q")} = (L*(2))",
HY = {u’ = (uf)/uf € HY(Q)} = (H'(Q))Y, (1.15)
H ={o" = (0};)/0f; = 0%, € L2(QZ)} (L2(Q))5 ™,

| M= {of = (o1)) /oy € HI(Q), 0y € H'):

Les espaces H*, H{, H*, H{, sont des espaces réels de Hilbert munis des produits calaires

donnés par :

( Yt = fQZ uf

( Vit = Joewivide + [o, Vu'.Vi'tde,
(0", 73 = [qe 0f;.mhd,

( e = Jor ol mhdr + [, dive’ divrd.

(1.16)

Respectivement Ici € : Hf — H* et div : H{ — H* sont les opérateurs de déformation et de

divergence, définis par :

7,

c(ut) = %(wf +(VAT),  dive’ = (o', )

Les normes sur les espaces H, HY,H', H¢, sont notées par ||.|| e, -y W-llees Nl
respectivement.Siot v* : Hf — Hpe est la application de trace.
Puisque la frontiere I' est Lipschitzienne, le vecteur normal extérieur & la frontiére est défini
p.p. Pour tout champ de vecteur v € HY nous utilisons aussi la notation v pour la trace
‘v* de v* sur I'* et nous notons par I/f; et l/f les composantes normales et tangentielles de
v’ sur I' données par :
¢ 0.0 ¢ A

v, =v.m, Ve =V — V0.

Soit H{, est un dual de Hype = Hz(TYN et soit (., .)—1.1 re désigner 'appariement de dualité
entre H, et Hye. Pour chaque élément ot € H{, soit o'V’ est un élément H{, donne par :
(c"n", vV = (0, (V")) g + (dive’, v e W' € HY.
Désigne par af; et 0! la trace normale et la trace tangential de of € H¥, respectivement. Si
R s . =t
o’ est continfiment différentiable sur Q' tel que :
¢ ¢

0‘77 = (UKUE)’nZa o, = O-ZT/Z - Uf;,r/7
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Y. 00 00
(e, YV 110 = | o' AV da,
2727 Fe
pour tous v* € HY, ol da est un élément de mesure de surface.

L’espace des déplacements admissibles V* est un sous-espace fermé de HY défini par :
Vi={ e H /W' =0, sur T3}

Puisque mes mes(I'{) > 0, I'inégalité de Korn s’applique sur V il existe une constante c; > 0

dépendant uniquement de Qf et I'? telle que :
le@) lle> i ||V [le,  V2* € V. (1.17)
Sur V‘nous considérons le produit scalaire donné par :
(W, 5o = (e(ub), (V")) g,  Vub, vt € VY, (1.18)
et soit ||.[[y¢ la norme associée, i.e.
Fe@) llye=ll v* NIz, Vv* € V™ (1.19)

Par I'inégalité de Korn, il vient que |||y« et ||.||z¢ sont des normes équivalentes sur V¥ et
ainsi (V*, ||.|[y¢) est un espace de Hilbert réel. En outre, par le théoréme de trace de Sobolev,

il existe une constante ¢y > 0, dépendant uniquement de Q°, I'{ et I's telle que :
|V 2 < co ||V |lye,  WF €V (1.20)
Afin de simplifier les notations, nous définissons les espaces produits :
V=V'xV? H=H"'xH? H =H xH?

H=H xH> H=H xH

1.2.4 Rappels d’analyse non linéaire dans les espaces de Hilbert

Définition 1.1. Soient A : H — H un opérateur non linéaire. On dit que 'opérateur A

est :

1. monotone si

(Au— Av,u —v)g >0, Yu,v e H,
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2. fortement monotone s’il existe m > 0 tel que
(Au— Av,u —v)g >m | u—v |3, Yu,v e H,
3. Lipschitz s’il existe L > 0 tel que
| Au— Av ||p<||u—v ||g, Yu,v € H,
4. hémicontinu si

Vu,v € H, lapplication t — A(u+tv): R — H' est continue.

Rémarque 1.3. Soient A: H — H un opérateur et a : H x H — R la forme définie par :
a(u,v) = (Au,v) Yu,v € H (1.21)

On a alors les propriétés suivantes :
1. a est bilinéaire si et seulement si A linéaire
2. a est continue si et seulement si A continu.
3. a est coércive si et seulement si A est défini positif.

Lemme 1.1. si A: H — H est un opérateur fortement monotone et Lipchitz, Alors A est

inversible et A1 fortement monotone et Lipschitz.

Théoréme 1.4. [6/(Théoréme du point fize de Banach)
Soit K une partie non vide et fermé de l’espace de Banach X et soit A : K — K une

contractante, i.e, Ik €]0, 1] tel que :
| Aw) —A(v) ||x <k|u—v]x, VYurvelX.

Alors il exists un unique élément u € K tel que A(u) = u, i.e, possé de un point fize

unique dans K.

Nous allons ainsi utiliser une version du théoreme de point fixe de Banach que nous
présentons ci-dessus.
Pour cela, nous rappelons que les puissances de 'opérateur sont définies récursivement

par A" = A(A"1) pour n > 2.
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Théoreme 1.5. Sous les mémes conditions du Théoréme 1.4, on suppose que A" est une

contractante pour un certain entier n > 2. Alors A admet un point fixe unique dans K.

Définition 1.2. Une forme bilinéaire a : H x H — R est continue s’il existe un réel M > 0

tel que :
la(u,v) lu <M | uwllg [l v|a, YuveH.

Définition 1.3. Une forme bilinéaire a : H x H — R est dite coercive s’il existe une

constante m > 0 tel que :
a(u,u) > mllul}, Yu € H.

Théoréme 1.6. [12/(Théoréme du Laxz-Milgram)
Soit X un espace de Hilbert, a : X x X — R une forme bilinéaire continue et coercive.
Soit | : X — R une forme linéaire continue. Alors, il existe une solution unique u € X qui

satisfait :
a(u,v) =1(v), VveX. (1.22)

De plus, si a(.,.) est symétrique, alors u est caractérisé par la propriété :

1a(u,u) —(u,u)yg <

5 a(v,v) — (v,v)y, YreX. (1.23)

N | —

Théoréme 1.7. [6/(Théoréme du Stampachia)
Soit X un espace de Hilbert, a : X x X — R une forme bilinéaire continue et coercive.
soit K C X un sous-ensemble convexe fermé et non vide, et soit | : X — R une forme

linéaire continue. Alors, il existe une solution unique u € K qui satisfait :
a(u,v —u) > l(v —u), YveK. (1.24)
De plus, si a(.,.) est symétrique, alors u est caractérisé par la propriété :
1 1
uve K Qa(u,u) — (u,uyy < Ea(u, v)—(v,v)g, YveK. (1.25)
Définition 1.4. Soit u* € HY. Alors e(u?) =0 si u* € RY, i.e

R = {u' € Hf /e(u") = 0}. (1.26)
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Théoréme 1.8. [10/(inégalité de Korn )

Soit V¥ un sous-espace fermé de HY tel que :
VENRE = {0}. (1.27)
Alors
le(@llpee = Cllullg,  Vu' € V" (1.28)

o C' > 0 ne dépendant que Q° et V.
Supposant maintenant que 02 =T =T, UTy avec 't N Ty = 0, est une partition de I' et

soit V' le sous-espace fermé de Hy, définie par :
V={ueH/yu=0p.psur '} (1.29)

Corollaire 1.1. Si mes(I'y) > 0, alors l'inégalité de Korn (1.25) est vérifiée sur les sous-
espace V' définie par (1.26).

En utilisant ce résultat, il vient

Rémarque 1.4. Si mes(I'y) > 0, alors Uapplication u — ||e]|y est un norme sur les sous-

espace V' définie par (1.26), équivalente a la norme canonique ||.| g, -
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Chapitre 2

Etude variationnelle d’un probléeme
non linéaire de contact avec

frottement

Dans ce chapitre, on considere une probleme statique de contact avec frottement de
coulomb entre deux corps élastiques ayant une loi de comportement non linéaire. En utilisant
la formule de Green et I'inégalité de Korn, on établit deux formulations variationnelles du
probléeme considéré, (notés Py, Py) dont 'avantage est que la premiere formulation ne dépend
que du champ de déplacement, tandis que la deuxieme dépend uniquement de tenseur de
contrainte. En utilisant le théoreme de Stampachia, on démontre que chacun des problemes
P, et Py, possedent un solution unique. Et on termine ce chapitre par étudier le lien entre

les solutions des problemes variationnels Py et Ps.

2.1 Formulation du probleme et hypotheses

2.1.1 Position du probléeme

Dans ce paragraphe, on considere le probléme non linéaire suivant :

Probléme P :Trouver les champs des déplacements u = (u!,u?) avec u’ : Q° — R et les
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champs des contraintes o = (0%, 0?) avec o : Q° — Sy, =1,2 tels que :

~—~~ —~
N N
[N
~—_—  ~—  ~— =

[\
=~ W

ol = Ft(e(uh)) dans Qf
Divo + f* =0 dans Qf

[\

u’ =0 sur I

on =g sur Fg

(a) o, =0, =0y,
0) [ug] <0, 0y <0, oyfuy] =0
() o} = —02=o,
sur I's (2.5)
@ lor| <-o,
(e) |or| <—po, =lu)=0
[ (f) lor| ==poy =3IA>0, or=—Au]

Ou o, désigne la contrainte normale (ou pression de contact), [u,] désigne l'arréte pour le
saut relativement au champ du déplacement & travers I's, [u,] et o = o'’ — O'T]T]E représente
la composante tangentielle de contrainte. L’équation (2.1) représente la loi de comportement
élastique, ott F* est un opérateur linéaire ou non linéaire , 'équation (2.2) représente 1'équa-
tion d’équilibre ou f¢ désigne la densité des forces volumiques agissant sur le corps élastique
occupant le domaine QF les relations (2.3) et (2.4) sont des conditions aux limites classiques
des déplacements-tractions. Les conditions aux limites (2.5) représentent les conditions de

contact de Signorini avec frottement, sur I's (voir Fig.1.).

YRRy,
\ A/

n r

FiGURE 2.1 — Contact avec frottement entre deux corps élastiques
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2.1.2 Hypotheses

Pour étudier le probleme PP, on aura besoin des hypothéses de régularité suivantes :

FY Sy — Sy est un opérateur tel que :

a) :3m >0 (F'z,e) — F(z,62))(e1 —2) >m | g1 —ep |*: Ver,60 € Sy aix € QF
:3AL >0 | FYz,61) — F(x,89) |<K L | ey — ey | : Ve, 60 € Sy aix € QF

Ve € Sy : x> F'(x,¢) est lebesgue mesurables sur 0

d) :Tapplicatons x — F*(z,0) € H*

(2.6)
ffeHY, (=1,2 (2.7)
g € Hi, (2.8)
tandis que le coefficient de frottement est tel que
pe LTs), p>0 sur I' (2.9)

Rémarque 2.1. .

L’hypothése (2.6) nous permet de considére ’'opérateur noté encore par F* défini par :

F:H — H telque
Fle(x) = F¥(x,e(x)) Vee H' 2z € QF

En effet, si e € H* en utilisant (2.6.a), il résulte que x — &(z) est une fonction mesurable

de Q° & valeurs dans Sy et d’aprés (2.6.b), il résulte :
|Fle(x)|?dr < L2/ le(z)|?dr < +o00
ol Qf

On a donc F¥(g) € H*
On remarque également que d’aprés (2.6.a.b), Vopérateur F* : H* — H’ est un opérateur

fortement monotone et de Lipchitz, car il satisfait aux inégalités :

<Fe(€1) — F%é?z),&l — €2>7_[£ Z mH&?l — 82”3_[@ V€1,€2 c He (210)

||F£(81> — Fé(ﬁg)HHZ S L||61 — 52”’}-{‘ v&fl,ég c /He (211)
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Rémarque 2.2. Etant donnée que l'opérateur F' : H* — H' est fortement monotone et
Lipchitz, lopérateur F* est donc inversible et (F*)~% : H' — H* est également fortement

monotone et Lipchitz.

Rémarque 2.3. Les hypothéses (2.7), (2.8) sont des hypothéses de régularité sur les données
f, g qui sont nécessaires pour que le probleme (2.3)-(2.5) ait une solution de la régularité
u € Hy, 0 € Hy. En effet, puisque o° € HE, € =1,2 alors Divo € H® et d’aprés (2.2), il

vient f¢ € H*, de plus o'n’ € HY, ce qui entraine que g € Hll“g en utilisant (2.4).
Pour I'étude du probléme P, on consideére le sous espace fermé V (2¢) de H{ défini par :
V(Q)={VeH V=0 pp sur I'}. (2.12)
Et on considere 'espace V défini par :
V =V(QY) x V(Q?). (2.13)
Sur cet espace, on définit 'opérateur bilinéaire comme suit :

<.,.>Vi VxV =R
2 (2.14)

(=1

Lemme 2.1. si mes(I')) >0, £ = 1,2 V est un espace du Hilbert muni du produit scalaire
(., v

Démonstration. 1l est clair que l'opérateur (.,.)y est une forme bilinéaire positive, symé-

trique. On pose
Iy = v/ v (2.15)
En utilisant I'inégalité de Korn, il résulte qu’il existe une constante m’ telle que :
Il = m I g W € V.

Pour m = min(m!',m?), on a ||v||y > m|jv|lz, Vv € V ce qui nous permet de conclure
que si ||v]ly = 0 alors v = 0, d’ou il résulte que (.,.)y est un opérateur défini positif et par

conséquent (.,.)y est un produit scalaire sur V. O
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Il ne reste que de démontrer que V est complet. Ceci est clair en utilisant le fait que V

est fermé dans H;, ce qui achéve la démonstration.

Rémarque 2.4. Les deux normes ||.||v et ||.||z, sont équivalentes sur V.
1l est facile de voir que 'application :
= flvtat +/ ge.z/ngdfg
Qf ry

est une forme linéaire continue sur V(Q), en appliquant le Théoréme de représentation du
Riesz-Fréchet, il résulte qu’il existe p* € V(Q) tel que :

(" V) v = / frvtaat +/ gt vintdrty vt e v(QY (2.16)

Q¢ ry

2

et soit j : HE x V. — R étre le fonctionnel
o) == [ ol (2.17)
I's

ot |.| dénote la norme euclidienne. soit o € HY,le fonctionnel j(a,.) est continu, conveze et
non différentiable. Ainsi o € H{ est conveze et semi-continue inférieurement sur V.
On pose ¢ = (o', ?) . En outre on définit respectivement les ensembles des “déplacement

admissible” et l'ensemble des “contrainte admissible” suivants :

Ua={v=0w"1*)eV / ) <0 suls} (2.18)
Yaa(g) = {7’ € H, /Z@{g(%”w +j(g,v) > {p,v) Yve Uad} , (2.19)
=1

ol
Hi={o=(c",0%) € Hilo'n' = o™ sur D3}

aussi, pour tous g € Hy avec gylrs < 0 Uensemble Xoq(g) est non vide (g € Yaa(g)) fermé et
conveze.

Soit a Uapplication définie par :

a:VxV—=R
2 2 2.20
a(v,w) =Y (F'(e(v")), (e(w")))pe = Z/ Fi(e(v")).(e(w"))d (2:20)
=1 =1/
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2.2 Formulation variationnelle.

Dans ce paragraphe, on s’intéresse a la formulation variationnelle du probléme considéré
qui consiste dans une premiere formulation, notée Py, a trouver les champs des déplacements
u = (u',u?) tandis que dans la seconde formulation, notée P, , on cherche les champs des

contraintes o = (0!, 0%). Ces résultats sont basés sur le lemme suivant :

Lemme 2.2. Si le couple des fonctions (u, o) est une solution du probléeme P alors :

u € U, 0 € Xgq(0), (2.21)
Z(O’Z, (W) — (")) g + (o, v) — jo,u) > (g, v —u)yy Vv € Uy, (2.22)
D (=0 e(u))pe = 0 VT € Saa(o). (2.23)

=1
Démonstration. Siot v € U, en utilisant la formule de Green on obtient :

2 2
Z(O-E’ g(ye»ﬂg = — Z<DiUU€, VZ>H€ + Z<0-K77£7 V£776>H£ZXHFea

2
{= (=1 /=1

—

donc
2 2 2
Z(O’e,E(VE»He =— Z Divo’ v dQf + Z/ o'nt vintdrt.
=1 =17 =1 /T

De (2.2) et (2.3) on obtient

2 2 2 2
Z(ae,e(ﬂ»%e :Z/ fe.z/dQE—l—Z/ gg.yengdfg—FZ/ o'nt vintdlry
=1 =1 7 =1 /1% =1 7T%

et de (2.16)

Z<U€75(V£)>Hé - <907 V>V+/F Un[Vn]dF3+/ UT[VT]dP37

(=1 I's

d’apre (2.18) on déduit
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donc

S (0 e e = (puvhy — | Jonl[w2]ldTs.

=1 I's

En utilisant (2.5.d), on obtient :

Z Due = (o, >V+/ poy|[vr]|dls.

=1 I's

Alors de (2.17) on déduit

> (0" e + ilo,v) = (0, v)v (2.24)

donc

2
Z(ae, e(u’)) gy Z DwalZ u'dQt + Z/ o'nt ulntdlt,

(=1 (=1

De (2.2) et (2.3) on obtient

2 2 2 2
Z<O’€,€(7/€)>H2 = Z flatdt + Z/ g“untdll + Z/ o'n’ ulntdly
=1 =179 =175 =175

et de (2.16)

2
> (ot e = <907U>V+/ oyluy]dls +/ or[u-]dls.
/=1 I's I's
En utilisant (2.5.b), on obtient :

Z<U£,€(u£)>7{e = (p,u)y —l—/F o [u,]dls.

/=1
Soit
I3y ={xels/ |os| < —poy},

3o ={a€ls/ o] =—poy}.
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Donc

2
/=1 32

Z<O‘£,€(U,Z)>'Hz = <gp,u)v+/F o-[u]dls +/ o [ur]dls .

En utilisant (2.5.e), on obtient :

2
(=1

S (o (Y = (o, uhy + / o1 [ur]dTs,

de (2.5.f) on a

Y (ot e(upe = (pyu)y = A | ur][*dLs,

=1 s
donc
2
> (o' e(u))e = (o u)v — [ ow||[ur]|dTs.
=1 s
Alors

S (0! o)) = (o, uby + / 0[]/ dTs,

s

de (2.17) on résulte :

Z<UZ7 g(ue»?-{/ +j(o,u) = (p,u)v.

(=1

de (2.24) et (2.25) on obtient

Z(UZ7€(VZ)>H‘Z - Z(Ueag(ue»?-ﬂ +]’(g, V) - j(o‘7 u) > <907 V)V - <90’U>V7

/=1 /=1

donc

D (0h () = e(@))pe + (o v) = jlo,u) 2 (0,1 — w)y

Dot l'inégalité (2.22).

Pour v = 2u € U,y et pour v = 0 € U,y dans (2.22), il résulte :

D (0" (@) + (o, u) = (g, uhy.

(=1
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On a

S ol e+ lo.v) = 3 (o, eW!) — et + (o) — (o)
+ 340" e () + (o)

En utilisant (2.27), (2.19) et (2.22), il en découle :

2

V veUy: Z(ag,a(ye))# +j(o,v) > (o, v —u)y + (@, u)y
=1

Ou encore :
2
> (0" e + ilo,v) > (0, v)v
=1
Ce qui implique que o € ¥,4.
On a

D’ou l'inégalité (2.23).
En tenant compte la remarque 2.2, le lemme précédent nous permet de considérer les deux

formulations faibles du probleme P.

Probléme P; Trouver les champs des déplacements v = (u',u?) avec u® : Qf — RV,

tels que :

w€ Uy, Flle(u'))n! = F2(e(u?))n? sur T3

1 (2.28)
a(u,v —u) + j(F(e(u), v) = j(F(e(u)),u) = (o, v —u)y Vv € U
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F(e(u)) = F'(e(u')) ou F(e(u)) = F*(e(u?)). (2.29)

Probléme P, Trouver les champs des contraintes o = (o, 0?) avec o : Q° — Sy, tels que :

0 € Saa(0), Y (r' =0, (F)(0")pe 20 V7 € Taa. (2.30)

(=1

Les détails de ces correspondances peuvent étre trouvés dans [11]. Ainsi, le probleme (2.28)
peut étre réécrit comme la formulation hybride directe suivante :

Problem P; puor ¢ = 1,2. trouver les champs de déplacement u’ : Qf — RV, tel que :

u€ Uy Fe(w'))n' = FA(e(wW®))n* =on  swrls (2.31)

a(u,v) = (o, v) +{on, a]) 110, +or [ve]) 11 p, YweV (2.32)

(o0, V] [unbf%,%,rg >0 VveUu (2.33)

(0, [0r] = [l .y — (10, | D] | = | [ie] Dapy 20 VeV (230

Pour chaque corps 2¢. Nous définissons la fonctionnelle d’énergie potentielle totale J* par

1
JHY = §a(y€, VY — (e VeVt

et on pose
Jw)=J'Wh + 2V WweV (2.35)

I’énergie potentielle totale du systéme a deux corps. Avec I'hypothése mes(I')) > 0, le
fonctionnel J est convexe, G-différentiable et coercitive sur V. Le théoréme suivant (view
[16], Théoreme 3.8) permet de remplacer I'inégalité variationnelle (2.28) par un probléme

de minimisation.

Théoréme 2.1. Soit 6 € H, et supposons G : Upg — R est de la forme G(v) = J(v)+j (6, v)
ou J(.) et j(6,.) sont convezes et semi-continues inférieurement et J(.) G-différentiable sur

U,q. Alors, si ug est un minimiseur de G sur Uyg.
(DJ(ug), v —ug) +7(0,v) —j(O,ug) >0 Vv € Uy. (2.36)

Inversement, si (2.36) vaut pour ug € Uy, alors ug est un minimiseur de G.
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Dans (2.36), D.J(ug) est le gradient de J. Puisque J est un quadratique fonctionnel,

(2.36) est précisément
ug € Upa,  a(ug,v —ug) +7(0,v) — j(0,up) > (p,v —ug)y Vv € Upg. (2.37)

Avec I'hypothese mes(T']) > 0, le fonctionnel J(.) + j(6,.) est strictement convexe et coer-
citive, alors il existe une solution unique a (2.36).

Avec les préparations ci-dessus, le probleme de contact unilatéral avec le frottement de Cou-
lomb peut étre formulé comme le probléme de minimisation contrainte.

Probléme I/PSI Puor ¢ = 1,2. Trouver les champs de déplacement u’ : Q¢ — R, tel que :

u € Upg, Flle(uh))n' = F2(e(u?))n? sur T3

(2.38)
J(u) +j(F(e(u)),u) < J(v) +j(F(e(u),v) Vv € U

Rémarque 2.5. Le lemme 2.2, nous permet de conclure facilement que si (u,o) est une
solution réguliere du probleme P alors u est une solution du probléme Py et o est une solution

du probleme IPs.

Dans la suite on s’intéresse a étudier le lien entre les problémes variationnels qu’on a

introduit et le probleme P. On commence par.

Théoréme 2.2. Pour o° = F¥(e(u')), € =1,2 et siu= (u',u?) € V est une solution du

probléme variationnel Py, alors (u,o) est une solution du probléme P.

Démonstration.
a/(2.2) : Pour tout ® € D’ = (D(QY)Y, on pose ® = (P!, d?) avec P>* =0,/ = 1,2
en substituant v = u £ ® € U,q avec (2.28) et o° = F*(e(u)) et en utilisant la formule de

Green, ainsi que 'inégalité (2.16), on obtient :
0< / ole(v' —uhdQ — | FF —uh)dQ' — / gt (vt —u')dI
Qt Qt ry
_ / ot (v — ut)drt — / (Dive’ + f9)(' — u')dQ!
¢ (914

=4 / (Dive® + f)®'d0’
(914
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ce qui implique (2.2).
b/(2.4) : Soit v € Uy, en appliquant la formule de Green, on obtient :

2
Z(aenz,(vz—u) H! XH£+Z vh—ub)

=1
2
g ol e(v') —e(u H/H—E (Dive®, V" — H4+E =)
=1

Pour o = F*(e(u')), de I'équation d’équilibre, on conclut :

[\

Yo W = +Z V=g =) (Fe(u)),e(v') — e(u))pe.

/=1 /=1

Ce qui implique en utilisant (2.28) :

Mm

(o', (v = ")) mr ng+Z WY ge + j(o,v) = jlo,u) > {p,v —u).

~
Il

1

Et de (2.16), on tire :

2
Z " —u')n' H X Hyy +Z V=) e+ j(o,v) = j(o,u)

=1
2 2
2 Z(fga Vi — )y + Z(gga (v~ UZ)UE>H’FZ X Hyg
=1 =1 : 2
Ou encore :
2 2
D o0’ W =y ey, + (0 v) = (o) = D (g (v = w0 )y ey (2:39)
=1 =1 3

Pour tout w® € D(QFUTHYN. On pose w = (w!,w?) avec w?=* = 0 par substitution de
v=utw € Uy dans (2.39), il vient :

AN .
o' ) g ey = (85 W iy sy
D’ou la condition (2.4)
¢/(2.5) : Pour tout w* € Hf et w'n’ = 0 sur T'{ U} avec w)) = 0 sur I'§ et w] = w? sur I

si on pose w = (w!,w?) pour v =u+w € Uyy de (2.39), on tire :

2

> / olwtdly = 0.
I's

{=1
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C’est a dire

1.1 _ 2,1
/ aTwTng = —/ O'TCL)TdF3.
I's T's

Et donc : ol = —02 sur I'3 et de (2.28), d’ou la condition (2.5.a.c) siot w* € D(Q* UT3)Y,

1
wt =0, wh < 0sur I's, sion pose w = (w',w?) w** =0, en remplacant v = u £ w € Uyq

dans (2.39), on trouve :
(o', w'n g e, > 0.

Et puisque w! = 0, wf7 < 0 sur I'3, on a alors

<U$7W£>H’stHp3 > 0.
D’ou
<0 sur Iy (2.40)
maintenant, par u € U,g on a

[u,] <0 sur Ij (2.41)

Pour v = 2u € U,y et pour v = 0 € Uy tell que u, = 0 dans (2.39), il résulte :

2

2
0.0 0 ¢ VAN
E <U77>U77>H’Z><HFZ = E <gaU77>H',_,tz-
T 1"2 F2
(=1 (=1

Et moyennant (2.4) avec u‘n’ = 0 sur I'{ on a donc
2
Z/ o'nfutntdls = 0.
=113

En utilisant (2.5.a), on obtient :

ou encore :
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D’ou
opluy] =0 sur T (2.42)

De (2.40), (2.41) et (2.42), on conclut (2.5.b).
Suppose que v € U,q avec v, = u, sur ['s et utilise (2.4),(2.5.a.b) dans (2.39) on obtient :

[ (el = ol lyata = [ (orlur] = ponfurlara > 0 (2.43)

I's

et on pose v, = 2u, (respectif v, = 0) dans (2.43) on déduire

/ (orlue] = ] Ty = (2.44)
de (2.43) et (2.44) on a :
/F (0-[a] — poy|[2][)dTs > 0 Vv € Ung (2.45)
s
et soit N = {zx € I's/|o;| > —po,} de v € Uy avec [v;]|r,—n = 0 et [v;]|y = —o, dans
(2.45), on déduire :
[ ol = oot = 0 (2.46)

puisque |o,| > —po, et 0, <0 sur N, alors —|o,| — po, <0 et |o.| # 0 sur N, implique :
—lo,|* = poylos| >0 sur N. (2.47)
Utilisant (2.46) et (2.47), on obtient mes(N) = 0, on déduire :
lo-| < —po, p.p sur I's

et donc (2.5.d) vérifie
utilisant maintenant (2.5.d) et (2.44) on déduire :

orlus] — pop|lus]| =0 pp sur Ty (2.48)
de plus,de (2.5.d) on obtient :

0= o,[u,] - MUnHUT” > —|or||[ur]] = /~L0n|[u7]| > —|[u]|(lo-] + :uo'n) >0
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donc

—|[u-](lo+] + poy) = 0 (2.49)

pour |o.| < —puo, : de (2.49), on déduire [u.] = 0, donc (2.5.e) vérifie.
pour |o.| = —puo, : de (2.48), on déduire

orlus| = NUWHUTH = —|o-|.|[u]]

donc on déduire qu'il existe une constante A > 0 telle que [u.] = —No,, donc (2.5.f)

vérifie. O]

Théoréme 2.3. Pour o' = F*(e(u’)), u € V, si o = (o1,0?) est une solution du Py, alors

u est une solution du probleme Py

Démonstration.
On suppose que o = (o', 0?) est une solution de (2.30), on commence par démontrer
que u € Uyg. On suppose que u ¢ U,g et notons par u, = (ul,u?) la projection de u sur Uyq

qui est caractérisée par :
(U — U, V) > (Us — Uy Us) > (Uy — U, u) YV E Uyg. (2.50)
Ce qui nous permet de conclure 'existence d’un nombre o € R tel que :
(Uy — u, V) > a > (uy — u,u) Vv € Uy, (2.51)
On introduit la fonction 7, définie par :
7= (15,7 = (e(ul —ub), e(u? —u?)) €H (2.52)

En utilisant le produit scalaire défini par (2.14), on déduit :

2
Z e(ul —ub) Hz>a>z e(ul —ub),e(u’))ye Vv € Uy

(=1

Et de (2.5.b), on a

2
Z ;LLZ > o > Z 'HZ Yv € Uad- (253)

(=1
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Et, en prenant v = 0 € U,y dans (2.53), il vient :
a < 0. (2.54)
Il est aisé de vérifier que
(he(Wgn + (12, e(V®))2 > 0 Vv € Upg. (2.55)
En effet, on suppose qu'il existe v, = (v}, 12) € Uy tel que :
(rese(a))wn + (12 e(W))az < 0 (2.56)
puisque S.v € Uy : VB > 0, si on remplace v = S.v,, dans (2.53), il vient :
BUT e + (T2, e(i))ne) > @ VB >0

Et en faisant tendre  vers +o0o avec (2.56), on déduit que o« < —oo , ceci constitue une

contradiction avec le fait que a est un réel. On déduit :
(rhe(W g + (72, ez > 0 Vv € Uy

maintenant en utilisant (2.30), (2.19) on déduit :

2
Z Due +5(ov) = (o, v)vy Vv € U, (2.57)
=1

et,en utilisant (2.55) on obtient :

2
Z<Tf7 HHFZU e(W e +3(0,v) 204 (p,v)y Vv € U,
=1

donc :
2
Z<Tf+0ja5(l/£)>7—t€ +j(07 V) > <(107V>V Vv e Uad7
(=1
en disant

T + 0 € Xaa(0). (2.58)
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Choisir 7 = 7, + 0 € Xu(0) dans (2.30), et of = F*(e(u’)) on obtient

D (i e(@))pe >0, (2.59)

(=1

en utilisant maintenant (2.53) et o < 0 nous trouvons

(tf e(u’))qe < 0 (2.60)

WE

o~
Il
N

Les relations (2.59) et (2.60) constituent une contradiction, on déduit alors que u € Uyg.
Il reste a prouver 'inégalité donnée en (2.39).
En utilisant le théoreme de représentation de Riesz, nous définissons I'opérateur non linéaire

R:V —V par

Alors des hypothéses (2.6) sur F* impliquent que R est strictement monotone, coercitif et
lipchitzien opérateur, d'une part le fonctionnel j(o,.) est propre, convexe et continue du
bas sur V' Puis résulte de la théorie des inégalités variationnelles elliptiques [5] du deuxieme

espéce, nous avons lexistence de 7 = (71, 72) € H telle que

> T e(v) = e(u))pe + jlo,v) = jlo,u) = (p,v —uhy VeV, (2.61)

prendre v = 2u et v = 0 dans (2.61), alors

D T e + (o,u) = (p,u)v, (2.62)

=1
soustraire (2.62) de (2.61), cela signifie que T € ¥,4(0).
Par conséquent, de (2.30) et o = F¢(g(ut)), on a

> eW)e =) (ot e VT € Sag
D eW)e + j(o,u) 2> (0, e(u))ye + jlo,u) VT € Sag,

35



de (2.62) on obtient

(pu)y = Y (0% e(u))pe +j(o, ).

2
=1
L’inégalité inverse suivre de (2.19) puisque 0 € X,4(0) et u € Upg.

Par conséquent, nous conclusions que

(pupyy = (0%, e(u))pe + (o). (2.63)

(=1

En utilisant encore (2.19), on a
i(az,e(ué) — e(u"))gye + jlo,v) — jlo,u) > (o, v —u) Vv € U, (2.64)
et of = Fl(e(u!)), o = (0),02) € H; on déduit que u est une solutison de le probleme
P, O
Théoreme 2.2 et Théoreme 2.3, permettent de déduire ce qui suit :

Corollaire 2.1. Supposons Uhypothése (2.6), (2.7) et (2.8). Soit ¢ = (o',0?) est une
solution du probléme variationnel Py et , u = (ul,u?) € V est donné par o* = F'(e(u?)),

¢ =1,2. Alors (u,0) est une solution du probleme P.
De plus, le théoreme 2.2 et le lemme 2.2 permettent de déduire ce qui suit :

Corollaire 2.2. Supposons I’hypothése (2.6), (2.7) et (2.8). Soit u = (u',u?) € V est une
solution du probléeme Py, et ot = F¥(e(u?)), £ = 1,2. On a o = (0',0?%) une solution du

probleme Py

2.3 Existence et unicité de la solution
Le but de ce paragraphe est de prouver quelques résultats d’existance et d’unicité des
solutions des problemes variationnels Py, Py, et de préciser le lien entre ces problemes.

Théoréme 2.4. Sous les hypothéses (2.6) - (2.8) et (2.7). Alors il existe Cy > 0 qui ne
dépend que de U, T¢ et F*, £ = 1,2 tel que si || pu || zo(rs)< Co alors il existe une solution

unique (u, o) du probléme P. De plus, la solution satisfait

uweV, o¢&H;.

36



Proposition 2.1. Soit 6 € H, et (u}, u2) la solution de (2.37), alors :
(F*(e(uh)), F*(e(u3))) € Ha. (2.65)

Démonstration. Soit w = (wy,wq) ot w* € D(Q° UT3)N et [wy] = 0 sur I'3. Alors

v=utw € U, dans (2.37) donne :

> (Fhe(up)), e(wme = (p,w),

/=1

3¢

et en utilisant(2.20), avec w'n’ = —w3~n3~* sur I's on a

2
Z/ Fe(s(ug))s(wé)dﬁzz/ féwnge—i—/ g'wntdrs,
—1 /9 Qt e

2

en applicquent la formule de green on obtient

2 2 2
3 / Fi(e(ub))e(wh)d’ = 3 / F(e(ub))e(w)anl — 3 / otnfestytdr".
=1 7/ —1 /Y =1 /T
Alors )
> / F'(e(ub))n‘w'n'dls = 0.
=171
On a

/r {F'(e(ug))n' — F*(e(ug))n*}w'n'dl's = 0.

Par conséquent, nous concluons que F'(e(up))n' = F?(e(u?))n? sur T's

Alors (2.65). O

Nous considérons maintenant I'opérateur A : 7:21 — 7/{\1 défini par
A(0) = (F'(e(up)), F*(e(ug))). (2.66)
On a les résultats suivants.

Proposition 2.2. Il existe Cy > 0, tel que, || it || poory)< Co, L'opérateur A admet un point
fize unique 0* € H,.
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Démonstration. Soit 0; € 7/{\1, pour i = 1,2 et soit u; les solutions de (2.37), on a

a(uy, ug —u1) + j(01,u2) — j(01,u1) > (@, up — uy)
a(ug, uy — ug) + j(O2, ur) — (02, u2) > (0, ur — ug).

Ainsi, en utilisant (2.20), on déduit que

> [ (Petu)) = P eluf) = s(uasy <

(2.67)
301, u2) — j(0r,ur) + (02, ur) — j(02, us)
De l'inégalité de Korn et (2.6), donner
2
D (F(e(u) = Fi(e(uy)),e(uy) —e(uy) = Co | wn — us |} - (2.68)

(=1

En utilisant (2.17), on obtient

301, u2) = j (01, ur) + (02, ur) — (62, u2) = /F p(O01y = Oa) (|[ua]] = [[uar]])dT's,
5
pour que
J(01,uz) — (01, u1) + §(02,u1) — j(O2,u2) < Oy || o || zooryyl] 01 — O |l - || ur — w2 v
et en utilisant (2.67), (2.68) avec le théoreme de trace, on a

[wr —u2 [v< Cs [ w1 |[roe g || 61— 02 [|oes - (2.69)

En mettant (2.6) et (2.67), cela donne :
2
| A0, — 40, 13, < S | el — o) 12 (2.70)
=1
De plus, de (2.69) et (2.70), on obtient :

| A0y — Ao (|3, < Cs || [ zoors) || 01 — 02 ||y,

on concluons que 'opérateur A est une contraction si || pt ||z (ry) < CLB Par le théoreme du

point fixe de Banach, on obtient que cet opérateur a un point fixe unique 6* € ﬁl. [
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Proposition 2.3. Pour chaque 0 € 7—71, il existe un solution unique oy € 7—71, tel que

2
0o € Lag(0) D ((F) o), 7" = of)pe > 0 VT € Saa(6). (2.71)
=1
Démonstration. Soit o € ﬁl, il est facile de vérifier que I'application

2

T > ((F) 7o), )

(=1

est une forme linéaire continue sur H; (pour o fixe). De plus, en utilisant le théoreme de

représentation de Riesz, on pouvons définir I'opérateur F : H; — H; par la relation

(B, Ty, = ((F) Yo", ™) Vo,m €Hy (2.72)

=1
En gardant a l'esprit (2.6) et I'inégalité de Korn, on déduisons que l'opérateur E est for-
tement monotone et Lipschitz contiunous sur E. Aussi, ¥,4(6) est un sous-ensemble fermé,
convexe et non vide de ﬁl.
D’apres le théoreme de Lions, Stampacchia, on obtient I'existence et 1'unicité de 1’élément

oy € ﬁl tel que

Oy € Ead(Q) <EO’9,T — O'g>v >0 VT € Yua.
Alore ,
09 € Saq(0) > (F) Hop), ™" = o)z 20 VT € Sya(0).
=1
O
Soit considérons maintenant 'opérateur B : 7/-[\1 — ﬁl défini par
Bo=ay:  VOeH, (2.73)
Démonstration de Théoréeme 2.4 .
Existence. Soit u* = (u*!,u**) € V les solutions de (2.37) avec § = 6*.
Prendre v =0 € V et v = 2u* € V dans (2.37) on obtient
a(u’,u”) + (0%, u*) = (p,u"), (2.74)
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et de (2.37), (2.74), on a
a(u™,v*) + (0", v") > (p,v") Yv € Uy, (2.75)
de (2.19), (2.75) et 6* = A(0*), il suivre que
0" € Xaa(07) (2.76)

Prendre maintenant v = u 4+ ¢ € V avec ¢ = (¢!, ¢?) et ¢¢ € (D(Q))V, ¢*¢ = 0 dans
(2.37), il suivre que :

(F*(e(u)),e(6))ae = (¢, ). (2.77)
De plus, de (2.16), (2.77) et en appliquant la formule Green, on obtient
—Div(F(e(up))) = f* sur QF. (2.78)

En utilisant (2.74) et (2.16), on déduisons que

Z DM) FZ *Z *ZdQe—f—Z/ *é n u*enfdrﬂ +](0 )
2
Z f€ *fdQ€+Z/ g u*f,r/fdrﬁ'
/=1

En utilisant maintenant (2.78) et u*[rc =0, on a

2

/ 0" n.[un]dls + j (0%, u*) = Z/ gt utntdll —
I3 rf

=

2
Z / Fe(u*"))n! wntdl? (2.79)

=1
prendre v = u+ ¢ € V avec ¢ = (¢*,¢?) € V, ¢>F =0 et ¢'n’ = 0 sur I'{ UTY dans (2.37),

il suivre que

/ Ffe(u*)).e(¢")dQ = / flotdQt + / gt .o'ntdry (2.80)
Qf Q¢ s

en appliquant la formule Green dans (2.80) et en utilisant (2.78), on obtient

Fle(u)n' =4¢°  sur T%. (2.81)
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En combinant (2.79) et (2.81), il suivre que
6" n.[u*n]dl's = —j (0%, u"), (2.82)
T's

et, pour tout 7 € X,4(6*)

Z /Q/Z The(u)dQ > (p,u*) — 5(0%,u*). (2.83)

En utilisant (2.78) et (2.81) avec F'(e(u*!))n! = F?(e(u*?))n? sur '3, on déduit que

Z/ Fie(u)).e(u)dQ = (gp,u*)—l—/ 0*n.[u*n]dls. (2.84)

=1 79 I's

De plus, de (2.83), (2.84) et (2.82), on déduit 'inégalité dans (2.30) avec prouve que §* est
une solution de probleme Ps.

Il suivre du corollaire 2.1 que (u*, 6*) est une solution au probleme P.

Unicité. Pour prouver 'unicité de la solution soit (u*,8*) est une solution du probleme P
obtenu ci-dessus et (u, o) est une autre solution telle que u € V et o € H.

pour tous § € H;. Par conséquent, en choisissant 9 = Af et en utilisant (2.37) et (2.66),

on a

—e(uh) Ve +5(0,v) — §(0,u9) > (o, v —ug)y, VeV (2.85)

HMM

Prendre v = 2uy et v = 0 dans (2.85), on obtient

2
> (65, e(ug))ae + 3(0,u0) = (i, ug)v. (2.86)
=1
En utilisant maintenant (2.85) et (2.86), on a
59 € Zad(e)> (287)

et de (2.66), (2.86) et (2.19) il suivre que

N

D AF)HEG), 7" = Gh)e 20 VT € Saa(6). (2.88)

(=1
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De plus, de (2.87) et (2.88), il en résulte que Gy est une solution du probleme (2.71). et par

I'unicité de la solution, on déduit 649 = 0y, alors on a
A0=DBO: VOeH,. (2.89)
En utilisant maintenant le lemme 2.2, avec
0" = (F'(e(u™)), F*(e(u™)))

et
o= (F'(e(u")), F*(e(u?))),

telle que
0 EDullr), A 0 (FYO ) 20, V€ Dul6)
=1 (2.90)
0 € Yaa(o), STt — o (FH o)) ye >0, V71 € Loa(o)
et de (2.71) et (2.73), on obtient
BY* =0*, Bo=o. (2.91)
De plus, de (2.91) et (2.89) et de la proposition 2.2, il suivre que
0" =o. (2.92)
Par conséquent

Fie(u™) = Fi(e(u®) €=1,2. (2.93)

Par conséquent, par (2.6) et (2.93), on a

La preuve du Théoreme 2.4 est complete. ]
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Conclusion générale

Dans ce mémoire, nous avons étudié I'existence et 'unicité de la solution d’un probléeme
non linéaire de contact avec frottement entre deux corps élastiques. La loi de
comportement élastique est supposée non linéaire et le contact est modélisé avec les
conditions de Signorini et la version de la loi de Coulomb de la frottement sec.
Nous avons utilise la formule de Green, ainsi que I'inégalité de Korn pour obtenir deux
formulation variationnelle de ce probleme Py et Py, du probleme considéré, ou P; dépend
du champ de déplacement et Py dépend du champ de contrainte.

Nous avons établi des résultats d’existence et d’unicité, en utilisant des arguments
d’inégalités variationnelles elliptiques et une propriété de point fixe, théoreme de

Stampachia.
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/ Résumé \

Ce mémoire contient une Etude théorique d’un probleme de contact de Signorini
avec frottement de coulomb entre deux corps élastiques. Cette étude se compose en
deux chapitres. Le premier chapitre considere la formulation mathématique de
probléme de contact et rappel d’analyse. Le deuxieme chapitre est divisé en trois
sections. Dans la premiere section considére la forme mathématique cet probleme noté
par P, par I'utilisation de la forme de Green et I'inégalité de Korn dans le deuxieme
section on obtient a deux forme variationnelle, P1 qui dépend uniquement de
déplacement et P2 qui dépend uniqguement de contrainte. Enfin, dans la troisieme
section on étudie I’existence et I'unicité avec le lient entre P1, P2et P.

Q)ts-CIés . déplacement, contrainte, existence, unicité, frottement de coulomb, loi de

romnanrtement dlactiniie nrohldmec de rantact le nnint five /
/ Abstract \

This memory contains a theoretically study of a signorini contact problem with
coulomb friction between two elastic bodies. This study consists of two chapters. The
first chapter considers the mathematical formulation of contact problem and return
analysis. The second chapter is divided into three sections. The first section considers
the mathematical form this problem noted by P. one uses the Green shape and the

inequality of Korn one also gets to two shapes variationnelle P1, that depends solely on
the displacement and P2 that depend solely on constraint in the second section. Finally,

in the third section, one studies the existence and the uniqueness with the tie between
P, P1and Pa.

Words keys : displacement, constraint, existence, uniqueness, coulomb friction, law of

%havior elastic, fixed point. /
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